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Automorphismes analytiques 
des domaines produits 

Jean-Pierre Vigu6 

A b s t r a c t .  In this paper,  I s tudy the group of analytic au tomorph i sms  of a bounded product  

domain in the space C(S,C) of continuous functions on a compact  space S. I prove tha t  its 

au tomorph i sm group is a Lie group and I am able to prove which are the bounded symmetr ic  

ones. 

1. I n t r o d u c t i o n  

Les automorphismes analytiques des domaines born6s d 'un espace de Banach 
complexe ont 6t6 6tudi6s par de nombreux auteurs. J 'a i  d6fini sur ce groupe la 

topologie de la convergence uniforme locale [12]. Pour un certain nombre de do- 
maines horn,s  sym6triques, il a 6t6 possible de calculer ce groupe explicitement 

(volt par exemple S. Greenfield et N. Wallach [7], J.-P. Vigu6 [14], T. Barton, S. 
Dineen et R. Timoney [2] et M. Abd-alla [1]). Je crois qu'il est important  d'avoir 
aussi d 'autres  exemples de domaines born6s dont on sait calculer explicitement le 

groupe des automorphismes analytiques. Le but du pr6sent article est d'6tudier les 
automorphismes analytiques des domaines born6s produits dans l 'espace C(S, C) 
des fonctions continues complexes sur un espace topologique compact  S. Les do- 
maines produits sont d6finis de la faqon suivante : une fonction ~ semi-continue 

inf6rieurement born6e strictement positive 6tant choisie, on d6finit 

D~= {f cg(S, C) l lf(s)l < p(s)}.  

Comme d 'habi tude dans ce cas, l '6tude du groupe des automorphismes analytiques 

G(D~) de D~ se divise en deux parties : 
(1) On commence par 6tudier le groupe d'isotropie Go(D~) de l'origine dont 

on sait d 'apr~s un r6sultat de H. Car tan  [4] (voir aussi J.-P. Vigu6 [12]) que c'est un 
sous-groupe du groupe lin6aire. Pour trai ter  ce cas, nous allons 6tudier, de mani~re 
un peu plus gdn6rale, les isomorphismes lin6aires entre deux tels domaines D~ C 
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C(S, C) et D e  cC(T, C). Dans un th6or6me de type Banach-Stone,  nous montrerons 

qu 'un tel isomorphisme est de la forme 

f ~-~ {t H a(t)f(a(t))}, 
off a est une fonction continue sur T/~ valeurs dans C*, e t a  un hom6omorphisme de 
T sur S. En particulier, compte-tenu d 'un th~or~me de W. Kaup  et H. Upmeier [8] 
(voir aussi [3]), ce r~sultat montre que D~ et D~ sont analytiquement isomorphes si 
et seulement si il existe un hom~omorphisme ~ de T sur S e t  une fonction continue 

b: T- -*R ~ valeurs str ictement positives tels que 

~(a(t)) =b(t)r 
On d~duit en particulier de ce r~sultat qu 'un domaine produit  born5 D~ CC(S, C) 
est analytiquement isomorphe ~ la boule-unit6 ouverte de C(S, C) si et seulement 

si ~ est continue. 
(2) Ensuite, il faut ~tudier les automorphismes proches de l'identit~ : pour cela, 

j 'utiliserai un r~sultat de J.-P. Vigu~ [13] et je montrerai  que tout automorphisme 

F de D~, suffisamment proche de l 'identit~ est de la forme 

g, , F(g)= {s~--, A(s) g(s)+a(s) } 
l +a(s)g(s)/~Z(s) 2 

oh A est une application continue de S dans l 'ensemble U des nombres complexes 
de module 1 e t a  une application continue appar tenant  ~ D~ nulle en les points de 

discontinuit~ de ~. 
A l 'aide de ces deux r~sultats, il est facile de montrer  que les automorphismes 

analytiques de D~, sont de la forme 

g~---* F(g)= {s~-* A(s) g(~r(s))+a(~r(s)) } 
l +a(a(s) )g(a(s) )/F((r(s) )2 ' 

oh A est une application continue de S dans C*, a une application continue ap- 

partenant /~ De  nulle en les points de discontinuit6 de p e t  a un hom~omorphisme 

de S. 
Ces r6sultats nous permet t ront  de montrer  que le groupe G(Dr a, de fa~on 

naturelle, une structure de groupe de Lie banachique r~el compatible avec sa topolo- 
gie. Je montrerai  ~galement que l 'orbite de l'origine 0 sous Faction de G(Dr est 
exactement l ' intersection de D~, avec le sous-espace vectoriel A de C(S, C) des fonc- 
tions nulles aux points de discontinuit~ de c2. En particulier, De  est homog~ne si et 
seulement si ~ est continue, c'est-/~-dire si et seulement si De  est isomorphe ~ B, la 

boule-unit~ ouverte de C(S, C). 
Tous ces r~sultats seront pr~cisds dans la suite de cet article. Commen~ons par 

donner quelques ddfinitions et rappels. 
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2. D6finition des domaines produits  et premibres propri6t6s 

Soit S un espace topologique compact  et soit C(S, C) l 'espace vectoriel com- 
plexe des fonctions continues sur S/~ valeurs dans C, muni de la norme 

IifI] = sup If(s)I,  
sES 

qui en fait un espace de Banach complexe. Soit p une fonction semi-continue 
inf6rieurement strictement positive et born6e sur S. Soit 

D~ = {f EC(S, C)I I/(s)l < :(s), pour tout s E S}. 

Lemme 2.1. L'ensemble D:  est un domaine bornd convexe de C(S, C). 

Ddmonstration. Comme ~ est bornde, il est clair que D~ est born6 et convexe. 
Montrons que D~ est ouvert. Soit f E D~. La fonction 

s, ,:(s)-If(s)l 

est semi-continue inf~rieurement et str ictement positive. D'aprbs les propri~t6s clas- 
siques des fonetions sci (voir par exemple G. Choquet [5]), ~ atteint sa borne 

infdrieure e qui est done str ictement positive. Par  suite, la boule B(fo,  e) de centre 
f0 et de rayon e est contenu dans D :  et le r~sultat est ddmontr~. 

Comme ~ est une fonction semi-continue inf~rieurement str ictement positive 
et born~e, il existe deux constantes r~elles m et M telles que 

0 < m_< ~p(s) < M, pour tout  s ~ S. 

On en d~duit que D~ est la boule-unit~ ouverte de C(S, C) pour la norme 

If(s)  l 
Ilfll~ = s u p  

, e s  : ( s )  

qui est une norme ~quivalente s la norme donn~e. 
Nous avons maintenant  le thSor~me et d~finition suivants. 

T h ~ o r ~ m e  et d~finition 2.2. Soit D u n  domaine bornd de C(S, C). Alors 
les deux propri~tds suivantes sont dquivalentes : 

(i) it existe une fonetion ~: S--~R semi-continue infdrieurement bornde d va- 
leurs strictement positives telle que D = D :  ; 

(ii) pour toute famille finie de fonetions ( f l  ,... , f~) de C(S, C) appartenant it 
D, pour tout f EC(S, C) telle que, pour tout sES,  

]f(s)l _< sup(If l (s) l  ,... , If~(s)l), 

alors f E D. 
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On dit alors que D est un domaine produit de C(S, C).  

Ddmonstration. Montrons  que (i) entraine (ii). En effet, si ( f l , . . .  , fn) appar-  

t iennent  g D~, alors, pour  tou t  sES ,  I f l (S) l<9)(s) , . . . ,  I f~ ( s ) l<F(s ) .  Par  suite, 

sup( l f l (s ) l  ,... , I f~ ( s ) t )<F(s ) .  Mainteuant ,  si f est telle que 

I f ( s ) t  ~ s u p ( l f l ( s ) l  ,. . .  , I A ( s ) l ) ,  

alors t f ( s ) l < ~ ( s )  et f E D ~ .  
Montrons  main tenan t  que (ii) entrMne (i). Pour  tou t  sES ,  soit 

F(s)  = sup If (s)  l. 
fES 

La fonction qD, comme borne  sup6rieure de fonctions continues bo rn&s  s t r ic tement  

positives, est une fonction semi-continue inf6rieurement born~e s tr ie tement  positive. 

Si f E D ,  on d6duit faeilement du fait que D est ouvert  que, pour  tou t  sES ,  

I f ( s ) l < ~ ( s ) .  Par  suite, f c D s .  
R~ciproquement ,  si f E D ~ ,  pour  tou t  sES ,  on a If(s)l  < p ( s ) .  Pour  tou t  sES ,  

on peut  done t rouver  une fonction g~ED telle que 

If(s)l<lg~(s)l .  

Comme f et g~ sont continues, la m6me in6galit6 reste vraie sur un voisinage ouvert  

Us de s. Les (U~)s~s forment  un recouvrement  ouvert  du compac t  S ; on peut  done 

en extraire un sous-reeouvrement  fini Us1 ,-.- , Us,,. On a done, pour  tou t  tES ,  

I f ( t ) I  < s u p ( I g S l  (t)I  , ... , Igs~ ( t ) I ) .  

Ainsi, f E D ,  et la r~ciproque est d~montr6e. 

Nous aurons 5galement besoin d ' u n  lemme sur l 'existence de certaines fonctions 

continues. Ce rSsultat fera l 'objet  du lemme plus ou moins classique suivant. 

L e m r n e  2.3.  Soit S u n  espace topologique compact, soit qa une fonction semi- 
continue infdrieurement born& strictement positive sur S, soit so E S et soit U un 
voisinage de so. Alors il existe une fonction continue f: S---+ R+ , nuUe en dehors de 

U, teUe que f (so)=~(So)  et que, pour tout sES ,  f(s)<_p(s). 

Idde de la dgmonstration. On peut  construire une suite de voisinages ouverts  

(Un)n>l de So tels que Un+ICCUn, U2cU et que, pour  tou t  sEUn,  

~(s) _ ~(so)(l- I/n). 
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On d6finit alors la fonction f de la faqon suivante : 

sur le compl~mentaire de U2, f - 0  ; 
sur Un\U~+I, on d~finit f comme une fonction continue ~ valeurs dans le 

segment [p(so) (1 -1 / (n -1) ) ,p (So) (1 -1 /n )]  5gale ~ c2(so)(1-1/(n-1))  sur OUn et 
~(so) (1-1 /n)  sur OU,~+I (une telle fonction existe car S est normal) ; 

- enfin, f(s)=qD(So) sur [~ Un. 
On v6rifie que f r~pond k la question. 

- - #  
3. Les  p o i n t s  e x t r ~ m a u x  de  D ~  

Nous voulons maintenant d~montrer un th~or~me de Banach Stone pour les 
automorphismes lin~aires de D : .  Pour cela, on commence par consid~rer C(S, C) 
muni de la norme ]]-]iv. (On sait que D~ est la boule-unit~ ouverte de C(S, C) pour 

- -#  
cette norme). Soit D :  la boule-unit5 fermSe du dual topologique de C(S, C) muni 
de la norme duale 

I l e l l ~ =  sup l e ( f ) l  . 
fEC(S,C) 
ilfll:_<l 

Comme dans la d6monstration du th~or~me de Banach-Stone donn~e dans 
le livre de N. Dunford et J. Schwartz [6], nous allons commencer par montrer le 

- - /  
thSor~me suivant concernant les points extr~maux de D: .  

T h ~ o r ~ m e  3.1. Soit E un sous-espace vectoriel fermd de C(S, C) muni de la 
norme II" II9, et soit E'  son dual topologique muni de la norme duale II "II~. Pour 
tout sES,  soit 6s:c(s ,  c ) - - * c  l'application ddfinie par S~( f )=f(s) .  Alors tout point 
extrdmal de la boule-unitd fermde (D~AE)'  pour II " II~ est de la forme 

avec = 1, 8 s .  

De plus, si E=C(S, C), tout dldment de la forme (alp(s))~s, avec loft=i, sES est 
--# 

un point extrdmal de D~. 

Ddrnonstration. Soit A c E '  l'ensemble des points de la forme (a/~(s))5~, avec 
iai = 1. On consid~re sur E '  la topologie faible a(E', E). Soit A l'adh~rence de A pour 
cette topologie. Soit ~-6(A) Fenveloppe convexe ferm~e de ft. pour cette topologie et 
on sait que A e t  ~6(_4) sont compacts. 

Soit OEE', O~-C6(A). D'apr~s le th~or~me de Hahn-Banach,  il existe f E E  et 
des constantes r~elles c et c strictement positives telles que 

Re0(f)_>c,  Re[(c~/~(s))Ss(f)] < c - c ,  pour tout (a/~(s))Ss E A. 
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Mais, quitte g choisir convenablement a de module 1, 

= : If(s)I/:(s). 

On a donc bien, pour tout s c S : 

[f(s)[/:(s) < e-c. 

- - !  
Comme IO(f)l>_c, on en d6duit que 0 n 'appar t ient  pas ~ D~. 

- - !  
D'apr~s le lemme 5 de [6, p. 440], l 'ensemble des points extr~maux de D :  est 

eontenu dans A. On v~rifie alors que les 51~ments de A (pour la topologie faible 

a(E',E)) sont les (a/~)5~ off levi=l, et off 3 est une valeur d'adh~renee de qa(t) 
quand t tend vers s. Comme c 2 est semi-continue inf~rieurement, on a ~>_qa(s), ce 
qui entra~ne que 1//3<_l/~(s). On en d~duit que (c~/~)6~ ne peut ~tre un point 

- - t  extr~mal de D :  que si ~ = ~ ( s ) .  La premiere pat t ie  du r6sultat est d~montr~. 

Soit scS. Montrons maintenant  que, dans le cas de E=C(S, C),  (1/qp(s))Ss est 

- r  Pour cela, supposons que un point extr~mal de D~. 

(1/ : (s))6~ = ,~01 d- (1-- A)02, 

Ol~l 01,02e D; ,  ~e]0, 1[. NOUS allons montrer  que 01 =02=(1/c2(s))~s. 
Choisissons un voisinage N de s. D'apr~s le temme 2.3, il existe fED~o nulle en 

dehors de N telle que f(s)=cp(s). On a done 

= = I. 

Par  suite, 

AOI(f)+(I-A)O2(f) = i, et lOi(f)l ~ i, 102(f)l <_ i. 

Ceci entraine que 01 ( f )  = 02 ( f )  = 1. 

Soit maintenant  gEC(S, C) telle que ]]g]]~<l et g = 0  sur N.  Alors, f+g~D:. 
On montre de la m~me fa~on que 01(f+g)=O2(f+9)=l. La lin~arit~ de 01 et 02 
montre que 01(g)=O2(g)=O. Ainsi, le support  de 01 et 02 est contenu dans N.  Ce 
rSsultat est vrai pour tout voisinage N de s. Comme l 'intersection des N,  pour tout 
voisinage N de s est r~duit 5~ {s}, le support  de 01 et 02 est r~duit s {s}, et ceci 
suffit/~ montrer  que 

0 1  = 0 2  = 

Ceci d~montre le th~or~me. 
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4. L e  t h ~ o r ~ m e  d e  B a n a c h - S t o n e  

Nous pouvons  ma in tenan t  ~noncer et d~montrer  le th~or~me de B a n a c h - S t o n e  

pour  les i somorphismes  lin6aires entre  D~ CC(S, C) et D e cC(T, C).  

T h ~ o r ~ m e  4.1 .  Soient D~cC(S, C) et D e c C ( T  , C) deux domaines produits 
bornds et supposons qu'il existe un isomorphisme lindaire F: D~--*D e. Alors, il 
existe une application continue c~: T---~C* et un homdomorphisme a: T---~S tels que 

[F ( f ) ] ( t )  = c~(t)f(a(t)). 

De plus, on a r 

Ddmonstration. R e m a r q u o n s  d ' a b o r d  que, s ' i l  existe une appl ica t ion  cont inue 
c~:T--~C* et un hom~omorph i sme  a: T--~S tels que r  Ice(t)I~(cr(t)), alors l 'appli-  
ca t ion lin~aire F d~finie par  

[F ( f ) ] ( t )  = c~(t)f(a(t)) 

est  bien un i somorphisme lin~aire de D~ sur D e.  

Soit ma in t enan t  F u n  i somorphisme lin~aire de D~ cC(S, C) sur D e c g ( T ,  C) .  
D 'apr~s  ee que nous avons dit, F est un i somorphisme lin6aire isom6tr ique pour  

lea normes  II" II~ et II" lie. I1 nous faut  ma in t enan t  construire  a et or. Pour  cela, 
consid~rons la t ranspos~e tF: C(T, C) '~C(S,  C ) '  de F d~finie par  tF(O)=OoF ; e 'es t  

un i somorphisme lin6aire isom6tr ique pour  les normes  I I lJ$  et [1" ][~o. Ainsi, tF 
- - I  - - !  envoie les points  ex t r~maux  de D e sur les points  ex t r6maux  de D~.  L ' image  par  tF 

de (Ur est done de la forme (3/~(s))5s, avec Ir Si on pose s=~(t), eeci 
d6finit une bi ject ion ~ de T sur S. 

De mSme, on d~finit la fonction a par  la formule 

~(t)- ~,(t) _ 9,(t) 

Le fait que a est continue d6coule s implement  du fait que a = F ( 1 ) .  En  effet, on a 

[F(1)] (t) = [St oF] (1) = [tF(6t)](1) = a(t)6~,(t)(1) = a(t). 

L'appl iea t ion  i: S---~C(S, C ) '  (resp. j :  T---,C(T, C) ' )  d6finie par  i(s)=~s (resp. 
j(t)=(1/c~(t))St) est un homdomorph i sme  de S (resp. T)  sur son image lorsque les 
images sont munies  de la topologie faible. I1 est facile de voir que a=j- lo tFoi  et, 
c o m m e  tF est continue, a est un homSomorph i sme  de T sur S. 
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On peut  alors calculer F ( f )  

[F(f)]  (t) = [St oF](f) = [tF(St)](f) = (~(t)5~(t)(f) = a ( t ) f (a ( t )  ), 

et le thdor~me est d~montrd. 

Remarquons que, comme duns la d6monstration de [6], le point essentiel est que 
' - '  Ceci permet  tF envoie les points extr4maux de D~ sur les points extr4maux de D~. 

de montrer  d 'autres  g4n4ralisations du th4or~me de Banach-Stone sans supposer F 
surjective (voir par exemple E. Vesentini [11]). 

Si maintenant  on consid~re un automorphisme lindaire F de D r d4finie par 

= 

off crr il est clair que, si soES est tel que a(so)r et si gEC(S, C) est tel que 

Ilgll =l, o n  a 

IfF(g)-gll  >- 1, 

ce qui montre que F est loin de l'identit4. On en d~duit qu 'un voisinage de l'identitd 
dans le groupe des autolnorphismes lin4aires de D~ est constitu5 des automor- 
phismes F ddfinis par 

IF(g)] (s) = ~(s)g(s),  

o/1 A est une application continue de S duns l 'ensemble U des nornbres complexes 

de module 1. On en ddduit done le corollaire suivant. 

C o r o l l a i r e  4.2. Le groupe Go(D) des automorphismes lindaires de D~o a, de 
mani~re naturelle, une str~ueture de groupe de Lie rdel compatible avec sa topologie. 

5. Q u e l q u e s  r a p p e l s  su r  les a u t o m o r p h i s m e s  

a n a l y t i q u e s  des  d o m a i n e s  cerc l6s  b o r n 6 s  

Les automorphismes analytiques d 'un domainc cercl6 born6 D d 'un espace de 
Banach complexe E ont ~t~ ~tudi@s par W. Kuup et H. Upmeier [8] duns le cas 
convexe (volt R. Braun, W. Kaup et H. Upmeier [3] pour le cas g6n~ral). 

Soit ~(D) l'alg~bre de Lie r~elle des transformations infinit~simales de D (au 
sens de J.-P. Vigu6 [12] ou H. Upmeier [10]). Comme le fibr6 tangent 5 D est trivial, 
nous consid~rerons les ~14ments de ft(D) comme des applications holomorphes de D 

duns E. D 'aut re  part ,  9(D) admet  une d4composition directe 

g(D) = ~ (D)* |  - 
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(off it(D) + ={~bEI~(D)I~(0)=0}),  et l 'application 

, E ,  

e ,  , e ( 0 ) ,  

est un isomorphisme d'espaces de Banach r~els de 9 (D) -  sur son image F qui est 
un sous-espaee de Banach complexe de E. 

De plus, l 'orbite de l'origine 0 sous Faction de G(D) est exactement DAF, et 
e'est la seule orbite qui soit une sous-varidt~ complexe de D. 

De la forme des automorphismes analytiques, on ddduit [14] que, sur le groupe 
G(D) des automorphismes analytiques d 'un domaine cercl~ born~ D, la topologie 
de la convergence uniforme locale et la topologie de la convergence uniforme sur D 
coincident. 

Ces r~sultats (voir [8]) ont plusieurs eonsdquences : ainsi, si deux domaines 
cercl~s born6s sont analytiquement isomorphes, on peut trouver un isomorphisme 

f qui envoie 0 sur 0, et qui, d'apr~s H. Car tan  [4], est un isomorphisme lin~aire. 

On d~duit aussi de ces considerations que G(D)=Go(D).G~ off G~ est 
le sous-groupe de G(D) engendrd par les groupes g u n  param~tre d 'automorphismes 

de D correspondant aux transformations infinitdsimales de it(D) et Go(D) le groupe 
d'isotropie de l'origine 0. Ceci entraine que, si U est un voisinage de l 'identitd dans 
G(D), l ' image 

g ~D, 

g ,  , g(o), 

contient un voisinage de 0 dans DAF. 
Ainsi, pour revenir au cas de D~, comme nous avons d~jg calcul6 Go(Dr), 

il nous reste seulement s 5tudier G~ et, pour cela, il suttit de connaitre les 

automorphismes analytiques de D~ proches de l'identitd. 

6. Les  a u t o m o p h i s m e s  a n a l y t i q u e s  de  D ~  p r o c h e s  de  l ' i d e n t i t 6  

Pour 6tudier les automorphismes analytiques de D r proches de l'identit6, nous 
allons utiliser des r6sultats de J.-P. Vigu6 [13]. D'abord,  il est clair que D r e s t  
"produit continu", au sens de [13] des domaines A ~ ( s ) c C ,  off 
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Pour appliquer le th~or~me 1.8, p. 233 de [13], il nous faut v~rifier les deux conditions 
suivantes : 

(a) pour tout  tES,  pour tout aEA~,(t), pour tout bEAd(t), il existe une appli- 
cation holomorphe ~-: A~(t)~D~, telle que [~-(a)](t)=a, [T(b)](t)=b ; 

(b) il existe un voisinage U de 0 dans D~ tel que D~ soit dtoil6 par rapport  
tout point de U. 

On v6rifie facilement dans le cas de D~ que les conditions (a) et (b) sont 
satisfaites. Le (b) est 5vident puisque D~ est convexe. Le (a) est une consequence 
facile de l'existence (ddmontr~e au lemme 2.3) d'une fonction f :  S--~R+ continue 

telle que f(t)=~a(t) et que f(s)<_~(s), pour tout sES. 
On ddduit alors du th~or~me 1.8 de [13] la proposition suivante. 

P r o p o s i t i o n  6.1. I1 existe un voisinage U de l'identitd dans G(D~) tel que, 
pour tout F E U, il existe une famille (fs)sES d'automorphismes analytiques de A~(s) 
tels que, pour tout gED~, on ait 

[F(g)] (s) 

On peut alors dSduire de cette expression la forme precise des automorphismes 
analytiques de D~ proches de l'identit~. Pour cela, d~finissons A comme l'ensemble 
des 616ments de D~ qui s'annullent en les points de discontinuit~ de ~. Soit A 
l'ensemble des applications continues de S dans l'ensemble U des nombres complexes 
de module 1. Nous pouvons alors 5noncer le th~or~me. 

T h 6 o r ~ m e  6.2. Soit F: D~-~D~ ddfinie, pour tout gED~,, par 

[F(g)](s) =A(s)  g(s)+a(s) 
l +a(s)g(s) /~(s)  2' 

o~ AEA, aE A. Alors, FEG(D).  L'ensemble de ces applications F, o~t AEA et aEA 
forme un voisinage de l'identitd dans G(D). 

Ddmonstration. Remarquons d 'abord qu'il est facile de voir que s aEA 
~tant donn~s, pour tout  gED~, l 'application F(g) ainsi d~finie est une application 
continue et appartient h D~. Le fait que F est un isomorphisme analytique dScoule 
facilement du fait que F est une application homographique. 

R~ciproquement, soit F: D~---~D~ un automorphisme analytique suffisamment 
proche de l'identit~. D'apr~s la proposition 6.1, il existe une famille (fs)sES d'auto- 
morphismes analytiques de A~(s) tels que, pour tout gED~, 

[F(g)] (s) = f ,  (g(8)), 
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et de la forme des automorphismes de A~(s), on d~duit que f s (g(s))  s'~crit de 
mani~re unique 

f~(g(s)) =A(s)  g(s)+a(s)  
1 +a(s )g ( s ) /~ ( s )  ~' 

avec ]A(s)l=l , ]a(s)[ <~(s) ,  pour tout sES.  I1 reste seulement ~t montrer que Aet  a 

sont continues et que aEA.  
En ~crivant que F(0) appartient ~ D~, on montre que A(s)a(s) est une fonction 

continue de s. Consid~rons alors deux fonctions gl et g2 de D~ partout distinctes 

et non nulles. On obtient alors le syst~me aux inconnues A(s) et a(s ) /~(s )  2 suivant 

g l ( s ) ~ ( s ) - F ( g l ) ( S ) g l ( s ) a ( s ) / ~ ( s )  2 = F(g l ) (S) -A(s)a (s ) ,  

g2 (s)A(s)-F(g2)(s)g2 ( s )a(s ) /~(s )  2 = F ( g 2 ) ( s ) -  A(s)a(s). 

Comme F(gl)  et F(g2) sont deux fonctions partout distinctes, il est facile de v~rifier 

que le d~terminant du syst~me est non nul et, comme toutes les fonctions qui in- 

terviennent sont continues, on en dSduit que A(s) et a(s ) /~(s )  2 sont des fonctions 

continues de s. Par suite, a(s )=A(s )a(s ) /~(s )  est aussi continue. On v~rifie enfin 

que dire que a(s ) /~(s )  2 est une fonction continue de s est gquivalent h dire que a 

s'annulle en les points de discontinui% de ~. 

On dgduit immgdiatement de ce %sultat la forme des automorphismes de D~. 

T h ~ o r ~ m e  6.3. Tout automorphisme analytique F de D~ est de la forme 

{ H , ~  , g(~(s ) )+a(a(s ) )  } 
g, ~ F ( g ) =  s aks )- ~ , 

l +a(a(s)  )g(a(s)  ) /F(a(s )  ) 2 

or A est une application continue de S dans C*, a une application continue ap- 
partenant it D~ nuUe en les points de discontinuitd de ~ e t a  un homdomorphisme 
de S. 

Ddmonstration. Soit aED~ tel que F ( a ) = 0 .  On d~duit des %sultats du para- 

graphe 5 que aEA,  off A est l'ensemble des g de C(S, C) nulles aux points de 

discontinuit~ de ~. Soit Fa l 'automorphisme de D~ d~fini par 

[F,(g)](s) = g(s )+a(s )  
l +a(s )g ( s ) /~ ( s )  2" 

Alors, on a FoF-a(O)=O. D'apr~s le th6or~me de Banach Stone et les %sultats de 

W. Kaup et H. Upmeier [8], on a 

[Fo F_,(g)](s) = Jk(s)g((~(s) ) 

off A est une application continue h valeurs dans C*, e t a  un hom~omorphisme de S. 

Le %sultat s'en d~duit. 
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7. Applications 

Nous pouvons pr~ciser l 'orbite de l'origine 0 de D~ sous Faction du groupe 

G(D~o). Nous avons le th6or~me suivant. 

T h ~ o r ~ m e  7.1. Soit D~ un domaine produit. Alors l'orbite de l'origine 0 sous 
l'action du groupe G(D~) est dgale ~ D~nA, oiz A est l'ensemble des fEC(S, C) 

qui s'annuUent en les points de discontinuit6 de ~. 

I1 d~coule de ce thdor~me que D~ est homog~ne si et seulement si ~ est continue. 

On peut  ~noncer ce r~sultat sous la forme suivante. 

C o r o l l a i r e  7.2. Soit de m6me D~ un domaine produit. Alors D~ est homog~ne 
si et seulement si ~ est continue. Dans ce cas, D~ est analytiquement isomoT:phe 
la boule-unitd ouverte B de C(S, C). 

On montre aussi facilement le corollaire suivant. 

C o r o l l a i r e  7.3. Soit de m&ne D~ un domaine produit. Alors le 9roupe G(D~) 
des automorphismes analytiques de D~ a, de mani~re naturelle, une structure de 
groupe de Lie rdel compatible avec sa topologie. 

Pour terminer, je voudrais faire une remarque sur les points fixes des auto- 
morphismes analytiques de D~. On sait (voir par exemple [14]) et on peut  v~rifier 
sur leur forme explicite que les automorphismes de D~ se prolongent continument 
sur D~ et une questiotl int6ressante est celle de l 'existence de points fixes d 'un 
automorphisme f dans D~. (La r~ponse est positive en dimension finie, d'apr~s le 
th~or~me de Brouwer et cette question a 6t6 ~tudi~e par L. Stach6 [9] dans le cas 

de la boule-unit~ ouverte de C(S, C).) Consid6rons l 'exemple suivant. 

Exemple. Soit /~176 l 'espace de Banach des suites complexes born~es. Cet 
espace s'identifie g l 'espace des fonctions continues sur le compactifi6 de Stone-  
Cecil 1N de N.  Si on consid6re la boule-unit~ B de t ~ ( N ) ,  il est classique que tout 
automorphisme analytique de B admet  un point fixe dans B. Soit so un point de 

1 Soit (an)heN u n e  ~ I \ N .  Soit qo d~finie sur N par c2(s)=l,  pour sTkso, et c2(s0)= ~. 
suite ~t termes str ictement positifs tendant vers 0 g l'infini et soit a la fonction que 
cette suite d6finit sur 1~. Considdrons l 'automorphisme analytique F de D~ dSfinie 

par 

[F(g)](s ) = g(s) +a(8)  
l +a(s)g(s)/~(s) ~" 

I1 est facile de voir que, si g est un point fixe de F,  on a, pour tout s ~ N ,  
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Mais une telle fonction g ne peut  pas appartenir  ~ la fronti~re de D~. Ainsi F n 'a  

pas de point fixe d a n s / ~ .  
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