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Densitd de l'intdgrale d'aire 
et intdgrales singuli res 

Lucien Chevalier et Alain Dufresnoy 

Abstract .  In his 1983 paper [3], R. F. Gundy introduced a new functional related to the 
Littlewood-Paley theory, called the density of the area integral. In this paper, we prove that 
this functional (although highly non-linear) can be expressed as the principal value of an explicit 
singular integral. This result provides us with a new and precise connection between the density 
of the area integral and the theory of Calder6n-Zygmand operators. It does not seem to be a 
consequence of the standard Calder6n-Zygmund-Cotlar theory, because the sign of a harmonic 
function in the half-space fails to have, in some appropriate sense, boundary limits. 

1. In troduc t ion  et 6nonc6  des r6sultats  pr inc ipaux 

Dans un r6cent travail [1], l 'un  de nous a obtenu l 'analogue,  dans le contexte  

de l 'analyse harmonique  dans un demi-espace, de la formule de Tanaka  de la th6orie 

des martingales.  Plus pr6eis6ment, le r6sultat  6tabli dans  [1] est une 6galit6 de la 

forme 

(1) Ill : ] + O . ~  

off f :  R n - - + R  e s t  une applicat ion adme t t an t  une im6grale de Poisson P(f) ,  D~ 
est une version ad6quate  de la (( densit6 de l ' int6grale d 'a ire  >> associ6e h la fonction 

harmonique  P(f) ,  et ] e s t  une nouvelle applicat ion de R n dans R qui a conserve, 

d ' u n  certain point  de rue ,  les propri6t6s de - f .  En part iculier  on peut  dire, pour  

parler bri~vement, que l 'applicat ion f,-+] preserve les espaces fonctionnels usuels 

de l 'analyse harmonique  dans R n (voir le th~or~me 1 de [1] pour  une formulat ion 

plus precise). 
Cet te  applicat ion n 'es t  pas lin6aire, ni m~me sous-lin6aire. C 'es t  pourquoi,  

pour  pouvoir  utiliser la th6orie des int6grales singuli~res, nous avons du introduire 
dans [1] une famille (Tb) d 'op6ra teurs  de Calder6n-Zygrnund dans R n, index~e par  

l 'ensemble des applications bor61iennes born~es b: R +  +1 --+R (la d6finition precise de 
ces op6rateurs  est rappel6e plus loin). Cet te  famille (Tb) d~pend lindairement de b, 

et  on  obt ient  la fonction ] en faisant agir sur la fonct ion f l 'opdrateur  de la famille 

prdc~dente obtenu en prenant  pour  b le signe de l'extension harmonique de f .  On 

a donc l'dgalitd 

(2) ]=TsgnP(l)( f) .  
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La thdorie gdndrale des intdgrales singuli~res suggbre de poursuivre cette dtude ; 
en effet, il est bien connu qu'un opdrateur de Calder6n-Zygmund se ddcompose 
toujours en somme de deux opdrateurs: L 'un est ddfini par la valeur principale 
(en un sens approprid) de l'intdgrale singuli~re associde ~ son noyau, et l 'autre 
est un op@rateur de multiplication par une fonction bornde. I1 est donc naturel 
de chercher ~ obtenir la ddcomposition, au sens prdcddent, de l 'opdrateur Tsgn P(I) 
(et plus gdndralement des opdrateurs Tb). Cette ddcomposition permet t ra  d 'une 
part  de satisfaire une curiosit6 ldgitime, et d 'autre  part  conduira ndcessairement 

une expression nouvelle de la densitd de l'intdgrale d'aire. Comme on pouvait 
l'espdrer, cette expression a plusieurs applications intdressantes (voir les remarques 
qui suivent l'dnoncd de notre thdor~me). Pour plusieurs raisons qui apparaitront en 
cours de route, le cadre de cet article se limite au cas off n :  1. 

Notre premier objectif a donc dtd la ddcomposition explicite donnde par notre 
rdsultat principal. La mdthode suivie a dtd, dans la mesure du possible, la thdorie de 
Calderdn-Zygmund-Cotlar  (telle qu'elle est exposde, par exemple, dans [4, pp. 240- 
249]). Comme nous le verrons au paragraphe 2, l 'application de cette thdorie conduit 
tr~s naturellement, dans notre cas, h un nouveau problbme : ce problbme est, grosso 
modo, celui de savoir si le signe d 'une fonction harmonique darts le demi-plan admet, 
en un sens approprid, une limite au bord. Cette question nous parait prdsenter un 
intdr@t intrins~que, inddpendamment de toute rdfdrence fi, la densitd de l'intdgrale 
d'aire. D'autre part,  son dtude met en jeu des id@es et des mdthodes assez diffdrentes 
de celles utilisdes dans le prdsent article. Pour ces raisons, nous l 'abordons dans notre 
travail sdpard [2]. Comme nous le verrons plus loin, un des rdsultats obtenus dans 
[2] prouve que la ddcomposition donn@e par notre r&su|tat principal ne peut  pas @tre 
obtenue comme simple cons@quence de la thdorie de Calder6n-Zygmund-Cotlar  (ce 
qui explique la vole suivie dans le paragraphe 2). 

Avant d'dnoncer de fax;on prdcise nos r~sultats, i| est ndcessaire d'introduire 
quelques notations (qui sont celles de [1]). 

On ddsigne par R 2 le demi-espace R • R+. Le point courant de R2+ est syst~- 
matiquement notd z=(x,y). Pour tout point ~ER,  on note p~ le noyau de Poisson 
relatif au point ~, ddfini dans R 2 par 

1 y 
pC(z) . (x_r 

On ddsigne par ~r l'ensemble des applications mesurables f :  R - ~ R  telles que 

Ilfll-~ = fRP~( O, 1)l.f(~)l d~ < +~ .  
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A toute fonction fE.A4, on peut  associer son intdgrale de Poisson P(f), d6finie dans 
R2+ par 

P(f)(z) =/Rp~(z)f(~ ) d~. 

En outrc, la fonction IP(f)[ est sous-harmonique, donc son laplacien au sens 
des distributions est une mesure positive. On peut donc d~finir, pour tout  ~ER,  

DO, (f) (~) =/a2+ yp~ (z) A I P ( f )  I (dz). 

Des fonctionnelles de ce type ont ~t~ introduites, dans un autre but et sous une 
forme un peu diff~rente, par R. F. Gundy [3] au d~but des armies 80. 

Les espaces LP(R) consid~r~s sont relatifs h la mesure de Lebesgue m dans R, 
et la norme usuelle dans LP(R) est notde II" lip. 

Nous rappelons maintenant la ddfinition des op~rateurs Tb auxquels nous avons 
fait allusion plus haut. 

Soit b une application bor~lienne born~e de R2+ dans R. Si on pose, pour toute 
fonction r E C k ( R )  et tout ~ER,  

(3) Tb(f)(~) = 2 f yb(z)Vp~(z)VP(f)(z) dz, 
JR 

on d~finit un op~rateur de Calder6n-Zygmund Tb, associ~ au noyau Kb d~fini par 

(4) Kb(~, ~') = 2/R~ yb(z)Vp~(z)Vp~, (z) dz 

pour ~r  ([1, proposition 3]). Le r~sultat principal de cet article est le 

T h ~ o r b m e .  Pour toute fonction f E L 2 ( R ) ,  

l i m ~  KsgnP(f)(~,(')f((')d~' 
~-~o <I~-~'l 

existe pour presque tout ~cR et on ales dgalitds 

](~)=lf(~)l+l~[ KsgnP(f)(~,~')f(~')d~' 
J~<l~-r 

et 

D,~ = - ~i~ f , K~g,p(s)(~,~')f(~')  d~'. 
J~<l~-~ I 
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La d6monstration de ce r6sultat est donnde dans le paragraphe 2. Cet 6nonc6 
sugg~re plusieurs remarques : 

Les deux 6galit6s pr6c6dentes montrent qu'on peut obtenir ] et D~ directe- 
ment ~ partir  de f (c'est ~ dire sans utiliser explicitement son int6grale de Poisson et 
sans calculer la mesure AIP(f ) ] ) ,  d condition de connaitre sgn P(f), ce qui revient 
essentiellement ~ connaitre l'ensemble p( f ) - l  (0). 

Une autre cons6quence de cette nouvelle expression de la fonctionnelle D o est 
la suivante: on a D~ oh Vf est un opdrateur de Calder6n-Zygmund. 
Cet op6rateur d6pend 6videmment de la fonction f considdr6e, mais sa norme de 
Calder6n-Zygmund est contr616e par une constante universelle ([1, proposition 3]). 
I1 suffit alors de consulter un ouvrage trai tant  des int6grales singuli~res (par exem- 
ple [4]) pour obtenir (( gratuitement )) des estimations de la forme I I DO (f)]] E <_ C i] f i] E ,  

pour une grande vari6t6 d'espaces fonctionnels E.  La plupart de ces estimations sont 
nouvelles et ne sont pas dvidentes si l 'on s'en tient ~ la d6finition de la fonction- 
nelle D ~ 

Enfin, si nous consid6rons l'6galit6 (1) et les deux 6galitds qui figurent dans 
l'6nonc6 pr6c6dent, deux quelconques de ces trois relations impliquent la troisi~me. 
On peut donc se contenter, pour prouver le thdor~me pr6cddent, d'6tablir l'6galit6 
donnant ] .  De la mSme mani~re, si on sait prouver ind6pendamment du th6or~me 
pr6c6dent l'6galit6 donnant D O ( f )  comme valeur principale, ce th6or~me fournit une 
nouvelle preuve de l'6galit6 (1). 

Un des r6sultats de [2] montre en particulier que, m6me pour une fonction f 
dont l'irr6gularit6 est modeste, l'ensemble des zdros de P(f)  peut 6tre un ensemble 
un peu compliqu6 (par exemple, il existe f E N ~ < l  Lips(R)  et un compact K de 
mesure positive sur la droite, tels que, pour tout  ~EK,  la fonction harmonique 
P(f) change de signe une infinit6 de lois sur toute demi-droite issue de ~). La 
mesure AlP( f ) ]  et la fonction D ~ ( f )  sont donc souvent des objets non triviaux. Nous 
espdrons que le th6or~me pr6c6dent, qui 6tablit un lien pr6cis entre la fonctionnelle 
D O et la th6orie des intdgrales singuli~res, permet t ra  de mieux connaitre the nature 
of the functional and its possible status in the catalogue of artifacts under the label 
"Littlewood-Paley, singular integral theory".(1) 

2. D 6 m o n s t r a t i o n  d u  t h ~ o r ~ m e  

Nous coutinuerons, comme dans [1], ~ utiliser prioritairement la t h ~ r i e  des 
op6rateurs de Calder6n-Zygmund. Etant  donn6 le noyau K d 'un tel opdrateur et 

(1) Cette expression est empruntde ~ R. F. Gundy et M. L. Silverstein. 
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f E L 2 ( R ) ,  pour prouver que 

lim [ K(~, ~')fl(~') d~' 

existe pour presque tout  ~, la strat6gie usuelle consiste g 6tablir l'existence de cette 
limite lorsque la fonction f appartient ~ un sous-espace dense convenable de L 2 (R), 
puis ~ 6tendre ensuite ce r6sultat/ t  toute fonction de L2(R) au moyen de l'in6galit6 
maximale de Cotlax. La premibre 6tape de notre ddmonstration (paragraphe 2.1) 
consiste donc g ddterminer quelle condition dolt v6rifier la fonction b pour que 

f 
lim I Kb({, {')f({') d~' 
e-+O Jl~-Ul>e 

existe presque partout  lorque r E C k ( R ) .  Le r6sultat obtenu est une condition 
n6cessaire et suffisante simple et explicite (proposition 1). 

Ce r6sultat et ceux 6tablis dans [2] montrent que, dans le cas off la fonc- 
tion b est le signe de l'extension harmonique d'une fonction de L2(R),  la condi- 
tion donn6e par la proposition 1 peut ne pas 6tre remplie presque partout,  et par 
suite la strat6gie g6n6rale 6voqu6e plus haut est inop6rante. Nous contournerons 
cette difficult6 en deux 6tapes, de la manibre suivante : dans le paragraphe 2.2, nous 
obtiendrons une d6composition (non canonique) des op6rateurs Tb g6n6raux (propo- 
sition 2), au moyen d'une valeur principale en un sens restreint. Ce r6sultat nous 
fournira des renseignements, incomplets mais suffisants, sur la fonction multiplica- 
trice (6galement non canonique) qui apparait dans cette d6composition. Ensuite, 
nous montrerons (paxagraphe 2.3) que, si les fonctions f E L 2 ( R )  et b sont li6es par 
la relation b=sgn P(f), alors 

f 
lim I Kb(~, ~')f(~') cl~' 
e--+o Jl~-Cl>e 

existe pour presque tout ~ E R  (proposition 3). 
On d~duit ensuite facilement le th~or~me des trois propositions pr~c6dentes. 

2.1.  C o n d i t i o n  n~cessa ire  et  suf f i sante  d ' e x i s t e n c e  de  la va leur  pr inc ipa le  
assoc ide  au  n o y a u  Kb 

I1 est bien connu que, ~tant donn~ le noyau K d 'un op~rateur de CalderSn- 
Zygmund, un point ~ E R  et une suite (ek) de nombres >0 qui converge vers O, la 
limite 

lim [ K(~, ~')f(~') d~' 
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existe pour toute  fonction f E C ~ ( R )  si et seulement si 

lim f K(~, ~') d~' 
k-,+oo JE~<I~-~'I<I 

existe. Dans le cas des noyaux Ks, cette propri~t~ s'av~re li~e au comportement  
la fronti~re du demi-plan de la fonction b, en un sens que le r~sultat suivant va 

prSciser. Etant  donn~ ~ R  et z~R~+, on posera b(~+z)=b((~, O)+z). 

P r o p o s i t i o n  1. Pour tout ~ E R et toute suite ( e k ) de hombres >0  qui converge 
vers O, la limite 

lim ] Kb(~, ~') d~' 

existe si et seulement si 

existe, o~t 

lim [ b(~+skz)Q(z)dz 

4 y(ya+x4+2y2x2 - x2 -{- y 2) 

~(z) - 7r 2 (x2 +y2)2( (x - 1)2 +y2)( (x +1)2 + y2) 

pour tout z=(x,  y) E R  2. 

Ddmonstration. Pour tout  ~ER,  et tous nombres e et R v~rifiant 0 < e < R ,  nous 
poserons 

Ab(~, E, R) = / Kb(~, ~') d~'. 
JE 

La proposition est une consequence imm~<liate du r~sultat suivant. 

L e m m e  1. Pour tout ~EI:t, et tous hombres E et R vdrifiant 0 < c < R ,  on a 
l'dgalitd 

b ( ~ + z ) ~  (--~ dz. Ab(~,s ,R):_/a2+b(~+Ez)o(z)dz+/a~ + 1 z 

Ddmonstration. En utilisant la d~finition du noyau Kb, le th~or~me de Fubini 
(dont l 'application se justifie ais~ment au moyen des estimations usuelles concernant 
le gradient du noyau de Poisson) et un changement de variable, on obtient l'~galit~ 

Ab(~, c, R) = 2 /R2+ yb(, + z)Vpo(z) (~<,r Vpr d , )  dz. 
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D'autre part, un calcul simple montre que, pour tout a>0 ,  on a l'~galit6 

(5) J(1r Vpr de ~- 2a (-2xy,  x 2 - y 2 - a  2) 
]<a ~ ( (x +a)2 + y2)( (x-a)2 +y2) " 

On voit ainsi que Ab(~,E, R) est la somme de deux int6grales sur le demi- 
espace, l 'une d6pendant de E, l 'autre de R. On v~rifie que cette derni~re est 6gale 

fR2+ b(~+z)R-2p(z/R)dz, et un simple changement de variable montre que la 

premiere n'est autre que - fR~ b(~+ez)~(z) dz, d'ofi le r6sultat. 

I1 est important  de savoir, en rue  de la d6monstration du th~or~me, que la 
fonction ~ pr~cddemment introduite est d'intdgrale 1. Le calcul explicite de cette 
int6grale n'est pas trivial et prdsente peu d'int6r6t, sauf peut-6tre pour des 6tudiants 
en calcul int6gral. Nous donnerons, h la fin de la preuve de la proposition 2, des 
arguments de nature plus th60rique permet tant  d 'obtenir ce r6sultat sans nouveau 
calcul. Bien que cette fonction ~ ne soit pas de signe constant, elle joue donc ici le 
rble d'une (( densit6 )> et la propri6t6 mise en 6vidence par la proposition 1 exprime 
l'existence d 'une (( limite omnidirectionnelle en moyenne)) au sens de cette densit6, 
pour la fonction b au point (~, 0) de la fronti~re, relativement ~ l 'approche d6finie 
par la suite (ek). 

Cette propri6t6, ainsi que des propri~t6s de type voisin, seront utilis6es souvent 
dans la suite de cet article, ce qui justifie les ddfinitions suivantes : 

Etant  donn6 une fonction bor~lienne born6e b d6finie dans le demi-espace et 
un point ~ER,  nous dirons que cette fonction v6rifie la propri6t6 L(~) s'il existe un 
nombre (que nous noterons b(~)) tel que, pour presque tout  zER2+, 

lim b(~+ez) = b(~). 
~--~0 

Nous dirons que la fonction b v~rifie la propridtd L'(~) si, pour tout zER2+ 

lim b(~+ez) existe 
e-+0 

(cette limite est donc autoris6e ~ d6pendre de z). 
Enfin, nous dirons que la fonction b v6rifie la propri6t6 L"(~) si 

lim [ b(~ +ez)Q(z) dz existe. 
~ 0  JR~_ 

Entre ces trois propri6t6s existent les implications 6videntes L(~)=v L'(~) et L ~(~) 
L"(~). Observons que, dans les cas qui nous int6ressent, les deux plus fortes de ces 
propri6t6s sont les seuls moyens r6alistes de prouver la troisi~me. 
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2.2. D d c o m p o s i t i o n  d e  l ' o p d r a t e u r  Tb 

Le principal intdr~t pour nous du rdsultat suivant est d'identifier la <( partie 
canonique >> des fonctions multiplicatrices intervenant dans les diff~rentes d~compo- 
sitions possibles de l'op~rateur Tb. 

P r o p o s i t i o n  2. Pour toute application borglienne bornde b: R - + R ,  il existe 
une suite ponctueUement convergente (ej) de fonctions bordliennes ddfinies darts R 
et h valeurs > O, possddant les propridtds suivantes : 

(i) l im j~+~  ~j(~)=O pour presque tout ~ER.  
(ii) Pour presque tout ~ER,  

f 
lim I b(r162 existe. 

~++oo JR2+ 

(iii) Pour toute fonction f c L 2 ( R ) ,  et presque tout ~ER,  

i "  
lim / Kb(~,~') f (~ ')d~'  existe. 

J--++~ JI~: -~ ' I>Ej(~)  

De plus, pour route fonction f EL2(R) ,  on a presque partout l'dgalitd 

(6) Tb(f)(~) = mb(~) f (~)+Ub(f) (~) ,  

o~z 

1" 
(7) mb(~)= lim / b(~+ej(~)z)Q(z)dz 

j-++oo Jrt~ 

et 

(8) Ub(f)(~)----. lim [ Kb(~,~') f (~ ')  d~'. 

Enfin, en presque tout point ~ E R  tel que la propridtd L(~) soit satisfaite par la 
fonction b, on a mb(~)=b(~). 

Ddmonstration. L'existence d'une suite de fonctions (ej) et d'une fonction 
born6e mb vfirifiant les propri6t6s (i) et (iii) et l'6galit6 (6) r6sulte d'un th~orbme 
g6n6ral ([4, p. 248]). Le fait qu'une telle suite v6rifie (ii) r6sulte de (iii) et de la 
proposition 1. I1 reste donc uniquement ~ prouver l'6galit6 (7). 

Pour cela, nous allons d6montrer que, pour tout  pEN,  l'6galit6 (7) a lieu presque 
partout dans l'intervalle I-p,  p]. Nous d6signerons par C une constante universelle, 



Densit6 de l'int6grale d'aire et int6grales singuli~res 217 

dont la valeur peut changer de place en place. Pour tout  entier k>2p, nous con- 
siddrons une fonction fk EC~(R) ,  ~ valeurs dans [0, 1], valant 1 sur [ -k ,  k] et nulle 
hors de [ - ( k +  1), k+  1]. En utilisant la ddfinition de l 'op~rateur Tb et un changement 
de variable, on voit que, pour presque tout  ~C[-p,p], 

Tb(fk)(~) = 2 frt~_ yb(~ + z)Vpo(z) ( fl(l<_k_p Vpr d~) dz 

+ 2 /rt~_ Yb(' + z)VP~ (L_v<_lr VP'(Z) fk(' +') d() dz" 

En utilisant l'~galit~ (5), on voit que la premiere int~grale du second membre est 
~gale 

frt2+ b ( , + z ) ~ o [ "  z "~ t -P)  t~-P) az" 
D'autre part, les estimations usuelles relatives au gradient du noyau de Poisson 
perrnettent de montrer facilement que la valeur absolue de la deuxi~me int~grale 
du second membre est major6e pax CPlk. Par cons6quent on a, pour presque t o u t  
~e [ -p ,p ] ,  

I r ' O) Tb(fk)(~)--jR~ - ~ -- k b ( ~ + z ) ~  dz < -  

De la m~me mani~re, en utilisant l'~galit~ (8) et le lemme 1 on voit que, pour 
presque tout  ~ E [--p, p], 

Ub(fk)(~)+ lim f b(~+~j(~)z)o(z)dz 
(10) J ~ + ~  JR~_ 

1 z 

Pour tout  k>_2p, on utilise l'~galit~ (6) avec f=fk, et les inGg&Iit~s (9) et (I0). En 
faisant tendre k vers I'infini, on obtient le fait que, pour presque tout ~El-p,p], on 
a l'~galitG (7). 

La fonction multiplicatrice mb ainsi obtenue ddpend de la suite de fonctions 
(~k), donc n'est pas canonique. N~anmoins, si on se place en un point ~ E R  tel que 
la fonction b v~rifie la propri&d L" (~), on a ~videmment 

mb(~) = lim f b(~+cz)#(z)dz. ~o Jrt~. 
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I1 nous reste ~ prouver la dernibre assertion de la proposition, relative ~ la 
relation entre les fonctions mb et b. D6signons provisoirement par I la valeur de 
l'int6grale fR- Q(~) d~. En tout point ~ E R "  en lequel la propri6t6 L'(()  est satisfaite, 
o n  a 

(11) Tnb (~) = b(~)I, 

comme il r~sulte aussit6t de l'6galit~ (7) et du th6or~me de convergence domin6e. I1 
reste donc uniquement ~ prouver que I--1.  Nous proc6dons de la mani~re suivante : 
La ddcomposition (1) et l'6galitd (2) permettent de voir que T l ( f ) = f  pour toute 
fonction f de signe constant. Par lin~arit~, l'op6rateur T1 est donc l'identit6 ; par 
suite son noyau K1 est nul hors de la diagonale (ce qui peut aussi se v~rifier par un 
calcul direct bas6 sur la formule de Green), et par consequent l'op6rateur d'int6grale 
singuli~re U1 est nul. L'~galit~ (6) montre alors qu'on a f = m l f  pour toute fonction 
fEL2(R) ,  et par suite on a m~=l .  En comparant avec l'~galit6 (11), on voit que 
I= l ,  ce qui ach~ve la ddmonstration de la proposition. 

2.3. F i n  de  la d ~ m o n s t r a t i o n  d u  t h ~ o r ~ m e  

La premiere assertion du th60r~me est ~videmment un cas particulier de la 

P r o p o s i t i o n  3. Pour toute fonetion fEL2 ( R) ,  et toute fonction gEL2(R) 
telle que f-l(0)cg-l(0), rint a Ze 

Ksgn P(.t') 

a, en presque tout point ~ER,  une limite quand e tend vers O. 

Ddmonstration. Nons fixons une fonction f E L 2 (R) et nous posons b=sgn P(f) .  
Pour toute fonction hEL2(R),  tout e>0  et tout ~ER,  nons posons 

Tb,~(h)(~) = f~-~'l>~ Kb(~,~')h(~') d~'. 

D'autre part, pour toute application F: R - ~ R  et tout AER, nous d6signerons par 
{F>A} l'ensemble des points ~ E R  tels que F(~)>A. Avec ces notations, nous avons 
donc ~ montrer qu e si une fonction gEL2(R) est telle que f - l (O)cg- l (o) ,  alors 
m(Ek)=O pour tout entier k_>l, off 

E k =  ~ limsup ITb,~(g)--Tb,~,(g)l>_ 1 } .  
l (~,~')~(o,o) 
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Pour cela, nous considdrons une suite (g,)  de fonctions de classe C 1 qui converge 
vers g dans L2(R).  Pour tout  couple (~,~) de nombres >0,  tout  entier n e t  tout  
~ER,  nous dcrivons l'dgalitd (en reprenant la notation Ab(~, ~, R) introduite dans 
la ddmonstration de la proposition 1 et en supposant e<e ' )  

Tb,~(g)(~)--Tb,~,(g)(~) = Tb,~(g--g.)(O--Tb,~,(g--gn)(~)+ Tb,~(g.)(O--Tb,~'(g.)(~), 

e t n o u s a v o n s  

Tb,e(gn)(~)-- Tb,e, (gn)(~) -~ --(gn--g)(~)Ab(~, ~, e')--g(~)Ab(~, ~, ~') 

-- [<lr gb(~' ~')(gn(~') --gn(~) ) d~'. 

Nous observons successivement que : 
�9 Pour tout  ~ E R  et tout  n E N ,  

l imsup ITb,~(g--g.)(~)--Tb,~'(g--g.)(~)l <_2T~(g-g.)(~), 
(~,~')~(0,0) 

off T~(h)(~)=sup~>o ITb,~(h)(5)[. 
�9 Pour tout  ~ E R  et tout  n E N ,  

limsup [(g,~--g)(5)Ab(5, C,E')l <_ Cl(g.-g)(OI, 
(~,~')-~(0,0) 

off C est une constante universelle (consdquence du lemme 1 et de l'intdgrabilitd de 
la fonction p). 

�9 Pour presque tout  ~ER,  

lim sup [g(5)Ab(L~,~')[=O. 
(~,~')-~(0,0) 

En effet, cette propridtd est dvidente si g(~)--0 et, si g(~)~0,  alors f ( ~ ) r  Mais, 
presque partout  sur l'ensemble ( f - 1  (0))c, la fonction haxmonique P(f)  a une limite 
non-tangentielle non nulle en raison du thdorbme de Fatou, donc b vdrifie la propridtd 
L(()  en presque tout  point ~ tel que g(~)50.  Par  consdquent, la proposition 1 donne 
le rdsultat pour de tels points. 

�9 Enfin, pour tout ~ E R  et tout  n E N ,  

f 
l imsup ] Kb(~,~')(g.(~')-g,~(~))d~' =0 ,  

(~,~')~(o,o)lJe<l~-~q<_~' 
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parce que Kb est un noyau de Calder6n-Zygmund et que gn est de classe C 1. 
Par  consdquent, ~ un ensemble de mesure nulle pros, on a, pour tout entier n, 

l 'inclusion 

En appliquant deux lois l'in6galitd de Tchebichev, puis l'indgalitd maximale de Cot- 
lar ([4, p. 241]), on obtient (pour une autre constante universelle C) 

m(Ek) < Ck211g-g, ll 2, 

et il suffit de faire tendre n v e r s  l'infini pour terminer la preuve de la proposition. 
I1 est maintenant  facile de terminer la d6monstration du th6or~me. Les propo- 

sitions 2 et 3 donnent l 'existence d 'une fonction bornde msg, P(l) telle qu 'on ait, 
pour presque tout  ~ElCt, 

] (~)  : Tsg n p(f)(f)(~) : msg n p(f)(~)f(~) + ~ i ~  ~<1~_~,1 Ksgn P(f) (~' ~')f(~') d~'. 

Par  cons6quent, il reste ~ vdrifier que 

Tnsgn P(f)(~)f(~) = If(~)l = sgn(f (~)) f (~)  

pour presque tout ~ER.  Cette dgalitd est triviale si f ( ~ ) = 0 .  D 'au t re  part ,  presque 
par tout  sur l 'ensemble des points ~ c R  tels que f ( ~ ) # 0 ,  la fonction b=sgnP(f) 
v6rifie la propridtd L(~) comme on l 'a  ddjh vu. On applique alors la derni~re assertion 

de la proposition 2, ce qui fournit l'dgalitd 

msg, P(l)(~) = ~im sgn(P(f))(z) = sgn f(~), 

oh la limite est entendue au sens de la convergence non tangentielle, en presque tout  
point ~ c R  tels que f ( ~ ) ~ 0 .  Ceci achbve la preuve du thdorbme. 
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