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/Jber Banachverbandsalgebren vom Typ 
Egon Scheffold 

Eine endlichdimensionale Banachverbandsalgebra, bei welcher jedes positive 
Element regulgr ist, .ist isomorph zu R. Ob dies auch irn unendlichdimensionalen 
Fall gilt, ist eine offene Frage. In dieser Note m6chte ich zeigen, daft die Aussage 
auch fiir Banachverbandsalgebren vom Typ 1 richtig ist. 

Eine reelle Bar~achvevbandsalgebru A ist ein reeller Banachverband, welcher 
gleichzeitig eine reelle (lineare assoziative) Algebra mit den beiden folgenden Eigen- 
schaften ist: xy>O und Ilxyll<llxll Ilyll fiir alle positiven Elemente x und y yon A. 
Besitzt die Algebra A ein Einselement e, so wird stets gefordert, daft e_>0 und 
Ilell =1 ist. Den positiven Kegel von A bezeiehnen wir mit A+. 

Fiir xEA bezeichne r(x) den Spektralradius, or(x) das Spektrum, L)(x) die Re- 
solventenmenge und R(A,x):=(Ae-x) -1 die Resolventenabbildung von x, wobei 
bekanntlich x als Element der komplexen Banachverbandsalgebra Ac,  der Kom- 
plexifizierung von A, betrachtet wird. Ferner sei R+={c~cR:c t>0}  und R = - R + .  

Nach [1] nennen wir eine unitale Banachverbandsalgebra vom Tqp 1, falls gilt 

a_>0 impliziert a(e+a) -1 >_0. 

Die Funktionen-Banachverbandsalgebren C(K) sind trivialerweise vom Typ 1, wenn 
K ein kompakter Hausdorffraum ist. Nicht triviale Beispiele anzugeben, ist nicht 
einfach, da man zun/tchst die inversen Elemente (e+a)  -1 kennen mug. 

Die reellen 2 • 2-Matrizen der Form 

(; 
versehen mit der Zeilensummennorm und der kanonischen Ordnung, bilden eine 
Banachverbandsalgebra vom Typ 1. Sei n/imlich 

a b )  >0.  
A =  0 c - 
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Dann gilt 

( I + A ) _ I _  1 ( 1 + c  - b  ) 
0 

und 

A ( I + A )  1__ 1 ( a ( l + c )  b ) 
( l + a ) ( l + c )  0 c ( l+a)  -> 0. 

Durch Bildung von rn-Produkten erh/~lt Elan dann auch unendlichdimensionale Ba- 
nachverbandsalgebren vom Typ 1. 

Zungchst beweisen wir die Isomorphie einer Banachverbandsalgebra zu R unter 
der Voraussetzung einer Normbedingung. 

Satz 1. Es sei A eine reelle Banachverbandsalgebra rnit Einselernent e. Ferner 
existiere eine Konstante M > 0  mit der Eigenschaft: xEA+, z invertierbar und 
Ilxll=l implizie~'t IIx 111 <_M. Dann ist A norm- und verbandsisomorph zu R .  

A Beweis. Sei xEA+ und ( ~)~ 0 eine Folge in R+ mit A~>r(x) und r (x)= 
l im~_~ An. Dann grit ffir alle nCN: 

>0, ~,,~l=llR(a~,~)ll(a~e-~), IIR(A~,~)IIIla~e-~II_<M. 

Aus l i r n ~  ]]R(A~,z)[l=oc ergibt sich dann limn~o~ IIA~e-zII=0. Es ist also 
r ( z ) e - x = O  und somit z=r(z )e .  Die Algebra A besteht also nur aus den Vietfachen 
des Einselements e, woraus die Behauptung des Satzes folgt. [] 

Folgerung 2. Es sei A eine endlichdirnensionale, unitale reelle Banachver- 
bandsalgebra, in welcher jedes positive Element invertierbar ist. Dann ist A iso- 
morph zu R .  

Beweis. Sei S:={xEA+:llxl]=I }. Dann ist S kompakt, und die Abbildung 
x~-+llx-Xll ist stetig auf S, also beschrs Die Aussage folgt dann sofort aus 
Satz 1. [] 

Die Aussage des folgenden Satzes ist aus [5], Theorem 2.6, ableitbar. Der 
anschliegende Beweis ist aber verschieden vom Beweis in [5] und wesentlich kiirzer. 

Satz 3. Es sei A eine reelle Banachverbandsalgebr'a mit Einselement e. Es sei 
xEA+, R C~(x) und inf(x~,e)=0 fiir alle n ~ N .  Dann ist x singuliir. 

Beweis, In der komplexen Banachalgebra Ac sei B(x)  die yon e und x erzeugte 
abgeschlossene Subalgebra. Es ist also B(x)  die abgeschlossene, lineare Hiille der 
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Menge {e, x n :nCN}. Angenommen, es existiere x -1 in A. Dann liegt die Zahl 0 in 
der unbeschr~nkten Zusammenhangskomponente yon O(x). Bekanntlich gilt dann 
x 1cB(x) .  Wit erhalten also 

~rz 
x -1 = lim p,,~ mit p~ = ~ ct0~)x" (c~(~ ~) E C). 

~--0 

Hieraus f'olgt e = l i m ~ o ~  p~x. Fiir jedes n E D  liegt pnx in dem abgeschlossenen, 
orthogonalen Komplement (Ae)~  des von e in Ac  erzeugten Hauptideals (Ac)r 
(siehe [4], S. 525 oben). Es ist somit e c ( A c ) ~ .  Dies ist ein Widerspruch. gs ist 
also x singulgr. [] 

Sa tz  4. Es sei A eine reelle Banachverbandsalgebra vom Typ 1 mit Einsele- 
merit e. Es sei uEA+ und u l e .  Dann ist u singuliir. 

Beweis. Sei c~>0. Dann existiert (e+c~u) 1 und es ist 

(e-~O~t) - 1 -  I R ( 1 , u )  - " 

Dies bedeutet R C~(u). Ferner ergibt sich aus der Typ 1-Bedingung: 

fiir alle c~ > 0. 
Da lima~_o~ I[R(a, u)l l=0 ist, gibt es ein ~ > 0  mit 

S:=/~U(C~-/3U)--I~0 und [Isl[<l. 

Hieraus folgt 

r 1 6 2 1 6 2  - 1  = (C-~-/~t) l ( ( r  = (r - 1 .  

Es ist daher e + / 3 u = ( e - s ) - l = ~ _ _ 0  s" und somit s'~</3u, also sn• fiir alle n c N .  
Nach dem spektralen Abbildungssatz gilt 

I+G : 

Da R_ c_ ~)(u) ist, folgt Liber eine Routinerechnung auch R C_g(s). 
Nach Satz 3 ist also s singul/~r. Da u=s(e+/3u)//3 ist, ist somit auch u sin- 

gulgr. [] 

In reellen Banachverbandsalgebren mit Einselement e ist das von e erzeugte 
Hauptideal A~ bekanntlich norm-, verbands- und algebraisch isomorph zu einer 
Banachverbandsalgebra C(K),  wobei K ein kompakter Hausdorffraum ist. 
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L e m m a  5. Es sei A eine reelle Banachverbandsalgebra mit Einselement e, in 
weleher jedes positive Element invertierbar ist. Dann gilt: 

(i) dim A~=I;  
(ii) ~r(x)C_R+ fiir alle O<x~A.  

Beweis. (i) Dies tblgt aus der erwghnten Isomorphie yon A~ zu C(K) ,  da 
in einer Banachverbandsalgebra C(K)  nur dann alle nichttrivialen nichtnegativen 
Funktionen invertierbar sind, wenn K aus einem Punkt  besteht. 

(ii) Dies tblgt aus Bonsall Duncan [1], Chapter VII, Proposition 12 und Be- 
merkung auf S. 259. [] 

T h e o r e m  6. Die Algebra R ist die einzige reelle Banachverbandsalgebra yore 
TUp 1, in weIcher jedes positive Element invertierbar ist. 

Beweis. Sei A eine reelle Banachverbandsalgebra vom Typ 1 mit Einselement e. 
Nach [4], Theorem 3, ist dann A ordnungsdirekte Sulnme der beiden abgeschlossenen 
B/inder A~ und (A~) • Aus Satz 4 folgt (A~)• Es ist also A=A~., und nach 
Lemma 5(0, besteht A aus den Vielfachen des Einselements e, was bedeutet, dab 
man A mit R identifizieren kann. [] 

Zmn AbschluB beweisen wir fib invertierbare Endomorphismen einen Satz vom 
Banach-Steinhaus-Typ, welcher im Hinblick auf Satz 1 interessant ist. 

Sa t z  7. Es sei E ein endlichdimensionaler Banachruum und (T~),~_o eine 
Folge beschriinkter invertierbarer Endomorphismen mit IIT~II <_c fiir alle h E N  und 
der folgenden punktweisen Beschriinktheitseigenschaft yon unten: Zu jedem Or  
E gibt es eine Konstante cx>O mit IIT, x]I >_c~ fiir alle nCN.  

Dann gibt es eine Konstante K mit IIT, TsII<K fiir alle h E N .  

Beweis. Nach dem Satz yon Banach Steinhaus geniigt es zu zeigen: Die Folge 
1 oo ( T ~ ) n = 0  ist punktweise beschrgnkt. Angenommen, (T~ ~),~_0 sei nicht punktweise 

beschr/inkt. Dann gibt es ein O # y E E  mit 

s u p {  IIZ&-*yll : ~ ~ N }  = c~.  

Ohne Beschrgnkung der Allgemeinheit kann angenommen werden: ]]T,71yll >n f~r 
alle h E N .  

Wir setzen nun z ~ : = T n l y  und u,~:=z~/llz,~[[ fLir alle nffN.  Dann erhalten wir 
[[u~ll=l und lim~_+~T~u~=lim,~ooy/[Iz~[]=O. Die Folge (u,~)~c~__ o enth~lt eine 
konvergente Teilfblge (u,~:)~c~ o mit uo:=limk~oo u~ k. Dann gilt I luol l : l .  

Sei nun e>0.  Dann gibt es ein koffN mit [[uo-u,~ k II <e  fib k>_ko. Dann gilt 
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und 

lira T ~  u~ k = O. 
k ~ c ~  

Dies ist ein Widerspruch zu IIT,.kUoll>c~o fib alle k E N .  Es ist also (Z n 1)n=0Oc 
punktweise beschrSnkt.  [] 

Der Satz 7 gilt in unendlichdimensionalen Banachrgumen  im allgemeinen nicht, 
wie Gegenbeispiele zeigen. 
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