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Dynamique des applications

polynomiales semi-régulieres

Tien-Cuong Dinh et Nessim Sibony

Abstract. For any proper polynomial map f: C¥ —C¥ define the function o as

a(z) :=lim sup W_

00 n

where log™ := max{log, G}.

Let f=(Py,..., Px) be a proper polynomial map. We define a notion of s-regularity using the exten-
sion of f to P*. When f is (maximally) regular we show that the function « is lower semicontinuous
and takes only finitely many values: 0 and dy, ..., dj, where d;:=deg P;. We then describe dynam-
ically the sets {@<d;}. We give a concrete description of regular maps. If d;>1, this allows us
to construct the equilibrium measure p associated with f as a generalized intersection of positive
currents. We then give an estimate of the Hausdorff dimension of u. We extend the approach to
the larger class of (x, s)-regular maps. This gives an understanding of the largest values of a. The
results can be applied to construct dynamically interesting measures for automorphisms.

1. Introduction

Soit f=(P, ..., P;) une application polynomiale propre de C*¥ dans C*. Quitte
a conjuguer f par une permutation des coordonnées on peut supposer que

deg P, > ... > deg P.

Définissons des entiers [; vérifiant 1=1y<l; <...<l,, =k+1 tels que les composantes
de

fay=Puy=(F, s FPrim1)
soient de méme degré d; avec dy >ds>...>d,,. Notons Pg) la partie homogeéne de
plus haut degré de P;). Notons également f l'extension de f comme application

méromorphe & P* dont [z, t...:zg:t] sont les coordonnées homogeénes.
Pour tout z€C* définissons la constante a(z)>0 par

log™ log™ | f™(2
a(z) :=limsup OO—IOOM

n-»oc n

oit log" :=max{log,0}.
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En général, a prend une infinité de valeurs. Lorsque «(z)>1, a(z) représente la
vitesse d’échappement de f™(z) vers l'infini. Lorsque f se prolonge holomorphique-
ment & l'infini dans P*, auquel cas m=1 et {z:P(*l)(z)=O} est réduit & lorigine,
la fonction o ne prend que deux valeurs 0 et d;. Pour les applications régulieres
que nous introduisons, nous montrons que ¢ est s.c.i. et ne prend que les valeurs
diy...,dp, 0.

On introduit des fonctions de Green partielles sur les fermés K;:={a<d;}. On
pose

On montre que si i<m ou si i=m et d,,,>1. la fonction G; est continue sur ;.
Lorsque d,,>1, on obtient la mesure d’équilibre ;¢ comme produit d’intersection
généralisé de courants positifs définis & I’aide des fonctions G;. L'étude des fonctions
G; permet d’obtenir une estimation de la dimension de Hausdorff de p.

Lorsque f se prolonge holomorphiquement a U'infini et d;>1 on a m=1. La
fonction G=lim,,_,, d] " log" |f"| est définie partout et u=(dd°G)*.

Nous renvoyons en particulier a [4], [6], [9]. [19]. [14] pour divers aspects de
la dynamique de ces applications. Lorsque f est réguliére et d,,,>1, f est a allure
polynomiale au sens de [6] et la mesure u que nous construisons ici est la méme que
dans [6] (voir le paragraphe 4).

Nous nous intéressons dans cet article a des classes plus générales que les app-
lications réguliéres & savoir les applications s-régulieres et (m, s)-régulieres. Pour
décrire ces classes introduisons quelques notations.

2y =21y s s 2 —1)s z(y = (21,_
Z<iy = (2(1)s - 2-1))s 2(<i) =(2(1)- - 24))
Z(>1) = (Z(ig1)s oo 20m)) . 2(zi) = (2G) > Z(m))
|zl :=l2(0)|  ete.

On dira que g et h sont comparables quand z— X et on notera g(z)~h(z) s'il existe
des constantes 0<c< ¢ telles que cg(z)<h(z)<cg(z) pour z suffisamment proche
de X. On dira que g et h sont équivalents quand z— X et on note g(z)~h(z) si
g(2)/h(z) tend vers 1 quand z—X.

On identifie C* 4 P\ {[2:0]} et pour toute application polynomiale Q: C*—C",
{Q=0} désigne le sous ensemble algébrique de P* adhérence de Q1(0).

Posons Iy:={[2:0]} et Xp:=0. Pour tout 1<i<m. posons

Li=I,_ 1n{z: P(*;)(z) =0} et X;:=I 1N{z:z5:y=0}.
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On dira que f est s-régulier si I;NX;=0 pour tout 1<i<s et que f est régulier s’il
est m-régulier. Si f est s-régulier, d’aprés le théoréeme de Bézout, on a nécessaire-
ment dim X; =, —!;_; —1 et dim I; =k —I; pour tout 1<i<s. L’ensemble X; apparait
comme l'image de I;_;\I; par une restriction convenable de f & I;_;. L’ensemble
I; apparait comme I’ensemble d’indétermination de cette restriction de f & I;_;.

Si f est l-régulier, on a I;NX,=0. En particulier, f est algébriguement stable
9], [19], c.-&-d. qu'aucune hypersurface n’est envoyée par un itéré de f, dans I;.
Il en résulte que le degré algébrique de f™ est égal a d}. On peut alors définir la
fonction de Green G, par

Gi(z):= lim w.

n—2C d?

C’est une fonction plurisousharmonique (p.s.h.) sur C¥. Elle définit un courant posi-
tif fermé T;:=dd°G qui se prolonge a P* car G (z)—log™ |z| est bornée supérieure-
ment. D’apreés le théoreme de Chern-—Levine-Nirenberg (proposition 5.3), ce courant
ne charge pas les ensembles pluripolaires de P*\ I car il admet localement un po-
tentiel borné en tout point de P*\I;. I ne peut pas non plus charger I, car I; est
de codimension au moins 2 dans P*.

De fagon générale, on pose G:=0, Ky=C* et lorsque les expressions suivantes
ont un sens, on pose

_ log™ /(2| et Gi(z):= lim G;n(2).

d;‘ n—+oc

Gi,n(z):
On définit
Up:={z€C*: f*(2) tend vers X;} et K;:=K;_1\U;

pour tout 1<i<m.

Si f est s-régulier et 1<i<s, nous montrons que pour z€U;. a(z)=d; et on
précise la dynamique de f dans U; et dans son complémentaire. Précisons cela.

Si f est 1-régulier, U; est le bassin de X;. On vérifiera que Uy, K1 sont in-
variants par f et f~1, K, CK1UL, X;NI;=0 et dim I;=k—I; ou I; est ensemble
d’indétermination de f. La fonction de Green G précise I'échappement vers I'infini.
On montrera que G est continue, positive, nulle exactement sur K; et & croissance
logarithmique & I'infini. Elle est de plus invariante par f: Gicf=d;G;. Pour tout
1<j<li—1, le courant T;:=(dd°G;)? est positif, fermé, de bidegré (3, j), invariant
par f et ne charge pas les ensembles pluripolaires. Le courant 73, _; est porté par K;.

Il s’agit maintenant d’analyser la dynamique de la restriction de f & K;. Sup-
posons que f soit 2-régulier. Le sous ensemble analytique X de I; est attirant ;
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il est de dimension ls—I; —1. Si z appartient & un petit voisinage V, de X5 dans
IC]_ UIl, on a

Yzl < |f(2)] < 2|

ol ¢>0 est une constante. Le bassin Us de X, est égal a |J,~o f~"(V2); son
complémentaire Ko vérifie Ky C KpUIL. Rappelons que IoC 1 est un sous-ensemble
analytique de dimension k-l vérifiant X;NI,=0. La deuxieme fonction de Green
(G2(2) est finie et continue, positive sur K;. elle est égale & +ac sur Uy, nulle exacte-
ment sur K. Sur K, elle a une croissance logarithmique a I'infini. On a la relation in-
variante Gao f =d>Ga. Pour tout 1) <j<lo—1. le courant T;:=(dd°G2) =1 t1AT; _4
est positif, fermé, de bidegré (. j), invariant par f et ne charge pas les ensembles
pluripolaires. Le courant 7;,_; est porté par iCo.

Suivant 'ordre s de la régularité, la construction peut se poursuivre. Lorsque
s=m, on trouve les applications régulieres. Au paragraphe 2, nous explicitons le
cas des applications s-réguliéres. Au paragraphe 3. nous étendons la théorie aux
applications (7, s)-réguliéres et nous donnons une estimation de la dimension de
Hausdorff de . Au paragraphe 4, nous établissons d’autres propriétés dynamiques
des applications régulieres et m-réguliéres.

Observons que lorsqu’on fixe d; >ds>...>d . dans I'espace de parametres, les
familles d’applications régulieres et semi-régulieres sont des ouverts Zariski denses.

Nous avons rassemblé dans un appendice les propriétés des fonctions p.s.h. par
rapport & un courant positif fermé, que nous utilisons.

Dans [13], on trouve déja la définition de fonctions de Green partielles pour cer-
tains automorphismes de C* et pour des endomorphismes de C? dans [8]. On trouve
également dans [13], [12] une notion de faible régularité voisine de la 1-régularité.
Dans [13], on dit qu'une application est faiblement régutiere si I 0 f({[2:0]}\1;)=0.
Donc une application 1-réguliere est en particulier faiblement réguliére. D’autres
auteurs appellent régulieres les applications qui se prolongent en endomorphismes
holomorphes de P*.

L’intérét de notre approche ici est que nous déduisons les estimations nécessai-
res & la construction des fonctions de Green partielles d’hypotheéses géométriques
faciles & vérifier. Comme pour le cas des automorphismes polynomiaux de C?.
il faut d’abord choisir de «bonnes coordonnées: avant de commencer ’étude, en
Poceurence des coordonnées telles que, deg P, >deg P2 >...>deg P;,. Nous ne faisons
des hypotheses que sur le comportement de f prés de I'hyperplan a I'infini. Nous
donnons en particulier (proposition 3.1) une caractérisation des applications f (7, s)-
régulitres de C? & 'aide des polygénes de Newton des composantes de f. Notre
construction permet d’obtenir des mesures invariantes intéressantes dans le cas des
automorphismes polynomiaux (remarque 3.9). Notons aussi quiil est dans la na-
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ture des choses de devoir se limiter & des classes d'applications. Il existe en effet
des applications algébriquement stables pour lesquelles les vitesses de convergence
& 'infini ont la puissance du continu. Ce probléme sera examiné dans un prochain
travail avec R. Dujardin.

2. Endomorphismes réguliers

Dans la suite, notons d; le degré topologique de f, c.-a-d. le nombre de préima-
ges d’un point z€C¥, comptées avec multiplicité. Le degré topologique ne dépend
pas du point z. Notons X l’ensemble des points d’orbite bornée. L erposant de
Lojastewicz de f" sera noté \,. C'est la meilleure constante positive vérifiant
|f™(2)|>c|z|* pour z assez grand ol ¢>0 est une constante. Cette constante A,
existe toujours [18]. La suite (AY/™) croit vers une constante Ay qu'on appelle
Uezposant de Lojasiewicz asymptotique de f. On a le théoréme suivant.

Théoréme 2.1. Soit f: C*—=C* un endomorphisme polynomial propre s-ré-
gulier. On suppose que 1<s<m—1 ou bien que s=m et dy >2. Alors pour tout
1<i<s, il extste une suite de nombres réels c; ,—0 telle que la suite de fonctions
G; nte; n décroit sur K,y vers une fonction G; continue, invariante : G;° f=d;G;.
De plus, la fonction G;(z)—log* |z| est continue sur K;_1\I; et

Kio1={2€C*:G,(2) <}
={2€ C* il existe c> 0, tel que |f™(2)| <% max{|z|% ,1}},
Ki={zeCF:G;(z)=0}

et K,CK,Ul;. En particulier, si f est régulier avec d,,>2, on a A\ =Aoc =dm, di=
(dyp )i —bm=1 (dp)rto et Kpp=K.

On montre le théoreme par récurrence. Supposons que le théoréme et les lemmes
suivants soient vrais jusqu’au rang i~—1 avec 2<i<s. Vérifions les au rang i. La
preuve est aussi valable pour le rang 1 (voir également [13]).

Lemme 2.2. (1) Siz€K; 1 et z—X;, on a |f(i)(z)|~|2ld"f-, |f(>i)(2)|:0(|2|di)
et |f(2)f~]2]%; )
(2) U; est un owvert de K;_1, K; est un fermé de K., et K; CK;UL;.

Preuve. (1) Puisque f est i-régulier, P(f,) ne s’annule pas sur X;. Par consé-

quent, quand z—X;, on a If(i)(z)|~|z|di. Puisque deg f(s;)<d;, on a |f(~)(2)|=
o(|z|*) quand z—X;.
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On sait par hypothese de récurrence que K, 1 CK;_1UJl;_; et que K;—; est
invariant par f. Par définition, X;=1I;_1N{z:2(;=0}. On en déduit que si z€K;;
et z— X;, on a f(z)— X;. D’autre part, f étant i-régulier. on a

Iiilm{Z:Z(Z” :0} =I_1NX;_; =0

Ceci implique en utilisant I'hypothese de récurrence que lorsque f(z)—I;_,. on a
|f(2)|~|f>i)(2)|. Par conséquent, si z6K;_; et z— X; on a [f(2)[~]z|%. Observons
que c’est fi>;) qui domine sur K; ; méme si fi). par exemple, a des termes de
degré plus élevé.

(2) D’apres la partie 1, puisque d;>2. on peut trouver un voisinage assez pe-
tit V de X; tel que f(K;_1NV)CV. Comme K,_; est invariant, pour tout z&
V, on a f"(2)—X;. Par conséquent. K; NV CU;. Par définition de U;, on a
Ui=U, 50 fTM(Ki=1nV). Ceci implique que U; est un ouvert de K;_; et donc
K;=K;—1\U; est un fermé de K;_;. Il reste & montrer que K,CK;UI.

Soit a€l; 1\I; et soit z€X;_; tendant vers a. On a f(z)€K;_ car K;. est
invariant. Puisque a¢1;, on a |f(;(z)|~|z|%". D'autre part, |f(>i)(z)|=o(|z|df) car
deg f(>i)<d;. Par conséquent, f(z) tend vers X; quand z—a. On conclut que si z
est assez proche de a, f(z) appartient a U; et donc z appartient & U;. Ceci implique
que EiC’CZ‘UIi. O

Fin de la démonstration du théoréme 2.1. Montrons d’abord lexistence de la
suite (¢;). D’aprés le lemme 2.2, il existe une constante ¢>0 telle que pour tout
z€K;_1 on ait

|f(2)] < cmax{|z|%.1}.
Donc
|f7(2)] <emax{|f"~ 1 (2)| " 1}
et
Gzn(z) _<. 1(zlic+Gi,nwl(z)'
Posons

Cin i —— Z 12%

m>n+1 t

Il est clair que ¢; ,—0 et que la suite G; ,(2)+c¢i., est décroissante. Comme les
Gi.n(z) sont positives, la limite G;(z) existe et elle est positive.
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Montrons les assertions sur les ensembles K;_1 et K;. Soit z¢K,;_1. Il existe
1<7<i—1 tel que z€U;. D’aprés le lemme 2.2, il existe un ¢>0 telle que pour n
assez grand | f™(2)|>c|z|% . Comme d;>d;, on a G;(z)=+42c. On obtient donc

Kio1={2€CF:Gi(z) < +x}.

Soit z€K;. Puisque K; est invariant, f(z)€K;. D’apres le lemme 2.2, on a
K;CK:UI;. Le fait que I;n{z:2(5;=0}=0 implique qu'il existe ¢’>1 indépendant
de z telle que

1f(2)] < ¢/ max{|f>i) (2)]- 1}

Comme deg f(~;)=d;+1, il existe une constante ¢’ >0 telle que
> (2)] < ¢ max{]2[+.1}.
On en déduit que pour une certaine constante ¢>0 on a
If{2)] < cmax{|z]%+, 1}

Le fait que d; 41 <d; implique que G;(z)=0. On a K;C{2eC¥:G;(2)=0}. D’aprés le
lemme 2.2, G; est strictement positive au voisinage de X;. La relation G;< f=d;G;
implique que G; est strictement positive sur U;. On a donc K; D{z€C*:G;(2)=0}.

Montrons que G; est continue et strictement positive sur U;. D’apres le lem-
me 2.2, il suffit de le montrer pour z€VNK,;_1 ou VCPF est un voisinage assez
petit de X;. La positivité est claire. La continuité résulte de la continuité de G; ,,
et de I'inégalité

/
1Gin(2) = Ginr(2)] < ma"{logj;— log 7}

13

ol 0< ¢/ <c sont des constantes telles que ¢'|z|% <|f(z)]<c|z|% sur VNK,.

Vérifions la continuité de G;(2)—log™ |z| dans U; U, _, \ I;. Il suffit de le prouver
pour z&V. Ceci est une conséquence de I'inégalité précédente et de 1'égalité G; o(z)=
log™ |2|.

Comme G; est limite décroissante d'une suite de fonctions continues, elle est
semi-continue supérieurement sur K;_1. Le fait qu’elle soit continue, positive sur U;
et nulle sur X; implique qu’elle est continue sur K; . =U; UK;.

Dans la suite, on suppose que f est régulier et d,,>2. On a X =1I,_1#0.
Donc I, =0. Ceci entraine que

{z: P (2)=...= P, (2) =0} ={z=0}.
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Rappelons que A, et A sont les exposants de Lojasiewicz de f" et 'exposant
de Lojasiewicz asymptotique de f. D’apreés le lemme 2.2, on a A, <dJ,. Montrons
que \; >d,, et que dy=d avec d:=(d;)" =" ... (d;p)' ~!m-1. Posons II: CF—CF avec
H(z)::(z?l/)dl,... 72?7{’3"1)' C’est une application propre de degré algébrique d/d,
et de degré topologique d*~!. L’application Il f est de degré algébrique d et se
prolonge holomorphiquement & Uinfini car

{z: Py (2)=...= P, () =0} = {2 =0}.

On en déduit qu’elle est propre. Son exposant de Lojasiewicz est égal & d et son
degré topologique est égal & d*. Par suite, 'exposant de Lojasiewicz de f est minoré
par d/(d/dm)=d,, et le degré topologique de f est égal & d*/d*~!=d. On déduit
aussi que A, >d) et donc A\y=A=d,,.

Puisque I,,,=0, 'ensemble K,, est compact. Il est donc égal & I'ensemble des
points d’orbite bornée K. 0O

Théoréme 2.3. Soit f: Ck—C* comme au théoréme 2.1. Alors pour tout
1<r<s etl._1<j<l,, on peut définir le courant T; de bidegré (j.j) de P* par

T1 = dchl et T]‘ = ddC(GrTj_l).

C’est un courant positif, fermé, de masse 1. porté par K._1. Il ne charge pas les
ensembles pluripolaires et on a

Ty = (dp) == (dp )2 L (dy) T

De plus, le courant T;__; est porté par K,.

Preuve. D’apres le théoreme 2.1, le lemme 2.2 et 'appendice, le courant T est
bien défini, positif, fermé dans P*\I,.. Comme f est s-régulier, on a

dim I, =k—1I, <k—j.

Montrons par récurrence sur j que I; est de masse 1. Supposons que c’est
le cas pour T;_;. Posous pps(z):=max{G(z).log™ [2]|— A} et Srr:=dd®ear AT 1.
La suite @ décroit vers G, sur le support de T,_;. D’apres le lemme 2.2 et la
proposition 5.2, limp; .o Sar=T; dans P*\I,. D'aprés la proposition 5.4. la masse
de Sy, dans P* est égale & 1. Soit S une valeur adhérente de {Sy;) dans P*. Alors
T; est égal & S dans P*\I,.. Comme dim I, =k—1,<k—j, les courants S et T; ne
chargent pas I,. On en déduit que T,=S et donc T} est de masse 1. Le théoreme
de Skoda [20] entraine que Tj. qui est de bidegré (j.j). se prolonge en courant
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invariant, positif et fermé dans P* qui ne charge pas I,. D’apres la proposition 5.3,
il ne charge pas les ensembles pluripolaires car la fonction G, est T;_1-p.s.h. pour
tout 7>2 et tout 1,1 <j<{,.

Pour montrer que Tj est porté par K,_1, on peut supposer que r>2. Il suffit
de vérifier que 7},_,_1 est porté par KC,_;. On le fait par récurrence. Supposons que
c’est vrai au rang r—1. On a

Ty, 1 =(dd°G,)" " ATy, .

Observons que le courant (dd° log|f('}ﬂ)|)’f'lf'1 est porté par {z:f},(z)=0}. En
particulier, (dd®log|f(;, ir—i-1=0 au voisinage de X,. Dans U,, on a G,=
limy, 00 d; " log |f(’}")|. D’apres la proposition 5.2. on a (dd°G, ) ~ir— AT, |1 =0
dans U,.. On en déduit que 7} _; est porté par K,.

L’application f: Ck—C* étant ouverte et a fibres finies, f* opére continiiment
sur les courants considérés et commute avec dd® [7]. ce qui permet d’obtenir I’équa-
tion vérifiée par f*1;. O

3. Endomorphismes semi-réguliers

On se propose d’étudier d’une maniére analogue la famille des endomorphismes
semi-réguliers ou (m,s)-réguliers. Soient 1<p,<...<p,, des entiers naturels. Soit
7: C¥— C* application définie par

ﬂ(z) = (7T(1),‘.../71'(m)) ou W(i)lcli_li“l_)cli_l1—1

est une application polynomiale de degré p; en 2(;y qui se prolonge en une application
holomorphe de P%~% dans P4—4 . T est clair que |m(;)(2(;))| ~|2(;|P* quand z; tend
vers l'infini. On dira qu'une telle application 7 est scindée.

Soit f=(P1,..., Pr)=(Pq); ..., P4n)) un endomorphisme polynomial ouvert vé-
rifiant deg ;) >deg F;1 ). Contrairement & I'application . les degrés des fonctions
coordonnées de f sont dans ’ordre décroissant. On dit que f est («, s)-régulier (resp.
n-régulier) si endomorphisme feorm est s-régulier (resp. régulier) ou les nombres
1=lp<li <...<lp=k+1 utilisés dans la définition des applications réguliéres sont
les mémes que ci-dessus.

Observons que si f est (m,1)-régulier, il est 1-régulier donc algébriquement
stable. Si on pose 7T+::(7T(+1), ,7r(+m)) ol 7.'(*1.) est la partie homogene de plus haut
degré de m(;), alors f est (m,s)-régulier si et seulement si il est (7. s)-régulier.
Soit 7! une application homogene scindée. Si f est (w-7'.s)-régulier, alors il est
(7, 8)-régulier.
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1l est facile de vérifier si un endormorphisme est régulier. Dans la suite, nous
donnons, pour le cas de dimension 2, un critére simple pour savoir si un endomor-
phisme polynomial est semi-régulier. L'idée utilisée dans la suite montre aussi que,
dans le cas de dimension supérieure a 2. on «devine» facilement I'application =
lorsque f est semi-régulier.

Considérons dans C? I'endomorphisme f(z1.z2):=(P1. P2) avec dy:=deg P>
do:=deg P,>1. Cet endomorphisme se prolonge en application méromorphe de P2
dans P2. L’ensemble d’indétermination de f est défini par I1:={[2:0]: P; ([2:0])=0}
oll P est la partie homogene de plus haut degré de P;. On a

Xy = {[z:0]}n{z: 251y =0} = f({[z: O}}\]1) =[1:0:0].

L’endomorphisme f est (7.1)-régulier pour une application scindée m, s'il est 1-
régulier. Dans le cadre considéré, cela équivaut a dire qu’il est algébriquement stable,
c.-a-d. XiNI;=0. Autrement dit. le coefficient de zill dans P; est non nul.

Dans la suite, on suppose que f est algébriquement stable. Notons ¥; CN?CR?
I'ensemble des couples (m,n) tels que le coefficient de 2{"25 dans F; soit non nul
(voir exemple 3.2). Puisque deg P, <deg P =d;, les 3; se trouvent au dessous de
la droite m+n=d;. L’endomorphisme f étant algébriquement stable, (d;,0)€3;.
Soit D une droite dans N2. On note PP la somme des termes 2{"z3 dans P; avec
(m,n)eD. Si D est définie par 'équation pm-+gn+r=0, on dira que —p/q est la
pente de cette droite.

On note D; la droite vérifiant les propriétés suivantes :

(1) Dy passe par (dq,0) et au moins un autre point de X;UXs:

(2) lensemble LU, est au dessous de D;.

La droite D; est celle de pente maximale. passant par (d;.0) et vérifiant la condi-
tion 2. Cette pente est comprise entre —1 et 0. Notons Dy la droite parallele & D;
et vérifiant :

(1} D4 passe par au moins un point de Xy:

(2) T'ensemble X2 est au dessous de Ds.

11 est clair que D est au dessous de D;. On a la proposition suivante.

Proposition 3.1. Soit f un endomorphisme de C? algébriguement stable
comme ci-dessus. Alors f est semi-régulier si et seulement si la pente de Dy est
non nulle et l'ensemble {z€C?: PP (2)=PF?(2)=0} est réduit & {0}. Dans ce cas,
st la pente de Dy est égale & —p1/ps avec py €N* et poeN*. f est m-régulier pour
m(2):= (21", 28?).

Preuve. Supposons que {z€C?: PP (z)=PF?(z)=0}={0}. Puisque £, U, est
au dessous de la droite de pente —1 passant par (d;,0). la pente de D, est plus grande
ou égale & —1. Soit —p1/p2 la pente de Dy ou p; et po sont des entiers positifs.
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On a p;<py. Posons m(z):=(21",28?). Soient P[* les parties de plus haut degré
des composantes de for. On a P[”:P})icw. On en déduit que {z€C?: P (z)=
PI*(2)=0}={0}. Comme D> est au dessous de Dy, on a deg P{* >deg PJ". Donc
for est régulier et f est m-régulier.

Supposons maintenant que f est w-régulier avec m(z)=(z7",25*) et p; <p2. On
note D} la droite de pente —p; /py telle que

(1) D; passe par au moins un point de ¥;:

(2) X; est an dessous de D..

On a Pi”:PiD o et donc {2€C?: P, 1( )= P ( }=0}={0}. Puisque deg P[">
deg PJ™, la droite D} et ensemble ZlLJZz sont au dessous de D].

Comme fom est régulier, Pf* ne s’annule pas en X;. Par conséquent, PID :
contient un mondme en z; et donc D) passe par (d;.0). On en déduit que la pente
de Dj est plus petite ou égale & celle de D;. Si la pente de D} est égale a celle de
Dy, alors D,=D,, donc

{z€C?. PPi(z)= PP (z) =0} = {0}.

Il reste a considérer le cas ol la pente de D} est strictement plus petite que
celle de D;y. Dans ce cas, D] ne passe par aucun pomt de ¥ excepté (d,.0). Donc
P1D ! est un monéme en z;, ce qui implique que P2 contient un mondme en 2zp.
Par suite, D) passe par un point (0,d). Comme la pente Do est strictement plus
grande que celle de D}, par définition. D, ne passe par aucun point de X, sauf le
point (0, d). On conclut que PQD 2 est un monome en 2. Le fait que PlD ! contient un
mondme en z; implique que

{z€C?: PP (2) =P (z) =0} ={0}. O

La proposition 3.1 permet de vérifier facilement dans le cas de dimension 2 si
un endomorphisme est semi-régulier. Donnons des exemples.

Eremple 3.2. Considérons les endomorphismes
F(2) = (8 —25, 20 —2:22429) et g(z):=(5—23. 20 25 +23).

Dans les deux cas, on a ’Dl—{2m+3n:12} et Do={2m+3n=6}. Dans le premier
cas, on a PP (z)=25— 24 et PP1(z ) 2} —222 ; la condition de la proposition 3.1 est
vérifiée. Dans le second cas, on a PP (2)=28—z4 et PP'(2)=2} 23 : la condition de
la proposition 3.1 n’est pas vérifiée. L'endomorphisme f est w-régulier pour 7 (z):=
(22,23). L’endomorphisme g n’est pas semi-régulier. Puisque f est 1-régulier, on
peut définir X; =[1:0:0], I, =[0:1:0], U; le bassin de X, et K; =C?\U; vérifiant K=
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K1UI,. Si z€K4 tend vers I, f(z) tend aussi vers I. Par conséquent, sa deuxiéme

coordonnée domine la premiére; on a 28—z} =o0(2-223+22). On en déduit que

2924 et donc 2322 ou 23~—23. Cela entraine que la deuxiéme composante de
f(z) vérifie |25 —222 4 25|~ |22|? ~|2|2. Cette derniere relation permet de définire la

deuxieme fonction de Green comme dans le cas des applications régulieres.

Etudions maintenant la dynamique d’une application (7. s)-réguliere f généra-
le. On pose P(’;) :=f(sye™ et on note P(’:)* sa partie homogene de plus haut degré d7 .
Soient ]5(1-) les polynoémes constitués par certains monoémes de F(;) avec les mémes
coefficients et vérifiant la relation P(’:)+ :13(,-):7‘4 Cette derniére relation n’assure
pas 'unicité de }5(,-). On garde les mémes coefficients pour 'assurer. On définit
la fonction algébrique f’a) de degré a;:=dJ /p; en z(»;, de la maniere suivante.
On remplace z(; dans 15(,-) par la solution de l'équation F(<1¢):O. On a le méme
nombre d’équations et d’inconues, 'hypothése de semi-régularité dit précisément
que 'ensemble des solutions est discret pour chaque z(>) fixé. On définit 13?1-) comme
étant la partie homogene de degré «; de 13:1).

Posons Iy={[z:0]}, Xq=0. Nous allons définir d'une maniére analogue au cas s-
régulier, les autres ensembles X; et I;. Lorsque I,_1 est défini, on pose toujours X;:=
Li-1N{2:2(5;=0}. En particulier, on a X;={[z:0]}N{z:2(>1)=0}. Il reste & définir
les ensembles [;. Les notations étant assez compliquées, nous expliquons d’abord des
cas simples. Si p; =...=p,,. Uapplication f est s-réguliére : les ensembles X; et I; sont
définis exactement de la méme maniére qu'au paragraphe précédent. Si p; <...<pp,
(voir Pexemple 3.2), le fait que f-7 soit s-régulier implique que Pa)zpzrn, cette
application polynomiale ne dépend pas de z(5y. Il est clair qu’il faut prendre

I =Ty {z: 24, =0} =IpN{z: 1321)(2) =0}.

La croissance des p; implique aussi que les termes de 15?2), qui sont indépendants
de z(1), ne dépendent que de z(;). Rappelons que /> apparait comme l'ensemble
d’indétermination d’une restriction convenable de f a I;=IoN{z:21)=0}. Il est
donc aussi clair qu’il faut poser (voir exemple 3.2)

Iy :=1N{z: 22, =0} :flﬂ{z:}jzz)(z):()}.
Le méme raisonnement est valable pour I; avec 1<i<s.
Pour le cas général, la définition des X; et I; tient compte des deux cas parti-
culiers ci-dessus. Posons pour tout 1<i<m
Xi:=1I; 1 ﬁ{z 12(>4) = 0}
et
Li=IL_10{z: Pg;)(z) =0}N{z:2; =0 pour tout j tel que p; <p;}.
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Lemme 3.3. Si f est (w,s)-régulier, alors X;NI;=0 pour tout 1<i<s. De
plus, on a dim X;=[;—l;_;~1 et dimI;=k—1,.

Preuve. Soit 0<j <4 I'entier minimal tel que p;41=p,. Posons I& =Pk,
=+
INi={z:2<;=0}N{z: P<;(2)=0}
et
Xil = il_lﬂ{z DZ(>4) :O}
On a X;=X!N{[z:0]} et I;=I}N{[2:0]}. 1l faut montrer que X} NI}NC*={0} et
que dim X! =l;—1;_; et dim I} =k—1;+1. Posons
XP:=(n")"UXINnCk) et I?:=(x*)"1I}NCF).
En utilisant la croissance des degrés de 7. on obtient
XINI7 ={z:2<j =0}n{z2: 1\5(21-) ot (2) =0}N{z 1 25 =0}NC*
C{z: P(”SJ;)(Z) =0}N{z: 25, =0}NC* = {0}.
La derniere intersection est réduite & {0} car fem™ est s-régulier. On déduit de la
propriété précédente que X;NI;=0.
On a
=t N
I?2={z: 2(<jy =0}N{z: P(Si)wﬁ(z) = O}ﬁCk
={z:2<;) =0}n{z: ]58) on*(2) =0 pour tout j+1<r<i}nC*.
Par conséquent, on a dim I2>k—[;+1. D’autre part. X?=I2 ;N{z:2(5;=0}. Donc

dim X2>1;—1;_1. Le fait que X?NI?={0} implique que dim X?=1l;—1;_; et dim I?=
k—1l;+1. On en déduit que dim X;=0l;~l;_1—1 et dim I;=k—1;. O
Posons Gg:=0, Ko:=C¥. Lorsque les expressions suivantes ont un sens, on pose

avec a; =dl /p;

_log" If"(2)]

ot

Gi,n(z):
Gil2) = lim Gin(2).
Ui:={z€CF: f"(z) tend vers X;}.
’Ci = Ki_l\U,'

pour tout 1<¢<m. L’ensemble U; est le bassin d’attraction de X;. Il est clair que
Giof=0; Gy, fHU)CF(U)=U; et f71K;)C f(K;)=K;. Observons ici que la suite
des o; est décroissante. On obtient des résultats analogues au cas régulier.
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Théoréme 3.4. Soit f: C*—CF un endomorphisme polynomial (m,s)-régu-
lier comme précédemment. On suppose que 1<s<m—1 ou bien que s=m et a,, >1.
Alors pour tout 1<i<s, il existe une suite de nombres réels c; ,—0 telle que la suite
de fonctions G; ,+c¢;., décroit sur K,_1 vers une fonction G; continue, invariante:
Giof=0;G;. De plus, la fonction G;(2)—log™ |z| est continue sur K;_1\I; et on a

Kii1={z€CF:Gi(2) < x}
={2€C":il existe c>0 tel que |f"(z)| <> max{|z]*7,1}},
Ki={z€C*:Gi(z)=0}
et K;CK;UI;. En particulier, si f est m-régulier et a,,>1, on a Mi=Ax=0n,
di =) tm=1 ()l et K, =K.
Théoréme 3.5. Soit f:CF—C*F comme au théoréme 3.4. Alors pour tout
1<i<s et l;_1<j<li, on peut définir le courant T; de bidegré (j.j) de P* par

T1 = ddCGl et Tj = ddc(Gz‘Tj_l).

C’est un courant positif, fermé. de masse 1. porté par K,_,. Il ne charge pas les
ensembles pluripolaires et on a

f*Tj = (ai)j_l’_ﬁ_l(aifl)Ii*l‘lhz (al)ll_loTj.

De plus, le courant T}, _1 est porté par K;.

Pour démontrer ces théorémes, nous allons montrer des inégalités analogues
que celles du lemme 2.2. Puisque f-7 est régulier, il est plus facile d’utiliser w(2) au
lieu de z comme «coordonnées ». L’application 7 n’est pas inversible en général mais
elle est scindée. Ceci nous permet de travailler avec 7! comme avec une application
polynomiale.

Posons I§:={[z:0]}, X{ =0 et pour tout 1<i<m

X7=IT 1 M{z:25 =0} et IT:=IT 0{z: P} =0}
On a XTNIT=0 pour 1<i<s. Soit K7 =C*. Posons
Ul i={zeCF:r7tefmen(z) tend vers X7} et KF:=KF  \UF

pour tout 1<i<s. Observons que 77! f"cw(z) contient plusieurs points dont les
modules sont comparables quand f™-m(z) tend vers I'infini. Ceci est une consé-
quence de la propriété «« est scindée . Par définition, KT et U] sont invariants par
a7 tofor et par m 1o flon.
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Lemme 3.6. (1) Pour 2€KT_; tendant vers X[, on a
[fayem(@l~1zl® et |fmpen(z)l=
(2) pour tout zeKT_, tendant vers XT, on a
lr = ofom(z)| ~2|* et |nTlefem(z )
(3) UT est un ouvert de KT_,, KT est un fermé de KT_, et KT CKTUIT:
(4) pour zeKT tendant vers IT, on a |7 (2)|=0(]z|%7).

)

Preyve. On montre le lemme par récurrence. On suppose qu’il est vrai jusqu’au
rang 1—1.

(1) La partie homogene de plus haut degré Py de f(em ne s’annule pas sur
XT car form est s-régulier. Par conséquent, pour €K7 ; tendant vers X[, on a
| foyom(2)]~ . Quant & fi~;yom, il est de degré df, ; <d7. On a donc

|fmiyem(z)|=o(]z]*7).
(2) Par hypothese de récurrence, IC _,CK7T Ul ;. D’autre part,
i_lﬂ{z TR(>) = 0} = @
—1

On en déduit que pour z€KT | tendant vers I7_;, on a |z|~|z|(>;. Comme 7~ ¢ forr
préserve K7 ;, on a

7o fem(2)| ~r s fom(2) (20
D’apres la partie 1, si 2€K7T_; tend vers X7, la derniére relation et la croissance
des p; impliquent

[n =t forr(2)| ~ [x 7 e fom(2) |y ~ [ fay o (2)[ VP ~ 2]
et

17 e fom(2)] (5 = of|2|% /P1) = o(]2]*).
(3) Soit V un voisinage suffisamment petit de X7. La partie 2 implique
VK, cUy.

Par définition, on a U :=|J, 5 ale f=en (KT NV). C'est donc'un ouvert de I,
Par suite, KT est un fermé de I

Fixons un voisinage W de IT. Obser\ ons que 10rsque €K7, tend vers I7T |\ W,
la partie 1 du lemme est encore vraie : par suite, 771 f cw(z) tend vers X[. Donc,
pour z€K7_, suffisamment proche de I ;\W, on a z€UT. D'on IC”CIC"L,II7T

(4) Soit (2(™)CKF | une suite tendant vers I ;. Si |P, (L.)(z(”))|~|
comme dans la partie 1, on montre que

[fyom(z)|~ 2% et | fopem(20) = o[z 1),

Par conséquent, 7r_10f07r(z(”)) tend vers X7 . D’apres la partie 3. z(") appartient &
UJ pour n assez grand. Ceci démontre la partie 4. O

, alors
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Lemme 3.7. (1) Si w*e€K;_1 tend vers X;, on a |f{w*)|~|w*|*.
(2) Ona W(ICZ’-’):IQ-, 7T(Ui7r):Ui et EiCKiUL'.

Preyve. On montre le lemme par récurrence. Supposons qu’il est vrai jusqu’au
rang i— 1.

(1) Soit w*=n(z*)eK;_; tendant vers X,. Par hypotheése de récurrence, on
peut choisir 2*€K7T | et z* tend vers I7 ; quand w* tend vers X,. Puisque les
degrés p; des composantes 7(;) de w sont croissantes, z* tend vers X[. D’apres le
lemme 3.3, on a

Xl-ﬂ{w:w(i) :0} :Ii_lﬂ{u' TW(>q) ZO} =IL_1NX;-1 =0.

Rappelons aussi que X; C {w:w(,;)=0}. La suite (p;) étant croissante, on en déduit
que
|2~ fay I~ fufyy [1/Pe ~ P
La premiere relation de la derniere ligne vient du fait que z*— XT.
L’invariance de K;,_; implique que f(w*) appartient & K;_; et tend vers I;_;.
De plus, I;_1N{w:w>;=0}=0. On en déduit

[f (@) [~ fiza (™)

D’apres le lemme 3.6, ceci implique
[F @)~ fem(z0) ~ |27

(2) Soit w*=n(z*)eU;. Puisque f™(w*) tend vers X; et que la suite (p;) est
croissante, 7~ o f™(w*)=n"1o fem(2*) tend vers X7. Donc z*€UT et U;Cn(UT).

Soit maintenant z*€UT. On a fem(2*)=fem=(7" e for)"~!(2*). On applique
les parties 1 et 2 du lemme 3.6 aux points de (7~ 1= f=7)"~*(2*) qui tendent vers X.
On obtient que la suite (f"e7w(2*)) tend vers I, N{w:w(;)=0}=X;. Par consé-
quent, 7(z*)€U; et m(UF)CU,. D'on #(UT)=U;. On en déduit que K;=n(KT).

Soit w™ =7(2{™)CK; une suite tendant vers a€l;_; avec 2™ €KT. Puisque
2" tend vers IT, on a [2(™|~|2(™|,). Par conséquent. si p;<p;. on a ag;,=0,
c-a-d. que a€{z:2(;y=0}.

D’apres la partie 4 du lemme 3.6, on a

I
P
v
5

S|
=

™y

*
—

a7 |u‘*|d;‘-/pi — |Uj*|ai.

Poy(w™) = (|24 ) = o(| 22, 17) = o w2,

[2 9 )
Ceci implique que Fz;)(a):O. On utilise I'hypothese de récurrence : 13:<7¢)(a):O
On a montré que w™ tend vers ael;. Donc K; CK;Ul;. O

Utilisant ces deux derniers lemmes. on montre les théorémes 3.4 et 3.5 de méme
maniére que dans le cas des applications régulieres. [
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Proposition 3.8. Soit f un endomorphisme w-régulier comme précédement
avec oy >1 et soit K Uensemble des points d’orbite bornée. Posons

M := lim sup ||Df™|V/"
n—XxX K

ou D désigne la dérivée. Alors:
(1) Pour tous 1<i<m et 0<a;<loga;/log M, il existe une constante ¢>0
telle que si z€K;_1 on ait Gi(2)<cd(z)* ol 6(z) désigne la distance entre z et K.
(2) La mesure p:=Ty ne charge pas les ensembles de dimension de Hausdorff
a pour tout a<logd;/log M.

Preuve. (1) Puisque la fonction G; est & croissance logarithmique, il suffit de
montrer que G;(z)<céd(z)* dans un voisinage fixe de K. Soit W un voisinage assez
petit de K et soit N assez grand tels que a; <a}:=log «;/log My pour tout 1<i<m
ot My :=supy, |[DfN||'/V. Notons §>>0 la distance entre K et 1. On choisit une
constante A>0 telle que G;(2)<A pour tout 2€X;_1NW et tout 1<i<m.

11 suffit de montrer qu'il existe ¢>0 tel que pour tout z€K,;,_NW on a |G;(2)|<
¢6(2)% . Comme G;=0 sur K, il suffit de considérer le cas ot z¢K. Soit n l'entier
minimal tel que fN™(2)¢W. Si z€K est un point tel que |z —z|=4(z) alors on a

5 <IN (@)= ()] < (Ma) e —2] = (My) N8 (2)

donc

L8
(My)Nm > ——.

~0(2)

Cela entraine que pour une certaine constante ¢’ >0 on a

Noyg=Nnai _ n (SN _ o e
e =l sl (52 ) seotar

Puisque f¥"=D(z)ek;_,NW, en posant c=Ac. on a

GilF D) _ s

P )*

* *
i

Gi(z)= P =co(z)% .

(2) Comme dans la partie 1, on peut choisir W de sorte que

« _ logd,

" log My’

a<a

Puisque dy=aiy ™™ .. ali 70 on a a*=(ly ~ln_1)ak, +...+(l1 —lp)a}. Soit TCK

un ensemble de dimension de Hausdorff a. Fixons un >0 assez petit. Comme a<a*,
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pour >0 assez petit on peut recouvrir ¥ par er~% boules B, (r) de centres z, €K
et de rayon r. Soit x, une fonction positive a support dans B, (2r), égale & 1 sur
B, (r) et telle que dd®x,, <c"r~2w avec ¢/>0, ot on a posé w:=dd°|z]?. On a

M(Bn(r))S/Xndchm/\Tk—lz/ dd(‘XnGm/\Tkwl
Br(2r)

S/ c"'r_Q;ucr“'."c”/\Tk._l:clr”:"‘2/ wATk_1
Bn(2r) Bn(2r)

ou cy:=cc”.
On peut répéter ce procédé (k—1) fois et on obtient, pour des constantes cx >0
et ¢, >0 convenables, que

p(Bo ) et [ kg
B(2kr)

Par conséquent,

a':c;\w

I

r % cr

wE) <D p(Ba(r) <

Ceci est vrai pour tout £>0. Donc p(¥)=0. O

)

Remarque 3.9. Les résultats pour les endomorphismes (7. s)-réguliers s’appli-
quent aux automorphismes, bien siir on a alors s<m. Si f est (7. s)-régulier et f~!
est (7, §)-régulier on construit des courants invariants 7+ pour f et T~ pour f=!. On
peut, pour 7, 7, s et § convenables. considérer la mesure invariante p:=T+tAT~. Le
cas le plus simple de cette situation est celui des applications de Hénon. On trouve
d’antres exemples dans [19] et [13].

4. D’autres remarques

Soit f: C¥— C* une application polynomiale propre de degré topologique d; >2.
Supposons que linfini soit attirant dans le sens ol il existe ¢>1 tel que | f(2}|>c|z]
pour |z| grand. On peut construire la mesure d’équilibre ¢ de f comme la limite
faible de la suite d; " (f™)*v oll v est une mesure de probabilité qui ne charge pas les
ensembles pluripolaires [6]. La mesure y est f*-invariante, mélangeante, d’entropie
maximale logd, et elle ne dépend pas de v. Lorsque I'exposant de Lojasiewicz Ay
de f est strictement supérieur & 1. en utilisant la méthode de Lyubich {16] et de
Briend-Duval [4], [3]. on montre [6. 3.4.3] que d; "(f")*d. tend vers p pour tout
z hors d’un ensemble exceptionnel £ qui est analytiqgue. On a noté J, la masse de
Dirac en z. Les exposants de Lyapounov de u sont minorés par log A; /2. Les points
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périodiques répulsifs sont denses et équidistribués sur supp p. La vitesse de mélange
de p est de l'ordre A[™. Cette mesure p est de plus l'unique mesure d’entropie
maximale log d;. Pour cette derniére propriété de g, il suffit de reprendre la preuve
de Lyubich [16] et Briend-Duval [4] en remplagant un calcul cohomologique par le
lemme de comparaison suivant :

Lemme 4.1. Soit Q une forme de bidegré (k—1.k—1) positive fermée
dans C*. Alors on a pour tout m>0

Janumyest [angmiyre.

z

Preuve. 11 suffit d’appliquer la proposition 5.4 pour V =CF. o(z)=log(1+|z|?).
vi=log(1+|f™|?)— A, vo=\, 'log(1+]f™*1|?) et A une constante suffisamment
grande. O

Les résultats cités ci-dessus sont valables, en particulier. si f est semi-régulier
avec o, >1. Dans ce cas, la mesure d’équilibre p est égale & Ti qui est une inter-
section généralisée de courants positifs fermés. En particulier, d’apres la proposi-
tion 5.3, les fonctions p.s.h. sont p-intégrables: c’est une mesure PLB [6].

En général, une application f d’exposant de Lojasiewicz A;>1 n’est pas con-
juguée a une application semi-réguliere. Il peut exister une infinité de vitesses
d’échapement vers 'infini et on rencontre d’autres phénomenes dynamiques.

Dans la suite, nous considérons des exemples d’applications régulieres avec
dm=1. Soit f:C?—C? défini par f(z)=(P(z).az;+bz2) ou a, b sont des nom-
bres complexes, |b|>1, P est un polynéme de degré d>2. Supposons que P* est
indépendant de z5. L’application f est réguliere et de degré topologique d;=d. En
particulier, elle est algébriquement stable. D’apres le théoréeme 2.1, Pexposant de
Lojasiewicz et l'exposant de Lojasiewicz asymptotique de f sont égaux & 1. On
vérifie que |f(2)|>c|z| pour tout 1<c<|b| fixé et pour |z| assez grand.

Nous ne savons pas si £ est analytique et si les exposants de Lyapounov sont
strictement positifs sauf si P est indépendant de z,.

On peut construire la fonction de Green p.s.h., continue. positive, invariante :
Gi1of=dG; et le courant de Green T7:=dd°G,, positif. fermé, invariant par f:
f*I1=dT\. L’ensemble KC;:={z:G(2) =0}, qui est le complément du bassin d attrac-
tion Uy de X;:=[1:0:0], n’est pas compact et donc n'est pas égal a K. Le seul
point adhérent & K1 dans hyperplan & U'infini est 'unique point d’indétermination
I,:=[0:1:0]. On en déduit que si 2€K; tend vers Iy, on a |z1]|<|z2|(¢" /¢ car
f(K1)=K;. On a aussi |f(z)|~|b||z|. Le courant T; ne charge pas les ensembles
pluripolaires car son potentiel G; est continu. Notons que Ty AT; =0 dans C? car
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fHTLAT)=d?*Ti ATy et dy<d?. On a, d’apres [6. théoreme 3.2.1]

p= lim (f*)*wAT) = lim dd°u,AT)
n—oC n—oc
olt up(2):=log™ | f*(z)|—nlog |b|.
Il est clair que lim,,_, o ¥, =—0oc sur K. La suite (u,) converge uniformément
sur les compacts de K, \K. En effet, on a, en posant f"(z)=w=(w,w2)

awy
~log|1+3
bu‘g

awy +bws
bwg

1 < 1

[tnt1(2) —un(2)| ~log |w|L/d ™~ |e[n/d

w
~ _1‘§
wo

La constante ¢ étant supérieure & 1. la fonction w:=lim,_, u, est donc continue
sur K1\ K et vérifie la relation us f=u+log |b]. Elle est T3-p.s.h. sur K;1\K et tend
vers —oo quand z tend vers K.

5. Appendice: fonctions T-p.s.h.

Nous explicitons dans cet appendice quelques propriétés. que nous utilisons,
des fonctions T-p.s.h., c.-a-d. les fonctions p.s.h. relativement & un courant positif
fermé T. Ces propriétés sont classiques dans le cadre des fonctions p.s.h. et les
démonstrations sont de simples extensions du cas des fonctions p.s.h. [1], [21], [5];
[10].

Soit T un courant positif fermé de bidegré (j.j) dans une variété kéhlérienne
V de dimension k>1 (voir [5], [11], [15] pour les définitions de base). Rappelons
cependant que pour un courant T>0 de bidegré (1.1). on a localement T'=ddu ou
u est une fonction p.s.h. On dit que u est un potentiel local de T. Rappelons les
définitions de [2]. Une fonction semi-continue supérieurement v sur supp 7 est dite
T-p.s.h. si elle est localement limite décroissante d'une suite (v(™) de fonctions C?
vérifiant ddv(™ AT>0. On dira que v est fortement T-p.s.h. si les v(™ sont p.s.h.
au voisinage du point considéré de supp 7. On pose

TALkI
(k—3)!

ot w désigne la forme de Kahler sur V. Cest la mesure trace de T. On pose | Tk :=
O'T(K).

or .=

1
loc

Proposition 5.1. Soient L, €L, deuz compacts de V. Soit v€L
fonction T-p.s.h. Alors -
(1) Le courant dd°vAT:=dd°(vT) est positif fermé de bidegré (j+1,7+1).

(or) une



Dynamique des applications polynomiales semi-régulieres 81

(2) Il existe une constante cr, 1,>0, indépendante de v et des v;, telle que
||dch/\THL1 SCLLLQHDT”LT
(3) Siwy,...,v, sont des fonctions T-p.s.h.. localement bornées, on a

Hddcvl /\.../\ddc’l}q,/\71”L1 < cLlAL2”U1”L’°(L2) ”Cq”Lx(L2>”TIIL2’

Preuve. Pour la positivité, il suffit d’observer que localement

dd®(vT) = lim dd*(v™T) = lim dd®v" AT >0.
n—+oC n—oxc
Soit x une fonction de classe C? & support dans L, et égale 4 1 sur L;. Posons
Ly L =[1ddX||Lee(L,)- Il suffit d’estimer par intégration par parties:

ldd“vAT ||, <|Ixdd*(wT)llz, <{lddxAvT ||z, Scry o 10T s

La derniére relation se démontre par récurrence sur g. O

Le résultat suivant est Panalogue du théoréme de continuité de Bedford—Taylor
[1] (voir aussi {5]).
Proposition 5.2. Soient v1,...,v, des fonctions T-p.s.h. localement bornées.
Soient vi”), ,v((ln) des fonctions T-p.s.h. décroissant vers vy, ..., vq. Alors
(1) v%")ddcvén)/\.../\ddcv,g"')/\Té'vlddcvg/\.../\ddcvq/\T faiblement;
(2) ddcvin)A.../\ddcvén)/\T—\ddcvl/\.../\ddcquT fatblement.
En particulier, Uapplication

(Ul, ,’Uq) )—)ddcl'l/\.../\ddc’b‘q/\T

()

est symétrique en vy, ..., vq. Sil'on suppose que les vy et v, sont fortement T-p.s.h.,

la décroissance est superflue, il suffit de supposer L'l(n)Z?,‘[ pour 1<1<q.

Preuve. Pour reprendre la démonstration de [1] et [5]. il suffit de faire les re-
marques suivantes.

Soit x une fonction convexe dans R? croissante par rapport & chaque variable.
Si w1, ..., v sont T-p.s.h. alors x(vy,...,v4) est T-p.s.h. En particulier, le sup d'un
nombre fini de fonctions T-p.s.h. Iest aussi. Cela permet de se ramener au cas ol
V est la boule unité et toutes les fonctions @l(") sont égales & |z]°>—1 au voisinage de
la sphére unité. On peut alors appliquer les intégrations par parties usuelles comme
dans [1] ou [5].

Lorsque les fonctions sont fortement T-p.s.h., une ntilisation du lemme de Har-
togs comme dans [10, p. 405] permet de montrer le résultat. O
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Proposition 5.3. (Chern-Levine-Nirenberg) Soient Ly €La deux compacts
de V. Soient vy, ..., vq des fonctions T-p.s.h. localement bornées. Alors il existe une
constante cr, 1,>0 telle que pour toute fonction T-p.s.h. p€LL _(or), on ait

l[edd®vi A Add VAT ||y S ery Lol llnior Loy 101l (22) - Vgl (2,)-
En particulier, si
T =ddu; A...Add“uy

avec uy p.s.h. bornée et u; fonction (ddu;_yA...Addu;)-p.s.h. localement bornée
pour tout 2<I<j, alors les fonctions p.s.h. sont localement or-intégrables et T ne
charge pas les ensembles pluripolaires.

Preuve. 11 suffit de reprendre la démonstration de [5, p. 126] en introduisant le
courant 1" (voir également [8]). Pour la commodité du lecteur. nous donnons ici la
preuve. On se ramene au cas oll Ly et Lo sont des boules centrées en 0 et de rayon
respectif R’ et R et ou tous les v; sont égaux & |z|?—R? pour R’ <|z|<R. On peut
aussi supposer que j+g=k—1. Soit 0<y<R? une fonction égale & R?>—|z|? pour
|z| <R’ et a support dans Bpg, la boule de centre 0 et de rayon R; avec R'<R;<R.
On peut supposer ¢p<0. On a pour un ¢>0 indépendant de ,

1;:/ —pdd°v; A AddC v AT ADDE 22
|z|<R!

=/ pdd®vy /\.../\ddcvq/\T/\ddCx~/ pddei A Add v AT A
lz|<R: R'<|z|<R:

S/decﬁp/\ddcvl/\-~~/\ddcvq/\T+C“‘P“L’(UTALQ)||L'1||L°C(L2) vl
car dd®v;=dd®|z|? sur le support de dd®y. Par suite,
[<R? /| A DA A e AT el ol - [l
zZ|<hy

Il reste & majorer la derniére intégrale. Pour ceci. puisque  est la limite décroissante
de fonctions T-p.s.h. lisses, on peut supposer ¢ lisse et passer ensuite & la limite.
Soit Ry tel que R <Ry < R. D’apres la proposition 5.2. on a

/ ddccp/\ddcvl/\.../\ddcvq/\T:/ ddvi AL Add v Add (T)
[z| <Ry

|z]< R,y
<eallvillL=(ry) - IvgllL= () 1dd“eT |1 (Bg,)
<eallvillno<za) - vgllu=nll¥liLi(or.La)-

Les dernieres inégalités sont des conséquences de la proposition 5.1; ¢, ¢o sont des
constantes indépendantes de ¢. O

Enongons un théoréme de comparaison (voir [21]).
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Proposition 5.4. Soit V une variété de Stein de dimension k>1. Soit o une
fonction lisse p.s.h. d’exhaustion de V, i.e. o tend vers linfini & Uinfini. Posons
wi=dd. Soit T un courant de bidegré (k—1.k—1) positif fermé. Soient vi, v2
deux fonctions T-p.s.h. avec v;€LL (o7). On suppose que l'une des deux conditions
sutvantes est vérifiée :

(1) Sur suppT, on a vy <vy a Uinfini et vo—+> a linfini.

(2) Sursupp T, on a vi<vz & Uinfini. [ TAdd o< et va+so—+oc a linfini
pour tout £>0.

Alors

/dd%lATg/ dd®uvoAT.
1% v

Preuve. D’aprés la proposition 5.2, il suffit de montrer la proposition pour
v pi=max{v;, —M} puis de faire tendre M vers +oc. On peut donc supposer que
les v; sont localement bornées. Soient £>0 assez petit et R>0 assez grand. Posons
pour le premier cas
W, i=max{v;+A. (1+<)va}
et pour le second cas
W, :=max{v1+A.v2+=0}.

La constante A est telle que sur (vo<R) (resp. sur (v2+c0<R) pour le second cas)
on ait W.=wv1+A. Soit x une fonction test & support compact, 0<y <1, x=1 sur
(v2<R) (resp. sur (v2+ep<R)) et telle que (dx#0) soit contenu dans l’ensemble
ol Wo=(1+¢)uvy (resp. W.:=vy+cp). On a pour le premier cas

/ ddcvl/\T:/ dd“W. AT
(v2<R) (v2<R)
< / xdd“W.AT
:/IVEddcx/\T
:/(l—f-f)L'QddCX/\T
:(1+5)/ddcx/\®2T
:(1+5)/decvg/\T

§(1+5)/ ddva AT.
v

On peut faire tendre £ vers 0 puis R vers l'infini. Le second cas se démontre de la
méme maniére. [
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