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Dynamique des applications 
polynomiales semi-rdgulibres 

Tien-Cuong Dinh et Nessim Sibony 

A b s t r a c t .  For any proper  polynomial map  f :  Ck--+C k define the function a as 

ct(z) := lim sup 
n - - +  o c  

log + log + If~(~)l 
where log + := max{log. 0}. 

Let f = ( P 1 ,  ..., Pk) be a proper  polynomial map. \Ve define a notion of s-regularity using the exten- 

sion of f to pk .  When  f is (maximally) regular we show that  the function a is lower semicontinuous 

and takes only finitely many values: 0 and d l , . . . ,  dk, where di :=deg Pi. We then describe dynam- 

ically the sets {a<_di}. We give a concrete description of regular maps. If di>l ,  this allows us 

to construct  the equilibrium measure tt associated with f as a generalized intersection of positive 

currents. We then give an est imate of the Hausdorff dimension of #. \~?e extend the approach to 

the larger class of (Tr, s)-regular maps. This gives an unders tanding of the largest values of a.  The 

results can be applied to construct  dynamically interesting measures for au tomorphisms.  

1. I n t r o d u c t i o n  

Soit f =  (P1,--., Pk) une application polynomiale propre de C k dans C ~. Quitte 
/t conjuguer f par une permutation des coordonn~es on peut supposer que 

deg P1 >. . .  > deg Pk. 

Ddfinissons des entiers li vdrifiant 1 =10 < 11 < ... <Im = k +  1 tels que les composantes 
de 

f(~) := P(~)= ( ~ _ 1 ,  ..., Pt~-~) 

soient de m~rne degr6 di avec dl>d2>...>d,,. Notons P(~) la partie homog~ne de 
plus haut degr~ de P(0" Notons 6galement f l 'extension de f comme application 
m~romorphe ~t pk  dont [Zl:...:zk :t] sont les coordonn6es homogbnes. 

Pour tout z ~ C  k d~finissons la constante a(z)>_0 par 

a(z) := lira sup 
/1 --}- ~ C  

log" log + {if' (z){ 
/2 

oil log + :=max{log, 0}. 
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En g6n4ral, a prend une infinitd de valeurs. Lorsque a(z)> 1, a(z) reprdsente la 
vitesse d '6chappement de fn(z) vers l'infini. Lorsque f se prolonge holomorphique- 
ment g l'infini dans pk,  auquel cas m = l  et {z:P(1)(z)=O } est r6duit ~ l'origine, 
la fonction a ne prend que deux valeurs 0 et dl. Pour les applications rdgulibres 

que nous introduisons, nous montrons que a est s.c.i, et ne prend que les valeurs 
dl, ..., d,~, O. 

On introduit des fonctions de Green partielles sur les fermds ~i:={o~<di}. On 
pose 

Gi(z) := lira l~ If"(z)l 

On montre que si i < m  ou si i=m et d in>l ,  la fonction Gi est continue sur /~i. 
Lorsque din>l, on obtient la mesure d'~quilibre p comme produit d'intersection 
g6n6ralis6 de courants positifs ddfinis ~ l 'aide des fonctions Gi. L'6tude des fonctions 

Gi permet  d 'obtenir  une estimation de la dimension de Hausdorff de p. 
Lorsque f se prolonge holomorphiquement ~ Vinfini et dl > 1 on a m = l .  La 

fonction G=lim~_+~ d~'* log + If ' l  est d6finie partout  et # =  (ddCG) k. 
Nous renvoyons en particulier h [4], [6], [9], [19]. [14] pour divers aspects de 

la dynamique de ces applications. Lorsque f est r6guli~re et d in>l ,  f est ~ allure 
polynomiale au sens de [6] et la mesure p que nous construisons iciest  la m6me que 
dans [6] (voir le paragraphe 4). 

Nous nous int6ressons dans cet article h des classes plus g6n~rales que les app- 
lications r6guli~res s savoir les applications s-r6guli~res et (Tr, s)-r6guli~res. Pour 

d6crire ces classes introduisons quelques notations. 

Z(i) :=(Zl~_, , . . . ,Zl i --1 ), 

Z(<i) : =  ( Z ( 1 ) , ' " t Z ( i - - 1 ) ) ,  

Z(>i)  : :  ( Z ( i + l ) , . . . , Z ( m ) )  r 

etc .  

~d d d 
~(i) := (Zli l ' " ' ' Z l i - -1 )  

Z(<i ) : =  ( Z ( 1 ) , . . . r Z ( i ) )  

z(>_~) := (z(~), ..., z(m)) 

On dira que g e t  h sont comparables quand z--+X et on notera g(z)~h(z) s'il existe 
des constantes O<c<c' telles que cg(z)<h(z)<<_c'g(z) pour z suffisamment proche 
de X.  On dira que g et h sont dquivalents quand z-+X et on note g(z)~-h(z) si 
g(z)/h(z) tend vers 1 quand z--+X. 

On identifie C k ~ pk  \ { [z:0] } et pour toute application polynomiale Q: C k--+ C n, 
{Q=0} d6signe le sous ensemble alg6brique de p k  adhdrence de Q 1(0). 

Posons I0:={[z:0]} et X0:=0.  Pour tout l_<i<m,  posons 

et  
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On dira que f est s-rdgulier si IiAXi=O pour tout l < i < s  et que f est rdgulier s'il 
est m-r6gulier. Si f est s-r6gulier, d 'aprbs le thdor~me de Bdzout, on a ndcessaire- 
ment dim X,i = l~ - l~_ 1 - 1 et dim I~ = k - li pour tout 1 < i < s. L'ensemble X~ apparai t  

comme l ' image de I i - l \[ i  par une restriction convenable de f h / i - 1 .  L'ensemble 
fi apparai t  comme l 'ensemble d ' ind6termination de cette restriction de f ~ [i-1. 

S i f  est l-r6gulier, on a I1NX1 =0.  En particulier, f e s t  algdbriquement stable 
[9], [19], c.-h-d, qu'aucune hypersurface n'est envoy6e pat" un itdrd de f ,  dans I1. 
I1 en r6sulte que le degr6 alg6brique de f "  est 6gal h d] ' .  On peut alors d6finir la 
fonction de Green G1 par 

log + Ifn(z)l 
Gl(Z) := lira 

C'est  une fonction plurisousharmonique (p.s.h.) sur C e. Elle d6finit un courant posi- 

tif ferm6 T1 :---dd~G1 qui se prolonge h p e  car G1 ( z ) - l o g  + Izl est born6e sup6rieure- 
ment. D'apr~s le th6or~me de Chern Levine-Nirenberg (proposition 5.3), ce courant 
ne charge pas les ensembles pluripolaires de pk  \I1 car il admet  localement un po- 
tentiel born6 en tout point de P k \ I 1 .  I1 ne peut pas non plus charger /1 car I1 est 
de codimension au moins 2 dans pk .  

De faw g6n6rale, on pose Go :=0, 1C0 = C  k et lorsque les expressions suivantes 
ont un sens, oi1 pose 

Gi,~(~) . -  

On d6finit 

log + If~(z)l 
d? 

et Gi(z):= lim Gi.,~(z). 

Ui:={zECk:fn(z)  t e n d v e r s X i }  et /6i :=/6i_1\U~ 

pour tout 1 < i < ra. 

Si f est s-r6gulier et l<_i<s, nous montrons que pour zEUi, a(z)=di et on 
p%cise la dynamique de f dans Ui et dans son compl~mentaire. P%cisons cela. 

Si f est l-%gulier, U1 est le bassin de X1. On v~rifiera que U1, 161 sont in- 
variants par f et f - 1 ,  /C1 c/611-] I1, X1 A I1 = 0 et dim I1 = k - 11 o/1 I1 est l 'ensemble 
d ' ind6termination de f .  La fonction de Green Ga p%cise l '6chappement vers l'infini. 
On montrera  que G1 est continue, positive, nulle exactement sur/61 et h croissance 
logarithmique ~ l'infini. Elle est de plus invariante par f : G1 of=diG1. Pour tout 
1<j<_11-1, le courant Tj:=(ddCG1)J est positif, ferm6, de bidegr~ (j,j), invariant 
par f e t  ne charge pas les ensembles pluripolaires. Le courant Tzl-1 est port6 par/C1. 

I1 s'agit maintenant  d 'analyser la dynamique de la restriction de f ~/61- Sup- 
posons que f soit 2-%gulier. Le sous ensemble analytique Xe de I1 est at t irant ; 
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il est de dimension 12--11--1.  Si z appartient h un petit voisinage V2 de X2 dans 
KIUI1, on a 

C--11Z[ d2 ~ If(z)[ <_ctz[ a~ 

off c>0  est une constante. Le bassin U2 de X2 est 6gal 5̀  [..J~,>_of-n(V2); son 

compl~mentaire/C2 v6rifie/C2 C K2 U I2. Rappelons que Is CI1 est un sous-ensemble 
analytique de dimension k-12 v~rifiant X2NI2=O. La deuxibme fonction de Green 
G2(z) est finie et continue, positive sur K;t, elle est ~gale 5̀  +~c sur/ /1,  nulle exacte- 
ment sur ]C2. Sur K~l, elle aune  croissance logarithmique 5̀  l'infini. On a la relation in- 
variante G2of=d2G2. Pour tout 11 <_j<_12-1, le courant Tj:=(ddCG2)J-h+lATil_l 
est positif, fermi, de bidegr6 (j, j ) ,  invariant par f et ne charge pas les ensembles 
pluripolaires. Le courant T12-1 est port6 par )C2. 

Suivant l 'ordre s de la r6gularit6, la construction peut se poursuivre. Lorsque 
s=m, on trouve les applications r6guli~res. Au paragraphe 2, nous explicitons le 
cas des applications s-%guli~res. Au paragraphe 3. nous 6tendons la th~orie aux 
applications (Tr, s)-r6guli~res et nous donnons une estimation de la dimension de 
Hausdorff de #. Au paragraphe 4, nous 6tablissons d'autres propri~t~s dynamiques 
des applications r6guli~res et 7r-%guli~res. 

Observons que lorsqu'on fixe dl >d2 >... >din. dans l'espaee de param~tres, Ies 
familles d'applications r6gulihres et semi-r6guli~res sont des ouverts Zariski denses. 

Nous avons rassembl6 dans un appendice les propri6t6s des fonctions p.s.h, par 
rapport  5̀  un courant positif ferm6, que nous utilisons. 

Dans [13], on trouve d6js` la d6finition de fonctions de Green partielles pour cer- 
tains automorphismes de C k et pour des endomorphismes de C 2 dans [8]. On trouve 
6galement dans [13], [12] une notion de faible r6gularit6 voisine de la 1-r6gularit6. 
Dans [13], on dit qu'une application est faiblement r6guli~re si 11 N f ({  [z: 0] } \ I1) = @. 
Donc une application 1-%guli~re est en particulier faiblement r6guli~re. D'autres 
auteurs appellent r4gulihres les applications qui se prolongent en endomorphismes 
holomorphes de pk.  

L'in%r~t de notre approche ici est que nous dt;duisons les estimations n6eessai- 
res 5. la construction des fonctions de Green partielles d'hypoth~ses gdomdtriques 
faciles 5̀  v6rifier. Comme pour le cas des automorphismes polynomiaux de C 2, 
il faut d 'abord choisir de <<bonnes coordonn4es>' avant de commencer l'4tude, en 
l 'occurence des coordonndes telles que, deg P1 _> deg P2 _>... _> deg Pk. Nous ne faisons 
des hypotheses que sur le comportement de f pr}s de l 'hyperplan 5̀  l'infini. Nous 
donnons en particulier (proposition 3.1) une caract4risation des applications f (Tr, s)- 
r6guli~res de C 2 g l'aide des polyg6nes de Newton des composantes de f .  Notre 
construction permet d'obtenir des mesures invariantes int~ressantes dans le cas des 
automorphismes polynomiaux (remarque 3.9). Notons aussi qu'il est dans la na- 
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ture des choses de devoir se limiter ~ des classes d'applications. I1 existe en effet 
des applications alg~briquement stables pour lesquelles les vitesses de convergence 
/~ l'infini ont la puissance du continu. Ce problbme sera examin~ dans un prochain 
travail avec R. Dujardin. 

2. Endomorphismes r~guliers 

Dans la suite, notons dt le degrd topologique de f ,  c.-/t-d, le nombre de pr~ima. 
ges d 'un point z ~ C  k, compt~es avec multiplicitY. Le degr~ topologique ne d~pend 
pas du point z. Notons K; l'ensemble des points d'orbite born~e. L'exposant de 
Lojasiewicz de fn  sera not6 An. C'est la meilleure constante positive vdrifiant 
If~(z)l>clzl )~'~ pour z assez grand off c>0  est une constante. Cette constante /~ 

existe toujours [18]. La suite (A~/n) croit vers une constante A~c qu'on appelle 
l'exposant de Lojasiewicz asymptotique de f .  On a l e  thdor~me suivant. 

T h ~ o r ~ m e  2.1. Soit f: Ck--+C k un endomorphisme polynomial propre s-rd- 

9ulier. On suppose que l < s < m - 1  ou bien que s = m  et din>2. Alors pour tout 
l < i < s ,  il existe une suite de hombres rdels ci.n--+O telle que la suite de fonctions 

Gi,n+ci,~ ddcroit sur ~2i-1 vers une fonction Gi continue, invariante : Gio f =diGi. 
De plus, la fonction G i ( z ) - l o g  + [z[ est continue sur K i - I \ L  et 

]~i--1 ~-~ 

K:i = 

{z ~ Ck: a~(z) < ~c} 

{z E Ck: il existe c> O, tel que I f'~ ( z ) l <_ c d~' max{lzt d;~, 1}}, 

et ~ iC~iULi .  En particulieT, si f est rdgulier avec din>2, on a Al=Aoc=dm, dt= 
(d.~) z'~-l'~-~ ... (dl) l~-~~ et U~m=lC. 

On montre le th~.or~me par r6currence. Supposons que le th~or~me et les lemmes 
suivants soient vrais jusqu'au rang i - 1  avec 2 < i < s .  V6rifions les au rang i. La 
preuve est aussi valable pour le rang 1 (volt 6galement [13]). 

Lemme 2 .2 .  (1) Si Ze](~i--1 et z---}Xi,  oi2 a If<~>(z)l-lzl d,, If<>,)(z)l=o(Izl d~) 
et If(z)t~lzld~; 

(2) Ui est un ouvert de ~i-1 ,  I~i est un fermd de ~i -1  et ~ i C K i U I i .  

Preuve. (1) Puisque f est i-r~gulier, P(~) ne s'annule pas sur X~. Par conse- 

quent, quand z--+Xi, on a [f(i)(zO[..~lz[ d~. Puisque degf(>i )<di ,  on a [f(>i)(z)[= 
o(Izl <0 quand z-+Xi .  
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On sait par  hypoth~se de r4currence que ~-.i-lCl~i-lU[i-1 et  que /Ci-1 est 

invariant par f .  Par  dSfinition. Xi=Li-lN{Z:Z(>i)=0}. On en d6duit que si zE/Ci-1 

et z--+Xi, on a f(z)--+Xi. D'au t r e  part ,  f 6tant  i-r~gulier, on a 

Ii-1 n { z  : z(>_~) = 0} = Ii-1NXi-1 = O. 

Ceci implique en utilisant l 'hypoth~se de r6currence que lorsque f(z)--+fi 1~ on a 

If(z)l~lf(>~)(z)l. ear  cons6quent, si z~Ki-1 et z--gXi on a [f(z)l~lzl d~. Observons 

que c 'est  f(>_i) qui domine sur ]Ci 1 m~me si f(1), par  exemple, a des termes de 

degr6 plus 61evd. 

(2) D'apr~s la pat t ie  1, puisque di>_2, on peut  t rouver  un voisinage assez pe- 

tit V de Xi tel que f(ICi_INV)CV. C o m m e  K7i_1 est invariant, pour  tout  zE 

V, on a f~(z)-+Xi. Par  consdquent,  1Ci_INVCUi. Par  d6finition de Ui, on a 

ui=u~>_of-n(ICi_lrIV). Ceci implique que ~s) est un ouvert  de /Ci-1 et donc 

)~.i=]~i_l\Ui est  un ferm4 de /Ci-1 .  [1 reste/ t  montrer  que FvicIdiUIi. 
Soit aEL~-I\Li et soit zC1Ci_~ tendant  v e r s a .  On a f(z)EKT~_l car K;~-I est 

invariant. Puisque a~Ii, on a If(i)(z)l~lzl a*. D'au t re  part ,  If(>i)(z)l=o(lzl a~) car 
deg f (> / )<d i .  Par  consequent,  f(z) tend vers Xi quand z--+a. On conclut  que si z 

est assez proche de a, f(z) appart ient  ~ Ui et donc z appar t ient  ~ Ui. Ceci implique 

que ~.i C1Ci U Li. [] 

Fin de la ddmonstration du th~or&me 2.1. Montrons  d ' abo rd  l 'existence de la 

suite (ci). D'apr~s le lemme 2.2. il existe une constante  e > 0  telle que pour  tout  

Z E ]~i-- 1 o n  air 

c max{Izl <.  1}. 

Donc 

lf'-(z)l <_ cmax{lf'~-'(z)l &. 1} 

et 

Posons 

log c +G/n- -1  (Z). Gi.,~(z) <_ dp " 

log c 
c i . ,~ := -  ~ d~,~ �9 

m > n + l  

I1 est clair que ci ,n-+0 et que la suite Gi.,(z)+ci., est d4croissante. Comme les 
Gi,n(z) sont positives, la limite G~(z) existe et elle est positive. 
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Montrons  les assertions sur les ensembles KTi-1 et K.i. Soit zCKTi_l. I1 existe 

l<<j<i-1 tel que zEUj. D'apr~s le lemme 2.2. il existe un c > 0  telle que pour  n 

assez grand Ifn(z)i>_clzld2. Comme dj >di, on a Gi(z)=+~.  On obtient  done 

]c~_l = {z c c k : C;(z) < + x } .  

Soit zE/Ci. Puisque /Ci est invariant, f(z)E1Ci. D'aprbs  le lemme 2.2. on a 
/Ci c/Ci tO Ii. Le fait que Ii n { z: z(>i) = 0 } = 0 implique qu'il  exist e c' > 1 ind6pendant  
de z telle que 

If(~)l_< ~'m~x{Ik>;)(~)b 1}. 

Comme deg f (>o  =d~+l, il existe une constante  c" > 0  telle que 

If<>~)(~)l ~ ~" max{l~l ~+~, 1}. 

On en d6duit que pour  une certaine constante  c > 0  on a 

tf(z)l <_ cmax{Iz l  &+~ , 1}. 

Le fait que di+l <di implique que Gi(z)=O. On a / C i C { z e C  k :Gi(z)=O}. D'apr6s  le 

lemme 2.2, Gi est s t r ic tement  positive au voisinage de Xi. La  relation Giof=diGi 
implique que Gi est s t r ic tement  positive sur U;. On a done K~ D {zff C k : G i ( z ) = 0 } .  

Montrons  que Gi est continue et s t r ictement  positive sur Ui. D'aprbs  le lem- 
me 2.2, il suffit de le montrer  pour  zEVNKi_I oil V c P  k est un voisinage assez 

peti t  de Xi. La  positivit6 est claire. La continuit6 r6sulte de la continuit6 de Gi,,~ 
et de l 'in6galit6 

max{log c, - log c'} 
IG~,n(z)-G,.~_~(z)l< 

off 0 < c ' < c  sont des constantes  telles que c'[z[ & <_ [f(z)l  <<_c]z[ d~ sur VCllCi. 
V6rifions la continuitd de G i ( z ) - l o g  + [z I dans g~t-JIi_~ \Ii. I1 suffit de le prouver  

pour  z E V. Ceci est une cons6quenee de l 'in6galit4 p%cddente et de l'6galit6 Gi.o (z)= 
log + [z t. 

Comme G i est limite d~eroissante d 'une  suite de fonetions continues, elle est 
semi-continue sup6rieurement sur /C, -1 .  Le fait qu'elle soit continue, positive sur Ui 
et nulle sur Ki implique qu'elle est continue s u r / C i - l = U i t o K i .  

Dans la suite, on suppose que f est %gulier et d,,>_2. On a X m = I m - - l # 0 .  
Done I ,~=0 .  Ceci entraine que 

{z :  v(~) (z)  . . . . .  n(+,,,) (~) = o}  = {~ = o}.  
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Rappelons que A~ et A~ sont les exposants de Lojasiewicz de f'~ et l 'exposant 
n de Lojasiewicz asymptot ique de f .  D'apr~s le lemme 2.2. on a ~n_d,~.  Montrons 

que/~l>_dm et que dt=d avec d :=(d l )  ~-~~ ... (din) t" ' - t  .... ~. Posons 1I: C ~ - + C  ~ avec 

I I (z):=(z~/~, . . . , z~/~ '~) .  C'est  une application propre de deg% alg~brique d/dm 

et de deg% topologique d ~-~. L'application 11~f est de deg% alg6brique d et se 
prolonge holomorphiquement h l'infini car 

. . . . .  = 0 }  = = 0 } .  

On en ddduit qu'elle est propre. Son exposant de Lojasiewicz est ~gal ~ d et son 
deg% topologique est ~gal ~ d k. Par  suite, l 'exposant de Lojasiewicz de f e s t  minor6 

par d / (d /dm)=dm et le degrd topologique de f est dgal ~ d t / d  k-~ =d. On d~duit 

aussi que A~_>d~ et donc ~ l = A ~ = d , , .  
Puisque L~=0,  l 'ensemble ~ , ,  est compact.  I1 est donc ~gal ~ l 'ensemble des 

points d 'orbite bornde ~.  [] 

T h 6 o r ~ m e  2.3. Soit f:  C k - + C  k comme au thdor~rne 2.1. Alors pour tout 
l < r < s  et l~_l <j<l, . ,  on peut ddfinir le courant T~ de bidegrd ( j , j )  de pk  par 

T1 :=ddCG1 et Tj :=dd~(GrTj_ l ) .  

C'est un courant positif, feting, de masse 1, portd par/~,.-1- I1 ne charge pas les 
ensembles pluripolaires et on a 

f*Tj  = (d~)J-I"-~+l(d,._l)l .... -l,.__.... ( d l ) / 1  loTj" 

De plus, le courant Tl~_ 1 est portd par K~r. 

Preuve. D'aprbs le th~orbme 2.1, le lemme 2.2 et l 'appendice, le courant Tj est 
bien d6fini, positif, ferm5 dans p k  \I~.  Comme f est s-%gulier, on a 

dim/, .  = k -  l~ < k -  j. 

Montrons par %currence sur j que Tj est de masse 1. Supposons que c'est 
le cas pour r j _  1. Posons ~M(z) :=max{Gr(z ) ,  log" [z[ -~ t}  et S = ~ I : = d d ~ M A ~ - I  . 
La suite ~AJ d6eroit vers G,- sur le support  de Tj_I. D'apr6s le lemme 2.2 et la 
proposition 5.2, l i m M + ~  SM=Tj  dans pk  \ /~.  D'apr6s la proposition 5.4, la masse 
de SM dans p k  est 6gale /~ 1. Soit S une valeur adh6rente de (SM) darts pk.  Alors 
Tj est 6gal ~ S dans P k \ L .  Comme d i m L = k - l , . < k - j ,  les eourants S e t  Tj ne 
chargent pas I t .  On en d6duit que ~ = S  et donc Tj est de masse 1. Le th6or~me 
de Skoda [20] entraine que Tj, qui est de bidegr6 (j, j) ,  se prolonge en eourant 
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invariant, positif et ferm~ dans pk  qui ne charge pas I~. D'apr~s la proposition 5.3, 
il ne charge pas les ensembles pluripolaires car la fonction G,. est Tj_l-p.s.h. pour 
tout r_>2 et tout l,._l<_j<l~. 

Pour montrer que Tj est port6 par /C,.-1, on peut supposer que r_>2. I1 sumt 
de v4rifier que Tz,. ~-1 est port4 par/C~ 1. On le fait par r4currence. Supposons que 
c'est vrai au rang r - 1 .  On a 

/,---1 = ~, r] --1. 

Observons que le courant (ddCloglf(~)l) '~-'~-~ est port4 par { z : f~ ) ( z )=O} .  En 

particulier, (ddCloglf(~)l)~,'-z,--~=0 au voisinage de X,-. Dans U~, on a G,-= 

l i m ~ o o  d ~  log I/(~,)l. D'apr~s la proposition 5.2. on a (dd~G,.) l ' - l ' -~  ATl~ , - 1 = 0  

dans UT. On en d6duit que Tz~-i est port4 par/C~. 
L'application f:  C k -->C k 6tant ouverte et ~ fibres finies, f* op6re continfiment 

sur les courants consid4r4s et commute avec dd ~ [7], ce qui permet d'obtenir l'4qua- 
tion v4rifi4e par f*T#. [] 

3. Endomorphismes semi-r4guliers 

On se propose d'dtudier d'une mani~re analogue la famille des endomorphismes 
semi-rdguliers ou (re, s)-rdguliers. Soient 1<_pl <-...<-Pro des entiers naturels. Soit 
re: Ck-+C k l'application d4finie par 

re(Z) :---- (re(l) ,  . . - ,  re(m)) O1~1 re(i): c l i - l i - 1  ---} C l i - l i - 1  

est une application polynomiale de degr4 Pi en z(i) qui se prolonge en une application 
holomorphe de pl~-l~ dans ply-t0. I1 est clair que I,-r(i)(z(i))l ~ Iz(i)I p` quand z(i) tend 
vers l'infini. On dira qu'une telle application re est scindde. 

Soit f = ( P 1 ,  ..., Pk)=(P(1),  ..., P(,~)) tin endomorphisme polynomial ouvert v4- 
rifiant deg P(i)>deg P(i+l)- Contrairement h l 'application re. les degr4s des fonctions 
coordonn6es de f sont dans l'ordre d~croissant. On dit que f est (re, s)-rdgulier (resp. 
rr-rdgulier) si l 'endomorphisme fore est s-r~gulier (resp. r6gulier) off les hombres 
1= /0< l l  < . . . < l m = k + l  utilis6s dans la d4finition des applications r6gulibres sont 
les m~mes que ci-dessus. 

Observons que si f est (rr, 1)-r4gulier, il est 1-r4gulier donc alg6briquement 
stable. Si on pose re + "= ( r e ( i ) ,  " " ,  7r~m)) 0~l re~) est la partie homog~ne de plus haut 

degr6 de re(O, alors f est (re, s)-r6gulier si et seulement si il est (re+,s)-r6gulier. 
Soit re1 une application homog~ne scind6e. Si f est (re:Trl,s)-r~gulier, alors il est 
(re, s)-r4gulier. 
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I1 est facile de v6rifier si un endormorphisme est r6gulier. Dans la suite, nous 
donnons, pour le cas de dimension 2. un crit6re simple pour savoir si un endomor- 
phisme polynomial est semi-r6gulier. L'id6e utilis6e dans la suite montre aussi que, 

dans le cas de dimension sup6rieure 5 2. on << devine>' faeilement l 'application 7r 
lorsque f est semi-r6gulier. 

Consid6rons dans C 2 l 'endomorphisme f ( z i ,  z2):=(P1,/?'2) avec dl :=degP1 > 
d2 :=deg P2_> 1. Cet endomorphisme se prolonge en application m6romorphe de p2 

dans p2. L'ensemble d ' ind6termination de f est d6fini par I1 :={[z:0] :Pl+([z:0])=0} 
off P/+ est la partie homog6ne de plus haut degr6 de Pi. On a 

X 1 : =  { [z :  0]}f"l{z : Z(>l)  = 0} = f({[z : 0]} \ / 1 )  = [1" 0 :  0]. 

L'endomorphisme f est (zc, 1)-r6guher pour une application scind6e zc. s'il est 1- 
r6gulier. Dans le cadre consid6r6, eela 6quivaut h dire qu'il est alg6briquement stable, 

c.-h-d. X1 NIl =0.  Autrement dit. le coefficient de ~dl dans P1 est non nul. 
Dans la suite, on suppose que f est alg6briquement stable. Notons Ei c N  2 c R  2 

l 'ensemble des couples (m, n) tels que le coefficient de z{r'z~ ~ dans Pi soit non nul 
(voir exemple 3.2). Puisque d e g P 2 < d e g P l = d l ,  les E i s e  trouvent au dessous de 
la droite m + n = d l .  L'endomorphisme f 6tant alg6briquement stable, (d l , 0 )EEi .  

m '~ dans Pi avec Soit /9 une droite dans N 2. On note P ~  la somme des termes z I z 2 
(m,n)E/9 .  Si 7) est d6finie par l '6quation pm+qn+r=O,  on dira que - p / q  est la 

pente de cette droite. 
On note/91 la droite v6rifiant les propri6t6s suivantes : 

(1) /91 passe par (dl, 0) et au moins un autre point de EIUE2;  
(2) l 'ensemble GLUE2 est au dessous de/91. 

La droite/91 est celle de pente maximale, passant par (dl, 0) et v6rifiant la condi- 
tion 2. Cette pente est comprise entre - 1  et 0. Notons ~92 la droite parall61e h/91 
et v6rifiant : 

(1) /92 passe par au moins un point de G2; 
(2) l 'ensemble N2 est au dessous de/92- 

I1 est clair que/92 est au dessous de/91. On a la proposition suivante. 

P r o p o s i t i o n  3.1. Soit f un endornorphisme de C 2 algdbriquernent stable 
comme ci-dessus. Alors f est semi-rdgulier si et seulement si la pente de /91 est 
non nuUe et l'ensemble {zeC2:PlV~(z)=P.~2(z)=O} est rdduit d {0}. Dans ce cas, 

si la pente de /91 est dgale d -Pl/P'~ avec p l E N *  r p~cN* ,  f est 7c-rdgulier pour 

Preuve. Supposons que { eC :P l ={0}. Puisque XlUr  est 
au dessous de la droite de pente - 1  passant par (dl, 0), la pente de/91 est plus grande 
ou 6gale g - 1 .  Soit -P l /P2  la pente de /91 oh p~ et P2 sont des entiers positifs. 
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On a pl<_p2. Posons rr(z):=(zf*,z,~). Soient P7 + les parties de plus haut degrd 
des composantes de fort. On a P~+=Pi~:rc. On en d4duit que {z<C2:P~+(z)= 
P~+(z)=0}={0} .  Comme D2 est au dessous de D1, on a deg P~+_>degP~ +. Done 
fort est %gulier et f est rr-%gulier. 

Supposons maintenant que f est rr-%gulier avec ~r(z)-/~P~ ,p2 - ~ l  , '2  j e t p l - < P 2 - O n  

note 13~ la droite de pente -Pl/p2 telle que 
(1) 13~ passe par au moins un point de Ei: 
(2) Ei est au dessous de 13~. 

On a ~iP~+-P~V;~ et done {zEC :P{ ( z ) = P  2 (z)=0}={0}.  Puisque d eg P ~+>  
degP~ +, la droite 13~ et l'ensemble EIUE2 sont au dessous de/)~.  

Comme fore est r4gulier, P ]+  ne s'annule pas en X1. Par cons6quent, P~;  
contient un mon6me en zl et done 13~ passe par (dl, 0). On en d6duit que la pente 
de 13[ est plus petite ou ~gale g eelle de D~. Si la pente de 13[ est dgale fi eelle de 
131, alors 13~=13~, done 

�9 = e l ,  (z )  = o} = {o}.  

I1 reste g consid~rer le cas off la pente de ~ est strictement plus petite que 
celle de 131. Dans ce cas, 13~ ne passe par aucun point de Y~I except4 (dl, 0). Done 

P1 ~i est un mon6me en Zl, ce qui implique que Pff; contient un mon6me en z2. 
Par suite, 13~ passe par un point (0, d). Comme la pente 132 est strictement plus 
grande que eelle de 13~, par d4finition. 132 ne passe par aueun point de E2 sauf le 
point (0, d). On conclut que Pff~ est un mon6me en z2. Le fait que PF~ contient un 
mon6me en Zl implique que 

La proposition 3.1 permet de vdrifier facilement dans le cas de dimension 2 si 
un endomorphisme est semi-r6gulier. Donnons des exemples. 

Ezemple 3.2. Consid&ons les endomorphisines 

{ 76 _4 ~3 2--  7 f(z) := (z6-z~,231-2224-22) et 9(z):= ~-l-~-2,*l-Z2-t-~2)" 

Dans les deux cas, on a 131={2m+3n=12} et 132={2m+3n=6}.  Dans le premier 
eas, on a pD1 (z )=z~- -z  4 et pffl  (z) :z~-2z22 ; la condition de la proposition 3.1 est 
v6rifi@e. Dans le second eas, on a P1 ~1 (z )=z l  G- z~ et P, ffl ( z )=z l  a -z22 ;la condition de 
la proposition 3.1 n'est pas v6rifi~e. L'endomorphisme f est ~r-r6gulier pour rr(z):= 
(z~,z2a). L'endomorphisme g n'est pas semi-r6gulier. Puisque f est ]-r6gulier, on 
peut d@finir X1 =[1:0:0], 11 =[0:1:0], U1 le bassin de X1 et/(71 =C2\U1 v6rifiant ~2~ = 
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/ClUI1. Si ZE](~I tend vers  I1,  f (z)  tend aussi vers  I1.  Par cons4quent, sa deuxi~me 
coordonnSe domine la premiere ; on a z~-z.~=o(za-2z~+z2). On en d4duit que 
z16~_z 24 et done zla~_z 22 ou z la~_-z2 .2 Cela entraine que la deuxi~me composante de 

f (z)  v&ifie I Zl a -  2z~ + z2 1N I z2 1 2~ I zl 2. Cette derni~re relation permet de d6finire la 
deuxiSme fonction de Green comme dans le cas des applications r6guli~res. 

Etudions maintenant la dynamique d'une application (rr, s)-r4guli~re f g4n6ra- 
le. On pose P~ (0 :=f(0  ore et on note P~-  (i) sa pattie homog6ne de plus haut degr6 d~. 

Soient P(~) les polyn6mes constitu6s par certains mon6mes de P(0 avec les m6mes 

coefficients et v6rifiant la relation PC~-=P(i):r~+. Cette derni6re relation n'assure 

pas l'unicit6 de /~(i). On garde les m6mes coefficients pour l'assurer. On d6finit 

la fonction alg6brique P~;) de degr6 ai:=dT/pi en z(_>i) de la mani6re suivante. 

On remplace z(< 0 dans P(~) par la solution de l'6quation P(<~)=0. On a l e  m6me 
nombre d'6quations et d'inconues, l 'hypoth6se de semi-r6gularit6 dit pr6cis6ment 

~ +  

que l'ensemble des solutions est discret pour chaque z(_>i) fix6. On d6finit P(i) comme 

6tant la partie homog6ne de degr6 a~ de _P~i). 
Posons I0 = { [z: 0] }. X0 = ~. Nous allons d6finir d 'une mani6re analogue au cas s- 

r6gnlier, les autres ensembles Xi et _Li. Lorsque li-1 est d6fini, on pose toujours Xi := 
I~_~{z:z(>o=O }. En particulier, on a X~ ={[z:OJ}N{z:z(>~)=0}. I1 reste t~ d6finir 
les ensembles Li. Les notations 6tant assez compliqu6es, nous expliquons d 'abord des 

cas simples. Si Pl . . . . .  Pro, l 'application f est s-r6guli6re : les ensembles Xi et Ii sont 
d6finis exactement de la m6me mani6re qu'au paragraphe pr6c6dent. Si Pl ( . . .  <Pm 
(voir l 'exemple a.2), le fait que f : ~  soit s-r6gulier implique que P(~)=P(~), cette 
application polynomiale ne d6pend pas de z(>~). I1 est clair qu'il faut prendre 

: =  = : P t , ) ( z ) = 0 } .  

La croissance des p, implique aussi que les termes de P~u), qui sont ind@endants 
de z(1), ne d4pendent que de z(2 ). Rappelons que I~ apparait cornme l'ensemble 
d'ind~termination d'une restriction convenable de f t~ Ii=Io~{z:z(~)=O}. I1 est 
done aussi clair qu'il faut poser (voir exemple 3._9) 

Le m6me raisonnement est valable pour Ii avec 1< i < s. 
Pour le cas gdn4ral, la d~finition des Xi et Ii tient compte des deux cas parti- 

euliers ci-dessus. Posons pour tout 1 <i  < m 

X i  := Ii-1 ~{z : Z(>i) = 0} 

et 

I,~ := I~_ z ~ { z: P(~)(z) = 0} C~ { z: zu) = 0 pour tout j tel que p~ < Pi }. 
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L e m m e  3.3 .  Si f est (Tc, s)-rdgulier, alors XiAIi=O pour tout 
plus, on a d i m X i = l i - l i _ l - 1  et d i m I i = k - l i .  

et 

l <i<s.  De 

Preuve. Soit O<_j<i l ' en t ie r  min ima l  tel  que Pj+I =Pi. Posons  I i = p k  

11 := {~:  ~(_<j) = o I n { ~ :  ~(~_<,)(~) = o} 

X :  :--  I , l_l  [-I{z : z(>i) --- 0}. 

On  a X~=X~O{[z:O]} et Ii=[~n{[z:O]}. I1 faut  mon t r e r  que X ~ n l l n C k = { O }  et 

que d im X )  = li - li_ 1 et  d im IX = k -  li + 1. Posons  

x~:=(~+)-l(x~ncb et Z~ :=(~+)-'(Z~nCk). 

En u t i l i san t  la croissance des degr~s de ~r. on ob t ien t  

x ~ n z ~  = {z :  ~(_<j) = o } n { ~  : f(<_,)o~+ (~) = o } n { ~  : z(>,) = o } n c  k 

C { z : P [ + ) ( z ) = O } A { z : z ( >  0 = O } O C  k = {0}. 

La  derni~re in tersec t ion  est r~dui te  ~ {0} car  foTr + est s-r~gulier.  On d~dui t  de la 

propr i~t6  pr6c~dente que XiAl i=o. 
On a 

v+ + 
I~ = { z :  ~(~j) = o} n { z :  P(_<~)o~- (~) = o} n o  k 

= {z : z(<_j) = 0}N{z : P(r)  oTr (z) = 0 pour  tout  j + l  < r < i } G C  k. 

P a r  consequent ,  on a d im I~ >_ k - li + 1. D ' a u t  re par t ,  X~ = I~_ x N { z: z(> i) = 0 }. Donc 

d im X/2 _> li - l i -1 .  Le fait  que X ]  N I/2 = { 0 } impl ique que d im x ~  = l~ - I~_1 et d im I./2 = 

k - l i + l .  On en d~dui t  que d i m X i = l i - l i _ l - 1  et d i m I i = k - l i .  [] 

Posons  Go :=0, /Co : = C  k. Lorsque les express ions  suivantes  ont  un sens. on pose 

avec cti=d~ /pi 

log § If~(~)l Ci,,~(z) . -  

Gi(z )  :=  lira Gi.,~(z), 

Ui :=  { z E  C k : f " ( z )  t end  vers Xi}.  

/Ci := /Ci -1  \Ui 

pour  tou t  l < i < m .  L ' ensemble  Ui est le bassin d'attraction de Xi. I1 est  clair  que 

Gi o f =c~iGi, f -  1 (Ui) C f(Ui) = Ui et f -  1 (/Ci) c f(/Ci) =/Ci.  Observons  ici que la sui te  

des c~i est  d6croissante.  On obt ien t  des rSsul ta ts  ana logues  au cas r~gulier. 
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T h ~ o r ~ m e  3.4.  Soit f :  C k - + C  k un endomorphisme polynomial (Tr, s)-rdgu- 

lier comme prdcddemment. On suppose que l < s < m - 1  ou bien que s = m  et a m > l .  

Alors pour tout l < i < s ,  il existe une suite de hombres rdels ci.,~-+O teUe que la suite 

de fonctions Gi,n+ci.n ddcroit sur ]Ci-1 vers une fonction G~ continue, invariante: 

G i o f = a i G i .  De plus, la fonction G i ( z ) - l o g *  [z I e s t  continue sur K i - l  \ I i  et on a 

t:~ 1 = { z  e C k : G~(z) < ~ }  

= {z G C k :  il existe c )  0 tel que I f ' ( z ) l  _< e ~'; max{ lz [~7 ,1}} .  

~:~ = {z  �9 c ~ :  a~(z)  = o} 

et ~ i C t : i U I i .  En particulier, si f est 7r-rdgulier et (~, ,>1,  on a A I = A ~ = ~ ,  

dt=(c~m) zm-1 .... ~... (o~1)/1-/~ et ]~rn=]~. 

T h 6 o r ~ m e  3.5.  Soit f :  C k - + C  k comme au thdor&me 3.4. Alors pour tout 

l < i < s  et li_l < j<l{ ,  on peut ddfinir le courant Tj de bidegrd ( j , j )  de p k  par 

71 : : d d C O l  et Tj : : d d C ( O i r j _ l ) .  

C'est un courant positif, fermd, de masse 1, portd par ]~i--1. Il ne charge pas les 
ensembles pluripolaires et on a 

f*Tj  = ( O ~ i ) J - l ~ - l + l ( 6 ~ i _ l ) l i  1 - l i  2 . . .  ( O ~ l ) l l - l o T j .  

De plus, le courant Th_ 1 est portd par ]Ci. 

Pour  dSmontrer  ces th~or~mes, nous allons montrer  des in6galit~s analogues 

que celles du lemme 2.2. Puisque foTr est rSgulier, il est plus facile d 'uti l iser 7r(z) au 

lieu de z comme << coordonn~es >>. L 'appl icat ion 7r n'est  pas inversible en g~n~ral mais 

elle est scind6e. Ceci nous permet  de travailler avec 7r -1 comme avec une applicat ion 
polynomiale.  

Posons I~:={[z :O]},  X ~ = O  et pour  tout  l < i < m  

x/ : : I : \~n{~:~(>~)  : 0 }  et I~ : : I f _ ~ n { ~ ' P  ~* =0}. 
" ( i )  

On a X ~ A [ [ = O  pour  l < i < s .  Soit K ~ = C  k. Posons 

U[ : = { z � 9  tend vers X ? }  et ]CT:=]Ci~_I\U? 

pour  tou t  l < i < s .  Observons que 7 r - l : f ' ~ ( z )  contient plusieurs points dont  les 

modules sont comparables  quand f '~Tr(z) tend vers l'infini. Ceci est une conse- 

quence de la propri~td << 7r est scind~e >i. Par  d6finition, ~ et U[  sont invariants par  
~r -~ o four et par 7r-~of  -~ orr. 
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L e m m e  3.6.  (1) Pour  z E ~ [ _ l  tendant  vers X5~ , on a 

Ifu)oTr(z)l~l=l d: ~t If(>~)oTr(z)l--o(l~-I~7); 

(2) pour tout  zE1C~_ t tendant  vers X [ ,  on a 

lTr-~ofoTr(z)l~lzl "~ et lTr-lof~Tr(z)l(>~)=o(lzl~'); 
(3) U[ ~ est un ouvert  de ~ - t ,  K~[ est un f e r m d  de KT_ t et ~ ' [ c / C [ U I [ ;  

(4) pour zEIC~ tendant  vers I f ,  on a IP(~)(z)l=o(Iz[<). 
Preuve.  On mont re  le l emme par  rOcurrenee. On suppose  qu'i l  est vrai  j u squ ' au  

rang  i -  1. 

(1) La  par t ie  homog~ne de plus hau t  degr~ P(~) de f(i)oTC ne s 'annule  pas  sur 
X [  ear four est s-r~gulier. Pa r  consequent ,  pour  zCK:~_ 1 t endan t  vers X [ ,  on a 

If(~)oTr(z)l~lzld:. Quant /~  f(>i)o~r, il est de degr6 di~+t < d [ .  On a done 

I/(>~) ~ I -- o(l~ld7) - 
, 7T / ~  , (2) Par hypoth~se de r6eurrenee. ~-1C1Ci  t U ~-1. D'autre part. 

U _ t n { z  : z(>~) = 0} = 0. 

On en d6duit  que pour  z~/C~_ t t endan t  vers I~_t,  on a I:l~l~-I(>~). C o m m e  71 - - lo fo~r  
prdserve ~ - 1 ,  on a 

I ~ - t o f o ~ ( z ) l  ~ t~ - lo fo~r(z) l (_>0.  

D'apr~s  la par t ie  1, si z~/C~ ~ tend vers X [ ,  la derni~re relat ion et la croissance 
des Pi impl iquent  

]~r-~o f oTc(z)[ ~ 17r-t o /o~ r ( z ) l u )  ~ l f ( i )~r(z ) l  1/p~ ~ Izl~ 

et 

I~ - t  o f o 7r(z) I(>~) = o(Izl  ~Ym ) = o ( I z l ~ ) .  

(3) Soit V un voisinage suff isamment  pet i t  de X 7. La par t ie  2 implique 

Vn/CT_ 1 c UZ. 

Par d~finition, oi1 a UF :=Un>_0 7r-t ~ t nV) .  C'est done'nn ouvert de I/~_ t. 
Par suite,/C~ est un ferm~ de I~1 .  

Fixons un voisinage I/V de I/~ . Observons  que lorsque z E ~ _  1 tend  vers Ii ~_ 1 \ IV, 
la par t ie  1 du l emme est encore vraie  ; par  suite. 7 r - lof :Tr (z)  tend  vers X~,. Done., 

~ I ~ pour  z E ~ _ _ l  s u m s a m m e n t  proche de I ~i_1 \ W ,  on a z E U  7. D'of l /C  i C)U, U i �9 
(4) Soit ( z (n ) )C]~_a  une suite t endant  vers I~i-t. Si Ir<~)(z('*))l~lz(~)ld7, alors 

comme  dans la par t ie  1, on mon t re  que 

Ifci)oTr(z("))l~lz('Ol4~ et I / < > ~ ) o ~ ( z ( ~ ) ) l = o ( l = ( ' ) l < ) .  

Par consequent, 7r-tofoTr(z b~)) tend vers X [ .  D'apr~s la partie 3. z b~) appartient h 
U./~ pour  n assez grand. Ceci d6montre  la par t ie  4. [] 
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L e m m e  3.7.  (1) Si W*CJ~i-1 tend vers Xi, on a If(w*)lNIw*l ~ .  

(2) o~ a ~(tcT)=~ci, ~(u~)=u~ ~t ~ctc~uI~.  

Preuve. On montre  le lemme par rdcurrence. Supposons qu'il est vrai jusqu ' au  
rang i -  1. 

(1) Soit w*=Tc(z*)E~i_l tendant  vers Xi. Par  hypoth~se de r6currence, on 

peut  choisir z*E~i~_l et z* tend vers I ~ quand w* tend vers X~. Puisque les i -- 1 

degrds Pi des composantes  ~-(~) de 7r sont croissantes, z* tend vers X~.  D'apr~s le 
lemme 3.3, on a 

X i n { w  : ~13(i ) = 0 }  = I i_  1N{IL': ~L'(_>i) = 0 }  = I i_  1 n x i -  1 = O. 

Rappelons  aussi que Xi C {w:w(>i )=0} .  La suite (Pi) ~tant croissante, on en d4duit 
que 

La premi6re relation de la derni6re ligne vient du fair que -*--+X7 

L' invariance de Ki-1 implique que f(w*) appart ient  /~ Ki-1 et tend vers Ii-1. 
De plus, I~i-lN{w:w(>_i)=O}=~). On en d6duit 

If(w*)l ~ If(_>g)(w*)l--tf(>_i) ~Tr(z*)l. 

D'apr~s le lemme 3.6, ceci implique 

I/(w*)l ~ IN(i)oTr(z*)l ~ Iz*ld7 ~ Iw*l~7/p~ = Iw*l ~ .  

(2) Soit w*=Tr(z*)cUi, puisque f~(w*) tend vers Xi et que la suite (pi) est 
�9 * ~ g T c  croissante, 7r--lofn(w*)=Tc--lofn~Tr(Z*) tend vers X/" Donc z t i e t  UiCTc(UF). 

Soit maintenant  z*EU, F. On a ff'o~(z*)=f~Tr:(Tr-l~f~Tc)'~-l(z*). On applique 

les parties 1 et 2 du lemme 3.6 aux points de (~-~ ~f~Tr) n-~ (z*) qui tendent  vers X F. 

On obtient  que la suite ( f ' o rc (z*) )  tend vers Ii-lN{w:w(>i)=O}=Xi. Par  cons~- 
7I- 7r ~ r 71" rr quent, 7r(z*)CU~ et (U~)cU~.  D'ofi 7r(C~ )=b~.  On en d~duit que K~= (K~). 

Soit w(~)=Tc(z(~))CK2i une suite tendant  v e r s  c~Ii-1 avec z(~) ~ '~ i"  Puisque 

z (~) tend vers I~,  on a Iz(~)l~lz(~)l(_>~ ). Par  consequent,  si Pj<Pi, on a a(3)=0, 
e.-g-d, que a~{z:z(j)=O}. 

D'apr~s la part ie  4 du lemme 3.6, on a 

Ceci implique que P ( i ) ( a )=0 .  On utilise l 'hypoth~se de r~currence : P ( < i ) ( a ) = 0  

On a montr~ que w (n) tend vers a~L. Donc K~CKiUIi. [] 

Utilisant ces deux derniers lemmes, on montre  les th~or~mes 3.4 et 3.5 de m~me 
manibre que dans le cas des applications r~guli~res. [] 
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P r o p o s i t i o n  3 .8 .  Soit f un endomorphisme 7r-rdgulier comme prdcddement 
avec am> l et soit 1C l'ensemble des points d'orbite born&. Posons 

M : =  lira s u p l l D f ' l l  1/" 
n--+ ~c /C 

og D ddsigne la ddrivde. Alors : 

(1) Pour tous l < i < m  et O < a i < l o g a i / l o g M ,  il existe une constante c > 0  

telle que si zE1Ci_l on ait Gi(z)<ca(z)  a~ o~ a(z) ddsigne la distance entre z et 1C. 
(2) La mesure p:=Tk ne charge pas lea ensembles de dimension de Hausdo,~ 

a pour tout a < l o g  dt / log M .  

Preuve. (1) Pu i sque  la fonct ion Gi est ~t croissance logar i thmique ,  il suffit de 

mon t r e r  que Gi(z)< c(~(z) ~ dans  un voisinage fixe de K. Soit W un voisinage assez 

pe t i t  de K: et soit  N assez g rand  tels  que ai < a~ :=  log c~i/ log ~IN pour  tou t  1 < i < m 

off MN:=SUPw [[Dfg]] 1/N. Notons  d > 0  la d i s tance  en t re /C  et 0~V. On choisit  une 

cons tan te  A > 0  tel le  que G i ( z ) < A  pour  tou t  z E ] C i _ I A ' ~ I  r et t ou t  l < i < m .  

I1 suftit de m o n t r e r  qu ' i l  exis te  c > 0 tel  que pou r  tout  z E ]Ci- 1 N IV on a J G~ (z)J _< 

ca(z)  a; .  C o m m e  G i = 0  sur K;. il suffit de considdrer  le cas off z~]C. Soit  n l ' en t ie r  

min ima l  tel  que fN '~(z )~W.  Si xE/C est un po in t  tel  que I x - z l = d ( z )  alors on a 

6 <_ Ifg'~(x)--fY'~(Z)l <_ (MN)x'~lx-z I = ( . ~ I \ . ) N n 6 ( z )  

donc 
d 

Cela  en t ra ine  que pour  une cer ta ine  cons tan te  c ' > 0  on a 

 y(n-l  --  l' N _< o;> _< ~ 

Puisque  fN(n -1 ) ( z )E lCi_ lAW,  en posan t  c = A c ' ,  on a 

G~(z) = Gi ( f xO ' - l ) ( z ) )  < Ac'd(z) a; = ca(z) a: . 
a/~(,~-l) 

(2) C o m m e  dans  la pa r t i e  1, on peu t  choisir  W de sor te  que 

a < a * . -  logd t  

log M x  

Puisque  at=oe,~-' lm-l,~ 1 ...ct~,-Zo on a a*=(lm--l,~_l)a'~n+...+(ll--lo)a ~. Soit  ECIC 

un ensemble  de d imens ion  de Hausdorf f  a. F ixons  un g > 0 assez pe t i t .  C o m m e  a < a*, 



78 Tien-Cuong Dinh et Nessim Sibony 

pour r > 0  assez peti t  on peut recouvrir E par er - ~  boules B,~(r) de centres x,~r 

et de rayon r. Soit Xn une fonction positive g support  dans B~(2r), 6gale h 1 sur 
Bn(r) et telle que dd~x~<ct'r-2~ ' avec c">0 ,  off on a pos6 o3:=ddClzt 2. On a 

#(B~(r)) < / x~ddCG,,ATk_l :/B ddCx'GmATk-1 
n(2r) 

<--/B c"r-2aJcra"~c"ATk-l=c]ra"~-2[ ~'ATk- 1 
n(2r) J B . ( 2 r )  

O1~l C 1 : : C C  II. 

On peut r@~ter ce procSd~ ( k - 1 )  fois et on obtient, pour des constantes ck >0  
et c~ >0  convenables, que 

Par  consequent, 

~(B,~(~)) _< ~kr ~ fB ~,k : c~.' {" .  
(2~'r) 

~(~)_< ~(B,,(r))_~r c ~  =~k:. 

Ceci est vrai pour tout g>0.  Donc p ( E ) = 0 .  [] 

Remarque 3.9. Les r4sultats pour les endomorphismes (Tr, s)-r~guliers s 'appli- 
quent aux automorphismes, bien stir on a alors s < m .  Si f est (Tr, s)-r~gulier et f - 1  

est (s g)-r6gulier on construit des courants invariants T + pour f et T pour f - 1 .  On 
peut, pour It, 9, s e t  g convenables, consid6rer la mesure invariante p : = T + A T  -.  Le 
cas le plus simple de cette situation est celui des applications de H6non. On trouve 
d 'autres  exemples dans [19] et [13]. 

4.  D ' a u t r e s  r e m a r q u e s  

Soit f :  Ck--+ C k une application polynomiale propre de degr~ topologique dt > 2. 
Supposons que l'infini soit a t t i rant  dans le sens oh il existe c>  1 tel que If(z)] >c]z] 
pour ]z] grand. On peut  construire la mesure d'~quilibre # de f comme la limite 
faible de la suite d[~(fn)*u off u est une mesure de probabilit~ qui ne charge pas les 
ensembles pluripolaires [6]. La mesure p e s t  f*-invariante, m~langeante, d 'entropie 
maximale log dtet elle ne d~pend pas de u. Lorsque l 'exposant de Lojasiewicz A1 
de f est strictement sup~rieur h 1. en utilisant la mdthode de Lyubich [16] et de 
Briend Duval [4], [3], on montre [6, 3.4.3] que dt'~(f")*6z tend vers p pour tout 
z hors d 'un ensemble exceptionnel E qui est analytique. On a not5 6z la masse de 
Dirac en z. Les exposailts de Lyapounov de # sont minords par log A1/2. Les points 
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pdriodiques %pulsifs sont denses et ~quidistribu6s sur supp p. La vitesse de m41ange 
de # est de l 'ordre A~ -~. Cette mesure p e s t  de plus l'unique inesure d'entropie 
maximale log dr. Pour cette derni~re propri~% de p, il suffit de reprendre la preuve 
de Lyubich [16] et Briend-Duval [4] en remplagant un calcul cohomologique par le 
lemme de comparaison suivant : 

L e m m e  4.1. Soit ~ une forme de bidegrd ( k - l , k - 1 )  positive fermde 
dans C k. Alors on a pour tout m>O 

1 / f~A(fm+l).a:. f f~A ( f~)*  a~' <_ 

Preuve. I1 suffit d'appliquer la proposition 5.4 pour V = C  k, ~o(z)=log(l+lzl2), 

v l=log( l+l f '~12) -A ,  v 2 - - A l l l o g ( l + l f " + l l  i) et A une constante suffisamment 
grande. [] 

Les r6sultats ci%s ci-dessus sont valables, en particulier, si f est semi-r4gulier 
avec a,~ > 1. Dans ce cas, la mesure d'~quilibre # est 6gale ~t Tk qui est une inter- 
section g6n4ralis6e de courants positifs ferm6s. En particulier, d'apr~s la proposi- 
tion 5.3, les fonctions p.s.h, sont >-int6grables : c'est une mesure PLB [6]. 

En g6n~ral, une application f d'exposant de Lojasiewicz kl > 1 n'est pas con- 
jugu6e g une application semi-%guli~re. I1 peut exister une infinit6 de vitesses 
d'~chapement vers l'infini et on rencontre d'autres ph6nombnes dynamiques. 

Dans la suite, nous consid4rons des exemples d'applications %guli~res avec 
d ,~=l .  Soit f :C2--+C 2 d4fini par f ( z )=(P(z) ,aZl+bZ2)  oh a, b sont des hom- 
bres complexes, Ibl>l, P e s t  un polyn6me de degr~ d>2.  Supposons que P+ est 
ind@endant de z2. L'application f est %gulibre et de deg% topologique dt=d. En 
particulier, elle est alg6briquement stable. D'apr~s le th4or~me 2.1, l 'exposant de 
Lojasiewicz et l 'exposant de Lojasiewicz asymptotique de f sont dgaux ~ 1. On 

v~rifie que If(z)l>_clzl pour tout l < c <  Ib[ fix~ et pour Izl assez grand. 
Nous ne savons pas si g est analytique et si les exposants de Lyapounov sont 

strictement positifs sauf si P e s t  ind@endant de z2. 
On pent construire la fonction de Green p.s.h., continue, positive, invariante : 

Glof=dG1 et le courant de Green Tl:=ddCG1, positif, fermd, invariant par f :  
f*T~ =tiT1. L'ensemble ~ := {Z:Gl(Z) =0}, qui est le compl~ment du bassin d'attrac- 
tion U1 de X1:=[1:0:0], n'est pas compact et donc n'est pas 4gal g K;. Le seul 
point adh4rent g/C1 dans l 'hyperplan/~ l'infini est l 'unique point d'ind~termination 
11:=[0:1:0]. On en d4duit que si z r  tend vers I1, on a ]Zl]<lz2] (d-l>/a car 
f (K : l )=~  1. On a aussi If(z)l-~lbl Izl. Le courant T1 ne charge pas les ensembles 
pluripolaires car son potentiel G1 est continu. Notons que TIATI=0  dans C 2 car 
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f*(T~AT1)=d2T1ATa et dt<d 2. On a, d 'apr~s  [6, th6orbme 3.2.1] 

# =  lim (f~')*a~'AT1 = lira ddCu,,ATz 
~ ,  ---)- ~ C  7~ ~ 2'C 

ofa u ~ ( z ) : = l o g  + I f~ (z ) [ -Tz log  Ib I. 
I1 est clair qne lim~_+~ u,~ = - ~ c  sur ~ .  La  suite (u,~) converge uni form~ment  

sur les compac t s  de/C1 \ K .  En  effet, on a. en posant  f n ( z ) = w = ( w l ,  w2) 

log awl +bw2 ,~ 
]u~+l(z) -un(z) l  ~ bw2 

log l + a w ~  ~ u ' l  < 1 < 1 
bu'2 ~ Iwt a /d  ~ Icl " / a  

La cons tante  c 6tant  sup6rieure /~ 1. la fonction u : = l i m ~ _ ~  u,~ est donc continue 

s u r  ]~1\]~ et v~rifie la relat ion u o f = u + l o g  Ibl. Elle est Tl-p.s.h.  s u r / C l \ K  et tend  

vers - o c  quand  z t end  vers K;. 

5. Appendice: fonctions T-p.s.h. 

Nous explici tons dans cet appendice  quelques propri6t6s, que nous utilisons, 
des fonctions T-p.s .h. ,  c.-~-d, les fonctions p.s.h, re la t ivement  g u n  courant  posi t i f  
ferm6 T. Ces propri6t6s sont classiques dans  le cadre des fonctions p.s.h, et les 

d6mons t ra t ions  sont de simples extensions du cas des fonctions p.s.h. [1], [21], [5], 

[10]. 
Soit T u n  courant  posi t i f  ferm6 de bidegr6 (j. j )  dans une vari6t6 k~hl6rienne 

V de dimension k_>l (void" [5], [11], [15] pour  les d6finitions de base).  Rappe lons  
cependant  que pour  un courant  T_>0 de bidegr6 (1, 1), on a localement  T=ddCu off 
zt est une fonction p.s.h. On dit qne u est un poteT~tiel local de T. Rappe lons  les 

d6finitions de [2]. Une fonction semi-cont inue sup6r ieurement  v sur supp T e s t  dire 
T-p.s.h. si elle est localement  l imite d6croissante d 'une  suite (v ('~)) de fonctions C ~ 
v6rifiant ddCv(n)AT_>0. On dira  que v est fortement T-p.s.h. si les v (~) sont p.s.h. 

au  voisinage du point  consid6r6 de supp T. On pose 

TAa,~-J 

~ r  : -  ( k - j ) !  

off a; d6signe la forme de K/ihler sur V. C 'es t  la mesure tT"ace de T. On pose IITIIK:= 

Proposition 5.1.  Soient L I ~ L 2  deux compacts de V. Soit vEL(oc(Cry ) une 
fonetion T-p.s.h. Alors : 

(1) Le courant ddCvAT:=ddC(vT) est positif f e rm(  de bidegrd ( j + l , j + l ) .  
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(2) Il existe une constante CL1,L2>O ' ind@endante  de v e t  des vi, 

Ildd%ATIIL1 <CL~,L2 IIvTIIL~. 

(3) Si vl ,  ..., Vq sont des fonet ions T-p.s.h. ,  loealement borndes, on a 

IlddCvl A.-.AddCvqAT]IL~ <_ CL~,L2 Ilvl IIL~(L~)---IIt'q IIL~(L2)IIT]IL2 - 

telle que 

Preuve. Pour la positivit~, il suttit d'observer que localement 

dd~(vT) = lim dd~(v(~)T) = lira ddCv(')AT_> 0. 

Soit X une fonction de elasse C 2 5 support dans L2 et ~gale/~ 1 sur L1. Posons 
cr~,L~ :=Ildd~:[IL~(L~). I1 suttit d'estimer par integration par p a r t i e s  

IId(tCvATllL~ <_ IIxddC(vT)llc~ _< IIddCxAc'TllL: < CL~.L~ IlvrllL:. 

La derni~re relation se d6montre par r4currenee sur q. [] 

Le %sultat suivant est l 'analogue du th4or~me de continuit4 de Bedford-Taylor 
[1] (vol t  aussi [5]). 

P r o p o s i t i o n  5.2. Soient  vl , ... , vq des fonct ions T-p.s.h.  localement borndes. 

Soient  v~ ~), ..., v~ ~) des fonct ions T-p.s .h.  ddcroissant vers Vl, ..., vq. Alors 

(1) v~")dd%2 (~) A...AddCv~ ") AT~vlddCv2 A...Add%q A T  faiblement; 
c (n) c ('~) ~ c ,  r (2) dd v I A...Add Vq A T  dd v l A . . . A d d ' v q A T  faiblement.  

En  partieulier, l'application 

(Vl, ... , Vq) ~ ddCvl A... AddCvq A T  

est symdtr~ique en vl , ..., Vq . Si l' on suppose que les v~ et v} r' ) sont fo r t emen t  T-p.s.h. ,  

la ddc~vissance est superflue, il suJfit de supposer v}n)_>vt pour l < l < q .  

Preuve. Pour reprendre la d4monstration de [1] et [5], il suffit de faire les re- 
marques suivantes. 

Soit X une fonction convexe dans R q croissante par rapport  ~ ehaque variable. 
Si vl,  ..., Vq sont T-p.s.h. alors X(vl ,  ..., Vq) est T-p.s.h. En particulier, le sup d'un 
nombre fini de fonctions T-p.s.h. l'est aussi. Cela permet de se ramener au cas oh 
V e s t  la boule unit6 et toutes les fonetions v} ") sont 6gales & Izl 2 - 1 au voisinage de 
la sph6re unit& On peut alors appliquer les int4grations par parties usuelles eomme 
dans [1] ou [5]. 

Lorsque les fonetions sont fortement T-p.s.h., une utilisation du lemme de Har- 
togs eomrne dans [10, p. 405] permet de montrer le r6sultat. [] 
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Proposition 5.3. (Chern-Levine Nirenberg) Soient L I~L2  deux compacts 
de V. Soient Vl , ..., Vq des fonctions T-p.s.h. localement borndes. Alors il existe une 
constante CL1,L 2 >0 telle que pour toute fonction T-p.s.h. ~EL~oc(CrT), on ait 

II~ddCvl A.../XddCvqA TllL~ <_ CL1,L2 ]P,:IILI(~.L=)IIvllIL~(L2).-. [[Vq[tL~(L=). 

En particulier, si 
T = ddCuj A... AddCu 1 

avec Uz p.s.h, born& et ul fonction (ddr localement born& 
pour tout 2 < / < ~ ,  alors les fonctions p.s.h, sont localement C~T-intdgrables et T ne 
charge pas les ensembles pluripolaires. 

Preuve. I1 suffit de reprendre la d&nonstration de [5, p. 1261 en introduisant le 
courant T (voir ~galement [8]). Pour la commodit~ du lecteur, nous donnons ici la 
preuve. On se ram~ne au cas off L1 et L2 sont des boules cent%es en 0 et de rayon 
respeetif R '  et R et off tous les  vj sont ~gaux ~ [z[2-R 2 pour R'<tzI<R.  On peut 
aussi supposer que j + q = k - 1 .  Soit 0<x_<R 9 une fonction 5gale g R2-1z[ 2 pour 

Iz[<R ' et g support  dans BR1 la boule de centre 0 et de rayon R1 avec R ' < R I < R .  
On peut  supposer ~ < 0 .  On a pour un c>0  indfipendant de p, 

I : = /  , -c2ddCvl A'"AddCvqAT AddClz[ 2 
Izl<R 

=~1~ 7:ddCvlA '"AddCvqATAddCx- f  ~:ddr t'l A"" Add%q A TAddCx 
[<R1 J R' <[z[<R1 

J xddC F A ddCvl A ...AddCvq AT+eli ~;t] L 1 (o'T.L2)l] t'l II L ~ (L2) "'" I I < ,  II L ~: (L2) _< 

car ddCvj=ddr 2 sur le support  de ddCx. Par  suite. 

I _ < R ~ [  c,o c ,  ~ . . . .  

I<R1 
I1 reste h majorer  la derni~re int~grale. Pour eeci, puisque ~ est la limite d6croissante 

de fonctions T-p.s.h. lisses, on peut  supposer ~; lisse et passer ensuite fi la limite. 
Soit R2 tel que R1 < R 2 < R .  D'apr~s la proposition 5.2. on a 

/~[<R1 ddcg)Addcvl A'"AddCt'q AT =/z l<R1 ddr A"'AddCt'q Addr 

< cl Ilq IIL~(L~).-. IIvqIIL~(L~)Ildd%:ZllLx(B~) 

_< e2I[VlIIL~(L2)... I]VqllL~(L~)ll~l[L~(o'~-,L2). 

Les derni~res in~galit~s sont des consequences de la proposition .5.1; c~, c~ sont des 
constantes ind@endantes de p. [] 

Enongons un thdor~me de comparaison (voir [21]). 
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P r o p o s i t i o n  5.4. Soit V une varidtd de Stein de dimension k> l. Soit ~ une 
fonction lisse p.s.h, d'exhaustion de V. i.e. o tend vers l'infini it l'infini. Posons 
w:=ddC~. Soit T u n  courant de bidegrd ( k - l . k - 1 )  positif fermd. Soient vl,  v2 
deux fonctions T-p.s.h. avec vj CLlloc(aT). On suppose que l'une des deux conditions 
suivantes est vdrifide : 

(1) Sur suppT, on a vl <_v2 it l'infini et v2-++:x: it l'ir~fini. 
(2) Sur supp T, on a v~ <_v2 it l'infini, f TAddCo< ~ et v2+cO-~+:~c it l'infini 

pour tout c>0.  
Alors 

/ v d d C v l A T  <_ ~ ddCv2AT. 

Preuve. D'apr~s la proposition 5.2. il suffit de montrer la proposition pour 
vi,zv~:=max{vi,-M} puis de faire tendre M v e r s  +ac. On peut done supposer que 
les vi sont localement born6es. Soient e>0 assez petit et R > 0  assez grand. Posons 
pour le premier cas 

W~ := max{v, +A, (l+e)v2} 

et pour le second cas 
W_; := max{vl+A,  v2+e~o}. 

La constante A est telle que sur (v2<R) (resp. sur (v2+ao<R) pour le second eas) 
on ait W~=vl+A.  Soit X une fonction test ~ support compact, 0_<)c_<l, X=I  sur 
(v2<R) (resp. sur (v2+eO<R)) et telle que (dxr  soit contenu dans l'ensemble 
off W~=(l+e)v2 (resp. W~:=v2+et)). On a pour le premier eas 

9s ddCvx AT  = f(~,2<R) ddCI'l'~ AT 

/ xdd" ll,'~ A T _< 

= / ll'~ddCxA T 

= / ( l + e ) v 2 d & ) ~ A T  

= ( l+e )  / dd~xAv_oT 

= ( l+e)  l xddCv2AT 

_< ( l+e)  ./~ir ddCv2Ar" 

On peut faire tendre s vers 0 puis R vers l'infini. Le second cas se d~montre de la 
mOme mani~re. [] 
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