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Courants résidus et formule de King

Michel Méo

0. Introduction

Soit Z un sous-ensemble analytique de codimension q dans une variété complexe
X de dimension pure. Lorsque Z est le lieu des zéros d’une section holomorphe s
d’un fibré vectoriel holomorphe hermitien E au-dessus de X , la formule de King

∑

j

mj [Zj ] = (ddc log |s|)q−1X\Z(ddc log |s|)q

exprime le courant d’intégration sur le cycle
∑

j mjZj deX de codimension q associé
à s, comme résidu de la forme différentielle T=dc(log |s|(ddc log |s|)q−1). Ce résultat
est énoncé dans [15] sous l’hypothèse que Z est de dimension pure et dans [12] sous
l’hypothèse que le fibré et la métrique sont triviaux.

On étend ici cette formule au cas où Z est quelconque, en remplaçant log |s|
par une fonction 1

2 log ρ quasi-plurisousharmonique dans X , de classe C∞ dans
X\Z, ayant Z pour ensemble de pôles et construite à l’aide d’une partition C∞

de l’unité et de générateurs locaux du faisceau d’idéaux définissant Z. On donne
deux démonstrations, l’une utilisant la théorie des opérateurs de Monge–Ampère,
l’autre un éclatement par rapport à Z.

On en déduit les formules d’approximation reprenant celles de [18]

∑

j

mj [Zj ] = lim
λ!0+

λ

q
ρλ−q

(
1
2
ddcρ

)q

= lim
λ!0+

λρλ−q−1 1
2
dρ∧dcρ∧

(
1
2
ddcρ

)q−1

.

La distribution ρλ dépend méromorphiquement de λ∈C et on obtient l’existence
de distributions δ et γ définies dans X à support dans Z telles que

∑

j

mj [Zj ] = γ
( i

2
∂∂̄ρ

)q
/q!= δ

i

2
∂ρ∧∂̄ρ∧

( i
2
∂∂̄ρ

)q−1

/(q−1)! .
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On donne deux démonstrations, l’une partant de la relation log ρ=(∂(ρλ)/∂λ)|λ=0,
l’autre consistant à démontrer d’abord les formules

∑

j

mj [Zj ]= lim
ε!0+

(2ε2)−q1{ρ<ε2}(ddcρ)q

= lim
ε!0+

q+1
2qε2q+2

1{ρ<ε2} dρ∧dcρ∧(ddcρ)q−1.

Revenant au cas où Z est le lieu des zéros de la section s, on explicite une
forme différentielle ψ à coefficients de classe C∞ dans X\Z, L1

loc dans X telle que
dans X au sens des courants, on ait

∑

j

mj [Zj ] = cq(ΘE)−cq(ΘE/Cs)+ddcψ,

en désignant par cq(ΘE) la qème forme de Chern de la forme de courbure ΘE de E.
Cette généralisation de la formule de Poincaré–Lelong figure dans le cas où E est de
rang q et s transverse à la section nulle de E dans [5] et avec de plus l’opérateur d au
lieu de ddc dans [14]. On raisonne ici à partir de la formule de King, en appliquant
les calculs de Bott–Chern de formes de transgression pour les classes de Chern
intervenant dans la suite exacte 0!Cs!E!E/Cs!0 dans X\Z.

1. Formule de King généralisée

On commence par rappeler la définition du résidu.
Soit X une variété complexe de dimension pure n, Z⊂X un sous-ensemble

analytique de dimension p=n−q. Pour T une forme différentielle de degré 2q−1 de
classe C∞ dans X\Z avec T et dT à coefficients L1

loc dans X , on note R=dT̃−d̃T
où on désigne par ˜ le courant dans X associé à chaque forme différentielle à
coefficients L1

loc dans X . Le courant R est localement plat au sens de Federer de
dimension 2p à support dans Z, donc égal lorsqu’il est fermé à

∑
j mj[Zj ] où les Zj

sont les composantes analytiques irréductibles de Z de dimension exactement p et
les mj des nombres complexes.

Soit I⊂OX un sous-faisceau cohérent d’idéaux tel que supp (OX/I)=Z.
On construit maintenant en suivant [11] une fonction ρ:X!R+ de classe C∞

telle que ρ−1(0)=Z et log ρ est quasi-plurisousharmonique dans X .
Soit (Uα)α un recouvrement ouvert localement fini de X et pour tout α, fα :

Uα!CNα une application holomorphe vérifiant la propriété: pour tout x∈Uα, les
germes en x des composantes de fα engendrent l’idéal Ix et donc f−1

α (0)=Z∩Uα.
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Soit Hα(x) une matrice Nα×Nα hermitienne définie positive dépendant de
façon C∞ de x∈Uα. On note ψα=tfαHαf̄α qui est une fonction C∞ dans Uα toujours
≥0 avec ψ−1

α (0)=Z∩Uα.
Avec Dαfα=∂fα+�H −1

α ∂�Hαfα et Θα=�H −1
α ∂̄∂�Hα−�H −1

α ∂̄�Hα∧�H −1
α ∂�Hα qui

vérifie tΘαHα=−Hα
�Θα, on a dans Uα\Z l’égalité

ψαi∂∂̄ logψα+it(Θαfα)Hαf̄α = it(Dαfα)∧Hα
�Dαfα

−ψ−1
α it(Dαfα)Hαf̄α∧tfαHα

�Dαfα.

Pour x∈Uα\Z, la forme hermitienne sur TxX associée à cette (1, 1)-forme réelle
vaut

t(Dαfα(ξ))HαDαfα(ξ)−ψ−1
α |t(Dαfα(ξ))Hαf̄α|2

en ξ∈TxX et est positive par l’inégalité de Cauchy–Schwarz. Ainsi ψαi∂∂̄ logψα+
it(Θαfα)Hαf̄α≥0 dans Uα\Z.

Ecrivons Hα=tPα
�Pα avec Pα une matrice inversible C∞ dans Uα. Alors

it(Θαfα)Hαf̄α=itgα
tΘ̃αḡα avec gα=Pαfα et Θ̃α=PαΘαP

−1
α qui vérifie tΘ̃α=−�Θ̃α.

Soit (z1, ..., zn) des coordonnées holomorphes dans un voisinage ouvert de
x∈Uα. Ecrivons le coefficient en position (i, j) de la matrice Θ̃α sous la forme
Θ̃α,ij=

∑
k,l cα,ijkldzk∧dz̄l avec donc cα,jikl= c̄α,ijlk. La forme hermitienne sur TxX

associée à it(Θαfα)Hαf̄α est
∑

(i,l),(j,k) cα,jiklgα,iξ̄lgα,j ξ̄k qui est dominée au voisi-
nage de x par |gα|2

∑
k |ξk|2 où on écrit ξ=

∑
k ξk∂/∂zk. Il existe donc une constante

C telle que it(Θαfα)Hαf̄α≤C|fα|2i
∑

k dzk∧dz̄k au voisinage de x.
Soit (λα)α une partition C∞ de l’unité subordonnée à (Uα)α. On pose ρ=∑

α λ
2
αψα qui est une fonction C∞ dans X toujours ≥0 avec ρ−1(0)=Z. Pour x∈

Uα∩Uβ , on a |fα|=O(|fβ|) au voisinage de x et donc ψα=O(ρ) au voisinage de x.
Pour ε>0 fixé, on a dans X\Z

i∂∂̄ log(ρ+ε)=
i∂∂̄ρ

ρ+ε
− i∂ρ∧∂̄ρ

(ρ+ε)2

=
ρ

ρ+ε

( ∑

α

ψα

ρ
(i∂∂̄(λ2

α)−4i∂λα∧∂̄λα)+
∑

α

λα
ψα

ρ
i∂∂̄ logψα

)

+
1

(ρ+ε)2

(
(ρ+ε)

∑

α

ψ−1
α iθα∧θ̄α−i

(∑

α

λαθα

)
∧

( ∑

α

λαθα

))

avec θα=2(∂λα)ψα+λα∂ψα. La forme hermitienne associée à i(
∑

α λαθα)∧
(
∑

α λαθα) est |∑α λαθα(ξ)|2≤ρ∑
α ψ

−1
α |θα(ξ)|2 par l’inégalité de Cauchy–Schwarz

et donc le 3ème terme est ≥0. Dans X\Z, on a ainsi

i∂∂̄ log(ρ+ε)≥ ρ

ρ+ε

∑

α

ψα

ρ
(i∂∂̄(λ2

α)−4i∂λα∧∂̄λα−iλαψ
−1
α

t(Θαfα)Hαf̄α).
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Donc pour tout x∈X , il existe une constante C et un voisinage ouvert de x
dans X dans lequel pour tout ε>0, on a i∂∂̄ log(ρ+ε)≥−C(ρ/(ρ+ε))i

∑
k dzk∧dz̄k.

Cela entrâıne que i∂∂̄ log ρ≥−Ci∑k dzk∧dz̄k dans ce voisinage ouvert puis à l’aide
d’une partition C∞ de l’unité que i∂∂̄ log ρ est quasi-plurisousharmonique dans X .

On a alors la généralisation suivante de la formule de King.

Proposition 1.1. La forme différentielle S=2−q(log ρ)(ddc log ρ)q−1 qui est
C∞ dans X\Z est à coefficients localement intégrables dans X et si T=dcS=dcρ∧
(ddcρ)q−1/(2ρ)q, alors dT est à coefficients localement intégrables dans X, d̃T est
fermé dans X et le courant résidu ddcS̃ −d̃T=

(
1
2dd

c log ρ
)q−1X\Z

(
1
2dd

c log ρ
)q est

égal à
∑

j mj [Zj ] où (Zj)j désigne la famille des composantes analytiques irréduc-
tibles de Z de dimension exactement p et mj∈N∗ la multiplicité générique de I le
long de Zj.

Démonstration. On utilise la théorie de l’intersection des opérateurs de Monge–
Ampère dans le cas de fonctions plurisousharmoniques non bornées de Demailly,
Fornæss–Sibony (cf. [12], [13]), précisément le cas particulier suivant.

Soit Q un courant positif fermé de bidimension (k, k) dans un ouvert U de Cn,
u une fonction plurisousharmonique dans U , de classe C∞ dans U \A où A est un
sous-ensemble analytique de U avec dimA<k. Alors la mesure uQ∧βk est de masse
finie dans U \A et ddc(ũQ) est un courant positif fermé dans U .

Pour tout point x∈X , il existe un voisinage ouvert U dans X de x et une
constante C>0 tels que u= 1

2 log ρ+C|z|2 est plurisousharmonique dans U . Alors
S=(u−C|z|2)(ddcu−Cddc|z|2)q−1 et dT=(ddcu−Cddc|z|2)q sont à coefficients L1

loc

dans U . Ensuite ddcS̃−d̃T cöıncide dans U avec ddc((u(ddcu)q−1)̃ )−((ddcu)q )̃
puisque pour 0≤k≤q−1, ((ddcu)k)̃ est fermé dans U et pour 0≤k≤q−2,
ddc((u(ddcu)k)̃ )=((ddcu)k+1 )̃ car 1Zdd

c((u(ddcu)k )̃ )=0 d’après le théorème de
Skoda–El Mir.

Reconnaissons maintenant

1Zdd
c((u(ddcu)q−1 )̃ ) = ddc((u(ddcu)q−1 )̃ )−((ddcu)q )̃ .

Avec (Ci)i les composantes analytiques irréductibles de Z, on utilise que

1Z = lim
j!+∞

1C1∪...∪Cj = lim
j!+∞

∑

1≤k≤j

(−1)k−1
∑

1≤i1<...<ik≤j

1Ci1∩...∩Cik
.

Le théorème de Skoda–El Mir montre que le courant 1Cidd
c((u(ddcu)q−1 )̃ ) est

fermé d’ordre 0 à support dans Ci et il est donc nul si dimCi<p, égal à mi[Ci] si
dimCi=p avec mi=inf{ν(ddc((u(ddcu)q−1 )̃ ), z):z∈Ci}≥1. Par ailleurs pour k≥2,
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dim(Ci1∩...∩Cik
)<p donc 1Ci1∩...∩Cik

ddc((u(ddcu)q−1)̃ )=0 et ensuite

1Zdd
c((u(ddcu)q−1 )̃ ) =

∑

j

mj [Zj ].

Précisons l’interprétation demj comme multiplicité. Pour x∈Zj∩Uα générique,
mj est le nombre de Lelong ν((ddc log |fα|)q, x) qui dans le cas Nα=q n’est autre
que la multiplicité de Stoll µq(fα, x). Supposant Uα⊂Cn et x=0, on peut aussi
considérer la trace sur un sous-espace vectoriel de dimension q. Quitte à choisir
ce sous-espace, disons Cq, en dehors d’un sous-ensemble négligeable de la Grass-
mannienne Gq−1,n−1 on a mj =ν((ddc log |fα|Uα∩Cq |)q, 0). Le nombre mj apparâıt
comme la multiplicité de l’idéal de Oq engendré par les germes des fα,l|Uα∩Cq

en 0. �

Pour voir que T est à coefficients L1
loc dans X , on utilise l’éclatement π : M!

X de X par rapport à I. On a M qui est muni naturellement d’un fibré en
droites L. Au-dessus de π−1(Uα), fα�π est une section holomorphe de L|π−1(Uα)⊂
π−1(Uα)×CNα , de norme au carré égale à ψα�π pour la métrique hermitienne in-
duite par Hα. Comme sur π−1(Uα∩Uβ), fα�π et fβ �π définissent le diviseur H=
π−1(Z), il existe une fonction holomorphe h0,αβ partout non nulle dans π−1(Uα∩Uβ)
telle que fβ �π=(fα�π)h0,αβ en tout point de π−1(Uα∩Uβ). On en déduit que
ψβ �π=(ψα�π)hαβ en tout point de π−1(Uα∩Uβ) avec hαβ une fonction de classe
C∞ strictement positive en tout point de π−1(Uα∩Uβ). Pour tout point x∈X et α
tel que Uα�x, il existe donc un voisinage ouvert V de x dans Uα tel que

(ρ �π)|π−1(V ) = (ψα �π)|π−1(V )h

avec h une fonction de classe C∞ strictement positive en tout point de π−1(V ). On
a ensuite

T |V = 2−qdc log ρ∧(ddc log ρ)q−1|V

= (π|π−1(V ))∗

(
dc

(
log |fα �π| |π−1(V )+

1
2

log h
)
∧

(
1
2
ddc log h−ξα|π−1(V )

)q−1)

avec ξα la 1ère forme de Chern de L|π−1(Uα) pour la métrique hermitienne induite
par Hα, de sorte que T |V est l’image directe par l’éclatement π|π−1(V ) d’une forme
différentielle à coefficients L1

loc dans π−1(V ) et donc est à coefficients L1
loc dans V .

Remarquons que la démonstration précédente permet aussi de voir que T1=
2−qdc log ρ1∧(ddc log ρ1)q−1 avec ρ1=

∑
α λαψα qui est à coefficients L1

loc dans X ,
de même que dT1 et que d̃T1 est fermé dans X , de sorte que le courant résidu de T1

est dT̃1−d̃T1=
∑

j mj [Zj ].
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2. Cas du lieu des zéros d’une section d’un fibré vectoriel

Considérons le cas particulier où E!X est un fibré vectoriel holomorphe de
rang N , s∈H0(X,E) une section holomorphe non nulle et I l’image du morphisme
O(E∗)!OX de faisceaux de OX -modules induit par s.

Munissons E d’une métrique hermitienne C∞ et supposons que pour chaque
α, Hα en est la matrice dans un repère holomorphe (eα,l)l de E au-dessus de Uα.
Ecrivant s|Uα =

∑
l fα,leα,l on a alors |s|2|Uα =ψα de sorte que ρ=|s|2 ∑

α λ
2
α, ce

qui redonne le fait que log |s| est une fonction quasi-plurisousharmonique dans X
et on a en fait i∂∂̄ log |s|2+{iΘE(s), s}/|s|2≥0 avec {iΘE(s), s}={s, iΘE(s)} où
ΘE∈C∞

1,1(X,E⊗E∗) est la forme de courbure de la connexion de Chern sur E pour
cette métrique et { · , · } est le crochet déduit de cette métrique.

On va donner une démonstration géométrique de la Proposition 1.1 à l’aide d’un
éclatement. King dans [15] utilise aussi un éclatement pour obtenir les intégrabilités
locales, mais conclut à l’aide du théorème de structure de Federer, sous l’hypothèse
que Z est de dimension pure.

On se ramène à la formule de Poincaré–Lelong en éclatant donc X le long
de Z=s−1(0). Soit π0 : P (E)!X le fibré des droites de E, M0=

{
a∈P (E): a�

s(π0(a))
}
. On considère M la fermeture schématique de M0\π−1

0 (Z) dans M0 et
π=π0|M . L’image réciproque H de Z dans M y est une hypersurface en dehors de
laquelle π est un biholomorphisme à valeurs dans X\Z. Soit LE le fibré en droites
tautologique sur P (E) muni de la métrique hermitienne induite par celle de E, L
sa restriction à M et ξ la première forme de Chern de L.

Soit (Hi)i les composantes analytiques irréductibles deH . Pour chaque i, π(Hi)
est un sous-ensemble analytique irréductible de Z et (π|Hi)∗((−ξ)|q−1

Hi
) est un cou-

rant fermé d’ordre 0 de bidimension (p, p) dans π(Hi). Si dimπ(Hi)<p, il est nul et
si dimπ(Hi)=p, π(Hi) est une composante analytique irréductible Zji de Z et on a
(π|Hi)∗((−ξ)|q−1

Hi
)=ni[Zji ] pour un certain ni et alors

ni[Zji ] = π∗([Hi]∧(−ξ)q−1).

H est l’ensemble des zéros de la section π∗s de L induite par s. Pour appliquer la
formule de Poincaré–Lelong, il faut raisonner dans Mreg, mais il est possible qu’une
Hi soit contenue dans Msing. On considère donc ν : M̃!M une normalisation de
M et H̃ l’hypersurface ν−1H qui est l’ensemble des zéros de la section ν∗π∗s de
ν∗L. Soit (Kl)l les composantes analytiques irréductibles de H̃ . L’application de la
formule de Poincaré–Lelong donne

∑

l

m′
l[Kl] = ddc log |ν∗π∗s|+ν∗ξ
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pour certaines multiplicités m′
l. Par ailleurs ν(Kl) est une composante analytique

irréductible Hil
et ν∗[Kl]=m′′

l [Hil
] avec m′′

l le degré de ν : Kl!Hil
. On obtient∑

l m
′
lm

′′
l [Hil

]=ddc log |π∗s|+ξ puis

∑

l

m′
lm

′′
l nil

[Zjil
] = ddcπ∗(log |π∗s|(−ξ)q−1)−π∗((−ξ)q).

Or l’image directe par π de log |π∗s|(−ξ)q−1 (respectivement de (−ξ)q) est une
forme différentielle à coefficients localement intégrables dans X , de classe C∞ dans
X\Z où elle est égale à log |s|(ddc log |s|)q−1 (respectivement à (ddc log |s|)q).

On peut éviter d’utiliser M qui est éventuellement singulière. En effet on peut
raisonner localement et comme M \H	X\Z est lisse et que H ne contient aucune
composante analytique irréductible de M , il existe par le théorème d’Hironaka une
application holomorphe propre λ : X̃!M vérifiant: X̃ est lisse et λ|X̃\λ−1(H) : X̃\
λ−1(H)!M \H est un biholomorphisme. On utilise alors µ=π�λ et L=λ∗L au lieu
de π et L.

Exprimons maintenant le terme −(ddc log |s|)q|X\Z en suivant la méthode clas-
sique de Bott–Chern (cf. [7], [8]) qu’on va rappeler.

Soit 0!L!E!Q!0 une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes sur X
avec rgL=1, rgE=N . Une métrique hermitienne C∞ sur E induit des métriques
sur L et Q. On note ΘE ,ΘL et ΘQ les (1, 1)-formes de courbure des connexions de
Chern respectivement sur E,L et Q.

En désignant par c(ΘE)=
∑

k ck(ΘE) la forme de Chern totale associée à ΘE ,
il s’agit d’expliciter une solution ϕ de classe C∞ dans X de l’équation c(ΘE)−
c(ΘL)c(ΘQ)=−ddcϕ où on n’a pas fait figurer ici le signe ∧. Pour définir ϕ on uti-
lise les notations suivantes: Hom(E,E)=E⊗E∗ s’injecte dans l’algèbre extérieure∧

(E⊕E∗) et la forme de Chern totale de ΘE s’écrit alors c(ΘE)=(I+(i/2π)ΘE)N

en identifiant
∧N

E⊗∧N
E∗ avec C à l’aide de IN

E de sorte que ck(ΘE)=(
N
k

)
IN−k
E ((i/2π)ΘE)k.
Avec v un repère holomorphe local de L, v∗∈E∗ l’adjoint, on note σ=vv∗/|v|2

et α=DvDv∗/|v|2 où D désigne la connexion de Chern sur E. On peut alors prendre

ϕ=
N

2

∑

1≤j≤N−1

1
j
σ
((
IE +

i

2π
ΘE

)j
−Ij

E

)(
IE +

i

2π
ΘE+

i

2π
α
)N−j−1

.(2.1)

On a aussi c(ΘQ)=c(ΘL)−1c(ΘE)+ddc(c(ΘL)−1ϕ) et comme c(ΘL)=1+
c1(ΘL), on a

−(−c1(ΘL))q = cq(ΘE)−cq(ΘQ)+
∑

1≤k≤q−1

(−c1(ΘL))k∧cq−k(ΘE)+ddcψ0
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où on note ψ0=
∑

0≤k≤q−1(−c1(ΘL))k∧ϕq−k−1 avec ϕq−k−1 la composante de bi-
degré (q−k−1, q−k−1) de ϕ.

Appliquons ceci à la suite exacte 0!L!π∗E!π∗E/L!0 au-dessus de M et
prenons les images directes par π. Comme c1(ΘL)=−ddc log |π∗s| dans M \H , on a

−(ddc log |s|)q|X\Z = cq(ΘE)−cq(ΘE/Cs)(2.2)

+
∑

1≤k≤q−1

(ddc log |s|)k∧cq−k(ΘE)+ddcψ

où ψ=
∑

0≤k≤q−1(dd
c log |s|)k∧ϕq−k−1 et ϕ est donnée par (2.1) avec σ=ss∗/|s|2 et

α=DsDs∗/|s|2. Etant l’image directe par l’éclatement π d’une forme différentielle
C∞ dans M , ψ de même que cq(ΘE/Cs) est à coefficients L1

loc dans X .
Ensuite, comme dans X\Z

(ddc log |s|)k = ddc

(
− 1

2(k−1)

(
ddc|s|2
2|s|2

)k−1)
= ddc(log |s|(ddc log |s|)k−1)

pour k≥2, on a

−(ddc log |s|)q|X\Z = cq(ΘE)−cq(ΘE/Cs)+ddcψ′

avec

ψ′ =
∑

1≤k≤q−1

log |s|(ddc log |s|)k−1∧cq−k(ΘE)+ψ.

Le résultat suivant généralise alors la formule de Poincaré–Lelong.

Proposition 2.3. Les formes différentielles cq(ΘE/Cs) et ψ′ qui sont C∞ dans
X\Z sont à coefficients L1

loc dans X et on a dans X l’égalité entre courants

∑

j

mj [Zj] = cq(ΘE)−cq(ΘE/Cs)+ddcψ′+(ddc log |s|)q.

En particulier la classe de cohomologie de
∑

j mjZj dans X est cq(E)−{cq(ΘE/Cs)}
où {cq(ΘE/Cs)} désigne la classe de cohomologie dans X du courant (cq(ΘE/Cs))̃ .

Le cas d’une variété projective X donne un exemple où cette Proposition
s’applique. Supposons alors X munie d’un fibré en droites L ample. Pour Z sous-
ensemble analytique de X , il existe k∈N et des sections s1, ..., sN∈H0(X,L⊗k) tels
que Z=s−1

1 (0)∩...∩s−1
N (0). On prend alors E=(L⊗k)⊕N et s=(s1, ..., sN ).
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3. Approximations faibles du courant d’intégration

On exprime d’abord le courant d’intégration
∑

j mj [Zj] à l’aide d’intégrales
résiduelles. Soit ψ une forme différentielle de classe C∞ de bidegré (p, p) à support
compact dans X .

Proposition 3.1. (i) En prenant pour ε>0 des valeurs régulières de ρ1/2, on a
〈∑

j

mj [Zj ], ψ
〉

= lim
ε!0

(2ε2)−q

∫

ρ=ε2
dcρ∧(ddcρ)q−1∧ψ.

(ii) On a les égalités suivantes
〈∑

j

mj [Zj], ψ
〉

= lim
ε!0

q+1
2qε2q+2

∫

ρ<ε2
dρ∧dcρ∧(ddcρ)q−1∧ψ

= lim
ε!0

(2ε2)−q

∫

ρ<ε2
(ddcρ)q∧ψ.

Démonstration. (i) La Proposition 1.1 permet d’écrire, avec S et T qui y sont
définies,

〈∑

j

mj [Zj ], ψ
〉

= lim
ε!0

∫

ρ>ε2
(S∧ddcψ−ddcS∧ψ)= lim

ε!0

∫

ρ=ε2
(T∧ψ−S∧dcψ)

en utilisant la formule S∧ddcψ−ddcS∧ψ=d(S∧dcψ−dcS∧ψ) puisque p+q=n et
la formule de Stokes.

Comme dS est à coefficients L1
loc dans X , limε!0

∫
ρ=ε2 S∧dcψ=

− limε!0

∫
ρ>ε2 d(S∧dcψ)=〈dS̃−d̃S, dcψ〉=0 car dS̃−d̃S=0 puisque c’est un cou-

rant de dimension 2p+1 localement plat dans X à support dans Z.
(ii) Appelant

L(ε)=
∫

ρ<ε2
dρ∧dcρ∧(ddcρ)q−1∧ψ=

∫ ε

0

(ρ1/2)∗(dcρ∧(ddcρ)q−1∧ψ)d(t2)

on obtient l’égalité limε!0 2−q−1ε−2q−1L′(ε)=〈∑j mj [Zj], ψ〉 d’après (i), qui entrâıne
〈∑j mj [Zj ], ψ〉=limε!0 (q+1)L(ε)/(2qε2q+2).

Pour la dernière égalité, en appliquant la formule de Stokes, la quantité

Φ(ε)=
∫

ρ=ε2
dcρ∧(ddcρ)q−1∧ψ−

∫

ρ<ε2
(ddcρ)q∧ψ=−

∫

ρ<ε2
dcρ∧(ddcρ)q−1∧dψ

=
∫

ρ<ε2
dρ∧(ddcρ)q−1∧dcψ=

∫ ε

0

( ∫

ρ=t2
(ddcρ)q−1∧dcψ

)
d(t2)
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vérifie si q≥2 :

Φ′(ε)
2ε

=
∫

ρ<ε2
(ddcρ)q−1∧ddcψ=

∫

ρ=ε2
dcρ∧(ddcρ)q−2∧ddcψ

= ε2q−2

∫

ρ=ε2
dc log ρ∧(ddc log ρ)q−2∧ddcψ

=−ε2q−2

∫

ρ>ε2
(ddc log ρ)q−1∧ddcψ.

La forme différentielle (ddc log ρ)q−1 est à coefficients L1
loc dansX et ((ddc log ρ)q−1 )̃

est fermé dans X . Donc
∫

X\Z
(ddc log ρ)q−1∧ddcψ=0 et Φ′(ε)=o(ε2q−1) puis Φ(ε)=

o(ε2q), d’où la formule annoncée en utilisant (i). �

Le résultat suivant fournit des régularisations de
∑

j mj [Zj].

Proposition 3.2. On a les égalités suivantes

∑

j

mj [Zj ] = lim
ε!0

ε(q+1)dρ∧dcρ∧(ddcρ)q−1

2q(ρ+ε)q+2
= lim

ε!0

ε(ddcρ)q

2q(ρ+ε)q+1
(i)

∑

j

mj [Zj ] = lim
ε!0

ε(q+1)(ddc log(ρ+ε))q

2q(ρ+ε)
.(ii)

Démonstration. (i) Soit η tel que supp ψ⊂{x∈X :ρ(x)<η2} et M(ε)=
(2ε2)−q

∫
ρ=ε2 d

cρ∧(ddcρ)q−1∧ψ. On a

ε

∫

X

dρ∧dcρ∧(ddcρ)q−1∧ψ
(ρ+ε)q+2

= ε

∫

]0,η[

(ρ1/2)∗

(
dρ∧dcρ∧(ddcρ)q−1∧ψ

(ρ+ε)q+2

)

= ε

∫ η

0

d(t2)
(t2+ε)q+2

∫

ρ=t2
dcρ∧(ddcρ)q−1∧ψ

= ε2q+1

∫ η

0

t2q+1

(t2+ε)q+2
M(t)dt.

Appelons M(0)=limε!0M(ε)=〈∑j mj [Zj], ψ〉 d’après la Proposition 3.1. Pour
δ>0, il existe η′ tel que pour 0<ε<η′, on ait |M(ε)−M(0)|≤δ. On a donc

∣∣∣∣ε
∫ η′

0

t2q+1

(t2+ε)q+2
M(t)dt−εM(0)

∫ η′

0

t2q+1

(t2+ε)q+2
dt

∣∣∣∣≤ εδ

∫ η′

0

t2q+1

(t2+ε)q+2
dt.

Mais

ε

∫ η′

0

t2q+1

(t2+ε)q+2
dt=

1
2

∫ η′2/ε

0

uq

(u+1)q+2
du
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tend vers
1
2

∫ +∞

0

uq

(u+1)q+2
du=

1
2(q+1)

.

Par ailleurs

ε

∫ η

η′

t2q+1

(t2+ε)q+2
M(t)dt≤ ε

∫ η

η′
t−3M(t)dt

tend vers 0. On a donc

lim
ε!0

(
ε

∫ η

0

t2q+1

(t2+ε)q+2
M(t)dt

)
=

M(0)
2(q+1)

,

ce qui démontre la 1ère égalité.
Pour la 2ème on écrit

ε

∫

X

(ddcρ)q∧ψ
2q(ρ+ε)q+1

= ε

∫

]0,η[

(ρ1/2)∗((ddcρ)q∧ψ)
2q(t2+ε)q+1

= ε

∫ η

0

d
( ∫

ρ<t2(dd
cρ)q∧ψ)

2q(t2+ε)q+1

= 2(q+1)ε
∫ η

0

t2q+1

(t2+ε)q+2

(
(2t2)−q

∫

ρ<t2
(ddcρ)q∧ψ

)
dt

qui tend vers 〈∑j mj [Zj ], ψ〉 d’après la Proposition 3.1.
(ii) Cela résulte alors de la formule

(ddc log(ρ+ε))q =
(
ddcρ

ρ+ε

)q

−q(ρ+ε)−q−1dρ∧dcρ∧(ddcρ)q−1. �(3.3)

Proposition 3.4. On a les égalités suivantes

∑

j

mj [Zj ] = lim
λ!0+

λρλ−q−1 1
2
dρ∧dcρ∧

(
1
2
ddcρ

)q−1

= lim
λ!0+

λ

q
ρλ−q

(
1
2
ddcρ

)q

.

Démonstration. Soit I(ε)=
∫
ρ<ε2 α pour α une 2n-forme différentielle de classe

C∞ à support compact dans X . On considère la transformée de Mellin J(λ)=
2λ

∫ η

0
I(ε)ε2λ−1dε où η vérifie supp α⊂{x∈X :ρ(x)<η2}.

On suppose limε!0 I(ε)/ε2r=C, alors J(λ) existe pour λ>−r et

lim
λ!−r+

(λ+r)J(λ)=−rC.

En effet, pour δ>0, il existe η′ tel que |I(ε)−Cε2r|<δε2r pour 0<ε<η′. Alors

∣∣∣∣(λ+r)
∫ η′

0

I(ε)ε2λ−1dε−C

2
η′2r+2λ

∣∣∣∣<
δ

2
η′2r+2λ
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donc pour λ proche de −r, ∣∣(λ+r)
∫ η′

0
I(ε)ε2λ−1dε−C/2∣∣<(δ/2)(2+δ). D’autre

part, I(ε) étant bornée, limλ!−r+(λ+r)
∫ η

η′ I(ε)ε2λ−1dε=0.
Par ailleurs, on a I(ε)ε2λ−1=ε2λ−1

∫
]0,ε[(ρ

1/2)∗α puis par une intégration par
parties pour λ>−r, −J(λ)+η2λ

∫
X α=

∫
]0,η[ ε

2λ(ρ1/2)∗α=
∫
X ρλα. On peut donc

écrire limλ!0+ λ
∫

X
ρλ−rα=rC et on applique cette formule à

α= dρ∧dcρ∧(ddcρ)q−1∧ψ

(respectivement (ddcρ)q∧ψ) où r et C sont donnés par la Proposition 3.1.
Voici une autre démonstration de la Proposition 3.4 déduite directement de la

Proposition 1.1 à l’aide de la formule log ρ(x)= ∂
∂λ (ρ(x)λ)|λ=0 pour x∈X\Z et avec

λ≥0.
La convexité par rapport à λ∈R de ρ(x)λ entrâıne que (ρ(x)λ−1)/λ est crois-

sante par rapport à λ>0. Par le théorème de convergence dominée, on a donc
∫

X

log ρ(ddc log ρ)q−1∧ddcψ= lim
λ!0+

∫

X

ρλ−1
λ

(ddc log ρ)q−1∧ddcψ.

Ainsi
〈(

1
2dd

c log ρ
)q
, ψ

〉
est la dérivée à droite en 0 de K(λ)=2−q

∫
X
ρλ(ddc log ρ)q−1

∧ddcψ. Signalons que l’opérateur de Monge–Ampère (ddc log ρ)q−1 est une forme
différentielle à coefficients localement intégrables dans X puisque par le théorème
de Skoda–El Mir le courant 1Z(ddc log ρ)q−1 est fermé d’ordre 0 à support dans
Z donc nul. Toujours pour λ>0, on a encore d’après le théorème de convergence
dominée

∫

X

ρλ(ddc log ρ)q−1∧ddcψ= lim
ε!0

∫

X

(ρ+ε)λ(ddc log ρ)q−1∧ddcψ

où ε>0, doncK(λ)=limε!0 2−q
∫

X
ddc((ρ+ε)λ)∧(ddc log ρ)q−1∧ψ. On a dansX\Z

l’égalité

1
λ
ddc((ρ+ε)λ)= ρ(ρ+ε)λ−1ddc log ρ+(ρ+ε)λ−2

(
λ+

ε

ρ

)
i

π
∂ρ∧∂̄ρ.

Remarquons que ρλ−2i∂ρ∧∂̄ρ∧(ddc log ρ)q−1∧ψ est à coefficients L1
loc dans X . En

effet soit v=−(− logρ)1/2 qui est une fonction quasi-plurisousharmonique au voisi-
nage de Z. D’après la théorie des opérateurs de Monge–Ampère,

−v−3 i

4π
∂ log ρ∧∂̄ log ρ∧(ddc log ρ)q−1 = ddcv∧(ddc log ρ)q−1+

1
2
v−1(ddc log ρ)q

est à coefficients L1
loc dans X et on utilise ρλ=o(v−3).
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Comme (ρ+ε)λ−2ε=(ε/(ρ+ε))(ρ+ε)λ−1≤ρλ−1 si de plus λ<1, on a par le
théorème de convergence dominée

lim
ε!0

∫

X\Z

(ρ+ε)λ−2 ε

ρ

i

π
∂ρ∧∂̄ρ∧(ddc log ρ)q−1∧ψ= 0

et en appliquant le théorème de convergence dominée à l’autre terme,

K(λ)
λ

= 2−q

∫

X\Z

(
ρλddc log ρ+λρλ−2 i

π
∂ρ∧∂̄ρ

)
∧(ddc log ρ)q−1∧ψ.

Appliquant dans X\Z la formule (3.3) avec ε=0 et l’exposant q−1 au lieu de q,
on a

K(λ)
λ

= 2−q

∫

X\Z

ρλ(ddc log ρ)q∧ψ+λρλ−q−1 i

π
∂ρ∧∂̄ρ∧(ddcρ)q−1∧ψ

= 2−q

∫

X\Z

(
1−λ

q

)
ρλ(ddc log ρ)q∧ψ+

λ

q
ρλ−q(ddcρ)q∧ψ

en utilisant la formule (3.3) avec ε=0. Puis

K ′(0+)=
∫

X

(
1
2
ddc log ρ

)q∣∣∣∣
X\Z

∧ψ+ lim
λ!0+

∫

X

λρλ−q−1 1
2
dρ∧dcρ∧

(
1
2
ddcρ

)q−1

∧ψ

=
∫

X

(
1
2
ddc log ρ

)q∣∣∣∣
X\Z

∧ψ+ lim
λ!0+

∫

X

λ

q
ρλ−q

(
1
2
ddcρ

)q

∧ψ. �

Supposons que X est un ouvert U de Cn et que Z est défini par les équations
f1=...=fN =0 où les fl∈O(U). Considérant ρ=|f |2, on va adopter le point de vue
de Gelfand (cf. [3], [10], [19]) du prolongement méromorphe de |f |2λ. Le théorème
d’Atiyah affirme que l’application associant à λ la distribution |f |2λ, qui est holo-
morphe pour Re λ>0, a un prolongement méromorphe à C à pôles dans Q∗

−.
Rappelons le principe de la démonstration de l’existence de ce prolongement.

On considère la fonction holomorphe F dans U×U définie par F (z, w)=∑
1≤j≤N fj(z)fj(�w) et un point z0∈Z. L’existence du polynôme de Bernstein donne

un polynôme B(λ) de coefficient dominant 1 et un opérateur différentiel
P (λ, z, w, ∂/∂z, ∂/∂w) polynômial en λ, à coefficients holomorphes en (z, w) au voi-
sinage de (z0, z̄0) tel que P (λ, z, w, ∂/∂z, ∂/∂w)Fλ+1=B(λ)Fλ. Substituant w=z̄,
on obtient l’égalité P (λ, z, z̄, ∂/∂z, ∂/∂z̄)|f |2(λ+1)=B(λ)|f |2λ qui permet par ré-
currence de prolonger |f |2λ à C.

Pour une démonstration du fait que les pôles sont dans Q∗
−, on pourra consul-

ter [19].
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Remarquons maintenant que la distribution égale à ρλ dans la variété com-
plexe X dépend aussi méromorphiquement de λ∈C. En effet avec les notations
figurant à la fin de la Section 1, on a ρλ|V =(π|π−1(V ))∗(|fα�π|2λ|π−1(V )h

λ) avec
|fα�π|=|σα|e−ϕα pour σα une fonction holomorphe et ϕα une fonction de classe C∞

dans π−1(Uα).

Proposition 3.5. Avec δ (respectivement γ) la distribution dans la variété
complexe X définie comme étant le résidu au pôle −q−1 (respectivement −q) de
(q−1)!ρλ/πq, on a

∑

j

mj [Zj ] = δ
i

2
∂ρ∧∂̄ρ∧

( i
2
∂∂̄ρ

)q−1

/(q−1)!= γ
( i

2
∂∂̄ρ

)q
/q!.

Démonstration. Ecrivons

ρλ−q = h(λ)+
ρ1

λ
+...+

ρd

λd

avec h(λ) holomorphe au voisinage de 0 et ρ1, ..., ρd des distributions. Comme
limλ!0+ λρλ−q(ddcρ)q existe d’après la Proposition 3.4, on a ρi(ddcρ)q=0 pour
i=2, ..., d et

lim
λ!0
λ∈C

λ

q
ρλ−q

(
1
2
ddcρ

)q

=
ρ1

q

(
1
2
ddcρ

)q

. �

Supposant à nouveau que X est un ouvert de Cn et que ρ=|f |2, la Proposition
3.5 donne l’écriture

∑

j

mj [Zj] =
∑

1≤i1<...<iq≤N

∂fi1∧...∧∂fiq ∧Ri1...iq

où Ri1...iq =(iq
2
/2q)γ∂fi1∧...∧∂fiq est un (0, q)-courant dans U à support dans Z.

Lorsque N=q et f est une submersion, γ=f∗δ0=limε!0 1{|f |<ε}/(πqε2q/q!).
Cela suggère d’étudier lorsque α est une 2n-forme différentielle de classe C∞ à

support compact dans U , le comportement pour ε!0 de

I(ε)=
∫

|f |<ε

α.(3.6)

On aura besoin de la décroissance rapide à l’infini de
∫

U
|f |2λα sur la droite

Re λ=c, uniforme par rapport à c dans un intervalle borné. Rappelons la ju-
stification de ce résultat. Il existe un entier j≥1 et des opérateurs différentiels
ak(z, w, ∂/∂z, ∂/∂w) à coefficients holomorphes en (z, w) au voisinage de (z0, z̄0)
tels que λjFλ=

∑
0≤k<j λ

kak(z, w, ∂/∂z, ∂/∂w)Fλ. Substituant w=z̄, on obtient
l’égalité λj |f |2λ=

∑
0≤k<j λ

kak(z, z̄, ∂/∂z, ∂/∂z̄)|f |2λ puis par récurrence sur l≥1
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l’existence de al,k(z, z̄, ∂/∂z, ∂/∂z̄) tels que

|f |2λ =
∑

−jl≤k≤−l

λkal,k(z, z̄,
∂

∂z
,
∂

∂z̄
)|f |2λ

=
∑

−jl≤k≤−l

λk(B(λ)...B(λ+m−1))−1al,kPλ...Pλ+m−1(|f |2(λ+m))

pour tout m≥1, après avoir itéré l’équation de Bernstein. Pour χ une fonction de
classe C∞ à support compact dans un voisinage ouvert de z0, on a alors

∫

U

|f |2λχα=
∑

−jl≤k≤−l

λk(B(λ)...B(λ+m−1))−1

∫

U

|f |2(λ+m)P ∗
λ+m−1...P

∗
λa

∗
l,k(χα)

qui supposant a′≤Re λ≤a et choisissant m assez grand, apparâıt comme
O(|λ|m(degP−degB)−l).

On peut maintenant établir le développement asymptotique suivant.

Proposition 3.7. Pour a′<0 qui n’est pas un pôle de |f |2λ, soit λ0<...<λk<0
les pôles de |f |2λ supérieurs à a′. Il existe j∈N∗ et des coefficients Dj′,k′ tels que
la fonction I de la formule (3.6) vérifie quand t!−∞,

I(et/2)=
∑

0≤j′≤j−1
0≤k′≤k

Dj′,k′tj
′
e−tλk′ +O(e−ta′

).

Démonstration. On considère comme [2] une transformée de Mellin J(λ)=
2λ

∫ η

0
I(ε)ε2λ−1dε où η vérifie supp α⊂{x∈U :|f(x)|<η}. On a I(ε)ε2λ−1=

ε2λ−1
∫
]0,ε[

|f |∗α puis pour Re λ>0 par une intégration par parties −J(λ)+η2λ
∫

U
α

=
∫
]0,η[ ε

2λ|f |∗α=
∫
U |f |2λα, ce qui donne un prolongement méromorphe à C pour

J(λ). Comme pour a>0 fixé et b réel, J(a+ib)/(a+ib) est la transformée de Fou-
rier inverse de la fonction 1]−∞,2 log η[(t)I(et/2)eat qui est à variation bornée pour
t∈R, on a par la formule de Dirichlet–Jordan, pour tout t<2 log η, l’égalité I(et/2)=
limB!+∞(1/(2πi))

∫ a+iB

a−iB Gt(λ)dλ avecGt(λ)=(J(λ)/λ)e−tλ. La formule des résidus
donne pour B>0

∫ a+iB

a−iB

Gt(λ) dλ= 2πi
∑

0≤k′≤k

Resλk′Gt(λ)+
∫ a′+iB

a′−iB

Gt(λ) dλ

+
∫ a+iB

a′+iB

Gt(λ) dλ−
∫ a−iB

a′−iB

Gt(λ) dλ.

On a l’inégalité
∣∣∣∣
J(x+iB)
x+iB

∣∣∣∣≤
C

|B|
(
η2x+

∣∣∣∣
∫

U

|f |2(x+iB)α

∣∣∣∣

)
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pour x et B réels, B �=0. La fonction
∫

U |f |2(x+iB)α est bornée sur |B|≥1 uni-
formément pour a′≤x≤a donc limB!±∞

∫ a+iB

a′+iB Gt(λ) dλ=0. Ensuite

|limB!+∞
∫ a′+iB

a′−iB Gt(λ) dλ| qui est

≤C′e−ta′
(∣∣∣∣

∫ +∞

−∞

η2iye−tiy

a′+iy
dy

∣∣∣∣+
∫ +∞

−∞

∣∣∣∣
∫

U

|f |2(a′+iy)α

∣∣∣∣ dy
)

est O(e−ta′
). Avec j un entier ≥ à l’ordre de chacun de ces pôles et χ(t)=e−t/t, on

obtient

I(et/2)=
∑

1≤j′≤j

0≤k′≤k

1
(j−j′)!

dj−j′

dλj−j′ (J(λ)(λ−λk′ )j)
∣∣∣∣
λ=λk′

tj
′

(j′−1)!
χ(j′−1)(tλk′ )+O(e−ta′

).

�

Pour avoir un analogue de la Proposition 3.7 dans le cas d’une variété com-
plexe X , on peut considérer

I(ε)=
∑

β

∫

|fβ |<ε

λβα(3.8)

pour α une 2n-forme différentielle de classe C∞ à support compact dans X et avec
les notations de la Section 1, |fβ| désignant ici la norme hermitienne standard de fβ .
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