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Von dem Problem der drei Korper wird bekanntlich gesagt, dass es 
noch heut zu Tage ungelsst dasteht und mit den uns gegemv',u.tig zu 
Gebote stehenden analytischen ttalfsmitteln nicht gelost werden kann, 
wenn namlieh die Losung im streng mathematischen Sinne aufgefasst 
wird. Ein derartiger Ausspruch erheischt jedoch eine genaue Fixirung 
dessen, was man unter ))streng mathematisch)) zu verstehen hat; denn sonst 
kOnnte die Meinung daraber schwankend werden, was die Wissenschaft in 
Bezug auf das besagte Problem bereits geleistet hat, und was yon ihr in 
der nf~ehsten Zeit erwartet werden darf. 

Nennt man nur .diejenige Lssung streng mathematisch, welche direct, 
d. h. ohne tbrtgesetzte Annaherungen zu den unbedingt geltenden Re- 
lationen zwischen der Zeit und den Coordinaten der drei K0rper fi]hrt, so 
muss eingeraumt werden, dass wit bis jetzt gar keine Vorstellung davon 
haben, wie eine solehe Lsstmg zu Stande gebracht werden soll, und dass 
die Hoffnung, diese demnachst zu erhalten, vorl'aufig als illusorisch be- 
zeichnet werden muss. Der Ursache nachzuforschen und feststellen zu 
suchen, woher diese geringen Aussichten entspringen, ist aber nicht nur 
an und N r  sieh nicht ohne Interesse, sondern frtr die zuki~nftige Leistungs- 
f~higkeit der Wissensehaft auf dem Gebiete des betreffimden Problemes 
yon gr0sster Bedeutung. 

Die Beantwortung jener Frage ware eine leichte, wollte man sich 
damit begnagen zu sagen, unsere analytischen I-Ialfsmittel sind gegen- 
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whrtig noch nicht in dem Maasse ausgebildet, dass wir mit ihnen die 
Sehwierigkeiten des Probleins der drei Ksrper bewMtigen k0nnten. Eine 
Erklarung aber w~re hiermit nicht gegeben, sondern die Frage nur auf 
ein anderes Gebiet abergef~'lhrt, n~'~mlieh auf das der Metaphysik (der Ma- 
thematik). Tiefer liegt also de~- Gr,md jcmes Unvermt~gens das Problem 
zu 15sen, abet andrerseits doch erkenntlich genug um nachgewiesen werden 
zu ksnnen. Es dfirfte namlich kaum ernstlichem Widersprueh begegnen, 
wenn wir sagen, dass die Ursache, weshaib die Lssung des Problems der 
drei K0rper uns so schwierig erscheint, einfach darin liegt, dass uns die 
Vorstellungen yon den Bewegungserscheinungen in einem Systeme von 
mehr als zwei Kt~rl)ern noch abgehen oder doch noch sehr wenig gel~ufig 
sind. Diese Bewegungserscheinungen sind aber auch voraussichtlich nicht 
in do einfacher Weise aus denen zusalnmen zu setzen, die wir in einem 
Systeme von zwei Ksrpern beobachten ksnnen - -  und die daher bereits eine 
Thatsaehe der Erfahrung sind ~ dass unser Geist, durch Synthese dieser ein- 
facheren Elemente, sich unmittelbar in die Sphhre jener mehr zusammen- 
gesetzten Vorstelhmgen versetzen kt~nnte. 

Die Erscheinungen, die man seit 2000 Jahren im Planetensysteme 
beobaehtete, und die zunachst ihren Ausdruck in den Kepler'schen Gesetzen 
gefunden haben, waren auch nicht die geeignctsten jene Vorstellungen 
auszubilden, aus welchen die ft'lr die direete Lssung des Problems der 
drei Ksrper vorauszusetzenden Begriffe h'~tten abstrahirt werden ktsnnen. 
hn  Planetensysteme ist n'~mlich der Einfluss der Planeten auf einander 
gegent'tber dem der Sonne sehr gering, wahrend Zeitr~umen, die mit einem 
f~'tr uns ~nsehaulichen Maasse i'tbersichtlich gemessen werden k0nnen. Die 
Erscheinungen, die wir beobaehtet haben, sind also nahezu dieselben, dic 
man in einem Systemc yon zwei K0rl)ern beobachtet hatte, und schliessen 
sich wahrend der historischen Zeit den Kepler'schen Gesetzen einigermassen 
an. Wahrend Zcitri~umen aber, die nach Jahrtausenden gez'hhlt werden 
m~'tssen," gestalten sich die Erscheinungen der Planetenbewegung wesentlich 
anders, und man kann wohl sagen, dass die Bahnen.der Planeten durch- 
sehnittlich Kreisen ahnlicher sind als Kepler'schen Ellil)sen , wenn nalnlich 
die Elemente letzterer als konstant angenommen werden. Einem intelli- 
genten Wesen, dem die Zeit eines Jahrtausends etwa vorkame, wie uns 
ein Tag, wt'trde die Kepler'sche Ellipse schwerlieh wie eine Ann~herung 
an die wirkliche Bahn vorkommen. Es wi~rde nicht die zum Begreii'en 
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des Problems der drei Ksrper erforderlichen Vorstelhmgen aus Elementen 
zusammen zu setzen suchen, die ibm die Bewegungen im Systeme yon 
nut zwei KOrpern darbieten. In der Natur unserer Existenzbedingungen 
liegt es also, dass die Vorstellungen, deren Vorhandensein eine Bedingung 
der Lssung des oben erw~hnten Problemes aIlsmacht, noch nicht ent- 
wickelt sind; die mathematische Analyse hat daran wenig Schnld. Mittelst 
Analyse jedoch eine Erkenntniss erlangen zu wollen, wozu nicht schon 
vorher der Grund yore menschlichen Geiste erworben w~re, mi~sste als 
dem widersprechend erachtet werden, was uns die Theorie der Erkenntniss 
lehrt. 

Die mathematische Analyse ist zun'~chst nur der Hebel, durch den 
die construirbaren Vorstellungen, die einen immanenten Character haben, 
in's Bewusstsein gebracht und zu Urtheilen verarbeitet werden. Ihre Lei- 
stung ist derjenigen der logischen Operationee aequivalent; nur verli~uft 
die Kette der Schlussfolgerungen bei ersterer theilweise im Unbewussten, 
indem sie dutch den mathematischen Mechanismus fortgefflhrt wird, wig,h- 
rend die logischen Schl~'lsse sammtlich bewusst sind oder doch sehr leicht 
bewusst werden ksnnen. 

Unsere Vorstellungswe!t grtindet sich ursprfinglich auf Sinneswahr- 
nehmungen, beziehungsweise Beobachtungen; und wie wir ouch diese Welt 
erweitern, immer mtissen wir in derselben Sensationen als Elemente wieder- 
entdecken ksnnen. Eine Vorstellu~.g, die nicht in der Sphi~re des empi- 
risch Gegebenen wurzelt, oder bei tier empirisehe Elemente nicht nachweis- 
bar sind, giebt es n i c h t . -  Umgekehrt abet, kSnnen wir aus solchen 
Elementen doch unsere V0rsteltungswelt erweitern, indem wir ni~mlich 
die erweiterten Begriffe mit Hfilfe der Phantasie veranschaulichen, und 
bei einem solchen Processe ist wiederum die mathematische Analysis 
verwendbar, indem sie die Formulirung der Begriffserweiterungen er- 
leichtert. 

Erkennen wir nun diesen Weg zur Erweiterung unserer Kenntnisse 
im allgemeinen als einen wissenschaftlich berechtigten an - -  und ich 
wi~sste nicht, wie derselbe zu vermeiden wi~re - -  so handelt es sich darum, 
denselben ft'lr dos jetzt in Frage stehende Problem zu verwerthen und 
(~berhaupt mathematiseh zu bezeichnen. Die Synthese aber, welche aus 
einfacheren Vorstellungselementen zu mehr zusammengese~ten fiihrt:, ent- 
spricht genau dem Processe, dureh den eine Function dutch fortgesetzte 
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Annaherungen gebildet wird, wobei die einzelnen ltesultate aus einfacheren, 
uns bereits bekannten Functionen zusammengesetzt sind. Es ist also der 
Weg der successiven Annaherungen, den wir verfolgen mrxssen, der uns 
aber keineswegs die Aussicht entzieht das Resultat einst in aller Strenge 
erhalten zu kSnnen; denn der Begriff der mathematischen Transcendenz, 
der diesem Wege im allgemeinen eigenthi~mlich ist, kann auf die resul- 
tirende Functionsform i'~bertragen werden, die sehliesslieh aueh das R.e- 
sultat der directen Lssung sein muss. 

l)ie vorhergehenden Betrachtungen kSnnen wir nun kurz folgender- 
maassen zusammenfassen: suchen wir eine einfache Lssung mittelst uns 
jetzt bekannter Funetionsformen, so stellen wir uns jedenfalls eine wider- 
sinnige Aufgabe; wir mi'~ssen vielmehr unsern Geist dahin zu entwickeln 
suchen, dass die L6sung, die fi'~r uns einst erreiehbar wird, einfaeh erscheint. 
Dieser Evolutionsprocess heisst, mathematisch gesprochen, das Anscha.ulich- 
werden neuer Functionsformen. ~ Nicht wie durch einen Zaubersehl,qg 
oder durch eine unmittelbare Erkenntniss werden wit die L~sung des 
Problems der drei Ksrper erlangen, sondern auf einem Pfade, auf dem 
jeder Schritt nut mit Ueberwindung bedeutender Schwierigkeiten gethan 
werden, kann. 

Wenn wir also den Weg der successiven Annaherungen einschlagen, 
den einzigen auf dem wit gegenw'~rtig einige Aussieht haben, das be- 
treffende Problem wenigstens in gewissen Fallen 15sen zu kt~nnen, so 
mc~ssen wir dabei an zwei Bedingungen festhalten: erstens n,';Lmlich, 
dass die Folge der Annaherungen convergent sei, und zweitens, dass die 
Resultate dieser nie die Zeit, oder Kreisbsgen, die mit der Zeit unbe- 
granzt wachsen k~Snnen, ausserhalb tier periodischen Functionszeichen ent- 
halten. Die Nothwendigkeit jene erste Bedingung zu stellen, leuchtet yon 
selbst ein; der zweiten muss abet: genC~gt werden, damit die Losung eine 
wirklieh unbedingte Gi'dtigkeit babe und der vorausgesetzten Stabilitat des 
Systems entspreehe. ~ Eine jede Lssung, welche den gestellten Bedin- 
gungen genagt, nenne ich eine absolute L#sun9, ohne RCwksicht auf wel- 
chem Wege dieselbe auch erlangt warden sei. Man erkennt aber leicht, 
dass es nut eine einzige absolute Lssung geben kann; so dass, wenn man 
dieselbe auch unter verschiedener Form finder, die eine aus der andern 
durch gehsrige Entwickhmg hervorgehen muss. Das Resultat, welches 
durch die Methode der succe~siven Annaherungen gefunden wird, muss 
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also mit dem identisch sein, was einst dutch die directe Lssung hervor- 
gehen wird. 

Die Lssung des Problems der drei Korper im absoluten Sinne ist 
eigentlich nut  von Lagrange und Laplace in's Auge gefasst worden; was 
seitdem auf dem Gebiete der Mechanik des Himmels geleistet wurde, ist 
zwar ~usserst werthvoll und ffir die Astronomie f6rdernd gewesen; in 
Bezug auf den absoluten Character der Resultate aber kaum fiber die 
Arbeiten jener grossen Manner hinausragend. Von wie grossem Werthe 
diese Arbeiten aber auch gewesen sind - -  sie haben in der That doch 
unsere Vorstellungen fiber die Bewegungen der P.laneten e n t w i c k e l t -  so 
sind sie doch keineswegs als endg~altig anzusehen. Man erinnert sich 
z. B., dass die gefundenen Ausdrficke der SeeularstSrungen aus einer be- 
gr~nzten Anzahl yon Gliedern bestehen, w~hrend diese Anzahl in der 
Wirklichkeit doch unendlich ist: auch lassen sich gegen die yon den ge- 
nannten Gelehrten aufgestellten Methoden, die Zeit ausserhalb der trigono- 
metrisehen Functionszeichen zu eliminiren, Bedenken erheben, welche in 
der Bemerkung wurzeln, dass wenn einmal die Zeit als Factor in einem 
intermedi~ren gesultate aufgetreten ist, so hat man msglicherweise das 
erste Glied einer nieht best~ndig convergenten [£eihenentwicklung vor sich. 

Seit einiger Zeit bin ich im Besitze einer Methode, die absolute Losung 
des mehrerw~hnten Problemes zu finden, we/the, wenigstens auf die Un- 
tersuchung der Bewegungen in unserem Planetensystem angewendet, jedcn- 
falls den beiden oben n~her bezeichneten Bedingungen gen{igen d~'zrfte. 
In dem Maasse jedoch, wie die Bahnen der einzelnen Ksrper des Systems 
mehr excentrisch werden und die Anziehungen der Hauptkraft im Werthe 
n'aher kommen, wird die Anwendung dieser Methode mehr und mehr 
m~lhsam, und es lgsst sich eine solche Constitution des Systems denken, 
dass die Anwendbarkeit derselben vsllig illusoriseh wird. Es schcint, 
dass wir in der naehsten Zeit in solehen FMlen auf die absolute Lssung 
verzichten mfissen und uns mit einer relativen, ffir eine begrgnzte Zeit 
geltenden begnfigen. ~ Die erw~,hnte Methode beruht auf Principien, 
von denen ich einen Theil jetzt darzulegen mir erlauben werde. 

Es handelt sich darum, gewisse Grsssen aus Differentialgleichungen 
zu bestimmen, ohne dass in den Resultaten die unabh~,ngige Ver',~nderliche 
als Factor vorkommt, wiewohl sie als solcher erseheint, wenn man in der 
ersten Ann~herung alle Grt~s,qen, welehe mit der zweiten Potenz der StO- 

Acta mathematica. I. 11 
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renden Masse multiplicirt sind, bel Seite lasst. In den Differentialglei- 
chungen, dutch deren Integration man gen~herte Werthe der Unbekannten 
findet, miassen daher vor alien Dingen gewisse Grossen zweiter Ordnung 
mitgenommen werden. Trotzdem lassen sich die meisten Gleichungen, 
welche bei der bier in Frage stehenden Untersuchung nach und nach vor- 
kommen, auf die Form der linearen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung bringeR, und die in diesen Gleichungen vorkommenden bekannten 
Functionen lassen sich innerhalb gewisser Granzen willkarlich wahlen. 
Eine solche Gleichung sei 

d~Y X,y Xo ; (1) dz-'-q A- = 

die Function X 1 wird als bekannt angenommen und besteht aus zwei 
Theilen, wovon der eine yon der st5renden Masse unabhangig ist, der 
zweite abet mit dieser Masse verschwindet. Die Function X o nehmen wir 
auch als bekannt an, abet nut in der ersten Ann~herung; denn sie enthMt 
im Allgemeinen Glieder der F o r m  

~t; ÷ ¢ ; ~  + ~,~y~ + . . . .  

und da y als eine Gr~ssse erster Ordnung angesehen wird, und ebenso die 
FLmctionen ~I'~, ~F2,... , so vernachliissigen wir, wenn 2~ o m i t  ~I'~ identi- 
ficirt wird, nut Grossen dritter Ordnung. Und wenn wit zu der ange- 
setzten Reihe noch ein Glied ~l~y ft'tgen, so ist qJ;, wenn aueh nur mit 
der ersten Potenz der stgSrenden Massc multiplicirt, doch aus andern 
Gr~nden so klein, dass das Product ~l'~y zu den Gr0ssen dritter Ordnung 
gezrdllt werden darf. 

Indem die Function llJ; als gewissermaassen yon X 1 abgetrennt anzu- 
sehen ist, lgsst sich letztere innerhalb gewisser Granzen beliebig wahlen, 
und ich werde bei der Bestimmung dieser Function der Bedingung zu 
gent'tgen suchen, dass das Integral der Gleichung 

d~Y + X,y 0 (2) d-- ~ = 

die Form: 

(z) y = o , e  + c'~ [Q + t,~t,j 
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annimmt. Hier bedeuteu C 1 und C~ die Integrationsconstanten, t '  und Q 
zwei Functionen yon x, die nut periodische Glieder enthalten, und endIich 
l eine zu unserer Verft~gung stehende Constante. 

Setzen wit: 

YI = P ; y~ = Q~ + laP ,  

so lntissen bekanntlich Yl und y~ der Bedingungsgleichung 

Y~Y'I - -  Y~Y'~ = [l 

geni]gen, wo # eine neue Constante bezeichnet. Aus dieser Bcdingungs- 
gleichung l~sst sich eine Relation zwischen /) und Q herleiten, und e s  
ergiebt sich 

Q ' P -  FQ~ + l P P  = - - / L ,  
woraus folgt 

¢2 

indem C.~ die Integrationsconstante .bezeichnet, die wir abet sofort gleieh 
Null setzen konnen. - -  Damit nun Q die angedeutete Eigenschaft besitze, 
nt~mlich kein Glied mit dem Factor x zu enthalten, muss die Constante 1 
offenbar so gew~hlt werden, dass sie sich gegen das constante Glied in 

der Entwicklung yon ~ aufhebt. Wit werden in der Folge die Con- 

stante # gleich + 1 oder gleich - - 1  setzen, wodurch die Allgemeinhelt 
der Resultate offenbar nicht gemindert wird. 

Dies vorausgesetzt, stellen wir das allgemeine Integral der G1. (1) 
folgendermaassen auf 

v = p { o ~ - f X o  [Q + z~P] ~1  

Weil aber 

so hat man auch 

+ [Q + txP] {c, + fXoPd,.} 

f,Xopd, = ~ f XoPd, - f ~, f XoPd,. 

_ + 

+ tP f d. f Xoed. 
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Durch die Aufstel lung dieser Formel leuchtet die Absicht mit der 
gewahlten Form der Differentialgleiehung (1) sofort ein. Finder sieh 
namlich im Produete X0Q oder in dem Integrale 

f x o P d~v 

ein eonstantes Glied, so erseheint im Resultate ein Glied yon der Form 

~-xP, 

indem l" einen numerisehen Coeffieienten bezeiehnet. Dieses Glied bringt 
man aber unmittelba.r zum Versehwinden, indem man die Integrations- 
eonstante C~ in geeigneter Weise bestimmt, .die bei den Anwendungen 
der aufgestellten Integralformeln auf das Problem der drei Korper immer 
iaberz~hlig ist. 

Das Product XoP enthalt entweder gar kein eonstantes Glied, oder 
doeh nur ein solehes von h(~herer Ordnung, und dies braueht bei der 
ersten Ann~herung nieht mit ber~teksiehtigt zu werden, Indem wir nun 
die Constante C~ in der oben bezeiehneten Weise bestimrnen, die Constante 
C 1 aber vorlaufig unbestimmt lassen, erhalten wir ein Resultat der Form 

y = C~P + C~Q + per. Glieder; 

und wenn wir yon X 0 nur die Glieder dritter Ordnung inclusive ber~ck- 
sichtigen, so haben wir 

x0 = ~o + ¢, [ c , P +  c ~ q +  . . . .  ] 

+ ~, [ c , v  + c N  + . . . .  1' 
und 

XoP = ¥oe + ¢ , e  [c ,e  + c , q  + . . . .  ] + . . . .  

In diesem Ausdrueke muss man nun suchen die Constante C 1 SO ZU 
bestimmen, dass kein constantes Glied daselbst nachbleibt. ~ Wt'trde eine 
solehe Bestimmung indessen nicht gelingen, so ware hierdurch angezeigt, 
dass der Erscheinung, welche durch das Integrationsresultat representirt 
wird, die Stabilit~i,t mangelt. Bei der Anwendung der oben bezeichneten 
Integrationsmethode auf die Bewegungen der Planeten kommen derartige 
Hindernisse indessen nieht vor; denn, wie sehon bemerkt wurde, das Pro- 
duet X0Q enthalt in der Regel kein eonstantes Glied, und wenn ein 
solehes vorkommt, so l~tsst es sieh in der angeftihrten Weise eliminiren. 
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Der Functionen /), welche dem oben bczeichneten Zwccke entsprechen, 
giebt es verschiedene. Die einfachsten und zugleich auch in anderer Be- 
ziehung geeigneten findet man unter den rationalen Verbindungen einfacher 
elliptischer Functionen. Wir entnehmen dieser zuerst die allereinfachsten 
FMle, indem wir far P der Reihe nach die Werthe snx, cn x und d n x  
setzen; es ergeben sich alsdann far Q und 1 

H'(x). K --  E 
Q = sn z ~ l = H(x)' K 

Q .= cn z H', (z).  l =  k ' ~ K - -  E 
k! 2 H~ (z )  ' k'~K 

dn z 0~ ix). E 
Q ---- k" 0,(x)' l = k,~K 

Die Resultate sind also sehr einfach und dabei in leichter Weise zu 
verwerthen; sie entsprechen, wie man leicht bemerkt, den Integralen der 
Lamd'schen Gleichungen: 

d ' y  

d'y 
d z  ~ 

d ' y  

- -  [ 2 k '  s n  x ~ - -  1 - -  k ' ]  y ---- 0 

- -  [ 2 k '  s n z  ~ -  1 ] y = 0 

- -  [ 2 k '  s n  z '  - -  k ' ]  y ----- 0 

In n~chster Reihe werden wir ftlr lU die Combinationen: 

d s n z  
~ -~- C l l  x d n  x 

d z  

d cn~ 
s n  X a l l  x 

d z  

1 ddnx  
k ~ d z  

-~- sI1 ~ CI1 • 

substituiren, und finden dann nach einigen Reductionen die folgenden 
Werthe der Grsssen Q und h 



86 Hugo Gylddn. 

1 l -b k 2 6)',(x) ( 1 - - k ~ ) K - - ( 1  + kS) E 
Q == ~ sn x k" ~, (~) cn x dn x; l = ]~"K 

k 'S--ks  O'~(X)snxdnx: l =  k 'SK~(k '~- -kS)E 
k 's O, (z) k'SK 

l + k  'sH',(x) (1 + k  ' s - k ' ) K - ( 1 - b  k s) E 
Q -~ - - d n x  - -  sn x cn~v; l = 

k '~ H , ( ~ )  k'SK 

Die Differentialgleichungen, deren Integrale die soeben angefahrten 
Ausdriicke representiren, sind die folgenden: 

dSy 
- -  [ 2 . 3 k  s s n x ' - -  1 - -  k s l y  = 0 

dSY [ 2 . 3 k '  ~' dx ~ + cn - -  1 ] y ---- 0 

d~Y +[2  3 dn z 2 - 1 _ k  ' s ] y = 0 ,  
d ~  

und sie gehsren slimmtlich zu der Classe der Lam6'schen Gleichungen. 

Man konnte leicht die Anzahl jener Resultate beliebig vermehren, 
allein es erscheint kaum yon Interesse, wenigstens nicht far unseren 

Zweck, hier weiter vorzugehen. Statt dessen werde ich eine andere Form 
yon P anffihren, welche gleichfalls den gestellten Bedingungen gent~gt, 

die aber nicht zu den elllptischen Functionsformen gehort. Diese Form 
ist die folgende: 

_p ~ elt Sin x 

wo 2 einen constanten Coefficienten bezeichnet. Es findet sich hiermit: 

Q = ~ si~.f[e- 2~ sin x __ 1] d~ 

Dieser Ausdruck muss nun nach den Vielfachen yon x entwickelt werden, 
was leicht mit Hiilfe von Cylinderfunctionen geschehen kann. Wir  be- 
gnt~gen uns, hier bloss die ersten Glieder hinzusetzen. Es findet sich 
alsdann: 
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Q = e z ~" ~ {[2~ + ~ ~.½.-~ (2;,) ~ + . . . ]  Cos  

- -  ~ [½ ~1~ (2~) ~ + . . . ]  s i , ,  2~ 

I 
. . . .  J 

Endlich finder sich die Differentialgleichung, welcher durch diese Resultate 
gen~gt wird, wie folgt: 

dz ~ + [2 Sin x - -  ,t ~ Cos "~] y ----- 0 

Die Anwendung der im Vorhergehenden dargestellten Methode werde 
ich jetzt an einem Beispiele zeigen, was ich mit  der Angabe einiger 
Details hier anfiihre. Die vorgelegte Differentialgleichung sei: 

d~y 
d v  2 

+ a ~ Cos ~lv. y = X0, 

wo a und 2 constante Coefficienten und X 0 eine Function der Form: 

¢o + ~,v + ¢;y" + . . . . .  

bezeichnen mSgen. Es werde nun ein Integral der vorgelegten Gleichung 
ohne willki'~rliche Constanten verlangt, das aber aus lauter rein perio- 
dischen Gliedern bestehen soll. 

Statt der Verlinderlichen v f~hre ich eine neue x ein, indem ich setze: 

),v = 2 ~-K~ z 

und mir vorbehalte, fiber den Modul k, von dem das vollsti~ndige Integral 
K abhi~ngt, noch zu disponiren. Hiernach erhalten wir: 

dz ~ + ~ - ~ )  u o s 2 ~ x . y T - ~ 2 K ]  X° 

Um diese Gleichung auf eine der im Vorhergehenden betrachteten 
Formen zu bringen, bedienen wir uns der Entwickiung: 
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Cos 2 amz = - -  A 

( =  ~ 16q Cos2 ~r 
+ 2-K] k ~ (1 -q~)  ~-KZ 

~r)~ 32q 2 Cos 4 ~ 

. . . .  , 

wo die Constante A yon der Ordnung der GvSsse k 2 ist. 

oder 

2 K - - E  
A = I  k' K 

- 

A =- -2 - -  ~ + . . . .  

Aus der angefahrten Entwicklung erhalten wir: 

~ ) '  ~ k ' (1 - -q ' )  Cos2amz ~-~ C o s 2 ~ - ~ z = .  16q 

r~) '2q( l  q') ~r. 
- - ~ - ~  l__q4 Cos4~-~z 

Man hat namlich: 

+ k~(1 -- q~) A 
16q 

l)iesen Werth ft~hren wir in die vorgelegte Differentialgleichung ein, 
und bestimmen dabei den Modul in der Weise, dass der Coefficient von 
Cos 2 am x gleich k ~ wird. Wi t  erhalten somit: 

d~Y--(2k'snz'--k')Y=-~dx2 ~ Xo 

4a t k ~(1-q~)Ay 
~ 16q 

4a'(~r )'2q(l--q') ~r 

- ~  • • • . ,  * 

= X .  
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indem wit n~mlich der Ki~rze wegen die Summe der Glieder rechter 
Hand mit X bezeichnen. Wie man leicht bemerkt, sind die mit y multi- 
plicirten Glieder rechter Hand Grsssen dritter Ordnung. 

Das Integral dieser Gleichung ist uns aber bekannt; es ist namlich: 

y = C ,  d n z +  C ~  O,(x) + /~z 

dn ~ /" 0', (x) dn • O',_O~(~z)(x); X dnx dx 

' ff + k,--~ ~ dn x dx X dne dx 

Verm~Sge der Bedingung, wodurch k bestimmt werden soll, erhalten 
wir die Gleiehung 

k~(l - -  q') 4a ~ 
16q 2 2 = k~' 

woraus folgt: 
~2 

q ~ + 4 ~ q - - 1  = 0  

Hieraus ergiebt sich: 

q = - - 2 - - +  + I  a ~ 

und sieht man sogleich, dass bei jedem Werthe des VerhMtnisses a die 

Grssse q kleiner, oder jedenfalls n ich t  grssser als die Einheit ausfallen 
muss. 

Wenn nun X 0 eine bekannte, aus periodischen Gliedern bestehende 

Function bcdeutet, wo das Argument 2~-~ z und die Vielfachen desselben 

nicht vorkommen, so wird man den Werth des Integrales leicht und 
sicher ermitteln ksnnen, sofern die willktlrlichen Constanten C 1 und C~ 
gleich Null gesetzt werden dfirfen. - -  Findet sich aber in X 0 ein Glied 
der Form: 

z l Sin 2 ~-~ ~, 

sei es direct, oder in Folge der successiven Annaherungen entstanden, so 
erscheint im Resultate ein Glied der Forra 

Acta mathematica. I. 12 
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l 1 x dn x, 

was abet unmittelbar weggeschafft werden kann, indem man die Constante 
C 2 aus der Gleichung 

C~ ~ k'~ll = 0 
bestimmt. 

Endlich betrachten wit den Fall, wo in X 0 ein Glied tier Form 

7r 
h Cos 2 ~-~ 

vorkommt. Ein solches Glied kann zwar nicht immer weggeschafft werden, 
aber doeh unter gewissen Bedingungen, die eben dem Probleme der drei 
K(~rper eigenthilmlieh sin& Hierzu geh0rt namlich, class der Coefficiefit h 
eine Gr(~sse zweiter Ordnung ist, sowie dass in der Function q'~ ein Glied 
derselben Form vorhanden ist. Nennen wir den Coefficienten dieses Gliedes 
p, so ist die Constante C~ so zu bestimmen, dass der Coefficient yon 

~r in der Entwicklung yon Cos 2 2R ~ 

h Cos 2 ~ x + vC, Cos2 ~-~ z dn ,~ 

verschwindet. - -  Es ist iibrigens leicht zu bewirken, dass ein solches Glied 
in der Function qJl vorkommt;  denn w~re es nicht vorhanden, so hatte 
man nut  n0thig, die urspri'mgliche Gleichung in der Gestalt 

d~y 
dr* + (a~ + p) Cos ,~v. y = X 0 + _p Cos ~v. y 

zu schreiben und a 2 + p statt a 2 in (~en nachfolgenden Formeln anzuwenden. 
Wit  haben jetzt gesehen, wie die im Vorhergehenden entwickelte 

Methode angewendet wird; in Bezug auf ihr Wesen und ihre Bedeutung 
ft'lr die Lssung des Problems der drei Ksrper seien mir noch einige Be- 
merkungen gestattet. 

Die Glieder, die wir zu vermeiden beabsichtigten, sind als dadurch 
entstanden anzusehen, dass eine gew!sse Grssse gleich Null geworden ist. 
Das Glied x Sin x entsteht z. B. dadurch, dass die Grosse 3 in dem Aus- 
drueke 

"Sin zfCos 3x. d .  

verschwindet. Diesein entsprechend ist auch das Mitte], solche Glieder zu 
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vermeiden, hier gefunden worden. Denn die Lam6'schen Gleichungen, yon 
welehen wit vorhin eine in Anwendung braehten, sind specielle FMle yon 
Mlgemeineren Gleichungen, welche yon Herrn Hermite zuerst integrirt wor- 
den sind. Die bier benutzten Gleichungen entstehen aus den allgemeinen 
dadurch, class der yon Hermite init o9 bezeichneten Grt~sse gewisse Special- 
werthe zuertheilt werden, n~mlich 0, K und K +  iK'. Ueberhaupt ]assen 
sich fftr den hier verfolgten Zweck geeignete Gleichungen finden, indela 
man die Grtisse c in dem Ausdrucke 

/ c - c  
y-- leJo + e 

wo z eine Function yon x bedeutet, in Null ~bergehen l~sst. Bekanntlich 
lassen sich die IntegrMe vieler Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
durch eine solche Form darstellen. Dutch die ~ngedeutete Specialisirung 
geht dieselbe, jedoch nicht immer, in solche ~;lber, welche wir im Vorher- 
gehenden betrachtet haben. 

Umgekehrt a ber kOnnte man, gerade an diese Bemerkung ankni~pfend, 
vermuthen, dass unser Zweck in mehr directer Weise erreicht werden wt~rde, 
wenn man die Grtisse c nicht gleich Null setzte, sondern derselben e~nen 
endlichen, wenn auch kleinen Werth g~be. Dass dieser Punkt genauer, als 
bisher gesehah, untersucht werden muss, ist sicher.; indessen hat es doch 
den Anschein, .ds ob die Vortheile mehr auf Seite der soeben vorgetra- 
genen Methode liegen. 

Die Herstellung der Form, bei der das Argument ausserhalb der tri- 
gonometrischen Functionszeichen nicht heraustritt, ist indessen yon durch- 
greifender Bedeutung fiir die Lt~sung des Problems der drei K(~rper. 
Glieder, die man, ohne diese Form zu erhalten zu suchen, zusammen- 
sehlagen konnte, lassen sieh nicht mehr vereinigen. Die Glieder 

ACosx+BCos[(1 + 3 , ) z + D , ]  + CCos[(1 + 3~)z+D~]+ . . . . .  , 

wo 31, 32 . . . .  kleine Grsssen erster Ordnung bedeuten, konnte man z. B. 
in der Weise vereinigen, dass man naeh den Potenzen yon diesen Grsssen 
entwickelte und bloss die von den ersten Potenzen abh~ngigen Glieder 
beibehielt. Die Summe wurde alsdann auf nur zwei Glieder reducirt. 
Indem aber nun eine derartige Entwicklung vermieden werden soll, ver- 
zichtet man selbstverstandlich auf die entsprechende Vereinfachung. Die 
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obigen Glieder lassen sich aber in anderer Weise zusammenziehen, indem 
man namlich neue Functionsf0rmen bildet. Wir setzen: 

7] Cos ~ = A + B Cos (~,~ + D,) + C Cos (o~z + D.~) + . . . .  

7/Sin ~r = --  B Sin (3~z + D, ) --  C Sin (3.~;c + D~)  . . . .  . . . .  

und erhalten die obige Summe (lurch den Ausdruck 

~2 Cos (z -- = j 
representirt. 

Die Grsssen. 7] und 7: sind jetzt Functionen von x, die sich sehr 
langsam ~ndern, well die Grsssen 3~, o~, . . . .  sehr klein sind. Verschwin- 
den diese Grossen ganz und gar, so gehen jene Functionen in Constanten 
t~ber, und in der That entsprechen sie Integrationsconstanten, wenn die 
stSrende Masse gleich Null wird. Die Integrationsconstanten der Differen- 
tialgleichungen des Problems .der drei K(~rper sind aber nicht Special- 
werthe jener Funetionen, sondern slnd theils in den Coefficienten A, B, 
C , .~ . .  enthalten theils in den Bogen D1, D~, . . . .  Dadurch, dass wir die 
vollstandige Form beibehalten, kommen wir aber in die Lage, den Begriff 
einer absoluten Bahn bilden zu k0nnen, d. h. einer Bahn, deren Elemente 
absolute Constanten sind. Die Abweiehungen der wirklichen Bewegungen 
yon dieser Bahn sind immer kleine Grossen v o n d e r  Ordnung der stS- 
renden Kr~fte. 


