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1. Die Configuration (126, 16~), welche zuerst bei den Aehnlich. 
keitspunkten yon vier Kugeln bemerkt wurdc,(1) steht in engen Beziehun- 
gen zum Fianfflach und zum raumlichen Ft~nfeck. Einerseits n'~mlich 
bilden die sechs Punkte, in welchen die Kanten eines Tetraeders _/I von 
einer Ebene s geschnitten werden, mit denjenigen sechs Punkten, welche 
yon ihnen (lurch je zwei Eckpunkte harmonisch getrennt sind, die 12 
Punkte einer Cf. (126, 163) ; die 12 Ebenen derselben bestehen aus den 
vier Tetraederfli~chen, der Ebene s und den sieben Ebenen s', welche yon 
e dutch je zwei Gegenelemente des Tetraeders harmonisch getrennt sin& 
Anderseits bi]den die sechs Ebenen, (lurch welche die Kanten eines Te- 
tra~ders ,::i~ aus einem Punkte P projicirt werden, mit denjenigen sechs 
Ebenen, welche yon ihnen durch je zwei Tetraederfl~chen harmonisch ge- 
trennt sind, die 12 Ebenen einer Cf. (128, 16~), und zwar bestehen deren 
12 Punkte aus den vier Eckpunkten yon /11, dem Punkte 19 und den 
sieben Punkten P', welche yon P dutch je zwei Gegenelemente des Te- 
traeders harmonisch getrennt sind. Wenn P sich be~vegt, so beschreiben 
die acht Punkte P'  und P acht collineare, involutorisch liegende Ri~ume. 
Zwei so construirte Configurationen (12~, 163) konnen collinear oder rcci- 
prok auf einander bezogen werden, indem man die sie bestimmenden 

(~) Vg]: Poncelet~ Traitd des propridtds projectives des figures~ 1822: p. 409. 
Aeta mathemattca. I. 13 
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Tetraeder und Punkte oder Ebenen als homologe Elemente einander zu- 
weist; dean harmonische Gebilde gehen durch eotlineare oder reciproke 
Transformationen allemal wieder in harmonische Gebilde fiber. Wir wollen 
zun~chst zeigen, dass jede Cf. (12G, 16~) auf beide Arten eonstruirt werden 
kann und dass folglich aus einer solehen Cf. alle fibrigen durch collineare 
sowohl als auch (lurch rcciproke Transformationen ableitbar sin(]. 

2. Die drei Ebenen einer Cf. (12~, 168), welche durch eine ihrer 
16 Geraden g gehen, enthalten zusammen alle 12 Cf.-Punkte, namlich 
ausser den drei auf g liegenden noch je drei ausserhalb g befindliche. 
Zu der Cf. gehsrt folglich jede Ebene, welche eine Gerade und einen 
Punkt oder auch zwei Gerade der C£ verbindet, ebenso aber jeder Punkt, 
in welehem eine Gerade und eine Ebene oder zwei Gerade der Cf. sich 
schneiden. Eine Ebene enthi~lt deshalb hsehstens vier Cf.-Gerade; dieselben 
mt'~ssen sich in ihren 6 Cf.-Punkten schneiden, und keine drei von ihnen 
gehen dutch einen Punkt, weil sonst die Ebene mehr als sechs Cf.-Punkte 
enthalten wt]rde. Jede Cf.-Ebene wird yon mindestens zwslf Cf.-Geraden 
geschnitten, und zwar in jedem ihrer sechs Punkte yon h(ichstens zwei, weil 
sonst durch den Punkt mehr a ls sechs Cf.-Ebenen gehen wtlrden. Also 
liegen ausserhalb jeder Cf.-Ebene genau zwolf C£-Gerade und in ihr vier 
Gerade und sechs Punkte der Cf.; letztere bilden zusammen ein vollstan- 
diges Vierseit, in dessen Eckpunkten die Ebene yon je zwei der fibrigen 
12 Geraden geschnitten wird. Ebenso gehen durch jeden Punkt der Cf. 
vier Gerade und sechs Ebenen derselben, und zwar bilden dieselben ein 
vollstandiges Vierkant, dessen Ebenen je zwei der t'tbrigen 12 Cf.-Geraden 
projiciren. 

3. Zwei beliebige Ebenen der Cf. (12c, 163) schneiden sich entwecter 
in einer Cf.-Geraden oder in einer ))Diagonale)) der Cf., welche zwei und 
nur zwei Punkte derselben verbindet; denn jede Cf.-Gerade der einen Ebene 
hat mit der andern einen Cf.-Punkt gemein (2.). Jede Cf.-Ebene sehneidet 
folglich acht dec l l (]brige~l paarweise in ihren vier Cf.-Geraden und 
die drei letzten Cf.-Ebenen in den drei Diagonalen ihres Cf.-Vierseits; sie 
bildet mit diesen letzteren drei C£-Ebenen ein Tetra(~der J, dessen Kanten 
aus seehs Diagonalen der Cf. bestehen. Da die drei Diagonalen eines 
Vierseits sieh gegenseitig harmoniseh theilen, so sind die 12 Punkte der 
Cf. paarweise harmoniseh getrennt dureh die Eekpunkte des Tetra~ders d; 
sie konnen folglieh auf die oben (1.) zuerst angegebene Art eonstruirt 
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werden mittelst des Tetraeders d und irgend einer der iibrigen acht Ci:- 
Ebenen z. Die 12 Ebenen tier Cf. (12~, 16~) bilden drei verschiedene 
Tetraeder /I, deren 18 Kanten dutch je zwei der 12 Cf.-P.unkte harmonisch 
getheilt werden. Jede Fl~che eines "beliebigen dieser Tetraeder schneidet 
die Fli~chen und Kanten der beiden anderen paarweise in vier Geraden 
und seehs Punkten der Cf., und jede Kante desselben schneider zwei paar 
Gegenkanten der andern in zwei Cf.-Punkten. Die drei Tetraeder d bilden 
demnach ein ))desmisches System)),(1) und je zwei von i hnen liegen auf 
vierfache Art perspectiv beziiglich der vier Ebenen des dritten. Durch 
die 16 Cf.-Geraden geht ein Bi;tschel yon Flachen vierter Ordnung, welehe 
(tie 12 Cf.-Punkte zu Doppelpunkte.n haben; drei dieser Fl'achen zerfallen 
in die Ebenen der drei Tetraeder ~. 

4. Auf analoge Weise bilden die 12 Punkte der Cf. (12~, 16a)drei 
Tetra~der 31, dutch deren Flgchen die Ebenen der Cf. paarweise harmonisch 
getrennt sind. Aus jedem derselben und einem der fibrigen acht Cf.- 
Punkte P kann die Cf. auf die zweite der angegebenen Arten (1.) con- 
struirt uerden; jedes dieser drei J~ ist folglich Poltetra5der yon doppelt 
unendlich vielen Fli~chen zweiter Ordnung, welche den beiden andern 
umschrieben werden k(~nnen. Aus jedem Eckpunkte eines beliebigen dieser 
drei 3~ werden die Eckpunkte und Kanten der beiden t'tbrigen paarweise 
durch vier Gerade und sechs Ebenen der Cf. projieirt; je zwei der drei 
Tetraeder zl~ liegen demnach perspectiv bezt'~glich der Eckpunkte des drit- 
ten. DiG drei A1 haben wie die drei A die 18 Diagonalen der Cf. zu 
Kanten. und bilden gleiehfalls ein desmisches System; jedes J1 hat mit 
jedem ~ zwei Gegenkanten gemein. Die 24 Eckpunkte, 2~ Ebenen und 
18 Kanten der sechs Tetra(~der A und J~ bilden die von Herrn Vietor(~) 
untersuehte ))harmonische)) C£. (249, 184), deren 18 Geraden mit je vier 
harmonischen Punkten und je vier harmonischen Ebenen derselben inci- 
dent sind. 

5. Ats Repr~sentant der Configurationen (12G, 16~) kann die Wi~r- 
felconfiguration betraehtet werden, welche ausser den 8 Eckpunkten, 12 

(1) Nach der Ausdrueksweise des Herrn Cyparissos Stephanos im Bulletin des sciences 
math. et astr.~ 2 e sdrie t. III~ 1879. Veronese (Sopra alcune notevoli configurazioni... 
in den Memorie della R. Accad. dei Lincei~ 1880--81) nennt sic ))tetraedri fasciali)). 

(~) Victor in den Beri0hten tiber d. Verhdlgn, d. naturf. Gesellsch. zu Freiburg i. 
Br. VIII. 2, !882, 
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Kanten und 6 Fl~chen eines Wfirfels noch dessen Mittelpunkt M, die 
durch M gehenden 4 Diagonalen und 6 Diagonalebenen und die drei 
unendlich fernen Kantenpunkte enthMt (Fig. 1). Die drei Tetraeder A 
dieser Cf. werden gebildet yon je zwei parallelen. Flachen und den beiden 
zu ihnen normalen Diagonalebenen des Wi~rfels. Die drei unendlich 
fernen Kantenpunkte bilden mit M das eine der drei Tetraeder /.11; ,die 
beiden anderen werden yon je vier Eckpunkten gebildet, die auf den 
quadratischen Wi;lrfelflachen einander gegentiber liegen, und ihre Kanten 
sind die 12 Diagonalen dieser 6 Quadrate (Fig. 2). M Die Configurationen 
(12~, 168) werden auch reprasentirt durch diejenige des regulareli Oc- 
taeders, welche aus dessen 8 Flachen, 12 Kanten und 6 Eckpunkten, den 
3 Diagonalebenen, der unendlich fernen Ebene und den unendlich fernen 
6 Punkten und 4: Geraden der Kanten und Flachen besteht (Fig. 3). Wir 
bezeichnen die (12~, 163) als Hexaeder- oder Octaeder-Configurationen, 
well sie sowohl collinear als auch reciprok in diejenigen des Wt~rfels und 
des regulhren Octaeders transformirt werden ksnnen (1.). 

6. Die 12 Flachen der drei Tetraeder zJ 1 einer Wnrfelconfiguration 
geh0ren zu der Cf. (126, 1.63) eines regularen Oetaeders, welches die Mit- 
telpunkte der sechs Worfelflachen zu Eekpunkten hat (Fig. 2); sie bilden 
die drei mit jenen /I 1 identischen Tetraeder /I dieser Octa~derconfiguration, 
aus welcher ganz ebenso wieder die Wfirfelconfiguration abgeleitet werden 
kann. Ueberhaupt geh0rt zu jeder Cf. (12~, 16~) eine andere ihr drei- 
faeh um- und eingeschriebene, so dass. die Tetraeder ~ oder ~/1 der ersteren 
mit den Tetraedern AI resp. ~ der letzteren identisch sind, also durch 
jeden Punkt der einen drei Ebenen der andern C£ gehen und in jeder 
Ebene der einen drei Punkte der andern liegen. Die 24 Punkte und 24 
Ebenen yon zwei so zusammengehSrigen Configurationen bilden mit ihren 
18 Diagonalen, d. h. mit den 18 Kanten ihrer Tetraeder ,J und A~ wie- 
derum die harmonische Configuration (249, 184). Letztere sowie jede der 
beiden Cff. (126, 16~) ist sich selbst zugeordnet in den 24 centrisch- in- 
volutorischen Systemen, welche je einen Eekpunkt der Tetraeder A und A1 
zum Involutionscentruin und die gegent~berliegende Ebene zur Involutions- 
ebene haben. 

7. Um zwei Configurationen (126, I6s) reciprok auf einander zu 
beziehen, kann man f~inf Punkten P der einen, yon welchen die vier 
ersten eines ihrer Tetraeder A~ bilden, beziehungsweise fanf Ebenen e der 
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andern, yon welchen .die vier ersten ein Tetraeder /1 derselben bilden~ als 
entsprechende zuweisen (1.). Da nun die letztere Cf. drei Tetraeder A enth•lt 
und jedes derselben durch 24 Permutationen seiner 4 Ebenen ~ darstellbar 
ist, ausserdem abet die fiinfte Ebene e der Cf. acht verschiedene Lagen 
annehmen kann, so ergiebt sich: Zwei beliebige Configurationen (126, 163) 
k0nnen auf 3.24.8-----576 verschiedene Arten reciprok und ebenso oft 
collinear auf einander bezogen werden.(1) - -  Eine Cf. (126, 16~ ) ist in 
zw•lf verschiedenen Nu]lsystemen sich selbst zugeordnet; man erhalt zwei 
derselben, wenn man irgend z~:ei sich schneidenden Cf.-Geraden diejenigen 
beiden zu ihnen windsehiefen zuordnet, deren Schnittpunkt in der Ebene 
der ersteren liegt. Um diese 12 Nullsysteme hbersichtlich darstellen zu 
ksnnen, bezeichnen wir die Punkte und Ebenen der Cf. auf folgende Art. 

8 .  Ski iklm irgend eine Permutation yon 1 2 3 4. Wir bezeichnen 
dann die Punkte der Cf. (126, 16~) dureh die zwolf Ziffernpaare ik, und 
yon ihren Ebenen vier durch die Ziffern i ~ 1, 2, 3, 4, die fibrigen acht 
durch die Ternen ikl oder deren cyclische Permutationen, und zwar so, 
dass die drei Tetraeder /I I yon den Punktenquadrupeln: 

12 21 34 43, 13 24 31 42 und 14-23 32 41 

gebildet werden, die drei Tetraeder d aber von den Ebenenquadrupeln: 

1 2 3 4, 234 143 124 132 and 432 134 142 123. 

Die Punkte ik, il, im liegen in einer C£-Geraden (vgl. Fig. 1 und 2); 
ebenso die Punkte ik, li, mi. Die sechs Punkte: 

ik, il, im, ki, li, mi liegen in der Ebene i, und 

ik, il, im, lm, mk, kl liegen in der Ebene klm ~ lmk ~ mkl; 

die sechs Ebenen i, ikl, ikm, k, klm, kml gehen demnach dutch den Punkt 
i k .  Von den 18 Diagonalen ik ki und ik lm der Cf. schneiden sich ik ki, 
kl lk und li il in einem Eckpunkte der drei Tetraeder z], ebenso ik lm, 
kl im und li km; der letztere Eckpunkt liegt der Ebene lki und der erstere 
der Ebene m gegeniiber, beide sind in Fig. 3 ebenso bezeichnet wie diese 
ihre Gegenebenen. Die Schemata: 

(i) Dieser u n d  der folgende Satz wurden bereits yon Herrn Vietor~ welehem ieh sie 
vor l~/i Jahren mi~theilte~ a. a. O. veriiffentlicht. 
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ki kl km und ki kl km 

lk li lm lk il ml 

mk ml mi mk Im im 

reprasentiren die 9 .Cf.-Punkte, welehe ausscrhalb der Geraden i k i l  im 

resp. ik li mi liegen, zugleieh aber durch ihre 3 Zeilen und 3 Spalten die- 

jenigen seehs Cf.-Geraden, welche diese resp. Geraden nieht schneiden. 

Die 9 Punkte,  6 Geraden und 9 Ebenen der C£ (126, 163), welche mit  
einer beliebigen Cf.-Geraden nicht incident sind, liegen hiernach in einer 

Flache zweiten Grades und bilden eine Cf. (9~, 6~). 

9. Die zwslf Nullsysteme A~, B~, Q, in welchen die Configuration 

(126, 16~) sich selbst zugeordnet  ist, lassen sieh nun durch folgende Ta- 
belle darstellen: 

1 2 3 ,i 234 143 124 132 432 t34 142 123 

C 3 

c, 

12 21 34 43 

21 12 43 34 

12 21 43 34 

21 12 34 43 

13 24 3l 42 

31 42 13 24 

13 42 31 24 

31 24 13 42 

14 23 32 41 

41 32 23 14 

14 32 2 3  41 

41 23 32 14 

13 24 31 42 

42 31 24 13 

14 23 4l 32 

23 14 32 41 

14 23 32 41 

23 14 41 32 

12 43 34 21 

34 21 12 43 

12 21 34 43 

34 43 12 21 

13 31 24 42 

42 24 31 13 

14 23 32 41 

32 4I 14 23 

13 24 42 31 

24 13 31 42 

12 21 34 43 

43 34 21 12 

14 41 32 23 

32 23 14 41 

13 24 31 42 

24 13 42 31 

12 34 21 43 

43 21 34 12 

Aus derselben ist ersichtlich, dass z. B. in dem Nullsysteme C~ den 

Ebenen l,  2, 3, 4, 234, . . . . .  , 123 die resp. in ihnen liegenden Punk te  

14, 32, 28, 41, 13, . . . . .  , 43 zugeordnet  sind, und fo]glich den vier 

Geraden 21 24 28, 12 31 417 34 42 14, 43 13 32 die resp. Geraden 

34 31 32, 43 24 14, 21 13 41, 12 42 23, withrend die t~brigen acht 
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Cf.-Geraden in C~ sich selbst zugeordnet sind. In jedem der zwSlf 5tull- 
systeme sind acht Cf.-Gerade sich selbst und die abrigen acht paarweise 
einander zugeordnet. Die beiden Nullsysteme eines jeden der sechs Paare: 

A,A~, B,B,, C, C2, A3A~, B3B,, C3C , 

stehen zu einander in solcher Wechselbeziehung, dass die acht Cf.-Geraden, 
welche in einem yon ihnen paarweise einander zugeordnet sind, acht sich 
Selbst zugeordnete ))Leitstrahlen)) des andern bilden (vgl. 13.). 

10. Die vier Nullsysteme Ai sind paarweise involutorisch und be- 
stimmen zu zweien sechs geschuart-involutorische Systeme AiAk und zu 
dreien vier raumliche Polarsysteme A~A~A,,,(1) in welchen die Cf. (126,163) 
sich selbst zugeordnet ist. Namlich die Null punkte oder Pole einer be- 
liebigen Ebene und die Nullebenen eines jeden Punktes bezfiglich der Sy- 
steme At, Ak oder A~, A~, A,, sind einander zugeo~dnet in dem involu- 
torischen Systeme A~Ak resp. conjugirt in dem Polarsysteme AkA~A m. Das 
involutorische System A~A 3 z. B. enthMt die Punktenpaare 12 21. 42 14. 
3I 23. 24 4t.  13 32 und seine Involutionsaxen gehen durch 34 und 43; 
das Polarsystem A~A~A~ hat die beiden Pottetraeder 14 23 42 31 und 
41 32 24 13 und seine Ordnungsflache enth~lt die Schaar gemeinschaftlicher 
Leitstrahlen der Nullsysteme A2, A~, A 4 und die drei paar Involutions- 
axen von A3A4, A~A: und A~A~, insbesondere auch die Leitstrahlen 12 21 
und 34 43; durch letztere und durch die Involutionsuxen yon A.~A 3 geht 
auch die Ordnungsflache des Polarsystems A~A~A.~, yon welchem 14 32 42 13 
und 41 23 24 31 zwei Poltetraeder sin& Die inv~)lutorisclaen Systeme 
A~Ak und AzA., bestimmen zusammen alas System A~A2A3A4, von welchem 
12 21 und 34 43 die Involutionsaxen und 13 31, 14 41, 23 32, 24 42 
vier Punktenpaare sind, und ebenso bestimmen yon den drei Systemen 
AIA2, BIB2, Ct6 ½ (reap. A3A4, B~B,, C~C4) je zwei das dritte; n,.trnlich 
je zwei Punkte, welche in zwei dieser Systeme einem beliebigen Punkte 
zugeordnet sind, sind in dem dritten Systeme elnander zugeordnet. Durch 
die letzteren beiden Gruppen yon je drei Systemen werden die Punkte 
der Cf. (l 2~, 163) zu vieren so grupI)irt: 

12 21 34 43, 13 42 31 24, 14 32 41 23; 

(') Vgl. F. Klein, Math. Annalen II S. 1 9 9 ~ 2 2 6  und meine DGeometrie der Lager 
II, 2 Aufl.~ S. 256. 



104 Th. Reye. 

diese drei Quadrupel A 1 sowie die 3 Tetraeder 3 sind Poltetraeder eines 
raumlichen Polarsystems, in welchem die Cf. (126, 163)der zu ihr ge- 
hsrigen Cf. (126, 168) zugeordnet ist, und dessen imaginare Ordnungs- 
flache die Involutionsaxen der zweimal drei ~ystemeS und die gemeinschaft- 
lichen Leitstrahlen der einen und der anderen Gruppe enthMt (vgl. 16.). 

l l. Die zwslf Nullsysteme Ai, Bi, C~ bilden die folgenden neun 
Gruppen yon je vier involutorischen Nullsystemen: 

A1A~AsA,, AIA~B~B4, AIA~CsC4, BIB~AsA~, B1B2BsB,, 
BIB, GaG4, C1C2A3A4, CIC~B~B4, C10,CsC4. 

Von jeder dieser Gruppen gilt dasselbe, was soeben von A I A , A ~ A ,  be- 
merkt wurde; ein heliebiges der zw01f Nullsysteme liegt also mit sieben 
anderen involutorisch. Die 12 Nullsysteme bestimmen demnach zu zweien 
"-~ = 42 und zu vieren 9, im Ganzen also 5 l geschaart-involutorische Sy- 
sterne, zu dreien aber 9 .4  ~-36 Polarsysteme, in denen die Cf. (12,, 168) 
sich selbst zugeordnet ist. Neun der 51 involutorischen Systeme haben 
je zwei Gegenkanten der Tetraeder A~ zu Inv01utionsaxen,. sechs andere 
mit imagin~ren Axen werden durch das Schema der Punktenpaare: 

ik ki. lm ml. il ink. li kin. im lk. mi kl 

dargestellt und die abrigen 36 durch das Schema: 

ik ik. ki ki. Im ml. mk lcl. lk km. mi il. li ira. 

Die Ordnungsflachen der 36 Polarsysteme sind alle reell und geradlinig; 
dutch je zwei Gegenkanten der 3 Tetraeder A~ gehen vier yon ihnen (I0,). 
Wahlt man yon zwei dieser Tetraeder je zwei Eckpunkte, Wie 12 21 und 
13 24, deren Verbindungslinien sich nich~ schneiden, so bilden diese und 
die fibrigen vier Eckpunkte zwei Poltetraeder 12 21 13 24 und 34 43 31 42 
yon einem der 36 Polarsysteme (vgl. !0.). Andere Polarsysteme, in wel- 
chen die Cf. (12, 6, 16~) sich selbst zugeordnet ware, existiren nicht. 

12. Die gemeinschaftlichen Leitstrahlen der drei Nullsysteme A~, B~, 
C a bilden keine Regelschaar, sondern eine lineare Congruenz A1B1C 1, 

welche die vier windschiefen Cf.-Geraden 

12 13 14, 21 24 23, 34 31 32, 43 42 41 
a 

enthMt und durch dieselben bestimmt ist. Die drei Nullsysteme liegen 
folglich in einem Basehel, d. h. die drei Nullpunkte einer beliebigen 
Ebene liegen in einer Geraden und die drei Nullebenen eines jeden Punktes 
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gehen durch eine Gerade der Congruenz. Uebrigens sind durch diese 
3 Nullsysteme die Punkte und Ebenen des Raumes in Tripeln einander 
zugeordnet, wie 12, 18, 14 und 1, 234, 432 oder 21, 24, 23 und 2, 
143, 134, sodass die Nullpunkte der drei Ebenen eines Tripels in drei 
cyclischen Permutationen das zugeordnete Punktentripel bilden. Ganz 
das Gleiche gilt yon den Nullsystemen der acht Tripel: 

A,B,C~, A,B,C~, A,B,C,,  A,B,C~; A3BsC~ , A~B,C,, A,B~C,, A,B, Cs, 

wie aus der obigen Tabelle ersichtlich ist. Die Nullpunkte einer Ebene 
in den drei paar Nullsystemen A~, A2; B 1, B2; Q,  C~ bilden folglich 
die drei paar Gegenpunkte eines vollsti'mdigen Vierseits, dessen Seiten den 
vier, Congruenzen A~B~C~, A,B~C~, A2B1C2, A2B2C~ angeh0ren; ebenso 
bilden ihre Nulli)mikte bezfiglich der t~brigen sechs Nul]systeme ein voll- 
st~indiges Vierseit und die Nullebenen eines beliebigen Punktes ein votl- 
standiges Vierkant.  Dutch die sechs Nullsysteme A~B~C~A~B~C: werden 
die Punkte und Ebenen des Raumes zu Hexa(~der-Configurationen (126, 163) 
gruppirt, deren 16 Geraden zu vieren den erwahnten vier Congruenzen 
angehoren. Jeder Ebene einer solchen Cf. sind in den 6 Nullsystemen 
die 6 in ihr liegenden C£-Punkte zugeordnet, ferner in den 4 Tripeln 
A I B  1C1, AIB2C~, A~BIC2, A~B2C ~ die vier paar anderen durch ihre Cf.- 
Geraden gehenden Cf.-Ebenen, und in den 3 involutorischen Systemen 
AIA~, B~B2, C~C~ die noch t~brigen drei Cf.-Ebenen. Analoges gilt yon 
jedem Punkte einer solchen Cf. Durch die sechs Nullsysteme AsB3C'sA4B4C 4 

werden die Punkte und Ebenen des Raumes ebenfalls zu Hexasder-Con- 
figurationen gruppirt, die aber yon den vorigen verschieden sin& 

13. Die acht linearen Congruenzen der eben besprochenen Tripel 
werden durch folgende Tabelle _fibersichtlich dargestellt: 

A1B, C1 

A1B~C~ 

A~B,C 2 

A2B.~C1 

A 3 B 3 C 3 A 8 B, C 4 A I B s C, A 4 B 4 C 3 

12 13 14 
21 42 32 
43 31 23 
34 24 41 

21 24 23 
12 31 41 
34 42 14 
43 13 32 

34 31 32 
43 24 14 
2I 13 41 
12 42 23 

43 42 41 
34 13 23 
12 24 32 
21 31 14 

Die vier Geraden, welche mit einem der Tripel A B C  in derselben Zeile 
oder Spalte verzeichnet sind, bestimmen die zugehorige lineare Congruenz. 
Zugleich ist aus der Tabelle ersichtlich, welche acht Cf.-Geraden in jedem 

A c t a  m a t h e m a l i c a .  I .  14 
i 
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der zwslf Nullsysteme sich selbst und welche acht paarweise einander zuge- 
ordnet sind (9.); z. B. in C 1 sind die Geraden der ersten und der vierten 
Reihe (A~B1C ~ und A2B2C~) sich selbst und die iibereinander stehenden der 
zweiten und dritten Reihe einander zugeordnet, in A, dagegen sind die Gera- 
den der dritten und vierten Spalte (A4B~C 4 und A4B, C3 ) sich selbst und die 
nebeneinander stehenden der ersten und zweiten Spalte einander zugeord- 
net. Jede der 16 Cf.-Geraden schneidet nut diejenigen sechs anderen nicht, 
welche mit ihr in derselben Zeile oder Spalte der Tabelle verzeichnet sind. 
Wclche Ebcne cinem beliebigcn Cf.-Punktc in jedem der 12 Nullsysteme 
zugeordnet ist, lehrt ~uch diese Tabcllc; z. B. dem Punkte 12 ist in B 4 
und zugleich in C~ die Ebene 124 der Geraden 12 31 41 und 12 24 32 
zugeordnct, well letztere yon B 4 und C 2 zwei Leitstrahlcn sind. 

14. Welche yon den 18 Kantcn der Tetra(~der .d und A~ in jcdcm 
dcr 12 Nullsysteme sich sclbst, und welche cinander zugcordnct sind, 
ersicht man aus folgender Tabellc: 

A] 

B 

A s 

12 21, 34 43 
14 23, 41 32 
13 24, 31 42 

A, 

B: 

14 32, 41 23 
13 31, 24 42 
12 34, 21 43 

B4 

C3 

13 42, 31 24 
12 43, 21 34 
14 41, 23 32 

c, 

A 2 

B~ 
Q 

J(:des der Nullsysteme A,, B~, Q hat diejenigen drci paar Tctra(~derkanten 
zu Leitstrahlen, welchc mit ibm in derselben Zeile oder Spalte vcrzeichnet 
sind; dic l~brigcn 12 Kanten sind paarweise cinander zugcordnet, und 
zwar in A~, B~ oder C 1 die t'~bcrcinander, in A~, B 2 oder C 2 di(' i'lber- 
krcuz stchcnden, z. B. in C 1 die Kantcn 12 21 und 14 23, 34:43 und 
41 32, cet. und in C 2 die Kanten 12 21 und 41 32, 34 43 und 14 23, 
14 32 und 24 42, cet. Ebenso sind in A 3 die Kanten 14 32 und 13 42, 
41 23 und 31 24, 13 31 und 12 43 cet. einander zugeordnet, in A 4 
dagegen 14 32 und 31 24, 41 23 und 13 42 u. s. w . - - V o n d e n n e u n  
]?aaren Gegenkanten der Tetra(~:der d~ sclmeidet ein jedes nur diejenigen 
vier Kantcnpaarc nicht, welche Iait ihm in einer Reihe oder Spaltc der 
Tabelle verzeichnet sind; diese vier paar Gegenk~ntcn aber liegen allemal 
auf einer Flache zweiter Ordnung, weiI vier der 8 Kanten die fibrigen 
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vier schneiden. Beziaglich der neun Flachen zweiter Ordnung, welchc. 
hiernach durch je acht der 18 Tetra0.derkanten gehen, ist die Cf. (12~, 16~) 
der zu ihr geh0rigen Cf. (12G, 16~) und die aus beiden gebildete har- 
monische Cf. (249, 184) sieh selbst zugeordnet. 

15. Es giebt sechs und nur sechs Nullsysteme, in welchen eine Cf. 
(12~, 16,) der zu ihr gehSrigen Cf. und £olglich jedes ihrer Tetraedcr A, 
und A sich selbst zugeordnet ist; man erhMt sines derselben, wenn man 
zwei windschiefen Tetraederkanten ihre Gegenkanten zuordnet. Die letzte 
Tabelle (14.) repri~sentirt auch diese sechs Nullsysteme, indem jede ihrer 
3 Zeilen und 3 Spalten yon einem der Nullsysteme drei Paare einander 
zugeordneter Geraden aufweist; die iibrigen 12 Kanten sind Leitstrahlen 
desselben. ~ Wit wollen-mit (ik) die Ebene bezeichnen, welche in einem 
der Tetraeder A~ dem Eckpunkte i/c gegeniiberliegt, sodass also (ik)die 
drei Punkte ki, lm und ml verbindet und in ik die drei Ebenen (ki), (Ira) 
und (ml) sich schneiden. Die seehs neuen Nullsysteme k0nnen dann auch 
folgendermassen fibersichtlich dargestellt werden: 

A1A ~ 
B1B~ 
C, Co 
A3A 4 

B3B4 
C~C, 

(12) (21) (34) (43) (13) (24) (31) (42) (14) (23) (32) (41) 

21 12 43 34 
43 34 21 12 
34 43 12 21 
21 12 43 34 
34 43 12 21 
43 34 21 12 

42 31 24 13 
31 42 13 24 
24 13 42 31 
24 13 42 31 
31 42 13 24 
42 31 24 13 

32 41 14 23 
23 14 41 32 
41 32 23 14 
23 14 41 32 
32 41 14 23 
41 32 23 14 

Denn z. B. in dem Nullsysteme C~G sind den Ebenen (12), (21), (34), (43), 
(13), . . . . .  , (41) die resp. in ihnen liegenden Punkte 34, 43, 12, 2l, 
24, . . . . .  , 14 zugeordnet. Aus dieser Tabelle ist ersichtlich, dass die 
sechs Nullsysteme involutorisch sind; sie bestimmen zu zweien frmfzehn 
gesehaart-involutorische Systeme und zu dreien zehn Polarsysteme, und 
zwar ganz dieselben, wie die in gleicher Weise bezeichneten involutorisehen 
Systeme (10.). Beispielsweise bestimmen A1A 2 und B~B 4 das involutorisehe 
System AIA2B3B~, dagegen A1A, 2 und B~B 2 das System Cj C~. Neun von den 
15 involutorisehen Systemen haben je zwei Gegenkanten der Tetra5der fl~ zu 
Involutionsaxen (10, 1t.), die Axen der seehs abrigen sind imaginr~r (10.). 

16. Drei beliebige yon diesen seehs Nullsystemen bestimmen zu- 
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sammen dasselbe Polarsystem wie die drei tibrigen; z. B. die Nullsysteme 
B~B2, C~C~ and A3A 4 liefern ebenso wie B~B4, C.~C ~ and A~A 2 das Polar- 
system, yon welchem 12 21 34 43 ein Poltetraeder ist und dessen Ord- 
nungsflache durch die acht Kanten: 

31 24, 13 42, 14 32, 41 23; 31 42, 13 24, 14 23, 41 32 

der i:~brigen beiden Tetraeder zl 1 geht. Von den zehn Polarsystemen hat 
das durch AIA~, BIB ~ und C~C~ bestimmte die drei .J~ und die drei J zu 
Poltetraedern und seine Ordnungsfliiche ist im~gin~r; die Ordnungsflachen 
der neun i~brigen sind reell und gehen durch je vier paar Gegenkanten 
der /1 (vgl. 14.). Jede dieser l00rdnungsfiaehen ist ihre eigene Polare 
bez(~glich de rneun  iibrigen, well in einem beliebigen der l0 Polarsysteme 
die 18 Tetraederkanten theils sich selbst theils ihren Gegenkanten zu- 
geordnet sind. - -  Dutch die 6 Nu|lsysteme, l0 Polar- und 15 involu- 
torischen Systeme sind, wie Herr F. Klein a. a. O. zuerst bemerkt hat, 

? die Punkte und Ebenen des Raumes nach Kummer'schen Configurationen 
(16~, 120:) gruppirt, deren 120 Geraden aus je acht Leitstrahlen der 15 
involutorischen Systeme bestehen. 

17. Ausser derL soeben nachgewiesenen 10 Polarsystemen giebt es 
nur noch zweimal zw6lf andere, in welchen die zusammengeh0rigen beiden 
Cff. (126, 16~) einander zugeordnet sind. Dutch je sechs Punkte der 
einen oder' der andern Cf., welche ausserhalb einer Ebene s der Cf. liegen, 
geht die Ordnungsfl~che yon einem dieser 24 Polarsysteme; dieselbe be- 
ri~hrt in den sechs Punkten paarweise die 12 Kanten von zwei Tetraedern 
3 der Cf. und hat das dritte 3, welehem e angeh0rt, zum Poltetraeder. 
Bei der Cf. des regularen Octaoders z. B. ist die dem Octaeder mnschrie- 
bene Kugel eine der 24 Ordnungsfl'~chen (Fig. 2 und 3). Diese 24 Flachen 
sind alle reell, enthalten aber keine reellen Geraden. - -  Wir haben also eine 
Gruppe yon 24 und eine yon 10 Flachen zweiter Ordnung, in Bezug auf 
welche die beiden Cff. (12~, 16a) zu einander, und ausserdem eine Gruppe 
von 36 Flachen, in Bezug auf welche sie zu sieh selbst polar sind. Die 
Fl~chen einer jeden dieser drei Gruppen sind bez~glich einer beliebigen 
der 70 Flitchen theils zu sich selbst theils paarweise zu einander polar. 
Die harmonische Cf. (24.~, 1S4) ist, wie sich beweisen lasst, n u r  bezaglich 
dieser 70 t lachen zweiter Ordnung zu sich selbst polar, und in keinem an- 
deren Nullsysteme als den 1S oben angegebenen sich selbst zugeordnet. 

Strassburg ~/E, den 22 Oct. 1SS2. 


