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I. S u r  les f o n v t i o n s  u n i f o r m e s  d ' u n e  var iab le  x .  

1. Soit ~x) une fonction uniforme de la variable x ayant  un nombre 
fini de points singuliers a~, a ~ , . . ,  a,. Dans ie domaine du point singulier 
ak, cette fonction est repr6sent6e par une s6rie convergente de la forme 

/(~) = ~ A?)( ~ _ ~,)~; (k = 1, 2, . . . .  n); 

pour les valeurs de x dont le module surpasse le plus grand des modules 

des nombres al, a~ . . . .  a. ,  cette m~me fonction est reprdsentde par la 
s6rie 

Thdordme I. 

2 f ( ~ )  = .a~ 
y ~  - - a o  

Les nombres A (k~_~ et A 1 satisfont ~ la relation 

~A(k )  (1) A1 = ~-1. 
k=l 

(1) L a  plupart  des rdsultats contenus clans ee mdmoire ont dtd exposds dans un rod- 

moire prdsen~d 'h l 'Acaddmie des Sciences ]e 18 mars 1882. 
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En effet l ' int6grale ff( : r , )dx prise dans le sens positif le long d'une 

circonf4rence ayant  pour centre le point x = 0 et entourant les n points 

• , 

al, % . . . .  a~ est egale ~ 2rri A ~ ;  et, si l 'on pose a: = ~ ,  cette m~me 

int6grale se r6duit ~ l 'int6grale 

prise dans le sens n6gatif sur une circonf~rence entourant lc seul point 
singulier x ' =  O, int6grale qui est 6gale g 2~riA~. 

Remarque. La d6composition d'une fonction rationnelle R(x)en frac- 
tions simples r6sulte imm6diatement de l 'application du thdor~me I g la 
fonetion de $ [1- 

2. Soient Ca, 6'2, . . . .  6'. n eercles se coupant ou non, ayant  pour 
centres respectifs les points a~, a~ . . . .  a.. Appelons espace E la portion 
du plan des x ext4rieure g la lois g tous ces cercles; la ligne L qui 
limile cet espace E consiste en une ou plusieurs courbes ferm6es compos6es 
d'arcs de cercle. DSsignons par ~ ( x ) u n e  fonction de x uniforme dans 
l'espace E et n 'ayant  dans cet espace aucun point singulier. (Nous sup- 
posons par consdquent que le point x = oo n'est pas un point singulier 
de #(x)). 

Th6or~me II. 
forme 

La fonction #(x) est ddveloppable en une s&'ie de la 

(2) ~(,) = A + 
k ~ n  y ~  

k ~ l  ~ = 1  

convergente en tous les points de l'espace E. 
Pour d6montrer ce th6or~me, consid6rons l'int6grale 

1 ]d# 

prise sur le contour /J dans un sens tel que l'espace E soit ~ gauche du 
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point d6crivant $, les points x et x 0 6tant deux points queleonques de 
l'espace E. On voit immddiatement que cette int6grale est 6gale 

- 

Comme le contour d'int6gration L se compose d'arcs appartenant aux 
circonfdrences C1, C2, . . . .  C., l 'on aura 

k =n . ~ l  

~--~lJ  [ 1 .  1 ] d $  (3) 2zi [~(x) --  F(xo)] = ~($) $ Z_ x $ - -  z 0 

l'indice 6'~ indiquant que l'int6grale affeet6e de eet indite est prise le 
long des ares de la eirconfdrenee ~{ qui appartiennent ~ la ligne L. 
Pour toutes les valeurs de $ telles que 

(4) rood. ( S - - a , ) <  sk rood. (x - -ak) ,  ~k< l 

la fonction 1 __ de la variable 6: est d6veloppable en une sdrie unifor- 

m6ment convergente 
v~-ao 

1 - - V  (¢-Z -ak)~ 
(5) $ - -  • = Z.~ (o: --  ~)~ 

Or les valen.rs que prend ~ dans l'int6grale affect6e de l'indiee G satisfont 

~ l'indgalit6 (4); en remplagant , dans cette int6grale, 1 par le ddvelop- 

pement (5), la relation (3) devient la formule (2) oh l'on fait 

1 

C~ 

A~ k) ~ ~ _  1; a,y-, d$ 

3. Le thdordme prdcddent II est un eas particulier du suivant. 
Th6or6me III. Une fonction ~(x) holomorphe dans respace dt contour 

simple ou multil)le situd it l'extdrieur de n cercles de centres (ta, ~ ,  . . . . .  a,, 
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et ~ l'intdrieur de m cercles de centres b~, b~, . . . .  bm est ddveloppable, dans 
cette portion du plan, en une sdrie convergente de la forrae: 

h = l  v = l  k ~ l  u = l  

Ce th6or6me conduit '~ la dSmonstration dolm~e par M. Bourguet 
de l'cxpression 

k = l  

indiqu~e par M. Weierstrass pour une fonction uniforme ayant  n points 
singuliers a~, a2, . . . .  a. h distance finie et un point singulier ~ l'infini. 
Il suffit pour cela de supposer que les cercles de centres a~, a2, . . . .  a~ 
aient des rayons infiniment petits, que le hombre m soit ~gal h 1 et que 
le cercle correspondant ait un rayon infini. 

Remarque. Les d~veloppements en s~rie de fractions rationnelles qui 
font l 'objet des § 2 - - 3  conduisent ~ des consSquences intSressantes que 
j 'ai indiqu6es dana les Comptes Rendus des S~ances de l'Acad~mie des Sciences 
(Sdance du premier mai 1882). 

II.  ~$ur tes fonct ions  un i fo rmes  d'~tn po in t  analytiq~te (x, y). 

4. Soit 

(6) F(~, y) = 0 

une 5quation alg~brique irrdductible rep%sentant une courbe d'ordre m 
et de genre p. Je suppose que, par une substitution lin~aire t'on ait 
fait en sorte que le point x = c~ ne soit pas un point critique pour la 
fonction algdbrique y de la variable x; alors, quand x crolt ind~finiment, 

le rapport ~ tend vers m valeurs finies distinctes c 1 c2, . . . .  cm. 
X 

J 'appelle,  comme il est d'usage de le faire, point analytique (x, y) 
le syst~me form5 par une valeur quelconque at t r ibute £ x et par une 
des m valeurs correspondantes de y. Une fonction de ]a variable x sera 
dite fonction uniforme du point analytique (x, y) si cette fonction reprend 
la m~me valeur lorsque le point (x, y) d~crit un cycle quelconque. 
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Soit (d) b) un point nnalytique non critique; j ':lppelle domaine ~ du 
po in t  (a, b) l'ensemble des points analytiques que peut '~tteiudre le point 
(x, y) en partant  du point (a, b), :r restant nssujetti ~ l a  condition 

rood. (.~ -- a) < a. 

1 
Si le point a est g l'infini on remplacera dans cette dSfinition x - - a  par ~" 

Soit (a, b) un point critique; les valeurs de y qui devlennent 6gales 
b pour :r, == a se partagent en un certain nombre de syst&nes circulaires. 

J 'appelle domab~e ~ du point (a, b) relatif ~ un de ces syst&~es circMaires 
l 'ensemble des points analytiques que petit at.teindre le point (.r, y) cn 
partant de (a, b) avec une des valeurs de y n ppartenant g ce eyst~me 
circulaire, a~ restant assujetti g la condition 

rood. (~ -- ,)  = < a. 

5. P61es et points singuliers essentiels. - -  Soit (a, b) un point analy- 
tique non critique; il exqste un domaine 3 du point (a, b) dins  lequel 
il n 'y a pas de point critique. Une fonction uniforme f(x, y) du point; 
analytique (.r,, y) sera, dans ce domaine, tint fonction uniforme de x. 8i 
cette fonction uniforme de x est rdguli&e au point a, nous dirons que la 
fonction f(& y) du point analytique est r6guli6re au point (a, 1)). Si, au 
contraire, cette m6me fonction uniforme de x admet le point a pour p61e 
ou pour point singulier essentie], nous dirons que le point an~lytique 
(a, b) est un pble ou un point singulier essentiel de f(.v, y). 

Lorsqne la fonction f(:r., y) est rSguli&e au point (a, b), l 'on a dins 
un certain domaine o" < 0 de ce point 

lorsque le point. (a, b) est un p61c de f(x, y), l'on "~ (Inns un certain do- 
maine ~ ' < ~  de ce point 

f(x,  y) = E A~(z - -  a)~; 

le nombre positlf entler a e s t  appel5 degd du p6le (a, b)et  le coefficient 
Acta mathematlea. I. 17) 
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A_~ rdsidu reiatif  ~ ce p61e. Enfin, lorsque le point (a, b) est un point 
singulier essentiel de la fonetion f(x, y) et qu'en outre iI existe un do- 
maine 3 ' < 3  du point (a, b) dans lequel il n 'y a plus ni pSles ni points 
singuliers essentiels, on a, duns ce domaine 3' 

v = + a o  

f (a/, y) --- ~ A~(, -- a)~; 

duns ce cas, le point singulier essentiel sera dit point singulier essentiel 
isol~, et ]e coefficient A ~  sera appel6 rdsidu de la fonction f(x, y)relatif 
au point (a, b). 

Dans les d6finitions pr6c~dentes il faut remplacer (x - -a)  par 1_ 

quand a -~ o,v. 
Supposons mMntennnt que (a, b) soit un point critique de la fonction 

alg6brique y de .~ et considSrons un syst6me circulaire de q racines 
y~, y~ . . . .  yq se permutant  autour de ce point. Si l'on fait 

rq (7) x -~ a + z , 

ces q racines sont, duns un certain domaine du point (a, b) relatif au 
systSme circul'tire considSrS, reprSsent(.es par le m6me dSveloppement en 

p • 

s e i ' l e  

(8) 

y ~ o o  

y--_- ~ ,~.x ''~. 

Remplaqons, dans la fonction f(;r~, y), x e t y  par les expressions (7) et 
(S); f(.r, y) deviendra une fonction de la variable ~' uniforme duns un 
certain domaine du point x ' :  0. Nous dirons que la branehe de la 
fonction f(.r, Yi relative au syst(hne circulaire consid6r6 est r6guliSre all 
point (a, b), admet cc point pour pSle ou pour point singulier essentiel 
suivant que la fonction uniibrme de x' que nous venons de ddfinir est 
r~guliSre au point .~: '~ 0, admet ce point pour pble ou pour point sin- 
gullet  essentiel. 

Lorsque la branche consid6r6e de la fonetion f(x, y) est rdgulibre au 
point (a, b), on ~, duns un certain domaine du point x ' - - - 0  
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V = a o  

f (*, Y) = A~z'~; 

lorsque le point (a, a) est un p61e pour cette branche, on a, dane un 
certain domaine du point x ' =  0 

v = 4 - ~  

f( , ,  y) = ~_~ A j ' ;  
~ =  - - ( z  

le nombre entier positif a sera appeld degr6 du pble, et lc produit qA_q 
sera appeld rdsidu de la branche considdrde de la fonction relatif au pble 
(a, t). 

Lorsque le point (a, b) est un point singulier essentieI pour cette 
branche de la fonetion f(x, y) et qu'en outre il existc un dmnaine 3 du 
point (a, b) relatif a.u systdme circulaire considdrd tel que, dane ce do- 
maine, il n'y ait plus ni p61e n i  point singulier essenticl de f(x,  y), on 
a, pour cette b~'anche, le ddveloppement 

f(x, y) = A,~x" 

valabte dane un certain domaine du point x ' =  0. Dans ce eas le point 
(a, b) est appel6 point siugulier essentiel isold pour la branehe eonsid&de, 
et le produit q A ~  est appeld r&ida relatif g ce point. 

II faut remarquer que, si dane les d6veloppements 1)rdcSdents suivant 
1 

les puissances de x', on remplaee x' par sa valcur ( : c -  a)7 tirSc de (7), 

le coefficient de ~ eet pr6eis&nent A_,,. Nous introduieons le facteur 

q dans la ddfinition du rdsidu pour donner aux th6ordmes un dnoncd 
g6n6ral s 'appliquant g la fois aux points critiques et aux points non cri- 
tiques. 

l~onctions a y a n t  u n  n o m b r e  f i n i  de  p o i n t s  sing,ttliers. 

6. On a d'abord le thdor&ne suivant: 
Une fonction uniforme du point analytique (x, y) qui n'a d'aulres points 

singaliers que des p6les est une fonction rationnelle de x et y. 
(Voir Briot, Th6orie des fonctions abdliennes, :Note B.) 



116 P. Appell. 

7. Voici maintenant la g6n6ralisation du th6ordme I § 1. 
Thdor(!me IV. Soit f (~;, y) une fonction uniforme du point analytique 

(x, y) ayant un nombre fini de points singuliers (a~, b,), (a2, b..~), . . . .  (a,, b,) 
et soient R1, R ~ , ' . . . .  R ,  les rdsidus relatifs ~ ces points; soit de plus clans 

un c~rtain domai~'~e du point analytique (x ~ co, lim Y- ~ ck) 

f (x ,  y) = "~ A~) _1 (k = 1, 2, . . . .  m)', 

on a la relation 

(9) A (m) A~ ~)+A~ 2 ) + . . .  + ~  = R , + R , +  . . . .  + R , .  

Pour ddmontrer cette relation, il suffit d 'appliqucr le th6or~me I 
la fonetion uniforme de x 

A(*) =f(z, y,)+f(~, v.) + . . . .  + f (~ ,  y . , ) ,  

yi, y~, ' y~ dgsignant les m valeurs de y qui rdpondent ~ la valeur x. 
I1 est 6vident que f~(x) est une fonction uniforme de x ayant les n 

points singuliers a~, a2, . . . .  a,,. Supposons, pour prendre le cas le plus 
gdn6ral, que le point singulier (ak, bk) soit un point critiquc autour duqucl 
se permutent  ~ racines y~, Y2, . . . .  Yq" O n  a, dank un certain domaine 
de ce point, 

ddsignons par to une racine primitive de l'6quation bin6me 

to~-- 1 =  0. 
1 

Si la variable x fait le tour du point ak, Yl devient Y2 et ( :c--ak)  q est 
multipli6 par to; done 

v 

f ( ~ ,  y~) = i,~o~(~ - -  ak) ' .  

On a de m(~me 

f ( x ,  Ya) -~ )"~e°~'Y( x ~ -ak )q  ; 
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et ainsi de suite jusqu'k 

f ( z ,  yq) -~- L )'~t°(q-1)~(z - -  a'c)q" 

Si nous raisons la somme de ces q ddveloppements 

117 

f ( z ,  y,) + f(;~, y,) + . . . .  + f ( z ,  yq), 

nous voyons que les termes qui contiennent (x ~ ak) dlev6 k une puis- 

sance fractionnaire disparaissent et que le coefficient de 1 est q2q, 
~ a k 

c'est k dire le r6sidu Rk. Ainsi la fonction uniforme f~(x)admet le point 
singulier ak avec le rdsidu R~. 

D'autre part dans le domaine du point cxv on a 

k = m  ,~ = q- ~o 

f.(z)----~ 2A~k) 1 

le coefficient de 1 dans ce ddveloppement est 
g~ 

Ai"  + Ai  °') + . . . .  + Ai  '~) • 

Donc en appliquant ~ la fonction f~(x) Ia relation (1 )on  obtient 
prdcisdment la relation b~ ddmontrer (9). 

Remarque  I. Si une fonction uniforme du point @, y) qui a un 
nombre fini de points singuliers n'a pas de points slr~gttIie~'s h rinfini et 
devient en chacun des m points analytiques 61oignda ir~d~nlment infini- 

ment petite de l'ordre de 1 ou d'un ordre supdrieur, la somme des r6- 
~ 2  

sidus de cette fonction est nulle. En effet, dans cette hypoth6se, les m 
nombres A(~ ~, ,~(~) A(~ "~ sont nuls; donc 

R, +R.. + . . . .  +R~=-0 .  

Remarque  II. Dans le cas particulier oh la fonction f ( x ,  y) est ra- 
tionnelle en x et y, la relation (9) est l'expression analytique de ce thdor6me 
de Riemann que la somme des r6sidus logarithmiques de l'int6grale d'une 
fonction alg6brique est nulle. 
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8. Avant de poursuivre cette 6rude, rappclons quelques propri6t6s 
des int6grales Ab61iennes dont il sera fait usage plus loin. 

D6signons par 

(10) u(O(x, y )=  ~(x, y)dx (i = 1, 2 , . . . .  p) 
~z 

XO~ .~0 

les p int6grales Ab61iennes normales de premi6re esp6ce, et par 
0 (u~, u~, . . . .  u~) ou plus simplement O(ui) une des fonctions 0 corres- 
pondantes. 

L'int6grale Ab61ienne normale de troisibme esp6ce qui admet les 
deux points crit iques logarithmiques ($, ~), ($', ~]') est 

off 

//(~' ¢) -- Log. O[u{o(x, y) --  u(')($, ~/), + h,]. 0[-- u¢o(~, 7]') + h,] 
(~ ' ,  ¢ )  - O[u(O(~, y ) -  ~(o(¢, 7 ) +'h~]. 0[--~(o(~, ~) 4 t/,] 

k=p--1 

h~ = C~ --  2 w(o(zk, yk), 
k = l  

(i----- 1, 2 , . . . . 2 ) ,  

lcs ( p - - l )  points (x,, y,), (x~, y ~ ) , . . .  (xp_,, y~,_~) 6tant arbitraires. La 

fonction HI: ~ ~, ne d@end cn aueune fa(:on du choix de ces (p ~ 1) points. 
(Voir: Th6se prdsent6e ~ la Facult6 des Scien,ces de Paris par M. Emma- 
nuel le 5 juil let  1879, p. 21 et suivantes.) 

La dbriv6e de l 'int6grale de troisi6me csp6ce ll~:~, par rapport .~ $ 
cst ind@endante de ($', r/) ct des ( p - - 1 ) p o i n t s  (x~, y~), (x~, y ~ ) , . . . .  
(.rp_~, y~,_~). D6signons cette ddriv6c changdc de signe par Z(¢, ~) :  

(11) z(fi 7 )=  
d ]-][~' rj) 

, ~') 

d~ d$" Log 0[-- u(o($, ~) + h~] 

Cette fonction Z(~:, r/) est l 'int6grale Ab61ienne normale de seconde esp6ce 
qui est finie pour routes les valeurs de (x, y) except6 pour x = $, y = 7/; 
en ce point elle devient infinie du premier ordre et son r6sidu est 6gal 
'k l'unitd. Cette mOne fonction Z(~:, r]) est une fonction rationnelle du 
param6tre (~:, r/) ayant pour p61es les points critiques et les points (x, y) 
et @0, Y0), ces derniers avec des rdsidus - - 1  et + 1. Ceta rdsulte de 
la forme du second membre de l'6quation (l l ) o u  du thdor6me sur 
l'dchange du param6trc et de l 'argument dans les intdgrales de troisi6me 
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esp6ce. (Voir Clebsch et Gordan, Theorie der Abelschen Functionen 
p. 120 et suiv.). ,Ie rappelte enfin que la fonction Z($, y]) du point 
(x, y) admet p p6riodes qui sont 

¢,(~, ~), ¢~($, ~ ) , . . . .  ¢~($, v) 

la fonction ~, 6tant la fonetion rationnelle qui figure dans l'expression (10) 
de l'int6grale de premi6re esp6ce u(°(x, y). 

Cette fonction Z($, ~) joue dans les recherches suivantes sur les fonc- 
tions du point analytique @, y) le m(~me rble que la fonction 

1 l 

x - - $  Xo--$  

dans ies recherches sur les fonctions uniformes de x. (§ 1, 2 et 3.) Si 
l'on d6signe par ~1, rh," ' '  r],,, les m valcurs de r] qui rdpondent h. une 
valeur attribude k $ dans l'6quation F(¢, 7/) = 0, on a 

z ( $ , ~ , ) + z ( $ , ~ , ) +  . . . .  +z(~, ~,,) x - - $  ~,o-- 

Si le point ($, r]) coincide avec un point critique, les thdordmes pr6- 
cddents subissent des modifications que jc n'indiquerai pas ici. 

9. Soit R(x, y) une fonction rationnelle de x et y; la formule de 
l~och analogue h, la formule de d6composition d'une fraction rationnelle 
e n  fractions simples (Journal de Crelle, t. 8 t ,  p .  294) s'obtient imm6- 
diatement en appliquant le th6ordme IV (relation (9)) ~ la fonction ra- 
tionnelle de ($, 7/) 

(12) ~($, ~). z($, ~). 

Je vais le montrcr ici en supposant pour plus de simplicit6 que la fonc- 
tion R(x, y) soit rdgulidre a u x m  points analytiques 61oignds ind6finhnent 
et en t ous l e s  points critiques. Soient alors 

(a,~ b,), (a~, b 0 , . . . .  (a~,, b,) 

les n p61es de R(x, y), le p6le (a,, bk) 6tant d'ordre sk. 
domnine du point (a~., lh,) on a 

Dans un certain 
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A?' a l  ~, A?',. 
R(~, y ) =  ~ + + . . . .  + + B(o ~) + B ? ) ( .  - , , ,)  + . . . .  

Cela pos6, la fonction rationnelle (12) de ~: et r] admet les n pbles 
(ak, b~) de R($,  7q), et les pSles de Z(~:, r/) qui sont les points critiques et 
les points (x, y), (x0, Y0)" Le r6sidu de la fonction (12) relatif au pble 
(~ ,  b,) est 

.(~) A.? ) 
• " ~ . Z % - ~ ) ( a ~ . ,  bk ) ,  • " ~  Z ( a , ,  b~) + . .  + 1 . 2 . . ( s h . - - 1 )  

A(~k)g(at., b,) + A(2 k) Z'(at., b,) + ~-~ 

en d6signant par Z(')(a, b) la d6rlv6e d'ordre s de Z($, r]) par rapport k 
dans laquelle on a remplac6 (~:, ~7) par (a, b). Le r6sidu de la fonc- 

tion (12) relatif  au pble @, y) est - - R ( x ,  y), et le r6sidu relatif au pSle 
(x0, Y0) est R ( x  o, Yo)" La fonction Z($, r]) a encore des p6les aux points 
critiques, mais les r6sidus correspondants sont nuls, car l'intdgrale 

reste finie aux points critiques. De plus la fonction rationnelle (12) est 
rdguli6re aux m points analytiques ~ l'infini et elle est en chacun de 

ces points infiniment petite de l'ordre de ~ ,  car l 'intdgrale (13) reste 

finie ~ l'infini. Donc, d'~lpr6s la remarque I du § ( 7 ) l a  somme des 
r~sidus de la fonction 02 )  est nulle; ce qui donne la formule de Roch 

~,=n Aq:) ] 
~ [  s' 1) Z('~'-l)(a"' (14) R(,, y) = n(x0, Yo) + Ai")Z(ae, b,.) + . .  + 1.2..(s,-- b,.) 

Puisque le second membre de cette formule est une fonctlon rationnelle 
de x et y, ses pSriodes sont nulles; ce qui donne les p relations connues 

V (t.) ' k 
(15) A~ A, ~',(a,., b,.) + A.(.,')~',(a,., b,) + . .  + 1.2..(s[--1)" F'('5-~)(a" b,) --= 0 

k=l 
off 

g = l ,  2 . . . .  p. 

Ces relations (15) peuvent d'ailleurs ~tre d6montr6es directement en ap- 
pliquant le thdor~me IV du § 7 aux p fonctions rationnelles 
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R(~, ~)~,(~, ~), ~ = 1, 2 . . . .  V" 

10. Proposons-nous maintenant de trouver l'expression la plus g6n6- 
rale d'une fonction uniforme f(x, y) du point analytique (x, y) partout 
r6guli6re except6 au point singu!ier essentiel (a, b). 

Dans un certain domaine du point singulier (a, b) on a 

t*~ -I- eo 

(17') f(z, Y)~ =~(z_. _A~ a)" " 

Consid~rons la fonction du point ($, 72) 

(16) f(~, ~)z(~, 7); 

cette fonction admet un point singulier essentiel k savoir le point (a, b) 
et le r~sidu relatif h ce point est ~gal 

A~ 
21 .2 . . . (~ - -  1) Z(~-l)(a, b); 

tel eat en effet ]e coefficient de 1 dans le ddveloppement de la fone- 

tion (16) suivant les puissances de ($- -a ) .  Cette m~me fonction admet 
les p61es (x, y) et (xo, Yo) avee les r~sidus - - f ( x ,  y) et f(xo, Y0); elle 
admet aussi pour pbles lea points critiques avec des r~sidus nuls; enfln 
elle devient aux m p in t s  analytiques £ l'infini infiniment petite comme 
1 ~. .En appliquant ~ cette fonction (16) le th~or~me IV, Remarque I, 

o n  a 

A~ g(~-~)(a, b). 
(17) f(z'  Y)=f(%'  Yo)+ 1.2...(u-- 1) 

Telle est l'expression cherch5e de la fonction f(x, ;). La s'~eme" qui sert 
d~finir la .fonction (17) est convergente tant que le point analytique 

(x, y) est distinct du point (a, b). En effet quand te point (x, y) est 
distinct du point (a, b) on peut toujours d~velopper la fonction (16) en 
une s~rie ordonn~e suivant les puissances de ($.-- a) convergente dans 
un certain domaine du point (a, b). Dans ce qui suit nous d~signerons 
par G(x, y]  a, b) la fonction uniforme ]a plus g~n~rale du point (x, y) 

Atta  mathematica. I .  16. 
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qui admet un seul point singulier, k savoir le point singulier essentiel 
(a, b); une pareil]e fonction est repr6sentde par la s6rie (17). 

Dans les raisonnements prdcSdents on a suppos4 ]e point (a, b) diff'& 
rent d'un point critique. Dans le cas off le point (a, b) coineiderait avec 
un point critique autour duquel se permutent q racines formant un sys- 
t~me circulaire, on ferait d'abord la substitution 

$ =  a + $'q, r I - -  b + ~'; 

1 
et on 6galerait h, f(.% y ) ~  f(z0, Y0) le coefficient de ~ dans le d6veloppe- 

ment de la fonction (16) suivant les puissances de ~:'. 
Les coefficients A~, A 2 . . . .  A~ qui figurent dans les d6veloppements 

(!7) et (17') satisfont aux p relations suivantes: 

v ~ o o  
(y--l)/_ 

(18) A, 1.2..( u _ l ) = 0 ,  ( i =  1, 2, . . .T)  

?~'-l)(x, y) d~signant la d~riv~e d'orclre ( v -  l) de F~(x, y) par rapport 
x. Les relations (18) r~sultent de ce que les .p6riodes de la fonetion (17) 
sont nulles; on les d~montre directement en appliquant le th~ordme IV, 
(Remarque I) aux p fonctions 

f(x, y).~,(x, y), ( i =  1, 2 , . . . . T ) .  

l l .  Les considerations employees dans Ie paragraphe prdcgdent per- 
mettent d'obtenir de la m~me fa~on l'expression la plus g~n~rale d'une 
fonction uniforme du point analytique (x, y) admettant les n points sin- 
guliers (a~, bl), (a~, b~) , . . .  (a,, b,). Nous supposerons, pour plus de 
simplicitS, que ces n points sont £ distance finie et qu'aucun d'eux ne 
coincide avec un point critique. Soit f(x, y) la fonction cherchde; dans 
un certain domaine du point singulier (a~., b,), cette fonction est ddvelop- 
pable en une double sdrie de la forme 

"=+~x-~ A~ ~) 
(19) f(x,  y) = 2a 

Considdrons la fonetion uniforme du point (~, 7/) 

(20) f($, 77). Z(~, ~l). 
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Cette fonction admet comme points singuliers: 1 °) les n points (ak, b~) 
comme points singuliers essentiels, 2 °) les deux points (x, y) et (x0, Y0) 
comme pbles, 3 °) les points critiques comme pbles. Le rdsidu de la fonc- 
tion (20) relatif  au point (ak, b,) est 

A~) g (~-')ta bk); 

les r~sidus de cette mdme fonction relatifs aux p61es (x, y) et (x0, Y0) 
sont - - f ( x ,  y) et f(Xo, Y0); enfin les r6sidus relatifs aux points critiques 
sont nuls. Comme on peut app l iquer  ~ cette fonction la remarque I d u  
th6ordme IV, on a la relation 

A? ) 
s(,,, ,,> + 5 2, b,); 

k = l  w = l  

ce qui donne l'expression cherchde de la fonction f(x, y). On voit que 
cette expression est de la forme 

k=~'l 

i l :=l  

les fonctions G~ ~tant des fonctions telles que (17). 
Les coefficients ..~A(k)/i=~'t~ =,, :.s' "" ~).. satisfont aux p relations 

(22) ~ ~ A:k) ~¢ ta,) ,) ] - ~ [ . ~ - : i - ) = 0 '  ( i = l ,  2 , . . . p )  
k=l u = l  

que l'on obtient en appliquant encore le th6or~me IV aux p fonctions 

f(x, y).~,(~, y), ( i = l ,  2 , . . . p ) .  

12. L'on peut g~ndraliser les th(~or~mes exposes dans les § 2 et 3 
de la fa?on suivante. 

Voici d'abord la g~n6ralisation du th~ordme de Cauchy sur le 
dgveloppement d'une fonction de x holomorphe dans l'intdrieur d'un cercle 
de centre a en s~rie ordonnde suivant les puissances ascendantes de ( x - - a ) .  

Th~or~me V. Soit (a, b) un point non critique et 3 un hombre positif 
tel que dans le domaine ~ du point (a, b) il n'y nit pas de point critique; 



124 P. Appell. 

soit de plus f(x,  y) une fonction du point analytique (x, y) uniforme et rd- 
guliOre en tousles points analytiques situds ere d e h o r s  du domaine (~ &t 
point (a, b). Cette fonction est d~veloppable en une sdrie de la forme 

+2 (23) f(x, y )=f (xo ,  yo) A~Z(~-I)(a, b) 
V=I 

convergente en tous les points analytielues extdrieurs au domaine & 
En effet, soient (x, y) et (Xo, Yo) deux points analytiques situ6s k 

l 'extdrieur du domaine 3 du point (a, b); consid6rons un domaine p du 
point (x, y) et un domaine Po du point (xo, Yo) n 'empi~tant pas l 'un sur 
l 'autre ni sur (~ et ne contenant pas de points critiques. L'on a l 'dquation 

(24) ff(e,  )de+ ff(e, ff(e, 
P P0 

les indices p, P0, 3 indiquant que les intggrales qui en sont affect6es sont 
prises dans le sens positif sur les circonf6rences limitant les domaines 
P, Po et 3. Pour d6montrer l '6quation (24) tragons dans le plan des x 
les lacets de premiere esp4ce et les m circuits. (Voir Briot et Bouquet, 
Th6orie des fonctions elliptiques, p. 180, fig. 58.) :Nous pouvons toujours 
tracer ces lacets et ces circuits de fa~on qu'ils ne p6n~trent pas dans les 
domaines p, Po, ~, et que ces trois domaines soient dans l 'int6rieur de la 
circonfdrence des circuits. Cela pos6,, prenons l'intdgrale 

(25) f f (¢, ~)Z($, ri)d~ 

sur le contour fermg constitU5 par la droite ol, la circonf6rence du circuit 
dans le sens positif (le sens de la fl~che sur la fig. 58), la droite lo, et 
enfin la suite des lacets . . .  a,, a~, a2, a~ jusqu'au point 0. Commc on 
peut parcourir ce contour ferm6 en prenant successivement au d6part 
chacune des m racines ~ ,  r]2, . . . .  ~2,, correspondant k la valeur initiale 
de ~:, l 'on obtient m valeurs de rint6grale (25) sur le contour indiqu6; 
je dis que la somme de c e s m  valeurs est nulls. D'abord, dans chaque 
int6grale, la partic relative k la circonf6rence du circuit est nulle, car 
l 'ext6rieur de cette circonf6rence chacune des branches de la fonction 
intdgr6e est holomorphe et d6veloppable en une s6rie Convergente de la 
forme 
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puis, les portions d'intdgrale relatives aux droites ol et lose  ddtruisent. 
Il reste done ~ montrer que la comlne des int6grales prices sur lec lacets 
est nulle; or eela rdsulte de ce que la somme des q int6grales relatives 
aux q lacets d'un systdme circulaire de q racines se permutant autour 
d'un point critique est 6gale ~ z6ro. (La d6monstrafion est la mdme que 
celle que donnent M.M. Briot et Bouquet pour l 'int6grale d'une fonction 
rationnelle, voir Th6orie des fonctionc elliptiques p. 174.) I1 est d'ailleurs 
6vident que la somme des m valeurc consid6rdec de l'int6grale (25) est 
6gale au premier membre de l '6quation (24); done ce premier inembre 
est nul ,  et la relation (24) est ddmontr6e. La premiere des int6grales 
(24) ~ est 6gale 

- -  

la deuxi~me 

On a done l'5quation 
+ 2~/f(z0, y0). 

(26) 17 f(x, y ) = f ( . o ,  yo)+~-~ (~, v)z($, ~)d$, 

qu i est une 6quation fondamentale pour la th6orie des fonctions d'un 
point analytique. Dans le cas pr6sent la fonction Z($, rt) du point ($, 7/) 
est une £onction holomorphe de ~: dans un domaine 3' > 3 du point (a, b) ; 
elle est done d6veloppable dans ce domaine en une s6rie uniform6ment 
convergente par la formule de Mac-Laurin 

~ ( $ - -  a) ~ 
(27) Z($, 7/) = i -~. :  ~ " Z(~)(a' b). 

Portant ce ddveloppement (27) dans la formule (26) on a la formule a 
d6montrer (23) danc laquelle 

1 1 / 
(28) A~ ~ b,~/" 1.2. .(~--  1)" ($-- a)~Y~f($' ~)d$. 

13. Le thgordme V d6montrd danc le § prdc6dent peut dtre gdndra- 
lisd de la fagon suivante, 
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Th~ordme VI. Soient (a~, b~), (a2, b~), . . . .  (a,, b,) des points non 
critigues et 3~, ~2, . . . .  3,~ des hombres positifs tels que, duns le domaine #k 
du point (a,, bk), il "n'y ait pus de point critique; soit de plus f(x, y) une 
fonction du point analytique (x, y) uniforme et rdguliOre en tousles points 
analytiques s i t u d s  ~ la  j fois  en  d e h o r s  de tousles domaines ~ des 
points (a,, bk). Cette fonction est ddveloppable en une sdrie de la forme 

k ~ Z  V=oo 

(2o) + dJ~ ~ ( a k ~  

convergente en tous les  points analytiques extdrieurs h. la fois ~ tousles 
domaines 3k. 

La ddmonstration de ce thdordme est en tout sembluble ~ la prdc~- 
dente et repose sur l'dquation 

(30) (~, ~)z(~, ~ )~  + (~, rj)z(,:, ~)d~ (¢, ~)z(¢, ~)d~ = 0 

P Po °k 

qui est analogue k l'equation (24) et que l'on dtablit de la m~me faqon. 
Ces d~veloppements en s~rie conduisent, pour les fonctions d'un point 

analytique (x, y) ~ des consequences analogues ~ celles que j'ai indiqudes 
pour les fonctions d'une variable x. (Comptes Rendus des Sdances de 
l'Acaddmie des Sciences de Paris, S~ance du 1 *~ Mai 1882.) Je me r~- 
serve cl'dtudier cette question duns une autre circonstance. 

14. Fonctions ayant une infinitd de points singuliers. - -  Voici, pour 
ces fonctions, la g~ndralisation du th~ordme de M. Mittag-Leffler. 

Th~ordme VII. Soient une suite de points analytiques tous diffdrents 

tels que 

soient, d'autre part 

(~,, b,), (~,, b , ) , . . . .  (~ ,  b ~ ) , . . . .  

lira (a~, b~)----(a, b), (~ = c~); 

f,(~, y), A(~, y); . . . .  f~(~, y ) , . . - .  
une suite de fonctions rationnelles de x et y ne devenant infinies respective- 
ment qu'aux deux points (a~, b~) et (a, b); il existe une fonction uniforme 
¢(x,  y) du point analytique (x, y) n'ayant d'autre point singulier essentiel 
que le point (a, b) et admettant pour 2~les les points (a~, b~) de telle facon 
que la diffdrence 
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~(~, y)--/ ,(~,  y) 

soit rdguliire au point (a,, b,). (~) 
Supposons que le point (a, b) ne coincide pas avec un point critique. 

Soit z un hombre r~el positif moindre que l'unit~, et 3 un hombre po- 
sitif tel que dans le domaine 3 du point (a, b) il n 'y nit ni un point 
critique, ni le point initial arbitraire (x0, Yo) limite inf~rieure des int4- 
grales Z. 

Les points (a,, b,) situ~s en dehors du domaine ~d du point (a, b) 
sont en nombre fini; parmi ces points se trouvent d'ailleurs les points 
(a~, b~) qui co:fncident avec des points critiques. Formons la somme des 
fonctions f(x,  y) en nombre fini correspondant b~ ces points (a. b~) situ~s 
en dehors du domaine ~3 et dSsignons cette somme par qJ~(x, y). 

Considdrons maintenant les points (a .  b~) en nombre infini situ6s 
dans le domaine e3 du point (a, b); dans ce qui suit nous d~signerons 
plus sp~cialement ces points par (a,, b~) et par f~(:~, y) les fonctions ra- 
tionnelles correspondantes. Nous allons montrer qu'il existe une fonction 
qC(x, y) poss~dant ~ l'6gard de ces points la proprigtd indiqude par le 
thdordme. Pour avoir alors la fonction cherchSe @(x, y), il suffira de 
prendre 

@(~, y ) -  ~(z, y)-t- ~(x, y). 

Avant de commencer Ia dgmonstration, il ixnporte d'abord de former 
l'expression analytique de la fonction rationnelle donn6e f~(x, y ) q u i  a 
un pble au point (a,, b~) et un autre pble au point (a, b). Supposons 
que le dgterminant 

~(~, b) ~;(., b) ~'-(~, b) . . . .  ~?- ' (~ ,  b) 

(~, b) = 

~,~(a, b) ~;(a, b) F~(d, b) . . . .  ~,7-1)(a, b) 

(i) Lors d'une visite que j'ai faite ~ Berlin au mois de Juillet de l'annge 1882, 
M. WEI~RS~RASS m'a appris quail gtait depuis longtemps en possession de ce th~orbme et 
d~autres dans le m~me gem'e. Un mgmoire du grand ggombtre sur les fonetions que M. APt'ELf, 
nomme fonctio~s uniformes d'un point analytique, para?tra prochainement dans les ~Aeta)). 

Le rddacleur en chef. 
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soit diff6rent de z6ro. Dans le domaine du point (a~, b~) la fonction ra- 
tionnelle f (x ,  y) est d6veIoppable en une s6rie de la forme 

n v nv --1 
f~(x' Y) (z--a~) "~ + (x--a~) "v-1 + . . . .  + • - -  a~ + a(°~) + . . . .  

A((), A(; ), A (") 6tant des constantes connues. Posons alors 
• * • * n v 

A ( O  
. . . .  "" .  g(..-a($, (31) #,(z, y I 8, ~) = Ai')Z($, ~) + A(~")Z'($, ~2) + + 1.2. .  ( m -  1) ~) 

+ Bi:)Z(a, b) "4- B(~)Z'(a, b) + . . . .  "4- B(p°Z('-')(a, b), 

les hombres B((), 
premier degr6 

(32) 

/~2 ~>, . . . .  /~> 6tant d6termin6s par les p 6quations du 

B (~) ' "a ~c~). (p-l). b) B~°~oi(a, b) + ~ ~ 6  , b) + . . . .  + z)~ ~ [a, 

AO') 

. . . .  "'"~ 1) ~"~-~)($' ~) + Ai~)~'(~' ~) + A<;)~"'(~ ~) + + ] .  2 . . ( ~ - -  = 0  

i----1, 2 , . . . . T  

6quations clui expriment que la fonction ¢~(x, Y l $, 72) est rationnelle en 
x et y. Ces 6quations (32) donnent pour B~ ~), B~ ~), . . . .  Bp (~) des expres- 
sions lin6aires par rapport  aux fonctions 

~,,(~, ~), ~',(~, ~ ) , . . . .  ~?- ' (~ ,  ~); 

ces coefficients ~ ) ,  /~2 ~), . . . .  B(p ~) sont donc des fonctions rationnelles de 
($, 72) n'ayant d'autres p61es que les points critiques. En remplagant ces 
coefficients par leurs valeurs dans l'expression (31) on obtient pour 
¢~(x, Y t S, 71) une fonction rationnelle de x et y n 'ayant  d'autres poles 
clue les poirits ($, 7]) et (a, b); cette m~me fonction ¢~(x, Y IS, ~2)est une 
foncfion rationnelle de ($, 7/) n 'ayant  d'autres poles clue les points critiques , 
le point (x,  y) et le point (x0, Y0)" La difference 

est une fonction rationnelle de (x, y) r6guliOre au point (a~, b~)et n'ayant  
plus clue le pOle (a, b); en d~signant cette diff6rence par g~(x, y ) n o u s  
aurons 
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Cela pos~, soient 
~1~ £ ~  . . . .  £~'~ . . . .  
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des nombres positifs dont la somme eat finie, et soit (~, 7]) un point situ~ 
dans le domaine ~ du point (a, b). Pour toutes lea positions du point 

1 
analytique (x, y) situ~es en dehors du domaine - mod ( $ ~  a) du point 

(a, b) la fonction ~b.(x, y ] $, 7]) est ddveloppable en une s6rie eonvergente 
ordonn~e suivant les puissances ascendantes de ($ - -a ) .  En effet, cette 
fonction ¢~(x, Y l $, Y]) est une fonction holomorphe de $ dans le domaine 
eo~ du point (a, b) si le point (x, y) est situ~ en dehors du domaine 3 de 
ce point, ou dans le domaine e .mod (x - -a)  du point (a, b) si le point 
(x, y) est situ6 clans le domaine 3 de ce point. Done, si l'on fair, en 
particulier, ($, ~ / )= (a., b~), on volt que, pour toutes les positions du 

1 
point analytique situdes en dehors du domaine - .  rood (a~--a) du point 

(a, b), la fonction ~b,(x, Y l a., b~) est ddveloppable en s~rie convergente 
ordonn~e suivant les puissances ascendantes de a , ~  a. Soit cette s~rie 

(33) 
7;t~O 

les coefficients 2~(x, y) sont des fonctions rationnelles de x et y admettant 
le seul pble (a, b). En effet d'apr6s la sgrie de Taylor 

1 I 
";(z' Y) ~ 1.2...m d ~  ($, 7) = (a, b); 

la d6riv6e d"~,~(z, y [ $ ,  7]) d ~  est d'apr6s la composition de ¢~ une fonction 

rationnelle de (x, y) ayant pour p61es les deux points ($, r]) et (a, b); 
donc le coefficient 2~)(x, y) Qbtenu en rempla~ant clans cette ddriv6e 
($, 7]) par (a, b) n'a plus qu'un pble, k savoir le point (a, b). Si nous 
posons 

m ~ m y  

(34) h,(z, y)=: ~_~ ( a~ -  a)m~)(z, y) 

Aeta maihematica. L 17 
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cette fonetion h~(x, y) poss6de la mdme propri6t6 d'avoir pour seul p61c 
le point (a, b). En dcrivant la sdrie (33) 

on peut d6terminer le hombre m~ de telle fa?on que pour toutes les 
1 

positions du point (x, y) situ~es en dehors du domaine - mod (a. ~ a ) ,  

le module de 

~ (a~ - -  a)'~,~)(~,, y) 
m = mi ,  .4-1 

soit au plus ~gal h z~. Faisant alors 

#)~(z, y) = ¢~(~, y I a~, b ~ ) -  ~ (~ ,  y) 

la s6rie 
~ ,  y) = ~. ~(~, y) 

grad 

est absolument convergente et fournit la fonction cherch~e q~x, y). 
nn effct, soit (x, y) une position quelconque du point (x, y)diff~rente 

des points (a~, b~) et du point (a, b). I1 existe un entier ~' tel que pour 
~>~' le point (x, y) soit constamment situ6 en dehors du domaine 
1 
- mod ( a ~ -  a) du point (a, b). Les points (a, b~) dont l'indice est moindre 
e 
que ~' s0nt en hombre fini, et par suite la somme des fonctions ¢~(x, y) 
relatives h, ces points est finie; quant aux points (av, b~) tels que ~>~' 
leur hombre est infini, mais, d'apr~s ce qui prdc6de, on a po.ur tous ces 
points 

rood ~(x, y) __< ~, 

et la somme des modules des fonctions ~(x,  y) correspondantes est encore 
finie. 

La diff6rence ¢'(x, y)--f~(x, y) est r6guli~re au point (a~, b~) d'apr6s 
la forme mdme des fonctions ~(x, y). 
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Nous avons suppos5 plus haut que le d~terminant A(a, b) est diff& 
rent de zdro. Si ce d~terminant est nul, on remarque que l 'un des d4- 
terminants 

,/,(a, b )=  

~(r*) (a, b) (k+l): (~+~--1),_ f,p ~a, b) . . . .  ~p ~,  b) 

off k prend successivement les valeurs I, 2, 3 . . . .  etc., est diff4rent de 
zdro. Car si tous ces d~terminants ~taient nuls, la fonction rationnelle 

y) + y) + . . . .  + y) 

of f  C,, C,, . . . .  Cp sont des constantes convenables, s 'annulerait au point 
(a, b) ainsi que toutes ses d~rivdes; ce qui est impossible. Alors si 
Ak(a, b) ~ O, il suffira, dans ce qui pr6c~de de remplacer ~b~(x y I $, 7]) par 
la fonction 

jCv) 

A~')Z(¢, 7]) + ,~2 ~ W, ~) + . . . .  + 1.2.. (n, - -  1) z(''-~)($' 7/) 

~(v)Z(kq-1)l'a b) -]- . . . .  .At- E(r~)Z(k+p-1)(a, b); 

la suite du raisonnement est identique. 
15. Dans uu prochain m~moire j ' indiquerai la d~composition en 

facteurs primaires d'une fonction uniforme du point (x, y) ayant un seul 
point singulier essentiel et n 'ayant pas de pbles. J'ii.ldiquerai en m~me 
temps quelques th~or~mes sur les fonctions uniformes doublement pdriodi- 
ques k points singuliers essentiels, th4or~mes qui se d~duisent des pr6c~- 
dents dans le cas de p - ~  1. (Voir au sujet des fonctions doublement 
p~riodiques k points singuliers essentiels une Note de M. Picard, Comptes 
Rendus des S~ances de l'Acad~mie des Sciences, tome LXXXIX p. 852, 
et une Note que j 'ai publi~e r~cemment dans les Comptes Rendus de la 
S~ance du 3 Avril  1882.) 

Klingenthal 2 Septembre 1882. 


