
SUR LES FONCTIONS UNIFORMES D'UN POINT 

ANALYTIQUE (x, y). (SECOND MSMOIaE). 

PAR 

P. APPELL, 
1M[altre de coaf6rences b~ ] 'Eco|e  Norma]e, 

Le present m~moire constitue la suite d'un travail publi~ pr~c4dem- 
ment sous le m4me titre dans ce Journal. Il contient la d4composition 
en facteurs primaires d'une fonction uniforme d'un point analytique (x, y) 
ayant un seul point singulier essentiel, et une th4orie des fonctions double- 
ment p4riodiques avec des points singuliers essentiels. Je conserverai dans 
ce m4moire les notations employ4es dans le premier. 

I. Ddcompos~t ion  en  f a c t e u r s  p ~ m a i r e s .  

Soient ane suite de points analytiques tous diffdrents 

(a , ,  b,) ,  (a , ,  b,) ,  . . : .  (av, b~), . . .  

tels que 
limite (a~, b~)= (a, b) pour ~ ~-c~, 

et une suite de nombres.positifs entiers 

m~, m2, . . . .  m~, . . . ;  

l'on peut former une fonction uniforme du point analytique (x, y) admettant 
pour point singulier essentiel le point (a, b) et pour zdros les points (a~, b ~) 
aux degrds de multiplicit~ my. (~ == 1, 2 ~ . . .  co). 
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Pour le d~montrer, supposons que le point (a, b) ne soit pas un 
point critique de la fonction alg~brique y de x et que le d~terminant 

Z(~, b)= 

~,(a, b) 

~.~(a, b) 

~ga, b) 

~',(a, b ) . . .  ~i~--1)(a, b) 

~0~( a '  b) . . . .  (p(2P-1)(~,, b) 

soit diff6rent de z6ro. Considdrons la fonction 

(1) e;~lz(a, b) . . I -2 ,g ' (a ,  b ) +  . , • + ~tpZ(~'l)(a, b) 

oh l'on d~signe par le symbole [~: b ~] l'expression 

a, = 0[u+(~, y) u(o(~, b) + h,] 0 [ - -  u<O(~, ~) + h,] ---- e +, ~ .  

Dans cette fonction (1) d~terminons les coefficients ,tl, 22-" 2p de telle 
fa~on que end(x, y) soit une fonction uniforme du point (x, y). Pour cela 
il suffit d'~crire que cette fonction ne change pas quand le point (-~, y) 
d~crit les p cycles correspondant aux p p~riodes de l'int~grale de deuxi~me 
esp~ce Z(a, b). On a ainsi les p ~quatibns 

(3) m~[u(o($, 7]) .-- u(o(a, b)] -b ,~l~(a, b) + ,~'~(a, b) + . . .  + ~ ? - l l ( a ,  b) ~- 0 

(i = 1, 2 . . . . .  T)- 

D~terminons 21, 2~, . . .  ~p en fonction de ($, 7/) par ces ~quations (3); si 
l'on substitue les valeurs de 21, 2~ , . . .  2p ainsi obtenues dans la fonction 
(1), cette fonction devient une fonction uniforme du point (x, y) qui admet 
un seul z~ro ~ savoir le point ($, 7]) et un seul point singulier ~ savoir 
le point singulier essentiel (a, b). 

Cela posQ soit 3 un nombre positif tel que dans le domaine 3 da 
point (a, b) il n 'y air ni le point initial (xo, Yo) limite infdrieure des intd- 
grales u")(x, y), ni un point critique de la fonction alg~brique y de x. 
D~signons par $ un llombre positif plus petit que l'unit~; les points 
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(a~, b~) qui sont situ6s en dehors du domaine 83 du point (a, b) sont en 
nombre fini;  formons le produit des facteurs ~o~(x, y I a~, b~)correspondarn 

ces points (a ,  b~) situds hors du domaine 83, et ddsignons ce produit 
par fl~(x, y). Portons maintenant notre attention sur les points (a~, b~) 
qui sont situds dans le domaine 8~ du point (a, b) et qui sont en nombre 
infini; dans ce qui suit nous ddsignerons plus specialement ces points 
par (a~, b~). 
du domaine 

la fonetion 

Pour toutes les positions du point (x, y) situdes en dehors 

1 
- mOCl ( a ~ - - a ) ,  
8 

Log o~(z, y la~, b~) 

est ddveloppable en une sdrie convergente ordonnde suivant les puissances 
positives croissantes de (a~ ~ a): 

(4) Log w~(x, y la~,  by)= ( a ~ - - ) p z t  , Y)' 
p.~0 

En effet si le point (x, y) est en dehors du domaine $ de (a, b), la 
fonction Log w.~(x, y [ ~ ,  1/) est une fonction holomorphe de ~ dans le 
domaine d; et si le point (x, y) est dans le domaine d, cette mdme fonc- 
tion est une fonction holomorphe de ~ dans le domaine e. rood ( x -  a ) d u  
i)oint (a, b). Ddsignons par 81, s~, . . . .  8 ~ . . . .  des nombres positifs dont 
la somme est finie; on pourra, d'apr6s ce qui prdc6de, ddterminer un entier 
l, tel que le module de la somme 

(5) 
~ l ~  +1 

soit au plus dgal ~ ev pour toutes les positions du point (x, y) situdes en 
1 

dehors du domaine - mod ( a ~ -  a) du point (a, b). Faisant alors 
8 

(6) 
~t v 

y)= Z y) 
/z~0 
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on voit que le produit 

(7) H,(~, v) = 11 ,o,(~, v I '~,  b,) . ~-~(~' ~) 
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est convergent pour toutes les positions du point (x, y) distinctes du point 
(a, b). En effet, derivons ce produit de la fagon suivante 

~ Log ~(z, y [a~, b~)--Z~(~, y) 

(8) //,(~, y) = e 

soit (x, y) un point analytique distinct de (a, b). I1 existe un entier ~' 
1 

tel que pour ~>_~' le point (x, y) soit en dehors du domaine - mod(a~--a) -- $ 

du point (a b). Alors partageons la somme qui figure en exposant dans 
le second membre de (8)  en deux parties: la premi6re composge des 
termes dans lesquels ~ <~'~ la seconde de eeux dans lesquels ~>~'. 
La premi6re somme est finie comme composge d'un nombre fini de termes 
et la seconde est finie dgalement, car pour ~>=~' on a 

rood [ Log eo~(z, y]a~, b~)~Z~(Z, y)] <= ~. 

La convergence du produit (7) est donc d6montr6e. Remarquons de plus 
que la fonction Z~(x, y) est une fonction rationnelle de x et y n'ayant 
d'autre p61e qu~ le point (a, b). En effet on a, dans le d6veloppement (4), 

l [d~ Log eo~(z, y-] $, ~]).] 
P(;%' Y ) = ~  d$'~ ($, ~ ) =  (~, b), 

et les dgrivdes successives de la fonction 

Log ~(~, y I~, ¢) 

par rapport au param6tre $ sont des fonctions rationnelles de (x, y)ayant  
les detix seuls p61es ($, 7]) et (a, b). Comme pour obtenir p~,(x, y) il 
faut remplacer, dans ces d6riv6es, ($, ~i par (a, b), les coefficients pt~(x, y) 
sont des fonctions rationelles ayant le seul p61e (a, b); il en est donc de 
mfime de la fonction Z~(X, y). Le produit (7) d6finit donc une fonction 
uniforme ]l~(x, y) du point analytique (x, y) poss6dant ~ l'dgard des 
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points (a~, b~) situds darts le domaine ¢3 du point (a,b) les propridtds 
indiqudes dans l'dnoncd. La fonction 

g(~, y) = g,(~, y)g,(~, y) 

est la fonction cherchde. 
La fonction la plus g6n6rale possddant les propri6t6s indiqudes dans 

l'dnoncd est 

eG(~, y ] a, b) II('z , Y). 

oh G(x, y [ a, b) est une fonction uniforme du point (x, y) n'ayant d'autre 
point singulier que (a, b). 

Remarque. Si le d6terminant 3(a, b) est nul, l'on pourra lever la 
difficult6 comme on l'a d6j~ fait dans la g6ndralisation du thdordme de 
M. Mittag-Leffler exposde dans le premier mdmoire. I1 suffira de rein- 
placer la fonction qui est en exposant dans l'6quation (1) par 

~,g(~)(a, b) + ~g(k+~)(a, b) + . . . .  + ~Z (~+p ' ( a ,  b) 

off k ddsigne un entier convenablement d6termind. La suite de la d& 
monstration est la mdme que plus haut. 

II. B u r  les f o n c t i o n s  u n i f o r m e s  d o u b l e m e n t  p d r i o d t q u e s  ~ p o i n t s  

s i n g u l i e r s  essen t ie l s .  

Les thdordmes gdndraux sur les fonctions uniformes d'un point ana- 
lytique (x, y) conduisent, darts le cas particulier oh le genre p est dgal 

l'unitd, b~ des thdordmes sur les fonctions uniformes doublement pdrio- 
diques. Je vais indiquer, pour ces fonctions, les principaux thdordmes 
analogues k ceux que j 'ai expos6s darts les recherches pr6c6dentes sur les 
fonctions uniformes d'un point analytique. Je supposerai que les fonctions 
uniformes dont je vais m'occuper admettent les deux pdriodes to et to'; 
en ddsignant par 01(u ) la fonction. 01 formde avee ces p6riodes, je poserai, 
avec M. Hermite, 

d log 01(u) 
Z(u) = du 
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z (%i  ) = d'Z('~). 
• dq ,~Y 
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Fonctions ayant dans un paralHlogramme des p~riodes un hombre tint 
de points singuliers. 

Soit f(u) u n e  fonction uniforme doublement p6riodique, ayant  dans 
un parall6logramme des pdriodes un hombre tint de points singuliers. 

Th~ort~me L L~ somme des r~sidus de f(u) relatifs aux points singuliers 
situds dans un m~me paralHlogramme des pdriodes est ~gale a zdro. 

En effet l ' int6grale 

f f (~,)du 
contour du parall61ogramme est 6gale ~ zgro en vertu des prise sur le 

relations 
f ( u  + co) = f (u ) ,  f ( u  + co') ---f(u). 

Remarque. Soit en particulier f(u) une fonction uniforme doublement 
p~riodique n 'ayant  dans un parall61ogramme des p6riodes d'autres points 
singuliers que des p61es. La d6composition de cette fonction en 616ments 
simples par la formule de M. Hermite rdsulte de l 'application du thgorSme 
I ~ la fonction doublement p6riodique de u 

f ( ~ ) [ z ( ~  - -  ~ ) -  z(~ - %)], 

x et ~o 6tant deux points queleonques pris dans l ' int6rieur d'un paral- 
161ogramme des p6riodes. 

II. Expression ggndrale d'une fonction uniforme doublement p~riodique 
f(u) n'ayant, clans un paralldlogramme des pdriodes, qu'un point singulier a. 

Dans un certain domaine du point a, la fonction f(u) est repr6sentge 
S t * par une ,.erm de 1~ forme 

( 9 )  =o_o _ 

oh A 0 ---= 0 en vertu du th6or~me I. 
Soient x, et x 0 deux points situ6s dans ie paralldlogramme des p6riodes; 

consid6rons la fonction de u 

f ( ~ )  [ z (~ ,  - -  . )  - -  z(, ,~ - -  . 0 ) ] ;  (~o) 
A c t a  m a t h e m a t i c a .  I .  1 8  



138 P. Appell. 

cette fonction est une fonction uniforme doublement  pgriodique de u 
ayant, dans Ie parall61ogramme des p6riodes, les trois points singuliers 
a, x et x o. Le premier  point u ~--a est un point  singulier essentiel, et 
le r6sidu relatif  k ce point est 

les deux autres points ~e = x et u ~ x 0 sont des p61es de r6sidus respectifs 
f(x) et - - f (Xo) .  On a donc, d'apr6s le th6or4me I 

(11) f(~) = f(z0) + ~ [Z(~)(a - -  z) - -  - -  Zo)]. 

En posant pour.  simplifier 

V = I  

o n  Ii, 

(12) 

_ _ _ _  Z < ~ ) ( a  _ _  ~o )  

y~ A~ Z(~)(a __ ~). 
f(x) = C + 1.2~.~ 

Telle est l 'expression cherch6e. 
On obtiendra de m~me l 'expression la plus g6n6rale d 'une fonction 

uniforme doublement  p6riodique f(u) ayant,  dans un par,~ll61ogramme des 
p6riodes n points singuliers as, a2, . . . .  a,. I1 suffit, pour cela, d 'appl iquer  
le th6orSme I k l~ fonction (10). On obtient  ainsi, pour la fonction 
cherch6e, l 'expression 

(13) / (~)  = f( .0) + 

avec 

v = ~  k = n  

~ = 0  k = l  

A(0 ~) + A(0 :) + . . . .  + A(0") = 0. 

Fonctions doublement p~riodiques ayant dans un paralldlogramme des 
p~riodes une i~fi~'~it~ de points singuliers ou prdsentant des lacunes. 

III. Soit un parall61ogramme form6 avec les p6riodes to, to', et, 
dans l ' int6rieur de ce parall61ogramme, un contour  ferm6 C ibrln6 d 'une 
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ou pl~sieurs courbes ferm6es. Appclons espac(~ E la portion du plan 
situ6e ~ l'intdrieur du parall61ogramme et ~ rext6rieur du contour C. 
D6signons par f (u)  une fonction holomor~)he dans l'espace E et admettant 
les deux p6riodes to, to', c'est b. dire reprenant les mdmes valeurs aux 
points homologues 'des cbt6s oppos4s du parall61ogramme; enfin soient 
x et x o deux points de l'espace E. L'int6grale 

(14) 

prise sur le contour du parall6!ogramme des p6riodes cst 6gale k z6ro, 
car la fonction de u soumise k l'int6gration cst doublement pdriodique. 
D'autre part cette int6grale-(14) se r6duit £ la somme de trois int6grales, 
rune prise le long d'une petite circonf6rence entourant le point x, l'autre 
le long d'une petite circonf6rence entourant x 0 et la troisi6me prise le 
long du contour C. La premi6re de ces int6grales est 2~zif(x), la seconde 

2;rif(x0); on a donc 

(15) f (x) - -  f (~o) = ~ (u)[Z(u - -  x) - -  Z(q~ --  xo)] du, 

l'indice C indiquant que  l'intdgrale est prise sur le contour C. 
Cette 6quation (15) ddfinit ainsi la fonction f (x )  dans l'espace E et 

dans ies espaces homologues au moyen des valeurs que.prend cette fonc- 
tion sur le contour C. 

IV. Pour faire une application de la relation (15)supposons que 
le contour C soit obtenu de la fat;on suivante. Considdrons n cercles, 
0~, C2, . . . .  C,, situds b~ l'intdrieur du paralldlogramme des pgriodes et 
ayant pour centres les points al, a2, . . . .  a~. Prenons pour espace E la 
portion du plan situ6e '~ l'intdrieur du paralldlogramme et £ l'extdrieur 
de ces ccrcles; le contour C sera alors form6 d'arcs de cercles apparte- 
nant aux circonf6rences O1, C~, . . . .  C,. En d6signant par f ( u ) u n e  fonc- 
tion doublement pdriodique holomorphe dans l'espace E, on a, pour cette 

19" ~tOp 1 fonction, l'~quation (15). Or lind%ram qui figure dans cette dquation 
se partage en une somme de n intdgrales prises respectivement sur les 
arcs des cercles C~, C~, . . . .  G',, qui constituent le contour U: 
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(16) f f (,~)[Z(u - -  ~.) - -  Z(,, - -  "~o)] "'~ 
ff 

]$=n 

k = l  ,_)' ck 

l'indice C~ indiquant que l'int6grale affect6e de cet indice est prise sur 
les arcs du cercle C, qui font partie du contour C. Prenons en particulier 
l'int~grale 

07) ~ ; / ( ~ ) [ z ( ~  - ~) - z(~ - '~o)] ~ ;  
] ck 

la fonetion de u, Z ( u ~  x ) -  Z(u ~ Xo), est holomorphe dans un cercle 
de centre ak et de rayon sup6rieur au rayon du cercle Ck. Cette fonction 
est donc~ pour les valeurs de u qui figurent dans l'intSgrale (17), ddvelop- 
pable en une sSrie uniformdment convergentc 

08) 
1.2..v 

Portant ce d~veloppement dans l'int~grale (17) o11 voit que cette intdgrale 
devient ~gale 

off 

(19) 

E A(*)•r.(.). x) Z('~)(,, --  ~0)] 

i ~k) __  1 1 f ( u  - -  ak))'(u) du 
2rd 1.2..~ 

c~ 

Donc enfin on a, d'aprSs les relations (15) ct (16), 

E E 
k ~ l  v=O 

A ?  ) [ z ¢ ' ) ( . ,  _ _  ~) - -  z( ' ) ( (~ ,  _ ~o)], 
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ou en posant: 
k = t t  v = ~  

k = l  v=O 

(2U 

Remarque I. 

f(z) = A + 

La somme 
k = l  v=O 

A(o" + A~ ~) + . . . .  + A(o ") 

est nulle, car cette somme est dgale k 

c 
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Remarque I I .  Si l'on suppose que le nombre n----- 1, on voit que 
toute fonction doublement pdriodique f(u) holomorphe dans l'espace situ6 

l 'intdrieur du paralldlogramme des pdriodes et k l 'extdrieur d'un cercle 
de centre a compris darts ce paralldlogramme, est repr6sentde dans cet 
espace par la sdrie 

(22) f (u)  = A + y A~Z(°(a - -  z). 
~ m  

V = I  

¥. G d n d r a l i s a t i o n  d , t  t h d o r ~ m e  de  ~1. M i t t a g - L e f f l e r .  

Soient a~, a v . . . .  a.~, . . . .  des points tous diff~rents situds dans un 
paralldlogramme des pdriodes et tels que, pour v ~ o0, lim a.~ ~ a; soient en 

o~t~¢ f~(~, al), f~(~, a~) . . . .  f~(x, aD, . . . .  d o  fo~tion8 m~romorphes double- 
ment pdriodiques ayant respectivement pour p61es dans le paralldlogramme les 
seuls points a~ et a; il existe ane fonction uniforme doublement pdriodique 
F(x) admettant le point a pour point singulier essentiel, et les points a~ pour 
p61es, de telle fa~on que la diffdrence F(x) ~ f~(x, a~) soit rdgulidre au point a~. 

La fonction f ( x ,  a~) est de 1~ forme 

f~(x, av)=~ A(k~)Z(k)(x--a~) + ~ B@)Z(*)(~¢--a) 
k = 0  k = 0  
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a v e c  

A~>+ 4"' = 0 

La d6monstration du th6or6me repose sur ce fait que, pour routes les 
valeurs de x telles que 

rood ~ - -  < e ,  e < 1 ,  

la fonetion f(x, a~) est ddveloppable en s@ie suivant les puissances crois- 
santes de (a~---a): 

a.)] 
On en conclut que l'on peut prendre dans le ddveloppement pr6c6dent 
un nombre m~ de termes assez grand pour que, en posant 

"="' °)°'1 " )] Fi,(,'e) =f,.,(-, a.,~,)---~ ( l V ~  - d il,(x, a, :. m L da? 
,,,=0 a~ = a 

la sdrie F ( x ) - - E F t ( x )  soit absoIument convergente dans le voisinage 

de tout point x 0 distinct des points a,. Cette fonetion F(x) cst la fonction 
demandde. La fonction la plus gdndrale possddant les propridt6s indiqu6es 
dans l'6nonc6 est 

F(z) + a(~ I ~) 

oh G(xIa)  ddsiglm une fonction uniforme doublement p6riodique n'ayant 
dans un parall61ogramme des p6riodes que le point singulier a. 

YI. Ddcomposition en facteui.s pr imaires .  

On d6duit du th6or~me pr6c6dent la formation d'une fonction uni- 
forme doublement p@iodique ¢(x) admettant les points a, pour z6ros de 
degrds n~, (u = 1, 2 . . . .  oo)~ n'ayaht pas de p61es et admettant le point 
a pour point singulier essentiel. Si l'on pose 
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la fonction qO(x) sera de la forme 

re=mY t 05 ,,m+l 

- -  n~ 1 . 2 . . ( m  + 1) 
¢)(z) = A ||p~(z, a,~). e ,~=1 

V=I 

les entiers m~ 6tant convenablement choisis. 

d'appliquer le thdor6me V k la fonction 
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Pour le d6,nontrer, il suffit 
d log ¢)(z) 

ar z en prenant 

d log p~(z, a~) 

VII. L'on volt que, dans cette th6orie des fonctions doublement 
p6riodiques, la fonction dl6mentaire analogue 

1 1 

~ - -  ~ ~ o  

dans la th6orie des fonetions uniformes d'une variable et k Z(~:, r]) dans 
la thdorie des fonctions uniformes d'un point analytique eat 

Z ( u  - -  z )  - -  - -  Zo) .  

De mdme que Z($, ~) est une fonction rationnelle de $ et ~] admettant lea 
deux p61es (x, y), (x o Yo) avec les r6sidus respectifs - - 1  et + 1, cette 
fonction Z ( u - - x ) ~  Z ( u -  Xo) est une fonction doublement pdriodique de 
u admettant lea deux p61es x et x o avec les rdsidus + 1 e t -  1. Le 
th6or~me exprim5 pa r .  l%quation (15) est analogue k un th6or~me de 
Cauchy ainsi 6nonc6: si une fonction f ( x )  eat holomorphe k l'extSrieur 
d'une courbe ferm6e C, on a 

5' 

Le th6or~me 6nonc6 dans la Remarque II du N ° IV eat analogue 
un th6or~me de Cauchy ainsi modifid: si une fonction f ( x ) ea t  holomorphe 
en tous les points situ6s ~ l 'extdrieur d'un cercle de centre a, cette fonc- 
tion est, pour tous ces points, reprdsentde par le d6veloppement 
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da~ ~ 
V = 0  

J'ai indiqu6 ces analogies dans une Note pr6sent6e ~ l'Acaddmie des 
Sciences de Paris le 9 octobre 1882. I1 me reste ~ ajouter que mon 
illustre maitre M. Hermite dans sea Lemons ~ la Facultd des Sciences de 
Paris 1882 r6dig6es par M. Andoyer a donn6 une m6thode t%s-simple 
pour l'dtude des fonctions doublement p6riodiques ~ points singuliers 
essentiels. 


