
SUR UN GROUPE DE TH] 0REMES ET FORMULES 

DE LA G] OM] TRIE ] NUM] RATIVE 

PAR 

H. G. Z E U T H E N .  

Lorsqu'on ddtermine le nombre de solutions d'une question algdbro- 
g6om6trique, soit par les proc6d6s de l'61imination algdbrique, soit par les 
consid6rations g6om6triques plus exp6ditives qui la remplacent, celles de 
l'intersection des courbes ou du principe de correspondance, la difficult6 
principale qui se pr6sente est la ddtermination de la multiplicit6 des 
solutions de diff6rente nature. Pour surmonter cette difficult6 on s'est 
servi parfois d'une m6thode indirecte, en ddduisant par diff6rentes voies 
des expressions diffdrentes du mdme hombre qui contiennent des coef- 
ficients inconnus, et en se servant de l'6galit6 de ees expressions pour 
d6terminer les coefficients; (1) mais on a aussi des m6thodes directes. I1 
serait trop long de citer tons les proc6d6s, invent6s par d'6minents g6o- 
m6tres(~) pour le d6nombrement des intersections confondues de deux 
courbes; je me bornerai '~ rappeler que la plupart des m6thodes reposent 
sur la consid6ration des ordres des divergences infiniment petites des 
branches des courbes, ou bien des ordres de contact de ces branches. Des 

(z) Dans ma th~se de doctorat 1865 sur les syst~mes de couiques j~ai fai~ un usage 

r6gutier de ce proegd6~ qui m'a 6t6 utile aussi, ~ c6t4 des d6tcrminations directes~ dans 

beaueoup d'autres reeherehes. M. SCHUBERT s'en est servi aussi dans ses nombreux tra- 

vaux~ dans le premier sans avoir vu l'usage que j 'en avais fair d6jk. 

(~) M. M. CAYLEY~ DE LA GOURNERIE~ PAINVIN~ HALPHE~ NOTBER~ STOLZ~ SMITH. 
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consid6rations analogues peuvent  servir au d6nombrement  des solutions 

co'incidentes r6sul tant  du  principe de correspondance.(1) 
Cependant  ces m6thodes de d6nombrement  demanden t  toujours un  

certain travail.  Pour  d6terminer  le hombre  de points d' intersection 

coincidents entre eux de deux branches de courbes tangentes entr6 elles, 

il ne suffit pas de connaltre tes ordres d ' inf iniment  petites qui sont donn6s 

indi rec tement  par  les degr6s de multiplici t6 de ces branches et par  les 

hombres  de leurs points d' intersection avec la tangente qui coincident 

entre eux; il ne suffit pas m4me, que les branches soient d6finies par  les 
formes des s6ries qui les repr6sentent:  il faut  connaltre aussi les coeffi- 

cients de ces s6ries, afin de pouvoir  d6terminer  aussi les ordres de leurs 

diff'6rences. De m4me, en appl iquant  le principe de correspondance, on 

a besoin, pour  d6terminer  le nombre  de coincidences de points x et y 

qui  ont  lieu en un  point  a, de connaitre, non seulement  le nombre  des 

points y qui coincident avec a en rn4me temps  que x, et celui des points 
x qui coincident avec lui  en m4me temps que y, mais aussi les ordres 

des distances inf iniment  petites xy des points correspondants  qui sont 
inf iniment  pr6s de a. 

I1 est donc clair qu'il  faut  pr6fdrer k ces procddds, oh il est possible, 

des formules oh les ddnombrements ne demandent ni ces recherches parti- 

culidres d'ordres d'infiniment petites, ni un  autre  travail 6quivalent  et aussi 

p6nible. M. HALPnE~ (2) a montr$ que, dans les applications de la formule  

contenant  une extension du thdor6me sur  la conservation du genre que 
j 'ai  donn6e dans le 3 ~° vol. des Mathematische Annalen  aux cas oh il y 

a des solutions multiples,  le ddnombremen t  de celles-ci se fair immddiatc- 

m e n t  sans aucune recherche d 'ordres d ' inf iniment  petites. M. M. HALI'nF,~(3) 

et S~IITH (4) ont montr6 qu'il  existe des relations jouissant  de la m6me 

(1) J'ai donnd des mdthodes de ce ddnombrement dans les Nouvelles Annales des 
Mathdmatiques 1867 et ~ la page 47 de mon Mdmoire sur les syst~,mes de courbes planes, 
insdrd aux Mdmoires de l'Acaddmie danoisc des sciences~ 5 me sdrie t. X. 

(2) Bulletin de la Socidtd Mathdmatiquc de France t. V.~ p. 9. 
(s) ~Sur les points singuliers des courbes algdbriques planes)), publid en 1877 au 

tome 26 des Mdmoires prdse~tds Tar divers savants; mais l'auteur avait ddj~ ~ la prdsenta- 
tion de ce mdmoirc consignd lcs principaux rdsultats dans une communication publide dans 
le Compte rendu du 20 avril 1874. 

(4) Proceedings of the London Mathematical Society~ vol. VI. 
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propri6t6, et entre les hombres de points d'intersection confondus et de 
tangentes communes confondues de deux courbes, et entre ceux des points 
doubles confondus et des tangentes doubles confondues d'une seule courbe. 

Je me propose d'dtablir ici entre ces diff6rents th6or6mes une con- 
nexion servant k montrer 1'importance de la propri6t6 commnne dont je 
viens de parler. Je prendrai pour point de ddpart un thdor6me qui s'est 
prdsent6 k M. HALrHEN dans le courant de ses recherches sur les points 
d'intersection et tangentes communes confondus,(1) e~ auquel aussi d'autres 
g6om6tres sont parvenus inddpendemment de lui et tr6s-peu apr6s lui. (~) 
Je montrerai (n ° 5) que, grace b~ ce thdorbme fondamental, que je vais 
6noncer dans le n ° 1, et dont je donnerai aussi une autre application 
(n °~ 3 et 4), ma d6monstration originaire de l'extension du th6or6me sur 
le genre conduit immddiatement ~ la propri6t6 relative aux solutions 
multiples que M. HALenEN a 6tablie autrement. 

Les autres th6or6mes de M. M. HALPH~N et SMITH dont je viens de 
parler se pr6senteront ensuite comme des applications de la formule 
contenant cette extension du th6or6me sur le genre (n °~ 6--8), et serviront 
ainsi d'exemples de la port6e que cette formule a "obtenue par la d6cou- 
verte de M. HA~rHEN. 

1. Le th6orbme que nons avons appel6 fondamental pour les re- 
cherches actuelles peut ~tre dnonc6 de la manidre suivante: 

))Soit donn6 un point singulier d'une courbe alg6brique ou routes les 
branches ont la m~me tangente, et d6signons par ~ le degr6 de multiplicitd 
ponctuelle de la courbe en ce point, c'est ~ dire: le nombre de points 
d'intersection confondus de la courbe avec une droite quelconque passant 
par lui, et par ~' le degr6 de multiplicit6 tangentielle, c'est ~ dire: le 
hombre de tangentes confondues qui passent par un point quelconque de 
la tangente donn6e: alors ~-t-~ '  des points d'intersection de la tangente 
coincident avec le point donn6, et ~ d-~' des tangentes qui passent par 
le point coincident avec la tangente donn6e.)) 

On ddmontre sans difficult6 ce th60r6me pour une seule branche 
compl6te en introduisant des coordonn6es tangentielles dans la sdrie qui 

(1) Voir  ~ la page 42 du Mdmoire que nous venons de citer. 

(~) M. M. STOLZ et N(iTrIER dans l e s t .  V I I I  at I X  des Mathematisehe Annalen. 

Le travail du premier de ces savants est datd du 16 mai 1874. 
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la repr6sente dans un syst6me de coordonn6es ponctuelles.(x) L'extension 

au  cas off plusieurs branches compl6tes sont tangentes entre  elles, se fait  

imm6dia tement .  

2. Donnons une forme alg6brique au thdor~me g6om6trique que 

nous venons d'6noncer. 

Soit donn6e une dquation f(x, y) = 0 k deux  variables  x et y, du  

degr6 m I en x et du degr6 m 2 en y, ou, ce qui est plus commode,  une 

6quation homog~ne du degrd m 1 en xx et x2, et hornog6ne du  degr6 m 2 

en y~ et y~. Si l 'on d~termine par  les valeurs de z~ et  Y~ qui satisfont 
z, y~ 

cette 6quation des droites de deux  faisceaux aux  centres P e t  Q (et 

si l 'on choisit les droites fixes x~ --= 0, x 2 = 0, yx = 0, y~ = 0 ainsi que 

la droite /gQ ne corresponde pas k elle-m~me), l '6quation, que nous ~crirons 

toujours  f(x, y ) =  O, rcpr~sentera une courbe de l 'ordre  n = m~ n t- m 2 

ayan t  un point  m~-tuple k P e t  un  point  m:-tuple k Q. 

En 6galant  ~ z6ro le discr iminant  f(x) de f(x, y) par  rappor t  k y, 

on aura  l '6quation en x qui reprdsente les tangentes  passant par  P~ y 

compris  les droites jo ignant  19 aux  autres  pSints mult iples,  k l 'exception 

de Q, au tan t  de fois que la courbe ~ f  = 0 - -  qui sera la polaire de 
0y~ 

/ )  si la droite Y2 = 0 coincide avec la droite P Q -  a d' intersections con- 

fondues en ces points, et non compris les tangentes  en P ~ moins qu'elles 

n 'a ient  plus de m~ n t- 1 intersections confondues.  Le discr iminant  ~b(y) 

par  rappor t  ~ x repr6sente de la m(~me manidre les tangentes passant par  

Q. Les ordres de ces deux  discriminants F(x) et ~(y) se t rouvent  par  la 

premidre fo rmule  Pluckerienne.(~) Si P et Q sont les seuls points mul-  

tiples de la courbe auxil iaire,  celle.ci sera de la classe: 

(~) Voir aux endroits eitd% on ~t la page 212 du vol. X des Mathematische An- 
nalen. M. CAYLEr s'est servi en 1866 du m~me procddd (On the Higher Singularities 
of a Plane Curve. Quart. Journ. vol. VII)~ mais sans dnoncer directement Ie thdor~me 
dont nous parlons iei. 

(.z) Remarquon% du rest% que~ dans cc qui suit~ on se serf seulement de la diffd- 
fence des ordres des diseriminants~ qu'on obtient~ sans aucune application des dquations 
Pluckeriennes~ en dgalant les hombres totals des tangentes h la courbe f--~ 0 qui passent 
par /) et Q. La m~me observation a permis une simplification de la ddmonstration de 
M. BERTrNI du thdor~me sur la conservation du genre (Comptes rendus t,. LXX p. 742), 
que je rappelle parce qu'elle me scmble montrer qu il ne soit pas - -  eomme dit M. 
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~ '  = (m~ + m~)(m I .~ m~ - -  1) - -  m,~(m~ - -  1) - -  m,~(m~ - -  1) = 2m~m 2. 

Supposan t  encore qu ' aucune  droi te  pa r  P ne rencontre  la courbe  en plus  

de m~ ~ 1 points  coincidant  avec _P, on aura  2 m ~ ( m ~ -  1) tangentes  qui  

passent  pa r  P sans avoir  / )  pour  point  de contact.  Ce n o m b r e  est donc 
l 'ordre  du  d i sc r iminant  F(x), et il ne cesse pus de l '~tre duns les cas off 

les supposi t ions faites ici ne sont pas en v igueur .  De m~me,  le discri- 

m i n a n t  ¢(y) est de l 'ordre  2m~(m I - -1) .  
Consid@ons m a i n t e n a n t  un  point  s ingulier  ou s imple M de la courbe.  

Si aucune  tangente  en M ne passe ni par  P n i  par  Q, ce poin t  correspond 

a des facteurs  de la m~me mul t ip l ic i t5  (z6ro, si le point  est simple) de 

t o u s l e s  d e u x  discr iminants ;  mais  si M P  a ~ points  d ' intersect ion co'inci- 
dan t  avec M,  et si M Q  en a ~ ,  et si t 'on ddsigne par  ~: le degr6 de 

mul t ip l ic i t6  d u  fac teur  (a2x ~ ~ a~x~) du  d isc r iminant  ~(x) qui  dd te rmine  

P M ,  et  pa r  7/ le degr5 de mul t ip l ic i t5  du  fac teur  ( b ~ y ~ -  bly~) du discri- 

m i n a n t  ¢(y) qui  d6 te rmine  QM, il r6sulte d u n  ° 1 que l 'on a: 

les d e u x  m e m b r e s  de cette 6quat ion  ind iquan t  de combJen le degr6 de 

mul t ip l i c i t6  tangent ie l le  de M/~ d6passe celui  de M Q .  

En a p p l i q u a n t  la f o rmu le  (1) h tous les points  de la courbe~ et en 

subs t i tuan t  ~ 2 5  et E ~  les expressions 2 m ~ ( m ~ -  l) et 2.m~(m I - -  l) des 

ordres des discr iminants ,  o n  t rouve  

(2) 2 ( ~  - -  ~ i )  = E ( ~  

oh il suffit  6 v i d e m m e n t  d '6 tendre  la sommat ion  aux  points  de la courbe  
qui  donnen t  des valeurs  diffSrentes entre  elles de ~ et ~ .  

SOttUBERT dans los Mathematische Annalen t. XVT p. 180 - - u n e  ))berechtigte Forderuug)) 
la simplicit~ gdomdtrique de ]a ddmonstration de ee thdor~me qu'elle repose seulement 

sur le principe de eorrespondanoe. On verra du prdsent article que je ne regarde pus 
m~me~ dans ee eas~ ]'usage de ee prineipe eomme avantageux s'il y a des singularitds 
supdrieures, ni non plus pour l'extension du thdor~me, ge saisis l'occasion pour fMce 
observer que la faute, montrde par M. SC~[TBERT~ d'une ddmonstration qui porte men nora 
dans le livre de Olebseh-Lindemann (p. 681) n'appartient pus ~ moi~ ee que montre aussi 
la note de M. Lindemann en bas de la page eitde. 
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Pour donner un sens purement alg~brique aux formules (1) et (2) 
nous avons seulement ~ remarquer encore que ~1 (ou ~) est le degrd de 
multiplicitd du facteur a : x ~ -  alx: (ou b~y I ~ b~y:) qu'obtient f(x, y) pour 

y~ b~ ~ 
3. Appliquons premiSrement la formule (1) au cas oh ma =m2-----2 , c'est 

dire ~ une forme binaire et du second ordre en deux couples de variables. 
Alors les deux discriminants seront des formes binaires quartiques. 

Supposons maintenant que le discriminant F(x) contient le facteur 
quadratique (a~x~ ~a~x2)?. En ~galant ce facteur ~ zdro, on rendra 
la forme donn~e ~gale k un carr~ (b2y 1 - -bly2)  2. 

Aux valeurs ~ = a_, et Y--~ = b~ correspond ici, dans la formule (1), 
x~ a~ Y2 b~ 

$ ~  2, ~2 ~ 2, et on a 4videmment ~1~1" Il en r~sulte que 7 ]~1 ,  
mais alors il faut que pour b2y ~ --b~y~ ~ 0 la forme donn~e ait le 
facteur ( a ~ x ~ -  axx~) ~, ou bien que ~ ~ 2, ~2 ~ 2. 

Zes deux discriminants auront donc en m$me temps deux facteurs dgaux 
ou bien, leurs discriminants doivent s'~vanouir en m4me temps. Ces 
discriminants de ~(x) et ¢(y), qui sont des fonctions rationnelIes des 
coefficients de la forme donn~e, sont donc ~gaux, ~ un facteur num~rique 
pros, qui dolt ~tre, ~ cause de la sym~trie, (~gal h ± 1; en choisissant un 
simple exemple (1) on voit qu'il a la valeur de -~ I. La forme donn~e 
reprSsente, dans le cas oh le discriminant commun aux deux discriminants 
~(x) et '¢(y) est ~gal ~ z~ro, une courbe h un nouveau point double (k 
c6t~ de P et Q). 

Note. I1 en sera autrement dans les cas oh m I ou m~ est > 2. Si 
m~ > 2 il devient possible que ~ ---- 3, et si m: > 3 il sera possible qu'en 
~galant k zdro deux facteurs 4gaux entre eux du discriminant ~(x) on 
rdduise la forme donnde ~ contenir deux couples de facteurs ~gaux entre 
eux. En faisant usage de faits connus de la th~orie des syst~mes de 
courbes,(~) on trouve qud lea discriminants des deux discriminants ~(x) 

(1) Si la forme est (alx~2-~ a~x~'J)yly~ Jr (b.y~2-~ b,jy~)x~x~ le diser iminant  des 

deux discriminants sera~ it un constant numdrique pr~s~ ~gal it a I ~a~ 2b 12b~(a la~ - -  b lb~)~ M 

ce qu'on peut  voir sans le calculer. 
(~) Voir  mon art icle sup les syst~mes de courbes planes clans le vol. X des M~moires 

de l 'Aead~mie Danoise des Sciences (5 nae sdrie). 
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et ~b(y) ont en g6n6ral un facteur simple commun correspondant aux cas oh 
la courbe reprdsentde par la forme donn6e a u n  point double, et que 
chacun d'eux contient encore deu.~; lois un facteur correspondant aux cas 
oh une tangents double, et trois fois un facteur correspondant aux cas 
oh une tangents stationnaire, passe par P ou Q. 

4. Nous d6duirons des consdquences ultdrieures du fair que nous 
venons de trouver, que los deux discriminants d'une formc binaire et du 
second ordre en deux couples de variables ont le mdme discriminant. 
D6signons les invariants des deux discriminants du quatri~me ordre it(x) 
et ~b(y) par i~, j~;  i~, J2, ]es lettres ayant  les mdmes significations que 
dams les Legons de CLEBsomLI~DE~ANS. Alors on a identiquement 

ou bien 

(i, - - i , ) ( i ~  ' + i~i, + i~ ~) = 6(j~ :--j~)(j, + j , ) ,  

oh i 1 et i~ sont des fonctions rationnelles du quatri~me degrd, 3"1 et j2 des 
fonctions rationnelles du sixi6me degrd, des coefficients de l a fo rme  donn~e 
f ( x ,  y); car les coefficients de ses deux discriminants sont du second degr6. 
Le second facteur du premier membre ne peat  dtre ddcolnpos6 en des 
faeteurs rationnels, '~ moins que ceux-ci ne soient aussi des facteurs de 
i~ et i~, et par cons6quent aussi de i: ~ i 2. I1 s'ensuit, que chacun des 
deux fact.eurs du sixi6me degr6 du second membre soit aussi facteur de 
/1 ~ i~, qui n~est que du quatri~me degrd, i ~ -  i~ est donc 6gal £ z6ro, 
et par consequent aussi j~ ~ J 2  ou 2"1 + j ~ .  On a donc identiquement 
i~ ~ i 2, j~ ~ ± J r  Un exemple(~) montre qu'il faut prendre le premier 
signe. 

Nous avons donc d6montr6 que les deux discriminants d'une forme 

binaire et du second ordre en deux couples de variables ont les m&hes 
invariants. 

Nous avons 5num6r4 ailleurs(~) les principales applications g6omd- 

(t) Dans l'exemple de |a premiere note au n ° 3 on aura 

8 
j~ =j~ = ~ (a~% + b~b~)(a~a 2 - -  2b~b~)(2a~a z - -  btb~) 

(3) Proceedings of the London Mathematical Society re/. X p. 196. 
A r i a  m a t h e m a t i c a .  I .  23 
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triques de ee thSor~me, qui se pr4sente d~j~ dans la transformation 
d'EuLnR de la premiere intSgrale elliptique. 

5. Revenons au cas g~n4ral. La formule (2) du n ° 2 s'applique 
imm4diatement ~ la correspondance de deux courbes unicursales dont les 

points correspondants sont d~termin4s par les valeurs de ~ et ~ qui 

satisfont ~ f(x, y ) =  O. 
A u n  poin t  x de l 'uae correspondent m~ points y de l 'autre, et ~, un 

point y correspondent m I points x. Pour une couple de points correspon- 
dents a et b, ~ d~signe le nombre des points x qui coincident avec a 
lorsque y coincide avec b, et v~ le nombre des points y qui coincident 
avec b, lorsque x coincide avec a. 

La g(~n4ralisation de la m4me formule qui la rend applicable ~ la 
correspondance des points de deux courbes quelconques se fait par une 
application tr~s-simple de la formule trouvSe elle-m~me. Soit donn~e 
une relation entre les points x et y de deux courbes alg4briques des 
ordres n~ et n~, des classes n' t et n' 2 etc., telle qu'~ un point x correspon- 
dent #2 points y, et ~ un point y, #~ points x. Joignons le point mobile 
x de la premi6re courbe £ un point fixe P, et les points correspondants 
y ~ un point fixe Q: alors iI existe entre les faisceaux Px et ~d une 
relation - -  repr6sentde de la maniSre indiqu6e dans le n ° 2 par le lieu 
des points d'intersection des droites Px et Qy - -  telle qu'~ route droite 
tb; correspondent m~ ~ n~ ./~2 droites @j, et h toute ¢lroite Qy correspon- 
dent m~ = n~.#~ droites Px. Cherchons, pour faire usage de la formule 
(2), les droites Px, telles flue deux ou plusieurs des droites correspondantes 
Q.q co'incident entre clles, et les droites Qy, tellcs que deux ou plusieurs 
des droitcs corrcspond~mtes l)x coincident entre elles. 

Des droitcs @! correspondant ~ une droite Px peuvent cffincider des 
trois maniSres suivantes: 

• ' ~ X "  . . . .  ~ ( r )  1 ° I,a droite Px rencontre la premmre courbe cn des points x ,  
correspondant respective~ne~+t ~ des points y', y " . . . ,  y('+> d'une droite passant 
par Q. Alors on aura entre cette droite et Px une correspondance 
reprSsentSc, dans le second membre de l'4quation (2), par les hombres 
~ = ~ ::--= r, de fa~on que cette correspoudance n 'y air aucune influence. 

2 ° La droite t)~: rencontre la premiSre courbe en plusieurs points 
coincidant avec un point O. Alors il n'cst pas n~cessalre que les groupes 
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des ft~ points correspondants coincident entre eux; mais cette coincidence 
a lie,, toujours si les points x appartiennent £ la m6me branche corn, 
pldte. En effet, les coordonndes des points voisins de 0 sur cette branche 
s'expriment par une variable t au moyen de s6ries ~ puissances enti6res 
et croissantes, le point 0 eorrespondant ~ la valeur t----0; car tulle est 
la ddfinition d'une branche compl6te. Le groupe des /.t~ points y qui 
correspondent b~ un point mobile x de la branche, ddpend d'une mani6re 
uniforme des eoordonndes du point x, par consdquent aussi de la variable t. 
II ne correspond donc aussi qu'un seul groupe b~ t----- 0, et £ deux points 
co:tncidant avec O deux groupes coincidant entre eux. I1 est dvident de 
plus qu'en m~me temps que x parcourt la premi6re courbe d'une mani6re 
continue, les /~ points y qui y correspondent se mouvront d'une n'tani6re 
continue sur l'autre courbe. Aucun d'eux ne peut passer d'une branche 
compl6te d'un point singulier b~ une autre; car on peut faire correspondre 
d'une mani6re uniforme b~ la seconde courbe une nou,~elle courbe oh les 
diff6rentes branches compl6tes sont remplac6es par des points distincts, et 
par consdquent un passage d'une br.mche ~ une autre par un mouvement 
discontinu. II s'ensuit' qu'on peut regarder, dans la recherche actuelle, les 
points de l'une ou l'autre des deux courbes qui coincident sans appartenir 
b~ la m~me branche complete comme des points distincts. 

8 ° La droi~e Px passe par un point x auquel correspond un groupe 
de points y dont plusieurs coincident entre eux. 

Nous voyons ainsi que, pour avoir tous les  termes diffdrents de z6ro 
du second membre de l'6quation (2), il suffit de considdrer la correspon- 
dance d'une droite par /) rencontrant une seule branche de la premi@e 
courbe en p~ points x co'incidant avec un point fixe a, et d'une droi~e par 
Q rencontrant une seule branche de la seconde courbe en p~ points y 
co'lncidant avec un point fixe b, et de supposer que v2 des P2 .points y 
qui correspondent /~ a coincident avec b, et ~ des /6 points x qui corre- 
spondent /~ b coincident avec a. Alors on obtient 

(3) 2(~,z~ - -  ~ , )  = ~ (p,~ - -  p,~), 

o~t la somme ~ est dtendue b~ toutes les couples de points correspondants 

des deux courbes qui donnent des termes diff6rents de z6ro ~ et 
autant d'autres qu'on veut. 2kiln d'y distinguer l'influenee des singularitds 
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des courbes de celle de la nature de la correspondance, nous ferons Usage 
de la transcription suivante 

(4) 

Pour le premier terme ( P l -  1)~ il suffit d'dtendre la sommation b, 
t ous l e s  points a de la premiSre courbe oh une seule branche est ren- 
contr~e par une droite passant par P en plus d'un point (p~ > 1), et 
tous les points de la seconde courbe qui y correspondent. Or la somme 
des valeurs des multiplicitSs ~ des points b correspondant ~ chacun de 
ces points a est ~gale ~ /12. On obtient ainsi, dans la formule (3), le 
terme 

p,. ~ ( p ,  --  1), 

la sommation ~ 4tant ~tendue iei, et dans ee qui suit, g tous les points 
1 

de la courbe (x) qui donnent des termes diff6rents de z6ro. 
On obtient de la m4me mani6re le terme 

- -1 , ,  . ~ ,  (p, - -  1), 

la sommation ~ dtant ~tendue g tous les points de la eourbe (y) qui 

donnent des termes diff~rents de zdro. 
I1 restera encore le terme 

oh la sommation w exactement eomme dans !e eas de deux eourbes 
unicursales - -  peut dtre dtendue g tous les  cas o~i deux ou olusieurs 
points correspondant g u n  seul point coincident entre eux. 

On parvient ainsi g la formule suivante 

oh le faeteur de #~ (ou /~2)d6pend seulement de la eourbe (y) (ou (x)). 
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Le point P pouvant ~tre un point quelconque du plan, on peut 
supposer qu'il ne se trouve ni sur une tangente singuli6re ni sur la tan- 

un point s ingul ie r  de la courbe (x). ~ ( p , - - 1 ) e s t  donc. la gente en 

somme de la classe n' I de la courbe (x) et de ~ ( a , - - 1 )  oh a 1 est le 
1 

degr6 de multiplicit6 d'une branche compl6te quelconque de la courbe (x). 
On pose 

n' 1 + ~ ( a ~ l ) - -  2n~ ~- 2(p 1 - 1 ) ,  
1 

off pl est appeld le g e n r e  de la courbe (x). En faisant de m~me pour 
la courbe (y), on aura la formuie 

(6) @, - -  v,) ---- 2/~,(p, 1) - -  2/~(2 ,  - -  1). 

Dans le cas oh toutes les valeurs de v 1 et v~ restent < 3 on peut 
substituer au premier membre de cette 6quation la diff6rence du hombre 
des cas off deux points y correspondant g un seul point x coincident 
entre eux, et de celui oh deux points x correspondant g u n  seul point 
y coincident, et on obtiendrait ainsi mon extension originaire du thdor6me 
sur la conservation du genre. La formule qu'on trouve alors est encore 
applicable au cas g6n6ral si l'on regarde comme solutions multiples les 
couples de points correspondants oh Pl ou 9 2 est > 2; mats il est 6videm- 
ment le plus simple d'employer alors imm6diatement la formule (6), qui 
est due ~ M. HALl)HEN. 

6. A cause de la circonstance que l 'application de la formule (6) 
ne demande aucune d6terminat'ion de coefficients inconnus d6pendant des 
ordres de qnantitds infiniment petites, el]e est ~ prdfdrer - -  quand il est 
possible d'en faire usage - -  aux applications du principe de correspon- 
dunce. Nous donnerons que!ques exemples servant ~ montrer cet avantage. 

On suit que deux courbes des ordres n 1 et n~ se rencontrent en 
n l .  n~ points. La ddtermination de ces points ddpendant d'une dlimination, 
et le hombre de ceux qui coincident avec un point de contact de bran- 
ches des deux courbes d6pendant des ordres de distances infiniment petites, 
il ne sera pus possible de ddterminer ce dernier hombre par la formule 
(6). De m~me il sera impossible de d6terminer imm6diatement par la 
formule (6) le hombre des tangentes communes ~ deux courbes qui 
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coincident entre elles. Mais aprSs avoir dStermin6 r u n  de ces  hombres, 
il sera possible d'en d6duire l 'autre par la formule (6), appliqu6e ~ lo 

recherche d'une expression de ]a diff6rence n ' l n '  2 - - n l n  ~ des hombres des 
tangentes communes et des points d'intersection des deux courbes. 

Etablissons, ~ cet effet, la correspondance suivante: la tangente k la 

premiere courbe (x) en un point x passe par |es points correspondants 
y de l 'autre. Alors on a, en faisant usage des notations du n ° 5, 

(7) p, = n',, /~, = %. 

En substituant, dans la formule (6), ees valeurs, ainsi que 

~h + ~ ,  (a'~ - -  1) - -  2~'~, 2(Tl 1) 
1 

oh a' 1 est le degr6 de multiplicit6 tangentielle d'une branche compl6te 
quelconque de la eourbe (x), et qui r6sulte de l'expression d6j~ donn6e 
du genre, si l 'on observe que deux eourbes qui sont des polaires r6cipro- 
ques doivent 5ire du m~me genre, et 

2(T~ - -  1) = n'~ + y .  (% - -  1) 2%, 
9 

on la r6duira 

(8) n',n',-  %% = y,(v~__ - - v , ) - - - n ' , - - Y ' ~ ( ' ~ -  1 ) +  n,--~-~ ( a ' , -  1). 

Pour  trouver les termes de la somme ~ ( v  2 - - v l )  qui sont diff6rents 

de z6ro, il faut distinguer les quatres esp6ces suivantes pour la correspon- 
dance de x et y: 

1 ° Ni le point x ne coincide avec y, ni la tangente en x avec la 
tangente en y: alors on a 

v t = El,  u~ = a~. 

2 ° Le point x coincide avec y; les tangentes aux branches auxquelles 
appartiennent ces points sont diff6rentes entre elles: alors on a (n ° 1) 

v, = a~ + d, ,  v~ = a~. 

3 ° La tangente ~ la branche ~ laquelle appartient x coincide avec 
la tangente ~ la branche k laquelle appartient y; mais ces deux points 

de contact sont distincts ehtre eux; alors on 
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4 ° Lee branches auxquelles appartiennent x et y sont tangentes entre 
ellen, x et y coIncidant avec le point de contact; alors on a 

v l = a  1 + d~, w,~=a2 + d 2 .  

Pour trouver une expression plus simple du second membre de 
l'6quation (8), i! est le plus commode de r6unir, pour route couple de 
points correspondants x et y oh, du moins, une des diff6rences ~ ~ v~, 
a~ ~ 1 ou d ~ -  1 est diff6rente de z6ro, la valeur de v 2 ~ ~1 auk 

termes eorrespondants d e - - n ' l E  (o- ~ - -  1 ) +  n ~ E  (6' 1 - - 1 ) ,  c'est h dire 

la valeur de (o-~ ~ l) qui appartient g y multiplide par l e  nombre pour 
lequel compte la tangente en x dans celui des n'~ tangentes g la courbe 
(x) qui paseent par y ~ et prise au signe moins ~ et g la valeur de 
(6'~ ~ 1) qui appartient '~ x multipli6e par le nombre pour lequel compte 
y dans eelui des % intersections de la tangente en x avec la courbe y.(~) 

En appliquant suceessivement ce procdd6 aux quatre espSces de 
correspondance on trouve (en donnant aux cas respeetifs lea m~mes n °' 
que tout g l 'heure) 

1 ° o - 2 - - d  ~ - -  o-',(~ - -  l) + a ~ ( a ' , -  l) = 0 

2 ° O" - - O ' l - - O , t l - - ( O ' l  "ll-- O " l ) ( ( j ' , - - 1 )  -~- O'it(Odl - -  l )  ~ - - - 0 " 1 0 "  2 

a ° + l )  + - -  1) = 

4 ° ~= + d ~ - - < - - d , - - ( <  + a ' , ) ( ~ - - l ) + ( ~  + d ~ ) ( d i - - 1 ) - - = - d , d , - - < ~  u 

La sommation den termee de la seeonde eep(~ce devant dtre dtendue g 
t o u s l e s  points d'interseetion de branches eomplStes des deux courbes 
qui ne sont pas des points de contact, eelle des termes de la troisi6me 
esp&e g routes les tangentes communes qui ont des points de contact 
distinets, et eelle de la quatri&ne esp&e g tous lee points de contact, 
la somme totale sera 6gale g St(OdlOd2)--S(O~lO'2):~ Oh  la somme S est 

(1) Dans les cas off la position des courbes n'a rien de purtieulier~ on trouve seule 

ment que |a diff6rence des hombres des tangentes communes et des points d'intersection 
t t. t es~ @ale ~ n l n  ~ - - - % % .  II suffirait de considdrer ici~ h e~td de ce cas gendra|, celui 

off deux branches completes sont tangentcs entre elles. Voulant montrer avant tout ]a 

mdthode~ nous ne nous y sommes pas bornds. 
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6tendue ~ tous les cas oh des branches compl4tes ong un point commun, 
S' ~ tous ceux oh elles ont une tangente commune. En commen~ant  
par n'ex~cuter la premiere de ces sommations que pour les branches 

psssant par un seul point, on aura pour somme a~a2, o~t a t et a.~ sont 

les multiplicitds totales de ce poi~t appartenant aux deux courbes, de fa~on 
que S(ate~)--= 8(a~a2) , oh aussi la somme s est. 4tendue ~ t o u s l e s  points 
communs aux deux courbes. On obtient de In,me S'(~r~;oZ~)=--S'(~t'~a'~) 
o~h a't et a~: sont les de qrds totals de multiplicitd d'une tangente commune 
aux deux courbes, et ou lu somme 8' s'6tend ~ toutes ces tangentes. On 

~rouve ainsi 

(9) ~',~', - -  nln.~ = s'(a'la'~) - -  s(a,a,). 

Le seul r6sultat contenu ~ cette formule qui ne soit pus 6vident imm6- 
diatement, celui que la difference du nombre des tangentes communes 
• ~ deux courbes qui coincident avec Ia tangente ~ deux branches com- 
pld~tes tangentes entre elles, et du nombre des points d'i~)tersection colnci- 
dant avec leur point de contact, est 6gale h ~ ' ~ a ' ~ -  ~rto" ~, est dO £ M. 
ItALPItE~(x) dont la d6monstration - -  de mgme que celle de M. SMITH(~) 
---diff6re enti6r'ement de celle que nous venous d'en donner. 

7. Pour  d6duire les fi;rmules de t)l*cker on se sert ordinairement, 
soit d'intersections de la courbe donnde avec ses courbes polaires et avec 
sa courbe Hessienne, soit du principe de correspondance. Pour  d6terminer, 
par cette d6duction, l'influence de singularitds supgrieures on a besoin de 

connaltre les ordres des divergences infiniment petites des branches totales 
et partielles entre elles. Aussi l 'abaissement de la classe, ou de l 'ordre, 
dfl ~ un point singulier, ou K une tangente singuli6re, d6pend-il n6- 
cessairement de ces ordres d'infiniment petites; mais ind6pendemment 
de ceux-ci il existe une relation entre les deux abaissements, ce qui se 
montrera par la circonstance qu'il suffit d 'appliquer les proc6d6s dont 

nous venons de parler ~ la ddduction d'une settle des formules PLf~CKI~RI- 
E~NES - -  par exemple de celle qui indique la classe d'une courbe d'ordre 

(') Points singuliers des eourbes algdbriques planes. (Mdmoires prds. par divers 
Savants XXVI, 2). Le thdor~me ressort de la combinaison de l'Art. I Thdor. II Cor.: et 
de l'Art. IV Thdor. V. 

(~) Proceedings of the~ London Mathematical Society: vo]. VI p. 167. 
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donnd ~ pendant que les autres peuvent dtre d6montr6es par une appli- 
cation de la formule (6) ou du thdor6me sur le genre. L'infiuence des 
singularit6s sup6rieures sur ces derni~res formules se prdsentera alors d'elle- 
m6me, sans aucune 6tude particuli6re des ordres d'infiniment petits. 

Premi6rement on a, en faisant usage de l'expression du genre et de 
l'identitd des genres de la courbe donnde et de sa polaire rdciproque, les 
6quations d6j'k mentionn6es 

(10) 2(io -- I)---- n' + ~(a--- I ) -  2n = n + ~(a ' - -  I ) -  2n', 

les notations 6tant les m~mes que dans le n ° 5, et les sommations 6tant 
6tendues k t o u s l e s  termes diffdrents de z6ro, et, 6videmment, ~ autant  de 
termes 6gaux ~ zdro qu'on veut. I1 est donc permis d'dtendre toutes les 
deux sommations aux mgmes points de la courbe. On d6duit ainsi de (10) 

(11) 
8(~'  - -  ~ )  = 2 ( ¢ '  - -  ~), 

off la sommation s'6tend encore K tous les termes diff6rents de zdro. 
On obtient une autre formule par l 'application ~ une seule courbe 

d'une correspondance, semblable ~ celle d u n  ° 6. On fait correspondre 
chaque point x de la courbe les n ~  2 points y oh la tangente en x 

rencontre encore la courbe. Pour appliquer ta formule (6) ~ cette corre- 
spondance il faut substituer 

et il sera le plus commode de substituer ~ 2(p~ ~ 1) la seconde, et 
2(p 2 - - 1 ) l a  premi6re des expressions (10). On trouve alors 

off routes les sommes sont 6tendues b~ tous les termes diff6rents de z6ro. 

En abordant la d6termination de 2 ( ~ -  ~i), on rencontre premi8re- 

ment les mdmes quatre correspondances de points de branches compl6tes 
di~tinctes que clans le cas oh x et y appartiennent £ des courbes diffd- 
rentes, et chacune de ces eorrespondances sera repr6sentde, dans tout le 
second membre de l'6quation (12), par exactement les m~mes termes que 

Av~a mathematiea. I. 84  
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darts le second membre de l%quation (8). En observant encore que 
chaque combinaison de deux branches qui ont un point commun ou une 
tangente commune se pr6sente ici deux lois, parce que l 'une ou l'autre 
des deux branches peut contenir le point x de l~ correspondance, on volt 
que la somme de ces termes sera 6gale ~ 2 (S ' (d~d~) - -S (e~ , ) ) ,  oh les 
sommes S et S' s%tendent k toutes les eombinaisons de l 'une ou l'autre 
de ces deux esp@es. 

A c5t6 de ees correspondances de points x et y de branches diff~- 
rentes entre elles on a k consid6rer, dans le cas actuel, celles off les 
points correspondan£s x et y coincident entre elles sur une seule branche. 
Alors on a 

v I =v~ = a + d - - 2 .  

v ~ -  v 1 devient done 6gal k z6ro, de fae, on que ees eorrespondanees ne 
P~ J t  

seront represent ees, dans le second membre de (12), que par les termes 
contenus dans 

+ - ,  + <+- , ) ,  

qui ont la valeur de 

- - ( a + d - - 2 ) ( a - - 1 ) + ( a + d - - 2 ) ( d - - 1 ) - - - - ( ~ + d - - 2 ) ( d - - a ) .  

La formule (12) se r6duit donc 

~'~ - -  6,~' - -  , ~  + 6 ~  = 2 s ' ( ~ ' , ~ ' , )  - -  2 s ( ~ , ~ , )  + X O "  - -  2~'  - ~ (1~) + 2a), 

off la dernidre sommation s'6tend '£ tous les points de la courbe qu i  
donnent des termes diff6rents de z6ro. 

8. I1 est possible de d6duire des 5quations ( l l )  et (13) une nou- 
velle relation qui ne ddpend t)lus des multiplieit6s des diff~rentes branches, 
ranis, de m~me que la formule (9), seulement des multiplicit6s totales des 
points et tangentes singuliers. En ajoutant, £ cet effet, l%quation (l l) 

l%quation (13), oh il est permis d'~tendre la sommation ~ aux m~mcs 

terrnes, on trouve 

(14) n ' 2 ~ 3 n ' ~ n  2 + 3n = 2S'(d~d~)~ 2S(a~a~) + 2 ( a " - - d - - a ~  + a). 

R6unissons ici les termes du second membre qui sont form6s des degr6s 
de multipl~cit6 ~r des branches d'un seul point a-tuple. On trouve 
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a ~ . _  a2 ~ _ . . . . - - a t  ~ _ 2 a l a  ~ w . . . .  ~ 2 a r . _ , a r  + a~ 4 :  a~ + . . . .  + ~r  = ~ a~  + a .  

En faisant de m~me pour t o u s l e s  points oh passe une ou plusieurs 
branches repr6sent6es dans le second membre de (14), et en r6unissant 
d'une mani6re semblable les termes appartenant aux diff'6rents contacts 
de toute tangente singuli6re, on trouve 

n " - - 3 n ' - - ~ '  + 3~ = ~ ( a  '~ --  a ' ) - - 2 ( a ' -  a), (15) 

oh ~¢ et a '  sont les-degrds de multiplicit6 totale de tous les points sin- 
gullets et tangentes singuli~res. (~) 

Si la courbe n'a que des singularitds ordinaires, les formu]es trouv6es 
(10), (11), (13) et (15), dont trois sont ind6pendentes entre elles, se 
r6duisent ~ un syst6me de deux relations Pr,0CK~I~IEN~nS augment6 d'une 
formule servant ~ exprimer le genre 19 par les hombres PLOCK~mnNS. On 
a en effet, darts ce cas, en d6signant par d et e les hombres des points 
doubles et cuspidaux, et par d" e t e '  les nombres des tangentes doubles 
et tangentes d'inflexion. ~ 

2( 2( ' Z  ° ' -  
a - -  1) = e, d - - 1 )  = e, = e 

= d ' ,  S(¢,a,) = d ,  ~ ( d  ~ - 2 d - a  ~ +  2 a ) = e ' - - e  S'(dld ~) 

On salt qu'il est possible d'appliquer les formules PL~CK~I~IE~SES 
aussi aux cas, oh la courbe a des singularit6s sup6rieures, en reprdsentant 
chacune de celles-ci par les 6quivalenSs PLt~CK~RIE~S introduits par M. 
CAWEY,(2) que nous d6signerons par (~ z, o ~, e'. Les conditions impos6es 
b~ ces 4quivaIents par les formules qui nous occupent ~ auxquelles il 

(:) La substitution de l'dquation (14) it ( 1 3 ) p e r m e t t a i t  d 'dviter d'in~roduire un 

hombre infini de termes par la sdparation des termes qui contiennent a de eeux qui 

contiennent e'. - -  Notre formule (15) se distingue d'une formule tout-it-fair semblable de 

M. NSTaEa par les significations des lettres:  ses k ne ddsignent pas comme nos a l e s  

m u l t i p l i c i t d s  i m m d d i a t e s  des points singuliers, mais celles des points multiples qui en rd- 

sultent par une ddeomposition; et ]a m~me diff6renee a lieu entre les significations de ses 

k (1) et de nos a .  

(~) On the Higher Singul£rities of a Plane Curve. Quar ter ly  Journal of Mathe- 

matics, vol. VI I .  
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faut ajouter celle que leur impose la premi6re formule PLOCK~mEN~n-- 
se pr6sentent d'elles-m4mes. Los f0rmules (10) donnent  pour repr6senter 
une singularit6 sup6rieure(1) 

(16) ¢ ----- ~ ( a - -  1), g = 2 ( d - -  1), 

et la diff6rence 3 ' - - 3  peut 4tre d6termin6e par l 'une ou l 'autre des 
6quations 

'2 (~  - -  3) + (¢' - ~) = 2 s ' ( ~ ' , G )  - -  2 S ( ~ , ~ , )  ÷ ~ ( . ' :  - -  2~' - -  ~'  + 2~) (17) 

o u  

(18) 2(3' ÷ ¢ ' - - 3 - -  ¢) --  y . ( a " - -  a') - -  y , ( a * - -  a), 

qu'on obtient de (13) et (15), les sommes 6tant 6tendues ~ toutes les 
branches et combina.isons appartenant ~ la singularit6. 

Cherchons par exemple la repr6sentation de la singularit6 form6e par 
T branches compl6tes tangentes entre elles. 

Ayant  a,lors 

, = (~), 

on trouve (16) et (18) 

d'o'u 

(19) 

¢ ---~ a ~  T, ¢' ~ a ' - - T  

2(~  + , ' - -  3 - -  ¢) -- ( , ; - -  ~)(~' + ~ - -  1), 

2(3' - -  3) = (¢'-- a)(¢' + ¢ + 2 r -  a). 

Dans le cas oh r =  1, c'est ~ dire pour une seule branehc compl6te, on 
trouve 

(20) 2(3'-- 3) = (¢' - -  ¢)(¢' + ~ --  1). 

Cettc relation est due ~ M. SMI'rIt; (~) il n'est pas difficile d'en revenir '~ 
l'6quation (19), si l'on applique en m~me temps t'6quation (9) aux com- 
binaisons des branches. 

(') I1 peut 6tre commode de se servir des 6quivalcnts~ rempla~ant les singularitgs 
seulement dans ]es 6quations 1)LUCK~RIENNES proprcs, et non pas dans celle qui exprime 
le genre. A}ors il faut remptacer (16) par 

¢ - - ¢  = 2 ( d - - ~ ) .  
(~) Proceedings of the London Mathematical Society VI p. 166. 


