
M/~MOIRE SUR LES FONCTIONS FUCHSIENNES 

P A R  

H. POINCARE.  

§ 1. Sdries Th~tafuel~s iennes .  

Duns un m~moire ant~rieur, j 'ai montr5 comment il est possible de 
former des groupes discontinus avec des substitutions de la forme: 

(1) z ,  r~z + 

en choisissant les coefficients a~, /~, y~, ~ de telle facon que les diverses 
substitutions du groupe n'alt~rent pus un certain cercle appel~ cercle 
fondamenta]. Je  supposerai duns tout ce qui va suivre que ce cercle 
fondamental a pour centre l'origine et pour rayon l'unit~, de telle sorte 
que son 5quation soit: 

rood. z ~-- 1. 

Je consid6re un de ces groupes discontinus, dits groupes fuchsiens, que 
j 'appelle G. A ce groupe correspondra une dgcomposition du cercle 
fondamental en une infinit6 de polygones normaux R, tous congruents 
entre eux. 

Je  me propose de dSmontrer qu'il existe toujours un systgme de 
fonctions uniformes de z qui demeurent  inalt~%es par les diverses sub- 
stitutions du groupe G et que j'Appellerai fonctions fuchsiennes. 

A cet effet j 'envisage les diverses substitutions de G comprises duns 
la formule (1) et je pose pour ab%ger: 

Acta Mathematica. I. ~5 
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+ S(,) 

comme je l'ai fait au § 3 du m4moire cit6. Je forme ensuite la s6rie: 

(2) 
, ~ dz / 

0 

oh m est un entier positif plus grand que 1. 
Je vais d6montrer que cette sdrie est convergente en faisant suc- 

cessivement diverses hypothSses: 
1 ° Supposons d'abord que z soit intdrieur au cercle fondamental: 

il sera alors int6rieur b~ l'un des polygones R, par exemple au polygone 
Rh qui correspond ~ la substitution de G qui a pour indice h e¢ qui s'dc'rit: 

Soit: 

La substitution 

fera partie du groupe G et correspondra ~ un certain polygone R~. Puis- 
que z est suppos(~ int~rieur ~ Rh, f(z) sera int6rieur k /~,. 

Supposons que l'on d6crive autour de z un contour tr~s petit Co, 
enveloppant le point z et dtant situ~ tout entier k l'int4rieur de Rh; le 
transform6 dc C o par la substitution [z, f(z)] sera un certain contour tr~s 
petit C~, enveloppant le point f(z) et situ~ tout entier k l'int~rieur de Rk. 

Afin d'Oablir la convergence de la s~rie (2) nous allons ddrnontrer 
successivement un certain hombre de lcmmes. 

LEMMI~ I. La somme des surfaces de tousles contours C~ est dgale h 
une quantitd finie C. 

En effct ces diff5rents contours C~ en hombre infini sont tous in- 
t~rieurs au cercle fondamcntal; de plus ils n'ont aucune partie commune 
puisque chacun d'eux est tout entier int6rieur k l'un des polygones R. 
La somme de leurs surfaces est donc plus petite que la surface du cercle 
fondamental. Elle est done finie. C . Q . F . D .  
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L~MME II. Le rapport de la .plus grande h la plus petite valeur que 
dr, 

l~uisse prendre le module de Tz quand z reste intdrieur d C O est plus petit 

qu'une certaine quantitd K ind@endante de i. 
En effet on a: 

d f i  = 1 
dz (r~z + a~)' 

1 r~ ~ divis6 par le carr6 de la di- Le module de dz est donc 6gal k rood. 

stance du point z au point ~ - .  Les points ~ sont les divers trans- 
rl r~ 

form6s du point c-x~; ils sont done tous ext6rieurs au eerele fondamental 
comme le point c~ lui-m~me et ils ne peuvent  ~tre infiniment voisins les 
uns des autres que  dans le voisinage de ce cerele. Soient M~ et m~ la 
plus grande et la plus petite valeur que puisse prendre ee module quand 
z reste int6rieur ~ C0; soient a et b la plus grande et la plus petite 

distance du point 

Or tous les points 

au contour Co; nous aurons 6videmment:  

M~ a ~ 

m~ b ~ 

sont ext6rieurs au cercle fondamental. Soient 
r~ 

done A et B la plus grande et la plus petite distance de l'origine, centre 
du cercle fondamental, au contour C 0 . Ces deux distances seront plus 
petites que 1 puisque C O est tout entier int6rieur au cercle fondamental. 
On a alors: 

d'ofi 

a < l + A  b > l ~ B  

.1//~ < [1 + A~' 

D'ailleurs [1 + A~' i , ~ ]  ~ K est ind@endant  de i. C. Q. F. D. 

LEMME III. On a quel que soit i 

.M~ < K 2 C~ 
Co 
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En effet soit z--=-x + iy; la surface du contour C 0 s'6crit alors 

= f f  d$ dy 

et la surface du contour C~ 

f f[ Ci = rood. dz _] 

les deux int6grales doubles 6tant prises k l 'int6rieur du contour C 0. On 
a d o n c  

c,> f f ~ , ~ y  > ~,~ Vo 
ou bien 

ou enfin: 

c, > ~co  

M~ <K~ c'. 
Co 

C. Q. F. D 

Rien n'est plus ais6 maintenant que d'6tablir la convergence de la 
s6ric (2). Supposons en effet d'abord m--= 2;  nous aurons ~ envisager 
la s6rie: 

(2) fdf, y =  ,~ - ,  X mod. kdz] 2 re°d" (?"z+ 0 

Or nous aurons: 

( ~  ~'~< ~,d~ < ~o ,  
rood. ~ dz ] 

g 2 
Les termes de la sdrie (2) sont done plus petits respectivement que ~00 

multipli6 par le terme correspondant de la sdrie ~C'~ dont la somme est 

un hombre fini C d'apr6s le lemme I. 
La s6rie (2) aura donc aussi une somme finic S. On a par cons& 

quent a fo r t i o r i  quel que soit i 

rood. a/, < @- Tz 
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(mod. ~-~-z } df~ ~ '<  (mod. d'X~-~z) S~m--~2 
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C'est ~ dire-que chaque terme de la s~rie ~ ( m o d .  d . . . .  -~z ~) est plus petit que 
m - -  2 

~ • la constante 8 ~  multiplige par le terme correspondant de la ~er~e 

(,nod. df~dz .; "~'~ qui est eonvergente. 

La convergence de la sdrie (2) est donc d6montr6e et il s'agit ici, 
non d'une semi-convergence, mais d'une convergence absolue puisque tous 
les termes de la s6rie sont positifs. 

2 ° Supposons maintenant que le point z soit ext6rieur au cercle 
fondamental. 

Si le point z e s t  l'un des points --3~, l'un des termes de la s6rie 

est infini et la convergence est impossible. Supposons doric que le point 

z ne se confonde avec aucun des points " 3', je dis que la s6rie (2) sera 

encore convergente. 
Considdrons en effet un autre point z 1 int6rieur au cercle fondamental. 

La sdrie 
X' (af,(~,)~,. ~,)_~,,, ( , ' )  ~ ~o~  ~ 1  - ~ ~oa  l~,~, + 

est convergente d'apr6s ee qu'on vient de voir. Je dis qu'il en est de 
m&ne de la s6rie 

(') Z -o.  j = ~ . o ,  (., .  + 

En effet nous pouvons trouver une limite sup6rieure Rde  rood. (z, + ~ . )  

5 
module fini et limitd et ils ne sont pas infiniment rapproch6s du point z. 

On a donc: 

~od. (r,~, + ~,)-~ < ~ "  
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Chaque terme de la s6rie (2)est donc plus petit que (~) :~ multipli6 

par le terme correspondant de la s6rie (2 a) qui est c0nvergente. 
La s6rie (2) est donc aussi convergente. 
3 ° Supposons maintenant que le point z soit sur la circonterence 

du cercle fondamental. La d6monstration prdc6dente sera encore applicable 
pourvu que le point z "he soit pas infiniment rapproch6 d'une infinit6 de 

points - - & .  C'est ce qui arrivera si le point z appartient ~ l'un des 

cSt6s de la 2 me sorte de run des polygones /~. La s6rie (2) est alors 
convergente. Dans le cas contraire, les termes de la s6rie (2)sont suscep- 
tibles de croitre inddfiniment, de sorte que la convergence n'a pas lieu. 

Les points de la circonfdrence du cercle fondamental se divisent en 
deux classes, les uns appartiennent K l'un des c6t6s de la 2 m" sorte de 
l'un des polygones R;  ]es autres, qui ne satisfont pas h cette condition, 
s'appelleront les points singuliers essentiels du grol~pe G, de sorte que la 
condition de convergence de la s6rie (2) pourra s'6noncer ainsi: le point 

z devra ne se confondre ni avec aucan des points ~ &, ni avec aucun des 
r~ 

points singuliers essentiels du groupe G. 
La s6rie (2) d6finit une fonction de z, mais cette fonction n'est pas 

monog6ne, comme on le volt aisdment d'apr6s la forme m~me de la sdrie. 
La somme de la s6rie (2) d6pend 6galement du groupe Ge t  si on suppose 
que les coefficients des substitutions fondamentales de ce groupe sont des 
fonetions d'un certain param6tre t, la somme de la sdrie (2) sera aussi 
une fonction de t. 

Une petite digression est ndcessaire pour me permettre d'exprimer 
plus nettement ma pensde. Reportons-nous au § 11 du mdmoire sur les 
groupes fuchsiens, paragraphe intituld: Formation effective des groupes 
fuchsiens, et prenons pour fixer les iddes l'exemple I de ce paragraphe. 
Dans cet exemple, il s'agissait de former les groupes fuehsiens de la 3 m" 
famille, engendrds par un polygone normal de 2n cbt~s de la 2 m~ sorte. 
Nous avons vu que les coefficients des n substitutions fondamentales de 
ce groupe ne sont assujettis qu'£ des indgalit6s. I1 est donc possible de 
les exprimer en fonctions rationnelles de 3n param~tres urbitraires 

~! ~ ~S ~ . . . .  U8 n 
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assujettis seulement k ~tre r~els et k satisfaire k certaines in~galit6s. Les 
coefficients de routes les substitutions du groupe sont alors, comme ceux 
des substitutions fondamentales, des fonctions rationnelles des param~tres 
u. De plus il est 6vident que tous les groupes diffdrents que l'on obtient 
en attribuant aux u diff'drents syst~mes de valeurs, sont tous isomorphes 
entre eux. 

Ce qui prdc6de peut ~tre 6tendu au cas ie plus g6ndral et, pour 
(inoncer plus facilement les rdsultats qui vont suivre, je vais introduire 
une dgfinition nouvelle qui nous sera utile dana la suite. Considdrons 
deux polygones normaux R o e t  R'0; je suppose qu'ils soient d~signds de 
mgme dans le syst6me de notation du § 7 du mdmoire citd. Les cycles 
de chaque catdgorie seront en m~me nombre dans R o e t  R' 0 et ils se 
correspondront un £ un. Je suppose de plus que la somme des angles 
de R 0 qui appartiennent k un mgme cycle de  la 16~ catdgorie, est la 
mgme que la somme des angles du cycle correspondant de //'0" Je dirai 
alors que les deux polygones, ainsi que les deux groupes qu'ils engendrent, 
font pattie de la mgme classe. II est clair que dans ce cas les deux 
groupes sont isomorphes entre eux. 

Considdrons donc une infinitd de groupes appartenant k la mgme 
classe C et d6riv6s de n substitutions fondamentales. Prenons n substitu- 
tions quelconques et eherchons si elles peuvent ~tre prises pour les sub- 
stitutions fondamentales d'un groupe discontinu appartenant b~ la classe C. 
Nous trouverons en g6n6ral que leurs coefficients doivent satisfaire b, cer- 
taines ~galit~s et i~ certaines 5n~galit~s. Ces coefficients pourront alors 
s'exprimer rationnellement en fonctions de p param6tres arb i t ra i res  

u l ,  U~, . . . .  up 

assujettis seulement k rester rdels et ~ satisfaire b~ eertaines indgalit6s. La 
seule diff6renee avee l'exemple I du § 11 c'est que l'on a en g6ndral 

p < 3~, 

au lieu de p ~-- 3n. 
Deux groupes qui sont de la mdme classe sont en gdndral de la m~me 

famille. I1 y a cependant des exceptions. Ainsi reprenons l'exemple I du 
§ 11 que j'ai cit~ plus haut. Les groupes envisaggs sont en gdndral de 
la 3 ~ famille; mais dans certains cas limit,s, ils peuvent se r&luire ~ des 
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groupes de la 2 me ou de la 4 m° families. En g6n6ral un groupe de la 

2 me famille ou de la 4 me famil le  peut  ~tre regardd comme appar tenant  

une classe form6e de groupes  de la 3 m~ famil le  qui ne se rgduisent ~ la 

2 ~° et ~ la 4 ~e families que pour  certaines valeurs particuli6res des 

param6tres u. De m~me un groupe de la 6 ~° ou de la 7 ~ familles peut  

~tre regardd eomme appar tenant  ~ une classe form6e de groupes de la 

5 ~ famille, qui ne se r~duisent b~ la 6 ~e ou b~ la 7 ~ familles que pour  

certaines valeurs particuli6res des paramdtres  u. Cette remarque  nous 

sera uti le darts la suite. 

Ainsi il existe des classes de groupes fuchsiens qui sont tous iso- 

morphes  entre eux ;  les coefficients de leurs substi tut ions sont des fonctions 

rationnelles de certains param6tres  r6els u, assujettis b~ certaines inggalitds. 

Si l 'on forme la sgrie (2) ~ l 'aide des diffdrents groupes  appar tenant  

une  m~me classe, la somme de eette s6rie sera 6videmment  une fonetion 

des u;  je dis que ce sera une fonction continue de ces param6tres.  
I1 est clair que chaque terme de la s6rie, ~tant rat ionnel  par  rappor t  

aux  u, sera une fonction continue de ces param6tres;  mais cela ne suffit 

pas pour  qu'i l  en soit de mgme de la somme de cette s~rie. Si nous 

considgrons en effet une sgrie 

S(~) = F,(~) + F~(~) + . . . . . . . .  + F.(~) + . . . . . . .  

dont  les termes sont des fonetions continues de x et qui est convergente, 

la somme S(x) de cette sdrie peut  ~tre une fonet ion,  discontinue de x. 

Mats raisons une hypoth/cse de plus. Supposons que quand on a: 

(3) z, > z > zo 

on ait" 

serle et que la "" 

rood. F~(x) < G 

V, + C ,  + . . . . . . . .  + 0 , +  . . . . . . .  

soit convergente;  on sait que S(x) restera fonction continue de x rant que 

cette variable satisfera aux indgalitds (3). Ce rdsultat  est d'ailleurs facile 

gtendre au cas de plusieurs variables. Ainsi pour  ddmontrer  que la 

sdrie (2) est une foncfion continue des u, il suffit de faire voir  ClUe l 'on 
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peut trouver une infinit6 de hombres positifs A, (ind@endants des u), tels 

la sgrie 2 A ,  soit convergente et que l'indgalit6 que 

(moa -a-;l < a ,  

soit satisfaite quels que soient les u, pourvu que ces param~tres restent 
eompris entre certaines limites qui peuvent d'ailleurs ~tre aussi voisines 
que l'on veut du syst6me de valeurs pour lequel on veut ddmontrer la 
continuitd de la somme de la s6rie (2). 

Pour ddmontrer cette continuit6; je vais faire usage de certaines 
consid6rations qui me fourniront en mfime temps une ddmonstration nou- 
velle de la convergence de cette sdrie, ce qui ne sera pas inutile, vu 
l'importance de ee r6sultat, ge vais rappeler quelques-unes des d6finitions 
du § 2 du Mdmoire sur les groupes fuchsiens. DaMs ce paragraphe j'avais 
appeld figures congruentes deux figures qui sont les transform6es l'une de 
l'autre par une substitution lindaire k coefficients r6els. Posant ensuite 

z = z + y V  -'Z- 1 

j'avais appel6 15 d'un arc, l'int~grale 

/ mo~. dz 

prise le long de cet arc et S d'une aire plane l'intdgrale 

f y* 

prise k l'int~rieur de cette aire. 
La L d'un are et la S d'une aire sont des invariants pour ces figures, 

c'est ~ dire que deux arcs congruents ont m~me L e t  que deux aires 
congruentes ont m~me S. 

Plus tard au § 12 du mdmoire citd, j'ai envisag~ des groupes de 
substitutions qui n'6taient plus assujetties ~ 8tre r6elles, mais k conserver 
un certain eercle fondamental. Par une extension route naturelle, deux 
figures seront dites congruentes lorsqu'elles seront transform6es l'une de 
l'autre par une substitution lin6aire conservant le cercle fondamental, l l  

~¢ta Mathemaltca, I. 26 
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y aura pour les arcs et les aires deux invariants analogues ~ ceux que 
nous avons rencontr6s dans le cas des substitutions rSelles et que nous 
appellerons par extension L e t  8. Par  exemple dans le cas qui nous 
occupe, le cercle fondamental a pour centre l 'origine et pour rayon 
1'unit6. Posons 

~ toe  ~ 

J 'appellerai  L d'un arc, l ' int6grale 

f mod. dz r---y 

prise le long de cet arc et S' d'une aire l ' int6grale 

f f._p@cho (I --p')~ 

prise b~ l 'intdrleur de cette aire. O n  v~rif ie  ais6ment que deux arcs con- 
gruents ont mgme L, pendant que deux aires congruentes ont mdme S. 

Considdrons un cercle ayant pour centre l 'origine et pour rayon p. 
La S sera: 

f S d ~  P d P  l = ~P ' 
1 --p~)~ 1 - -  p* 

0 0 

La L de son rayon sera: 

R = f ~ d ~ p p  ~ =  1L1A'P2  1-:-p 

0 

Nous appellerons cette quantitd le /~ du cercle. 
On a, en fonction de R :  

P = e ~ R +  1 

8 = 4 (e~R + ~ -~  - -  2) 

Passons maintenant b~ la ddmonstration de la convergence de Ia sdrie 
(2), et supposons pour fixer les iddes que le point zcs t  intdrieur au cercle 
fbndamental;  la ddmonstration s'dtendrait sans peine au cas gdndral. 
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Noun d6crirons autour de z un contour C o que nous pourrons prendre 
assez petit pour qu'il soit tout entier k l'int~rieur de l 'un des polygones 
R, de Rh par exemple. Quand les param~tres u varieront entre lea limites 
que nous leur avons fix~es, les polygones R varieront, mais nous pourrons 
toujours supposer que C o est assez petit pour rester constamment tout 
entier ~ l'intdrieur de R~. Si nous consid5rons maintenant les diffdrents 

transform6s du point z, c'est k dire les diff~rents points a~z + fl~, chacun 

de ces points sera contenu ~ l'int~rieur d'un petit contour C~ situ~ tout 
entier £ l'int~rleur d'un certain polygone /~k ainsi qu'on l'a vu plus haut. 
T o u s l e s  contours C~ seront congruents eutre eux et extdrieurs les uns aux 

autres. 

J'appellerai a la S de C o qui sera celle de t o u s l e s  Q. Si je con- 
sid~re maintenant diverses circonf~rences coupant orthogonalement le cercle 
fondamental et les arcs de ces circonfdrences qui sont interceptds par Co, 
la L de ces ares restera inf(~rieure k une certaine limite que j 'appelle 2. 

Ddmontrons maintenant que]ques lemmes. 

LEMMB IV. Considdrons les points transform~s de z, c'est ~ dire les points 

a,z + fl, 
r~z + & 

qui sont int~rieurs ~ un cercle C' qui a pour centre l'origine et pour rayon 

e ~ n ' -  1 

g' = e 2n" + 1 

le hombre de ces points est plus petit que : 

--~ (e 2(n'+~) + e -~c~'+~) - -  2) 
4a 

En effet soit _h r ce nombre. 

Si un point a,~ + fl~ est int~rieur au cercle C', le contour Q correspon- 
r~z + &  

dant sera ~videmment tout entier ~ l'intgrieur du cercle C" qui a pour 
centre l'origlne et dont le /~ surpasse de 2 celui du eercle C', c'est £ dire 
dont le R e s t  ~gal ~ R ' q - 2 .  

I1 y a donc £ l'int~rieur du cercle C" au moins 2F contours Q dont 
la 5' totale est dgale £ N¢. 
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Or la S du cercle C" est 

On a donc:  

L~Mp. V. 

4(e~(~'+ ;~) + e -~(n'+x) --  2) 

N < ~ ( e  ~C"'+~ + e -2¢n'+a> ~ 2 )  

On a identiquement: 

rood. - -  
1 
+ = 

1 - -  rood. [ 4-RA |a,.__~ _ ~ / 
w,z + & ] 

1 - -  rood. z ~ 

¢.Q.F.D.  

En effet envisageons un contour  inf iniment  peti t  C o d6crit au tour  du 

point  z et le t ransform6 Q de ce contour  par la subst i tut ion 

z,  r~z + & J 

Soient. r% et ro~ ]eurs surfaces, on aura :  

~°--L = rood. r~z + ~ mod. 1 

Les S de eo 0 et de cog seront: 

H i  d:v dy = co o 
1 - -  m o d .  z~) ~ (1 - -  m o d .  z ' )  2 

1 - -  r o o d .  - -  
W~z + &] 

Or ces figures sont congruentes et ont  mdme S. 

On a done 

co, 1 - -  rood. z' 
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r ood .  
1 

t - -  m o a .  

1 - -  rood.  z '  

C . Q . F . D .  
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Considdrons deux cercles ayant pour centre l'origine e~ passant, l 'un 

par le point z et l 'autre par le point a,z + B,. 

Soit A le R du premier cercle et R' le R du second cercle. On aura: 

e 2A - -  1 _ e 2R rood. z = ~ mod. a~z 4- fli - -  1 
e 2~ + 1 y ~ z + 3 ~  e :n' + 1 

et enfin 
1 e ~ + e -~A 4- 2 

I~.0 el., 
(r~z + a~)2 e~R' + e-2~" + 2 

Ta~OR~UE. L a  s~rie (2) est convergente. 
D6crivons en effet une infinit6 de cercles ayant pour centre commun 

l'origine et dont les R croissent en progression arithm6tique. Soient K~, 
K~, . . . .  K , , . . .  ces cercles, et soit nr le R du cerclc K~. 

Ecrivons la sdrie (2) sous la forme suivante: 

(2 bis) 2 ' =  U 1 + U s + U s + . . . . .  + U . +  . . . . .  

On obtient le terme U. de la sdrie (2 bis) en groupant tousles  termes 

de la s6rie (2) qui correspondent '£ des points ~,z + fl, compris dans la 
y, z + 3, 

couronne circulaire situde entre les deux cercles K~_1 et K.. 
Comme les termes de la s6rie (2) sont positifs, un pareil groupcment 

est licite et la convergence de l,r Mrie (2 his) entraine celle de la s6rie (2). 
Le hombre des termes de (~) groupds ensemble darts te tcrme U. 

est, en vertu du Lemme IV, plus petit que 

~-~( ~("~+~) + e - 2 ( ' ' + ~ )  ~ 2) < --~-~ e ~(~'+~) 46 ~e 4a 

Chaeun d'eux est, en vertu du Lemme V plus petit que 

( e 2 - ~ + e - 2 a + 2  )~ ( e ~ a + e - ~ d +  21 " 
e ~("'--57 4- e -~' '-~) 4- 2 < e :(~'-') 



206 

On a donc 

Posons: 

H. Poineard. 

/7. <2 ! ( e  :a  + e - : a  + 2)'~e~'+:'~"e - " ( ~ - l ) r  
4o. ~ 

~_~ 2A 6--~A 6)m 62),-b 2mr 4a(e ar + = K 

on aural 

K 
(3) U~ < 6 n ( m - - l ) ~  

K sera une eonstante ind6pendante de n e t  le second membre de l'in6galit6 
(3) sera, puisque m > l, le n m" terme d'une progression g6om6trique d6- 
croissante. La s6rie (2 bis), et par consdquent la s6rie (2), est donc 
convergente. 

C. Q. F. D. 

Voyons quelle erreur on commet quand on se restreint dans la s6rie 

(2) aux termes qui correspondent aux points a~z + fl~ int~rieurs k un cercle 
y~z + 3~ 

ayant pour centre rorigine et dont le R e s t  (n--1)r.  La somme des 
termes ndglig4s est ~gale 

Y. + U._I + . . . . . . . . .  

et par cons6quent plus petite que 

Ken(l-,.)r 

1 - -  e( " - ] ~  

THI~ORI~ME. L a  somme X de la s6rie (2) est une fonvtion continue des 

param~tres u. 

En effet soit ~7 la valeur de cette somme pour certaines valeurs 

U 1 ~ U 2  } . . . . .  U p  

de ces param4tres u. 
Soit 27-{-A Z la valeur de cette m~me somme pour des valeurs 

voismes 
u I + A u l ,  u~ + A u , ,  . . . . .  u~+  Au~ 

de ces mdmes param~tres. Je dis qu'on peut prendre les A u assez petits 
pour que: 
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A 2 < *  
¢ 6tant une quantitd donnde. 

Soit 2'o la somme des n -  1 premiers termes de la sdrie (2 bis) 

2 0 = G + G +  . . . . .  + G - ~  
Soit 

£, = G + G+~ + . . . . . . .  

2 = z . + z , .  
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Soit de mgme 2' o + A 270, 2~1 + A 271, la somme des termes correspon- 
dants de la sdrie ~' + A 2'; de telle sorte que 

On aura: 

z +  A 2 :=  (2~, + A 2:o) + (2, + AZ,) 

Kon(l-m)r Ke~(1-m)r 
.r  -7  

Xx < 1 - - e  ('*-l~r 2~ + A 2, < l - - e (  "-l)r 

Nous pourrons done prendre n assez grand pour que: 

z i < ~  2", + ~ 2, < ~  

Or, une lois n choisi, 2' 0 sera fonction continue des u; on pourra 
done prendre les A u assez petits pour que 

et par cons6quent pour que 

A 2 1 < ~  

A 2 ' < ~  
C . Q . F . D .  

Considgrons maintenant la sdrie suivante 

+ 
"-, ~r~ + ~ / ( r ~  + o~)-~- 

Je suppose: 
1 ° que l 'algorithme H(z) reprdsente une fonction rationnelle de z 

dont aucun infini n'est situ6 sur le cercle fondamental, mais qui est d'ail- 
leurs quelconque. 
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2 ° que le hombre m est un entier plus grand que 1. La fonction 
H(z) aura un certain nombre d'infinis 

al> al> . . . . . . .  , ap.  

Si le point z se confond avec un des points 

ria~ + & 

l 'un des termes de la s6rie est infini et par consgquent la sdrie ne peut 
6tre convergente. 

Supposons au contraire que cela n'ait pas lieu. Nous pourrons trouver 
un hombre positif M tel que l'on air, quel que soit i 

rood. H(a~z+fl~) 
tr~z + ~ < M  

on pourra m4me choisir M assez grand pour que cette inggalit6 subsiste 
quand on fait varier les param~tres u entre certaines limites. 

Je  dis maintenant que la s6rie O(z) que j 'appellerai sdrie thdtafuchsienne 
est convergente. En effet nous aurons 

] rood. !_ + + < , ,od. + 

Le module de chaque terme de la sdrie (4) est done plus petit que 
le terms correspondant d'une s6rie convergente ~ terlnes positifs. C'est 
dire que la s6rie (4) est convergente et que sa somme est indgpendante 
de I'ordre des termes. 

D'ailleurs on d6montrerait, comme pour la somme de la sgrie (2) 
ClUe la somme de la sgrie (4) est une fonction continue des param~tres u. 

§ 2. Classification et Propridtds G$r~dvales. 

Ainsi la sdrie (4) est convergente sauf pour certains points singuliers; 
dans ces conditions elle ddfinit une fonction O(z)holomorphe. La fonction 
O(z) est essentiellement uniforme, mais elle cesse d'dtre holomorphe aux 
points singuliers pour lesquels la s6rie (4) cesse d'4tre convergente. 
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Ces points singuliers sont: 
1° Les points 
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Aeta Mathtmatiea I. ~7 

c'est k dire les divers transform6s des infinis de H(z). Ces points sont 
des p61es dans le voisinage desquels O(z)est m6ramorphe. 

2 ° Les points ', c'est k dire les divers transform6s du point ¢x~. 
ri 

Ces points sont encore des pbles dans le voisinage desquels O(Z) est 
m6romorphe. 

On d6montrerait ce double fait en remarquant que dans le voisinage 
de ces points un des termes de la s6rie (4) devient infini et que si l'on 
supprime ce terme, la sdrie reste convergente. 

3 ° Nous avons enfin les points singuliers essentiels du groupe G, 
c'est k dire les points du cercle fondamental qui n'appartiennent pas ~ 
un c6t6 de la 2 e sorte de run  des polygones R. Ce sont aussi pour la 
fonction O(z) des points singuliers essentiels. 

Voici maintenant la propri6t6 fondamentale de cette fonction. Consid6- 
rons une substitution quelconque du groupe G, par exemple: 

(5) z, r~z + 

cherchons quelle relation il y a entre 

Ot r~z ++ fl' et .(z) 

Le syst~me des substitutions 

formant un groupe dont fait partle la substitution (5) sera identique au 
syst~me des substitutions: 
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en posant pour  abr6ger: 

a,z + t9, 
~',z + ~ ----- f i(z)  

H. Poincard. 

a :  + p, 

ce qui pe rmet  d%crire: 

o(o) = ° 

dz J 
O U :  

On a d 'a i l leurs:  

On a donc:  

ou bien: 

(6) 

H, ~) af,.(f,.)., ,~f~ m 

~ykz + o', l 

Nous appellerons fonction thd, tafuchsienne toute fonction uni forme de z 

jouissant de la propri~t6 (6). Nous classerons les fonctions th6tafilchsiennes 
de la m(~me facon que les groupes fuchsiens, k l 'aide des propri6t6s du 
polygone normal  R o correspondant.  

On a vu que les polygones /7o pouvaient  se distribuer en 7 familles 
et que la 1 ~'~, la 2 m~, la 4 m~, la 6 ~ et la 7 me de ces familles se subdivisent 

en deux ordres. Mais tout  groupe du 2 '~ ordre de la 2 m', de la 4 ~ ,  de 

la 6 m~ et  de la 7 m' familles est identique k un groupe de la 3 ~° ou de 

la 5 m~ families, on h un gvoupe du 1 ~r ordre de la 6 me ou de la 7 ~ 

families. (Voir § 9 et 11 du m6moire  sur les groupes tuchsiens.) Nous 
pouvons done toujours supposer que le groupe G n 'appar t ient  pas au 2 ~ 

ordre de la 2 ~°, de la 4 ~ ,  de la 6 ~ ou de la 7 ~" families. 

Cela pose',, je dirai que la fonetion O(z) fait patt ie de la l ~r~, de la 
3 m° et de la 5 m° familles si le groupe G fair patt ie  de l 'une de ces 

families et clue la fonetion O(z) fair patt ie de la 2 ~°, de la 4 too, de ]a 
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6 me ou de la 7 n'° familles si le groupe G appartient au 1 °r ordre de l'une 
de ces families. 

De m4me je dirai qu'tme fonetion th6tafuchsienne est du genre p, 
si le groupe G correspondant est de ce genre. 

Je puis 6galement 6tendre aux fonctions th6tafuchsiennes la classifica- 
tion des groupes fuchsiens en classes dont j'ai parl6 dans le paragraphe 
pr6e6dent. 

Envisageons d'abord les fonetions de la 1 ~r~, de la 2 ~e et de la 5 ~° 
families. Les polygones R correspondants n'ont pas de c6t6s de la 2 m° 
sorte, de telle mani&e que t o u s l e s  points du eercle fondamental sont des 
points singuliers essentiels. Le plan se trouve divis6 en deux parties, /~ 
savoir l ' in~rieur et l 'ext6rieur de ee cercle~ par une ligne singuli&e 
essentielle; il faut en conclure, conform6ment aux principes actuellement 
admis dans la th~orie des fonetions, et mis en lumi6re par les t r awux  
de M. WEIERSTRASS, que le d&,eloppement (4) reprdsente deux fonctions 
distinctes, selon que z est int6rieur on ext6rieur au cerele fondamental. 
La premiere de ces fonctions n'existera qu'~ l'intdrieur de ce cercle et 
admettra comme espace lacunaire toute la partie du plan qui lui est 
ext6rieure; la seconde au eontraire n'existera qu'~ l 'ext6rieur du cercle 
fondamental. Dans ce qui va suivre nous n'envisagerons jamais clue la 
premi6re de ces fonctions; el~ effet la seconde d'entre elles, c'est ~ dire 
celle qui n'existe qu'~ l 'ext6rieur du cercle fondamental, peut aisdment 

par un changement de z en 1 se ramener £ une fonction thdtafuchsienne 
z 

n'existant qu'~ l'int6rieur du cerele fondamental. 
Consid6rons donc une £onction th6tafuchsienne n'existant qu'~ ]'int6ri- 

eur du cercle fondamental et  d6finie par une s6rie telle que (4); nous 
pouvons faire deux hypoth6ses: 

Nous pouvons supposer qu'un ou plusieurs des infinis de H(z) sont 
int6rieurs au cercle fondamental;  alors la fonction O(z) aura des infinis 
(sauf dans certains cas exceptionnels oh plusieurs infinis de cette fonction 
se d6truisent mutuellement) et nous dirons qu'elle est, de la 1 ~'* esp~ce; 
nous serons eertains alors que la somme de la s6rie (4) n'est pas identique- 
ment  nulle puisque cette somme peut croitre ind6finiment. 

On peut supposer au contraire que tous les infinis de H(z) sont 
extgrieurs au cercle fondamental;  alors, la fonction O(z) n'a pas d'infinls 
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et nous dirons qu'elle est de la ~e esp~ce. La fonction O(z) peut alors 
se ddvelopper en une s~rie ordonnde suivant les puissances croissantes de 
z et qui reste convergente tant que z reste intdrieur au cercle fondamental, 
c'est ~ dire tant que la fonction 0(z) existe. 

Rien n'emp~che dans ce c a s q u e  la somme de la sdrie (4) ne soit 
identiquement nulle et nous d6montrerons en effet plus loin que toutcs 
les fonctions O de 2 de espdce s'expriment lindairement ~ l'aide d'un nombre 
tint d'entre elles. 

Passons maintenant aux fonctions de la 3 e, de la 4 e, de la 6 e et de 
la 7 e families; les polygones R ont alors des cbt6s de la 2 de sorte, tous 
les points du cercle fondamental ne sont plus des points singuliers essentiels; 
nous n'avons plus une ligne singuli6re essentielle, mats une infinit6 de 
points singuliers isol6s. I1 r6sulte de 1£ que la s6rie (4) au lieu de 
repr6senter deux fonctions distinctes selon que z est int6rieur ou ext6rieur 
au cercle fondamental, reprdsente une seule et m~me transcendante qui 
est partout holomorphe, sauf en certains points isol6s. La fonction O(z) 
est donc une transcendante uniforme existant dans toute l '6tendue du 
plan et pr6sentant une infinitd de points singuliers essentiels. 

On peut se demander quelle place elle oecupe dans la classifcation 
que M. MITTAG-LE~'F~Ea a donn6 de pareilles fonctions dans sa eommunica. 
tion du 3 Avril 1882 aux Comptes Rendus de l'Acad6mie des Sciences 
de Paris. 

Les points singuliers essentiels 6tant en nombre infini seront infini- 
ment  rapproch6s dans le voisinage de certains points singuliers de 2 d~ 
esp6ce; ceux-ci h lehr tour s'ils sont en hombre infini seront in finiment 
rapproch6s dans le voisinage de certains points singuliers de 3 ~e esp6ce, 
et ainsi de suite. 

Je  dis que nous ne serons jamais arrdtds et que nous trouverons 
ainsi une infinit6 de points singuliers de toutes les esp6ces. En effet si 
nous avons une infinit6 de points singuliers de la n - - 1  ° espdce; il y 
aura au moins un point singulier de la n ~ esp6ce; mats s'il y e n  a un, 
il y en aura une infinit6, car tous ses transformds par les diverses substitu- 
tions du groupe G devront aussi dtre des points singuliers de la n ~ esp6ce. 

C . Q . F . D .  
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N o u s  avons doric aff'aire ~ une de ces fonctions que M. MITTAG- 
LEr'FLE~ a appeldes du 2 e genre. 

II semble d'abord que routes les fonctions aient des infinis, car elles 
existent dans tout le plan et elles doivent avoir pour pbles ceux de la 
fonction rationnelle tt(z) qui doit devenir infinie en quelque point du plan. 
Mais il peut arriver que plusieurs des infinis de la fonction ~)(z) se dd- 
truisent mutuel lement ;  de sorte qu'on peut construire comme dans le cas 
pr6c6dent des fonctions th6tafuchsiennes de la 2 ° espSce; on en verra un 

exemple au § 8. 
Parmi les points singuliers de nos fonctions th6tafuchsiennes, il en 

est qui doivent particuli6rement attirer notre attention; ce sont les som- 
mets des polygones R qui sont de la 2 d° cat6gorie et qui appartiennent 
'~ un cycle de la 3 ~° sous-cat6gorie. (Voir le § 5 du m6moire sur les 
groupes fuchsiens). 

Soit ~ un pareil sommet, il y aura parmi les substitutions du groupe 
G une subs¢itution parabolique de la forme: 

Z ~  

C'est 15 la d6finition mdme des cycles de la 3 ~ sous-cat6gorie. 
PosoIls :  

2i~ 1 2i~ 1 
. = t = ~ , ( t )  

en eonservant pour le symbole f(z) la signification qu'on lui a donn6e 
plus haut, c'est ~ dire: 

f,(z) = ~,z + ,~, 
~z + 3~ 

D6finissons maintenant un symbole //1 de la fagon suivante: 

H,(t)=H,,+ flt/L ~' J 

I1 est clair que H 1 sera l 'algorithme d'une fonction rationnelle. On 
trouvera alors identiquement: 

Y, O(z) 
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Mais la s6rie O(z) 6tant absolument convergente on peut ell ordonner 
les termes comme oil ]e veut. Voici comment nous allons Its ordonner: 

Parmi les fonctions ~(t) on peut en choisir une infinit6 

oo(t) = t,  o , (0 ,  o~tt) . . . . . . .  

de telle fag:on que route fonction ~,(t) puisse se mettre d'une ma.ni6re et 
d'une seule sous la forme: 

~,(t) =- Y,(t + 2hi~r) 

h ~tant un entier positif ou ne~gatif; ce qui permct d%crire: 

k = ~  h f f i + ~  

k=o h = - ®  dt 

Consid~rons un nouvel algorithme H'~(i) dSfini comme il suit: 

u ' ~ ( O  = H , [ O , ( t ) ]  - - JT  " 

d'ofi : 

O(z) = " d t  " " ~ H'k(t + 2hi," 0 

II faut d'abord ei%ctuer la sonmmtion par rapport ~ h; or H'k(t) 
est une fonction rationnelle de t qui tend vers 0 quand t tend vers l'infini. 
On aura donc: 

~ H'~.(t + 2hi,~)= H"~(e 9 
h=--ao 

H",(e') d6signant une fonetion rationelle de e' qui tend vers 0 quand t 
tend vers l'infini. II vient donc: 

[ dt ~,; o(~) = ~,~j ~ u"~(~9 

La convergence de cette s6rie est 6vidente, puisqu'on l'a obtenue en 
groupant d'une certaine mani&re les termes de la s6rie (4) qui est uni- 
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form6ment convergente. De plus les termes sont rationnels en e et leurs 

infinis ne sont pas infiniment rapproch& dans le voisinage de 

e t =  0 ou de d----- cxv 

de telle sorte que l'on peut trouver une limite supdrieure et inf6rieure 
des modules des valeurs de e * qui rendent infinie l'une des fonctions tt"~.. 

Il suit de 1,~ que dens le voisinage du point singulier z = a la fonc- 
21,-r 2 t ~  

tion O(z)(z ~ a) 2"* est holomorphe en e z(~-~) ou e n e  zoo'-*) selon que l ' on  

approche du point a par l 'int6rieur ou par l 'extdrieur du cercle fonda- 

mental. 
En d'autres termes, a est pour la fonction 0 un point singulier 

logarithmique. 
Ainsi, si l'on envisage los diff@ents sommets des polygones R, on 

reconnaltra: 
1 ° que los sommets qui font pattie d'un cycle de la 1 ~*~ et de la 

3 ~ cat6gorie sont pour ta fonction 0 des points ordinaires ou des pbles. 

2 ° que los sommets qui font partie d'un cycle de la 3 ~ sous-catdgorie 
sont des points singuliers logarithmiques. 

3 ° que les sommets qui font pattie d'un cycle de la 4 ~" sous.cat6gorie 
sont des points singMiers d'une natnre plus 61evde. 

§ 3. Zt~ros et I n  f i n i s .  

Nous allons nmintenant 6tudier la distribution des zbros et des infinis 
de la fonction 0. Il cst clair que si un poin~ z e s t  pour cette fonction 
un zSro ou un infini, il en sere de m~me de tous los points correspon- 

dan£s 'X z, c'est k dire de tous los points a,z +fl~. De cette facon k tout 
r iz+d~ 

o .  n • • z6ro contenu ~ 11 tcrmur du polygone R0, correspondra un zdro contenu 
dens chacun des polygones R, et que nous ne regarderons pas comme 

rdellement distinct du premier. De sorte que le hombre des zdros et des 
infinis r@llement distincts de la fonction 0 sere le hombre des zSros et 
des infinis contenus h l ' intdrieur de Ro, si la fonction n'existe que dans 

le eercle fondamental, et ~ l 'intdrieur de R 0 + R' 0 si elle existe dans tout 
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le plan. Je rappelle que //'0 est le polygone sym6trique de R o par 
rapport au cercle fondamental. 

Cependant quelques conventions sp6ciales sont n~eessaires, si l'on veut 
pouvoir 6noncer simplement le r6sultat auquel nous alIons arriver au sujet 
du nombre des z6ros et des infinis. I1 est d'abord 6vident qu'un z6ro 
double ou un infini double doit compter pour deux zdros ou pour deux 
infinis; de m~me pour les z6ros et les infinis multiples. Mais outre les 
z6ros contenus k l'intdrieur de R0, il peut y en avoir qui se trouvent 
sur t e  p6rim6tre de ce polygone. Supposons qu'il y en ait un sur un 
c6t6 ab de la 1 ~r° sorte, il y e n  aura un autre, correspondant au premier 
sur le c6t6 conjugu6 de ab. Ces deux z6ros ne serom pas r6ellement 
distincts et on ne devra les compter que pour un seul z6ro, ou, si l'on 
veut, on devra compter chacun d'eux pour un demi z6ro. Supposons 
maintenant qu'un sommet de la 1 ~re cat6gorie soit un z6ro d'ordre p;  les 
sommets qui font partie du m~me cycle seront au hombre de n par 
exemple et chacun d'eux sera un z6ro d'ordre t0 comme le premier. 
Snpposons que la somme des angles qui correspondent k ces sommets 

solt 2~  • , -~; chacun d'eux appartiendra k n .  K polygones dlffdrents, de mani6re 

qu'on devra en quelque sorte le partager entre ces n .  K polygones et 

que la part du polygone R 0 sera un z6ro d'ordre P . I1 r6sulte de 1'£ 
~ , . K  

que les diff~rents sommets du cycle repr6senteront seulement /~ z6ros 

distincts. 
I1 est facile d'6tendre cette convention au cas oh l'un des z6ros est 

un des sommets de la 2 a~ cat6gorie et appartenant k un cycle de la 3 m~ 
sous-cat6gorie. Nous avons vu que si a est un pareil sommet, la fonction 
O peut se mettre sous la forme: 

4~ 6tant une fonetlon holomorphe de e p~-~ s'ammlant pour 

5 ~ f i t  

c'est k dire pour: 
2it. 
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u = 0 sera alors un zdro de la fonction rationnelle ¢(u). Supposons que 
ce soit un z6ro d'ordre p. Nous dirons alors que les diffdrents sommets 
du cycle auquel appartient a reprdsentent p z6ros distincts de la fonction 0. 

Ce qui pr6c6de s'applique 6videmment aux infinis. 

Occupons-nous d'abord des infinis. La s6rie (4) devient infinie quand 

H{(~t z +D~ ou 1 devient infini. Supposons d'abord que la fonc- 

tion 0 n'existe qu'~ l'int6rieur du cercle fondamental. Alors 1 
r~z + 3~ 

ne peut devenir infini; de plus k chaque infini de //(z)int6rieur au cercle 

fondamental correspondra en g6n6ral un infini de Fun des H( a'z + P~) 

qui sera intdrieur g /~0" 
Donc: 
Le nombre des infinis distincts de 0 est dgal au hombre des infinis de 

H intdrieurs au cercle fondamental. 
Supposons maintenant que 0 existe dans tout le plan. 

A tout infini de tt(z) intdrieur au cercle fondamental correspond un 

infini de l'un des tt(a'--~ z + fl~) intdrieur h R 0 

A tout infini de H(z) extdrieur au cercle fondamental correspond un 

infini de l'un des H(a~-~zkr~z ++ P~)~ int6rieur k R 0 . '  

A l'intdrieur de chacun des polygones /~', et par consdquent ~ l'in- 

t6rieur de /~'0, nous trouverons un des points - - ~  qui sont pour 0 des 
Ti 

infinis d'ordre 2m. I1 y a cependant une exception: les points ~ sont 
T~ 

les diffdrents points correspondants de l'infini; la surface de l'un des 

polygones /~' contient le point co et ne contient pas de point - - ~ ;  le 
7"i 

point c ~  n'est pas en g6n6ral un infini de O. Nous supposerons, pour 
6viler cette difficult6, que le polygone R' 0 ne contient pas le point cxv et 
nous pourrons dnoncer le rdsultat suivant: 

Le hombre des infinis de 0 contenus k l'int6rieur de /~0 +/~ 'o ,  c'est 
dire le hombre des i~finis distincts de 0 est dgal au hombre des infinis 

de H augment~ de 2m. 
Passons k la recherche des zdros. Parmi eux il y e n  a qui doivent 
A~a Mathematita, I. ~ 
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d'abord attirer rat tention;  je veux parler des sommets de la 1 ~re eat6gorie 
qui dans certains cas sont forc6ment des z6ros d'ordre d6termin6. 

Soit a un sommet de la 1 ~ eat6gorie e t a '  son sym6trique par rapport 
au cercle fondamental. Supposons que a fasse partie d'un cycle et que 

la somme des angles de ce cycle soit 2~r L'une des' substitutions de G sera: 

' -  ) 
, ,  0 .  "_~ = (., f.(o)) 

blous aurons: 

Ol l  

(5) 

Mais: 
2irr 

f t  - ~  = e 'K - z - 6 f  

Remarquons de plus que 

suivan~ les puissances de z -  a;, 

nous pouvons d6velopper 

de faqon ~ poser: 

0(~)(~--~ ')~"--  O, ~ = A~\z_, 1 

L'6quation (5) devient alors: 

2Ip,'zl ~ \ p  
-~- z - -  ~ ~ |z--~ I 

Cette identit6 exige que l'on ait: 

4 = 0  ou bien : 

2i~p ~,mirt 

8 - g - - . ~ -  e K 
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c'est ~ dire: 

(6) p+m-- - -O rood. K. 

Done le ddveloppement de 01 ne contient que des termes dont l'ordre 
p satisfait k la congruence (6). Si done K ne divise pas m, z----a est 
un zdro pour 81 et par consdquent pour O. 

Ce z6ro est d'ordre au moins 6gal au reste de la division de re (K- - -  1) 
par K ;  et si l 'ordre de ce zdro diff6re de ce reste c'est d'un multiple 
de K. I1 y a exception 6videmment si a est un infini de O. 

De m~me nous avons vu que les sommets qui appartiennent k un 
cycle de la 3 m° sous-cat6gorie sont en g6n6ral des z6ros de la fonction 0. 

Nous allons maintenant chercher quel est le hombre des z6ros rdelle- 
ment distincts de notre fonction 0 et pour fixer les iddes nous supposerons 
qu'il s'agit d'une fonction de la 1 ~r° famille. Soit q le hombre des infinis 
distincts, soit p le hombre des z6ros r6ellement distincts, c'est k dire le 
hombre cherch6; soit maintenant -P0 le nombre des z6ros situds k l'int6rieur 
de R o en laissant de c6t6 les z6ros qui pourraient se trouver sur le 
p6rim6tre et sur les sommets. Nous supposerons, ce qui arrivera en 
g6ndral, qu'il n'y a pas de zdro sur le pdrim6tre en dehors de ceux qui  
sont sur les sommets; s'il y en avait, on n'aurait qu'b~ consid6rer les z6ros 
situds sur les c6tds comme des sommets sdparant deux  c6tds consdcu¢i£s 
du polygone situds dans le prolongement l 'un de l'autre. Supposons 
maintenant que les sommets se r6partissent en un certain nombre de 
cycles de la 1 ~r° cat6gorie 5'1, C~ . . . . . . .  Q, . . . . . .  Supposons que tous 
les sommets du cycle Q soient des z6ros d'ordre p, et que la somme des 

2, de telle sorte que 1'ensemble de ces z6ros angles de ce cycle soit 

doivent ~tre compt6s, d'apr6s la convention faite plus haut pour P~ 
Ks 

z6ros distincts. On devra avoir: 

(7) 

p , + m = O  rood. K~ 

Le probl6me consiste b~ 6valuer P0. Pour  cela il faut prendre rint~grale: 

O' (z)dz 
t~(z) 
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le long du p6rim6tre de R 0. La partie r6elle de cette int6grale sera 
nulle et la partie imaginaire s'dcrira: 

L'6valuation de l 'int6grale (7) pr6sente ici une difficult6 sp6ciale. 
En effet la fonction sous le signe f devient infinie en divers points 

du contour d'int6gration puisque nous avons vu qu~un certain nombre de 
sommets de B 0 6taient des zdros de O. On tournera cette difficult6 en 
d6crivant autour de chacun de ces sommets comme centre des arcs de 
cercle infiniment petits, raccordant les deux c6t6s qui aboutissent au 
sommet consid6r6; il faudra d6crire ces arcs de cercle ~ rint6rieur de/~0, 
de facon ~ hisser  les sommets en dehors du contour, puisque nous voulons 
6valuer P0, c'est ~ dire le nombre des z6ros intdrieurs ~ 1~ o. 

II faudra doric 6valuer rint6grale (7): 
1 ° le long des arcs de cercle infiniment petits d6crits autour des 

sommets. 
2 ° le long des c6tds de la 1 ~r° sorte. 
3 ° le long des c6t6s de la 2 d° sorte. 
I1 suffira d'ailleurs de calculer Ia partie imaginaire de l ' int6grale, 

car nous savons d'avance que la partie r6elle est nulle, et cette partie 
imaginaire n'est autre  chose que la variation de 1'argument de 8. 

Supposons d'abord qu'il s'agisse d'une fonction de la 1 ~r° famille, de 
telle fagon que nous n'ayons que des sommets de la 1 ~'~ cat6gorie et des 
c6tds de la 1 ~ sorte. Soit 2n le hombre de ces c6t6s. 

Considdrons d'abord un des petits arcs de cercle ddcrit autour d'un 
sommet; supposons que ce sommet appartienne au cycle Q dont la somme 

2rv des angles e s t ~  et dont tous les sommets sont des z6ros d'ordre p~. 

Soit 2 1'angle du sommet consid6r6. L'int6grale prise le long du petit 
arc de cercle correspondant sera - - p ~ ;  prise le long de t o u s l e s  arcs de 
cercle d6crits autour des divers sommets du cycle, elle sera: 

Enfin l 'int6grale (7) prise le long de t ous l e s  arcs infiniment petits 
d6crits autour des sommets de R o sera: 
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I1 reste ~ 6valuer notre int6grale le long des c6t6s de la 1 ~ sorte. 
Soient donc ab, a'b' deux c6tds conjugu6s de R 0 . I1 faut calculer: 

h fv 
Soit (z, f(z)) celle des substitutions du groupe G qui change a'b' en ab. 

Nous aurons, d'apr6s ce qu'on a vu plus haut:  

OU: 

Donc: 

o(j i )  = L 0 - -  ~ L  ~--~. 

I1 reste donc ~ chercher comment varie la 

partie imaginaire de L dfi ou l 'argument de _rift 
dz dz 

quand z varie de a' ~ b'. 
Je rappelle que les cbt6s de Ro, ,&, a'b' 

sont des arcs de cercle; je vais mener aux points 
a, b, a', b' les tangentes  aux arcs de cercle ab, 
a'b'; soient ac, bc; a'c', b'c' ces tangentes. Soient 
maintenant col, o~, 03, eo 4 les arguments des quan- 
tit6s imaginaires (c ~ a), (b - -  c), ( c ' - -  a'}, ( b ' - -  c'). 

a .  b 

Ro 

Supposons qu'on op~re de l~ m4me mani6re pour t o u s l e s  c6t6s du 
polygone curviligne Ro; on obtiendra un polygone rectiligne P0 de 4n 
cbt6s, dont les c6t6s seront ]es tangentes men6es aux cbt6s de R 0 par les 
sommets de ~0 et dont les sommets seront ceux de R 0 et les points tels 
que c, c'; je d6signerai simplement par les lettres c et c ( les angles du 



222 H. Poinear4. 

po lygone  P0 qui  cor respondent  aux  sommets  c et c'. Out re  les sommets  

tels que c, lc po lygone  Po a d m e t  2n angles  qui lui  sont c o m m u n s  avec 

/to et  don t  la s o m m e  est y . ~ - ,  d'ofl la re la t ion:  
l - - t / l ,  i 

2 2~r = (4~ .-- 2)ft. 

Nous  pouvons  6crire m a i n t e n a n t :  

arg. dfi 
" ~ Z  ~ 0)1 ~ 0 )3  

arg. dfi 
~ {.D 2 - -  0 )  4 

L' in tdgra le  (7) prise le 

donc pou r  par t ie  imagina i re  

O H  

pour  z - -  a' 

pour  z = b' 

J = m ( %  - -  a , ,  - -  oJ, + a,s)  

(3 ~ (Ms - -  031 d I - 

C; ~ ~ ~ 0 )  4 . 3 ~ ' ¢ . 0 s  

J = m(c + e ' - -  21r) 

long  de t o u s l e s  cbt~s de la 1 ~r° sorte aura  

~ J ou bien:  

m 2 c  - -  2~m~ 

(4n - -  2)mrr-- 2 - -  2nmrc = (n - -  1)2mrc - -  2~r 

L ' in t6gra le  (7) se r4dui t  alors k:  

d'ofl la re la t ion :  

Ce n o m b r e  P0 
gruences  • 

I% = q + m ( n  - -  1) _ _  x - ) T ~  
+ m 

K 

des zdros int6r ieurs  "~ R o est en t ier  ~ cause des con- 

/ ?~+m~_O rood. Ki. 
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Exprimons maintenant le nombre p des z6ros r6ellement distincts, 
d6fini par les conventions faites plus haut; nous trouverons: 

p = q + m  n ~ l - -  

Ainsi l'exc6s du nombre des zdros distincts sur celui des infinis distincts 
ne d6pend que  du nombre m, du nombre 2n des c6t6s de R 0 et de la 

2 2 ~  des de ce angles polygone. somme 

Cette somme satisfait ~ l'in6galit6: 

d'ofl 

? < ~(2n -- 2) 

( et p a r  consdquent p > q. L'expression n - -  1 - -  ~ est proportion- 

helle ~ la S du polygone R 0. 
Supposons maintenant que la fonction 0 soit de la 2 e ou de la 6 e 

families. Nous n'aurons toujours que des cbt6s de la 1 ~re sorte, mais outre 
les cycles de la 1 ~r° catdgorie C1, C2, . . . .  Q, . . . .  que nous avions rencon- 
trds dans le premier cas, nous aurons des cycles C'1, C'~, . . . . .  C'i de la 
2 d~ cat6gorie et de la 3 m° sous-cat6gorie. Consid6rons le cycle C'i; divers 
sommets de ce cycle seront des zdros; je suppose d'apr6s la convention 
faite plus haut qu'ils comptent pour h~ z6ros distincts. On aura alors: 

(8) _v=p0 + ~  + 2h~ 

II faut 6valuer l 'int6grale (7): 
1 ° le long des arcs de cercle infiniment petits ddcrits autour des 

sommets de la 1 ~re cat6gorie. 
2 ° le long des c6t6s de la 1 ~re sorte. 
3 ° le long des arcs de cercle infiniment petits ddcrits autour des 

sommets de la 2 de catdgorie. 
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La premi6re partie de l'int6grale se r6duit comme plus haut 

2i,'v~P~; la seconde 
Z..~K, 

Pour 6valuer la trolsi6me il suffit d'6tudier comment Varie l 'argument 
de 0 dans le voisinage des sommets de la 2 d° catdgorie; b~ cet effet, il 
faut mettre la fonction 0 sous la forme: 

[" 2i~r -1 

(4) 6tant l 'algorithme d'une fonction holomorphe), ee qui est possible, 
ainsi qu'on l'a vu plus haut. On reconnaltra alors que cette 3 ~' partie 

de l 'int6grale se rdduit "~ - -2 i~r~h~.  

I1 restera donc pour l'expression de l'int6grale (7) 

d'oh: 

et: 

Nous sommes conduits pour l'exc6s du nombre des zdros distincts 
sur celui des infinis distincts £ la m6me expression que dans le cas pr6cd- 
dent. Cet exc6s est proportionnel au nombre m e t  ddpend en outre du 
hombre des c6tds du polygone /~0 et de la somme de ses angles; ou bien 
encore il est proportionnel ~ la lois ~ m et £ la S de R 0. 

Supposons enfin que la fonction 0 soit de la 3 m~, de la 4me~ de la 
5 ~e ou de la 7 me families, c'est b~ dire existe dans tout le plan. Nous 
aurons alors des c6tds de la 1 ~r~ et de la 2 ~e sorte, des sommets de .la 
1 ~r~ et de la 3 m~ ca¢dgorie et des sommets de la 2 ~ cat6gorie appartenant 
b. des cycles de la 3 ~ sous-cat6gorie. Nous allons chercher le hombre 
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des zdros et des infinis distincts; ce nombre sera ddfini comme prdcddem- 
merit. Cependant il y a une remarque ~ faire au sujet du nombre des 
infinis distincts; ce sera en g6n6ral le nombre des infinis int6rieurs b~ R 0 
et ~ R'o, mais une difficult~ se prdsentera si le point co fair partie de 
la r6gion R' 0. Dans ce cas il peut se faire que cx~ ne soit pas un infini 
de 8, mais que t o u s l e s  transform6s du point cx~ par les substitutions du 
groupe G soient des infinis de 0. Le nombre des infinis r6ellement 
distincts sera 6gal alors au hombre des infinis int6rieurs ~ R 0 + R' 0 
plus un. Pour  6viter cette difficult6, je supposerai que le polygone R 0 
ait 6t6 choisi de telle sorte que le point cx9 ne fasse pas pattie de la 

r6gion R' o . 
Cela pos6 reprenons l 'int6grale (7)i il va falloir l '6valuer le long 

du contour de R0, puis le long du contour de /~'0 et ajouter. Soit 2n. 
le nombre des c6t6s de la 1 ~r° sorte; l celui des c6tds de la 2 d° sorte; 

conservons d'ailleurs les notations employdes plus haut:  P0 et q reprd- 
senteront alors le nombre des z6ros et des infinis int6rieurs "k /~o + R' 0. 

Il f a u t  6valuer l ' int6grale 

1 ° le long des petits arcs de cercle ddcrits autour  des sommets de la 
1 *'~ cat6gorie. 

2 ° le long des petits arcs de cercle d6crits autour des sommets de la 
3 m~ sous-catdgorie. 

30 le long des c6t6s de la 1 *r~ sorte. 

4 ° le long des cbtds de la 2 de sorte. 

La premi6re et la seconde pattie de l ' intdgrale seront 6gales 

- + 
z__~ ] 

La troisidme sera 6gale c0mme plus haut ~ ~ o  r. Construisons 1.in 

polygone P0 en menant  par les diff6rents sommets de R 0 des tangentes  
aux cbtds de la 1 *'¢ sorte. Le polygone rectiligne ainsi obtenu aura 
4n + 1 c6tds; ses angles seront de deux sortes: les uns seront analogues 
a u x  angles que nous avons appelds plus haut  c~ c'; les autres lui seront 

communs avec les angles de tt0, mais parmi ceux-ci les uns, dont la 
2:r , • somme sera -~,  correspondront aux sommets de la 1 ~r~ eategorm; les 

autres, qui seront nuls, eorrespondront aux sommets de la 2 d~ eat6gorie; 
Acta Mathematica. I. 



226 H. Poinear& 

les autres enfin, qui seront droits et au nombre de 21, correspondront aux 
sommets de la 3 ~ catdgorie; d'ofi la relation: 

c +  ~ + l r r = ( 4 n + l - - 2 ) ~  

Or on a trouv6 plus haut: 

on aura donc: 

des 

~J---2i~m(n--l 2 ~ )  

Appelons enfin 2~I la pattie imaginaire de l'int6grale prise le long 
c6t6s de la 2 0 sorte; nous trouverons pour l'int6grale (7) prise le 

long de R0: 

2i~[m(n -- 1) --  ~ i°' ~ ~ h i  + I] 

I1 faut prendre maintenant l'int6grale (7) le long de R' 0. Supposons 
que, d'apr6s les conventions faites plus haut, les sommets de la 1 ~r* catd- 

gorie de R' 0 comptent pour ~P'~ z6ros distinets et ceux de la 2 d° cat6- 
A.JK~ 

~ h ' ,  z6ros distincts. Nous trouverons pour la valeur de l'int& gorie pour 

grale prise le long de R' 0 en raisonnant comme plus haut:  

h ' i -  I] 

ou en ajoutant les deux int6grales: 

2i~c[2m(n__i)__XPi+ m ~ 2j'+m Xh,--2h't] 
x, 

d 'o{l :  

Mais s i p  
o n  a u r a :  

P°=~+ 2m('n--1)--~ pi+ A_J~P'i+m~ ~,(h~+h,~) 

d6signe comme plus haut le nombre des z6ros distincts, 

T=T0 + ~ + Z_jK ~ + h~ + 
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d~ou .. 

Ainsi l'exc6s du nombre des zdros distincts sur celui des infinis 
distincts ne d6pend que du hombre m, du hombre 2n des c6tds de la 
1 ~re sorte et de la somme des angles de la 1 ~' cat6gorie. 

Ce qu'il importe surtout de remarquer, c'est que, dans tous les  cas 
possibles, Ie nombre des z6ros et celui des infinis distincts est toujours fini. 

§ ~. ~onctions Fuchstennes.  

Si une fonction F(z) est uniforrne, si elle se reproduit par toutes les 
substitutions d'un groupe fuchsien G de telle sorte que si 

z, r~z + 

est une substitution de ce groupe on ait identiquement: 

F{a'z + P~) = F(z) 

si enfin le fonction F(z) n'a qu'un nombre fini de zdros et d'infinis rdelle- 
ment distincts, je dirai que cette fonction est une fonction f~whsienne. 
Existe-t-il de pareilles fonctions? I1 est ais5 d'en former. 

Considdrons en effet deux fonctions th6tafuchsiennes correspondant k 
un m~me groupe G et ~ une mdme valeur de l'entier m, leur quotient 
sera une fonction fuchsienne. I1 est ais6 de g6n6raliser ce proc6d6. Nous 
dirons que le hombre m est le degrd de la s6rie 0. Si nous envisageons 
ensuite un produit de plusieurs sdries telles que 8; le degr~ de ce mon6me 
sera la somme des degr6s de tous les factem's. Si nous consid6rons un 
polyn6me entier par rapport k diverses sdries 0, nous dirons que ce poly- 
n6me est homog6ne et de degr6 K si tous ses termes sont d'un m~me 
degr6 K; le quotient de deux polynbmes homog6nes de degr6s K et K' 
sera une fonction rationnelle homog6ne de degr6 K - - K ' .  I1 est clair 
que route fonction rationnelle, homog6ne de degr6 0 par rapport ~ diverses 
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s6ries O est une fonction fuchsienne. Nous verrons plus tard comment 
toute fonction fuchsienne peut s'exprilher de cette fagon. 

Quelles sent les propri6t6s des fonctions fuchsiennes? 

1 ° Les singularitds sent les m~mes que celles des fonctions th~Lafuchsiennes; 
nous avons par consdquent des fonctions fuchsiennes n'existant qu'~ Fin- 
t6rieur du cercle fondamental et pour lesquel!es toute la circonfdrence de 
ce cercle est une ligne singuli6re essentielle, et d'autres qui existent dans 
tout le plan et dent les points singuliers, situds tous sur le cercle fonda- 
mental, song isol6s quoique en hombre infini. 

2 ° Le hombre des z6ros distincts d'une fonction fuchsienne F(z) cst 
6gal k celui de ses infinis distincts; il est 6gal d'autre part au nombrc 
des z6ros distincts de la fonction fuchsieune F ( z ) ~  a, c'est k dire au 
hombre des points r6ellement distincts pour lesquels F(z) prend la valeur a. 
En cons6quence, le nombre des points int6rieurs k R o ( o u k  R 0 Jr R'o) et 
pour lesquels F(z) reprend une m~me valeur est constant et fini. 

3 ° Soient deux fonctions fuchsiennes F(z) et F~(z) correspondant k 
un m4me groupe fuchsien G, et suppos6 que la premi6re reprenne p fois 
et la seconde p~ fois la mdme valeur k l'intdrieur de Re, je dis qu'il y 
aura entre F et F~ une relation alg6brique. En effet h. chaque valeur 
de F correspondent p~ valeurs de F~; toute fonction sym6trique de ces 
PI valeui-s est m6romorphe en F pour toutes les valeurs de F finies ou 
infinies. Toutcs ces fonctions sym6triques sent done des fonctions ration. 
nelles de F;  donc F~ elle-m~me est fonction alg6brique de F. 

C. Q. F. D. 

4 ° Considdrons maintenan~ routes les fonctions fuchsiennes qui corre- 
spondent ~t un m6me groupe G. Entre dcux quelconques d'entre elles 
nous venons de voir qu'il y a une relation alg6brique. I1 suit de lk que 
toutes ces fonctions s'exprimeront rationnellement k l'aide de deux d'entre 
elles que j 'appellerai x et y. Nous aurons d'ailleurs entre x et y une 
relation alg6brique 

(1) ¢(~, y) = 0 

quel est le genre de la relation (1) ou ce qui revient au m~me celui de 
la surface de Rx~iMA.~s correspondante? Pour r~soudrc cette question, il 
faut se reporter au § 7 du m~moire sur les groupes fuchsiens, paragraphe 
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intitul6 Classification en genres;  dans ce paragraphe, je supposais que l'on 
ddcoupait la r6gion R 0 (ou R 0 -t- R'0) puis qu'on la repliait en la dd- 
formant de mani6re ~ recoller ensemble les cbtds conjugu6s et h obtenir 
ainsi une surface fermde. II est clair qu'au point de vue de la gdomdtrie 
de situation la surface fermde ainsi obtenue ne diff6re pas de la surface 
de RIr3MAN~ qui nous occupe. I1 en rdsulte que le genre de la relation 
(1) et par cons6quent toutes les fonctions fuchsiennes pourront s'exprimer 
rationnellemcnt £ l'aide d'une se,de d'entre elles que j 'appellerai x. 

On peut 6viter ces considdrations emprunt6es h la g6om6trie de situa- 
tion. C'est ce que j 'ai  fair dans un travail insdrd dons les m6moires de 
l'Acad6mie de Caen off je ddtermine le genre de la relation (1) par le 
hombre des cycles distincts que l'on peut faire ddcrire au point analytique 
(x, y), mais on est conduit ainsi 5~ une discussion assez longue. 

5 ° Consid6rons la fonction fuchsienne que nous venons d'appeler x 
et formons les deux fonctions suivantes: 

V ~  ~ (2) v, -- dzz v, = z dzz" 

I1 est clair que l'on aura:  

1 d'v, 1 d~v, 
v, dx*.-~ v-~ dx ---Y :== 

dz' dz 3 

4~ 

On v6rifie aisdment que le troisi6,ne membre de cette double 6galit6 
est une fonction fuchsienne de z; c'est donc, d'apr6s ce que nous venons 
de volt, une fonction rationnelle de x et de y, que j 'appellerai 7(x, y). 

Les deux int6grales de l'dquation lin6aire: 

(3) d'v 
d z '  = v~(x, y) 

sont donc: 

V ~ V 1 V ~ V~t 

Ainsi la considdration de la fonction fuchsienne x permet d'intdgrer 
l '6quation lindaire (3) dont les coefficients sont des fonctions rationnelles 
du point analytique (x, y). On volt que la variable inddpendante x 
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s 'exprime par une fonction fuchsienne de z, c'est ~ dire du rapport des 
int6grales. Quand on connait cette fonction fuchsienne on en dgduit les 
int6grales elles-m~mes g l'aide des formules (2). 

Dans le cas particulier oh le groupe G est de genre 0, l'6quation 
(8) pourra s'6crire: 

(3 bis) d'v dz' = v~(z) 

~(x) 6tant une fonction rationnelle de x seulement; dans ce cas en effet, 
nous venons de voir que toute fonction fuchsienne s'exprime rationnelle- 
ment  en x. 

Cherchons maintenant quels sont les points singuliers de l'6quation 
(3) et comment se comportent les int6grales dans le voisinage de chacun 
d'eux. En gdn6ral, les int6grales seront des fonctions holomorphes de 
x; il y aura deux exceptions qui nous donnent deux sortes de points 
singuliers. 

1 ° pour les points singuliers de la relation (1), y cesse d'etre fonc- 
tion holomorphe de x, et il en est de m~me des int6grales v 1 et v~; mais 
v~ et v 2 restent fonctions holomorphes du :point analytique (x, y). Nous 
n'avons donc pas ainsi un v6ritable point singulier. 

2 ° pour les points (x, y) qui correspondent aux divers sommets du 
polygoi~e R 0 . Dans cette seconde esp6ce de points singuliers, nous distin- 
guerons 1 ° ceux qui correspondent £ des sommets de la 1 ~re cat6gorie. 
Dans le voisinage d'un pareil point singulier, les intdgrales de l'6quation 
(3) sont r6guli6res, pour employer l'expression de M. Fucks. Si nous 
formons maintenant l'Squation d6terminante correspondant £ ce point 
singulier, la difference des racines de cette 6quation est l'inverse d'un 
hombre entier. En effet le point singulier correspond £ un sommet de R o 
qui fair partie d'un cycle de la I ~r° cat~gorie et la somme des angles de 

ce cycle est 6gal ~ 2-5, p 6rant un nombre entier; on volt ais6ment que 
2 

la diff6rence des racines de l'dquation d6terminante est prgcis6ment 1. 
_p 

Dans le cas particulier off le sommet de R 0 envisagd appartient 
un cycle de la 1 ~° sous-cat6gorie, on a p ~- 1, d'apr6s la ddfinition mdme 
de cette sous-cat6gorie. Par consdquent la diffdrence des racines de l'6qua- 
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tion d6terminante est l'unit6. Un semblqble point n'est done pas un point 
singulier. 

2 ° Consid6rons maintenant un point singulier qui corresponde i~ un 
sommet de R 0 appartenant ~ un cycle de la 2 ~° cat6gorie. Ce cycle sera 
de la 3 ~ sous-cat6gorie, puisque, d'apr6s ce que nous avons vu plus haut, 
on peut toujours supposer qu'il n'y a pas de cycle de la 4 me sous-cat6gorie. 
Formons l'6quation d6terminante correspondant h, un pareil point singulier; 
les racines de cette 6quation seront 6gales et les int6grales de l '6quation (3) 
seront-logarithmiques mais r~guli~res. 

3 ° I1 faudrait envisager enfin les points analytiques (x, y) qui corre- 
spondent ~ des sommets de la 3 ~ cat~gorie, mais on reconnaltrait ais6ment 
que e e n e  sont pas des points singuliers. 

En rdsum6 les intdgrales de l 'dquation (3) sont partout r6guli6res et 
(si on laisse de c6t6 les points singuliers de la relation (1)) le nombre des 
points singuliers de l'dquation diffdrentielle (3) est dgal ~ celui des cycles 
de la 2 ~ ou de la 3 ~ sous-cat6gories que pr6sente le polygone /~0 (ou 
les deux polygones R 0 et R'0). 

5. 1 $re f a m i l l e  ; g e n r e  O. 

Apr6s avoir 6tudi6 les propri6t6s des fonctions fuehsiennes en gdn6ral, 
nous allons nous occuper s6pa%ment des diverses families et des divers 
genres entre lesquels se r6partissent ces fonctions; nous commencerons par 
l'6tude sp6ciale des fonctions les plus simples; celles de la 1 ~re famille 
et du genre 0. 

Je rappelle d'abord quelle est pour de semblables fonctions la forme 
du polygone R 0. Les c6t6s sont tous de la premi6re sorte et au nombre 
de 2n; les c6t6s de rang p et 2n + 1 - - p  sont conjugu6s et par eons6- 
quent congruents. Les cycles sont au hombre de n + 1; deux d'entre 
eux ne contiennent qu'un seul sommet, le premier le sommet de rang 1; 
le second le sommet de rang n + 1. Les n m 1 autres cycles sont formds 
de deux sommets, ~ savoir des sommets de rang p e t  2n "4- 2 - - p .  (C'est 
l 'exemple II du § 7 du m6moire sur les groupes filchsiens.) 

Un cas particulier remarquable est celui oh le polygone R 0 est 
sym6trique par rapport ~ l'arc de cercle qui coupe orthogonalement le 
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cercle fondamental et qui joint les sommets de rang 1 et n - 4 - 1 .  Jc 
dirai alors simplement que ce polygone et symdtrique. 

Dans le cas qui nous oecupe, le genre est  6gal ~ 0 et par cons6quent 
routes les fonctions fuehsiennes s 'expriment rationnellement ~ l'aide de 
l 'une d'entre elles que j 'appellerai x ou bien f ( z ) .  Cette condition ne 
d6termine pas compl6tement la fonction x = f ( z ) .  Si en effet toutes les 
fonctions fuchsiennes s 'expriment rationnellement £ t'aide de x,  elles s'expri- 

ment  aussi rationnellement "~ l'aide de az + b cz + d '  a, b, c, d dtant des con- 

stantes queleonques. II faut donc pour d6finir Compl6tement la: fonc- 
tion x = f ( z )  s'imposer encore trois conditions. Voici celles que nous 

choisirons. Soient al ,  %, a~+x les sommets de rang 1, 2 et n A- 1; nous 

supposerons que ron a:  

f (a , )  = 0 f ( % )  = 1 f(a~+l) = axe. 

La fonction f ( z )  sera alors enti6rement d6termin6e. A l'6gard de cette 
fonction, je remarquerai  ce qui suit. Si le polygone R o est sym4trique, 
la fonction f (z)  est r6elle et positive sur tout le p6rim6tre de ce polygone. 

J 'appellerai a, le sommet de rang i; ce sommet formera avec a~,+2_, 
2z un cycle dont la somme des angles sera ~ ,  fl~ 6tant un hombre entier. 

Enfin je poserai: 

d'oh 

Pour  z --= a~, l e s /~  - -  1 premieres ddriv6es de f ( z )  s'annulent de sorte 

que le d6veloppement de f ( z )  est de la forme: 

f ( z )  = a~ + b,(z - -  a,) ~' + b~(z - -  a~) ~ + ~ + . . . . .  

Pour  z = a,,+,, f ( z )  est un infini d'ordre f l~ ,  de sorte que le ddve- 

loppement de f ( z )  est de la forme: 

b, + b, 
f(z) = (z --  a.+l) ~"+~ (z - -  a~+l) ~n+~+~ + . . . . . .  
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Nous avons vu que si l'on pose: 

v - -  dz 

la fonction v ainsi d6finie satisfait k une 6quation 

(3 bis) d2v dz* = v~v(x) 

~(x) 6tant rationnel en x. Quelle est ici la forme de la fonction ~(x). 
On trouve ais6ment: 

~(z) -= (z - -  a,)'~(z ---a~) ~ . . . . . . .  (x - -  a.) ~ -- Q~(x) 

Q(x) 6rant le produit (x - -  al) (x - -  a2) . . . .  ( x - - a . )  et P(x) 6tant un 
polyn6me en x de degr6 2 n - - 2 .  

Le polynbme P(x)  dolt satisfaire aux conditions suivantes: 

(i 1) 
Nous d6signons par la notation Q'(x) la d6riv6e de Q(x). De plus 

le coefficient de x ~n-~ dans /)(x) doit 6tre 6gal 

(I ,L;) 
Voilb~ donc n-{- 1 conditions n6cessaires auxquelles dolt satisfaire le 

polyn6me /)@) pour que l'6quation (a his) soit int6grable de la fagon que 
nous avons dire. Ces conditions ne sont pas suffisan~es. En effet, le 
polyn6me /)(x) 6rant de degr6 2 n - - 2 ,  il reste dans ce polynbme n - - 2  
param6tres arbitraires; mais dans ces n - - 2  param6tres qui sont des 
quantit6s complexes, je dois distinguer les parties r6elle et imaginaire de 
telle facon qu'ils 6quivalent ~ 2 n -  4 param6tres rdels. Or combien 
avons-nous de param6tres arbitraires darts ie groupe G. Le groupe G est 
defini par un polygone R 0 de 2n cbt~s. Pour d6finir un pareil polygone 
il faut en g6ndral 4 n -  3 conditions. Mais notre polygone n'est pas 
quelconque: en effet lee cbtds conjugu6s doivent dtre congruents ce qui 
fair n conditions; la somme des angles des divers cycles doit ~tre respec- 

2= 2~r 2= tivement 6gale K ~[ ,  ~-~, . . . . .  ~ ce qui fair n - t -  1 conditions. II reste 

Acta Mathematica. 1 r. 3 0  
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done en tout duns notre groupe G 2 n -  4 param6tres arbitraires. Dans 
notre fonction ~(x) au contraire nous avons 2 n - - ~  param~tres qui restent 
arbitraires dans P(x); nous avons en outre duns Q(x.) n -  2 puram~tres 
complexes arbitraires, ~ savoir as, a~, . . . . .  a~; cela 5quivant ~ 2 n - - 4  
paramdtres complexes. Done duns la fonction ~(x) il y a 2 n - - 4  para- 
m6tres arbitraires de plus que duns le groupe G. Done pour que l'6qua- 
tion (3 bis) s'int6gre de l', fagon que j 'ai dire il faut, outre les conditions 
6noncdes plus haut, que 2 n - - 4  autres conditions soient remplies. Ces 
conditions sont transcendantes et tr~s compliqudes; leur 6tude trouvera 
place duns un autre mdmoire. 

Supposons maintenant que 1'on se donne a3, a4, . . . . . .  a~, c'est 
dire les points singuliers de l'6quution (3 bis), Q(x) seru d6termind et il 
nous resteru les 2 n -  4 param6tres de P(x). Le hombre des parum6tres 
restds arbitraires est alors prdcis~ment le hombre des conditions ~ remplir. 
Duns une question oh n'entreraient que des fonctions alg6briques ou des 
transcendantes simpler, on pourrait conclure dc l~ que l'on peut toujours 
disposer dc ces pararn6tres pour satisfaire ~ ces conditions, et par consd- 
quent qu'il existe" louojurs une dqttation de la forme (3 bis) intdgrable par 
les fonctions fuchsiennes settles et oit les points singuliers a~, a2, . . . . .  a~, 
a,+~ sont donnds it l'avance. Mais ici nous ne pouvons nous contenter 
d'un parcil apergu et ce th6ordmc, fort important, exigera une ddmonstra- 
tion spdciale que je donnerui dans un mdmoire ult~rieur. 

Duns le car particulier o~l le polygone /~o est symdtrique, les points 
singuliers al,  a~, . . . . .  a~+~ ainsi que les coefficients de P(x) sont rdels. 

Duns le car plus particulier encore oh n = 2, l 'dquation (3 bis) st 
ramdne aisdment k l'~quation hypergdomdtrique de GAuss. De plus nous 
avons 2n ~ 4 = 0, de telle sorte que le hombre des conditions transcen- 
duntes dont il u dt~ question plus haut est nul. Alors pour que x soit 
fonction fuchsienne du rapport des intdgrales, il faut et il sufllt que: 

p(o) = -  

1 

co(~fficient de x 2 dans t)(~)--=- 1 

ill ,  fl~, /~ ~tant entiers. 
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E tud ions  ma in t enan t  les fonctions thdtafuchsiennes .  

Soit O(z) une fbnction thdtafuchs ienne  jouissant  de la propriStd carac- 

tSrist ique 

o( ~ :  + ~ = o(~)0-: + e~:o 
\ ? :  + 6k } 

Reprenons  la fonct ion fuchs ienne  f ( z ) =  x et sa ddrivde f'(z), il est 
clair que lu fonct ion 

O(z) 
[/'(0]"' 

sera une  fonct ion fuchsienne et par  cons6quent  une  fonction ra t ionne l le  

de x. :Nous avons done pour  l 'expression g6n6rale  des fonct ions 0(z): 

(1) ~dz] F(x) 

F 5tant  l ' a lgor i thmc  d 'une  fonct ion ra t ionnel le .  

P a r m i  les fonctions thdtafuchsiennes,  nous  avons vu qu' i l  y e n  avai t  

de d e u x  esp6ces; les unes devenant  infinies, les au t res  ne devenan t  pas 

infinies g l ' in tdr ieur  du  cercle fondamenta l .  
Quel le  sera la fo rme  g6n6rale  de celles de la 2 ae esp6ce? L 'expres-  

sion (1) ne d o i t  deveni r  infinie pou r  aucune  va teur  de x. Dana ee eas 

F(x) ne p o u r r a  deveni r  infini que si d_~, devient  nul ,  e'est g dire s i x  vient  
dz 

en l 'un des points  s inguliers  x = a~, x-----%, . . . .  x - =  a~. 

I1 suit  de l~ que l 'on doi t  avoir:  

(2) o(0 = \ & !  (~ - -  ~,)~,(~ _ % ) ~ . . . .  (z - -  a..) ~" 

8j.(x) d6signant  un  p o l y n 6 m e  d 'ordre  p.  E x p r i m o n s  m a i n t c n a n t  que O(z) 
ne devient  infini n i  pou r  x = a l ,  ni p o u r  x = a 2, . . . . . .  ni pou r  x ---= a. ,  

ni p o u r  x---- c o ;  il v iendra :  

(3) 

, < 

, <  o(1 
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Ces n-{= 1 inSgalit6s sont compatibles. 
Ccs in6galit6s ne permettent pas de donner k p des valeurs aussi 

grandes que l'on veut, de sorte qu'il existera toujours un nombre q tel 
que l'on ait constamment p < q et que les indgalit6s (3) permettent k p 
d'atteindre la limite q -  1. 

Supposons le nombre m donnd; le nombre q sera, alors d6termin6 et 
il est clair qu'entre q fonctions th6tafuchsiennes de la n" esp6ce, il y aura 
toujours une relation lin6aire identique. 

Si l'on se reporte ~ l'expression que nous avons donn~e de ces transcen- 
dantes dana le § l,  on verra qu'il y entre une fonction rationnelle H(z) 
renfcrmant un nombre infini de paramStres arbitraires. I1 suit de lk qu'il 
y a une infinit6 de fonctions rationnelles t / ,  telles que la s6rie th6ta- 
fuchsienne correspondante soit identiquement nulle. 

Il existe done une infinit6 de relations identiques lin6aires entre ces 
s6ries th6tafuchsiennes. Nous les 6tudierons plus loin. 

Revenons k l'expression (2). Jusqu'ici nous avons suppos6 que les 
nombres m, ,tj, 2~, . . . .  qui y entrent 6talent entiers. S'ils ne l'6taient 
pas, la fonction d6finie par cette expression ne jouirait plus de la pro- 
pridt6 fondamentale des fonctions thdtafuchsiennes) mais elle pourrait rester 
uniforme. Pour cela il suffit que les hombres: 

m(f l , -  1 ) -  2,fl, (i ---- 1, 2 . . . . . . .  n) 

et 

m(fl .+1 + 1 ) -  ~ , f l . + l  

soient entiers. 
I1 est clair que les n-{- 1 ~quations: 

(4) 
q,(p~ - -  1) - -  ,hP, = ,, 

~(fl~+~ + 1) - - ~ ' , t J ~ + ~  = ~+~ 
z.a 

oh les ¢ sont des hombres cntiers donnds fourniront toujours des valeurs 
pour les 2 et pour m, car ee sont des 6quations lin6aires dont l e d &  
terminant n'est p as nul. 

Supposons done que dans les 6quations (4) on donne ~ t o u s l e s  e 
la valeur 0 except6 ~ ¢, auquel on donne la valeur l. Portons ensuite 
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dans l'expression (2) les valeurs de m e t  des 2 tir6es des 6quations (4) 
et rempla~ons darts cette m~rne expression t~p par une constante. Nous 
aurons ddfini une fonction Xk qui est holomorphe dans tout le cercle 
fondamental, et qui n'a d'autres zdros que le point ak et les points 
correspondants. Tous ces z6ros sont d'ailleurs simples. 

Ces fonctions X~, X:,  . . . .  X~, X.+~, dont 18 rble est trbs important, 
ont dtd ddcouvertes par M. HALrHES dana le cas partieulier de n = 2. 
On peut trouver entre elles et x certaines relations intdressantes. Consi- 
ddrons en effet les sdries X~ et Xn+~. Soient m~ et m~+~ les valeurs 
correspondantes du nombre m. Ces valeurs seront fractionnaires. 

Soit en effet Y une fonction uniforme quelconque susceptible d'etre 
raise sous la forme 

(2 bis) Y =  (dz] (x__a,)~,(x__a2)~'~....(x__a,) ~. 

K ddsignant un facteur numdrique. Cette fonction n'a d'autres zdros ou 
infinis que les points al, a2, . . . .  an+l et leurs correspondants. Supposons 
que ces zdros soient respecfivement d'ordre Y1, T2, . . . .  L,+I; il va sans 
dire que si a~ par exemple 6tait un infini ~-, serait n6gatif. On aura: 

Y = K1X1 --2 . . . . . .  .+1 

K ~tant un facteur numt~rique. On aura en particulier: 

et 

h"  Y&:V -fin+ 1 
~ - - 1 - - 1  - - n + l  

= K Xfl~X - ~ + 1  
X ~ (~i - - i - - i  - - n + l  

les K dtant toujours des facteurs num6riques: d'oh les relations identiques 

fln+l 

Nous avons exprimd les fonctions thdtafuchsiennes de deux mani~res 
tout ~ fait diff~rentes; soit par la s6rie (4) § 1, soit par la formule (1). 
de Ce paragraphe. 
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Nous savons done a priori qu'il existe une infinit6 d'identit6s de la 

forme: 

++ + __ 

vll H et 2'  sont les algorithmes de deux fonctions rationnelles. 
Ecrire effectivement ces identit6s et en particulier reconnaitre dans 

quel cas la fonction F est identiquement nulle, tel est le problbme dont 
il s'agit maintenant de donner une solution aussi compl6te que possible. 

Mais pour y arriver, il est ndcessaire d'avoir recours k des considdra- 
tions d 'un ordre un peu diff6rent. 

Jusqu'ici nous avons toujours regard6 le nombre m comme positif; 
supposons le maintenant entier, mai~ n6gatif. Considdrons en particulier 

la fonetion suivante: 

A(.) / a ~ ]  -~ [f(*) - ~,]"' I f ( . ) - -  ~,]" • . . . . .  [ / ( " ~ -  ~.]"" 
= ~-~]  [ f ( z ) -  f(z,)] [ f (z)-f(z~)]  [ f ( z ) - f ( z v )  ] 

Je  suppose que h est un entier positif ainsi que les exposants #1, 
P2, . . . .  #n et que ces hombres entiers satisfont ainsi que le nombre p des 
facteurs du d6nominateur aux in6galit6s suivantes: 

(5) 

D'aprds ees in6galitds la fonetion A(z) ne peut devenir infinie que si 
l 'un des facteurs dtt ddnominateur s'annule. I1 en rdsulte que les infinis 
de cette fonction sont tous simples et qu'ils sont compris dans l 'une des 

formules: 

~'~z 1 + 3~' ;-iz 9 + &' " . . . . .  r~zp +3~ 

aiz + ~:) 
off z, ?-~z + 

repr~sente une des substitutions du groupe G. 
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et 

Posons: 

1 

[A. )  - A . , ) ]  [.f(~) - -  f ( . . ) ]  . . . . . .  [f(~) - Y ( ~ ) ]  - 

- -  f ( z ) - - f ( z i )  + f(z)  " f ( G ~  + . . . . . .  + f (z)  - - f ( z , )  

de telle sorte que: 

(7) 

A, + A~ + . . . . . .  + A .  = 0  

A,f(z~) + A,f(z~) -}- . . . . . .  + A~,f(z~,) = 0 

A, f f (z~)  + A,f~(z~) + .  . . . . .  + A~f~(zp) = 0 

A , f ~ - : ( , , )  + G f ~ - ~ G )  + . . . . . .  + & . f p - ~ ( ~ )  = o 

d,fp-~(z~) + A~f,-~(z~) + . . . . . .  + AJ,'--](z~)) = 1 

Le r&idu eorresp0ndant k l'infini: 

8 e c r l r l ~ ;  

A k F(~k ) 

[f,(zk),+~(r'z, + 4)-~(~+" 

I1 en r&ulte que l'on aura identiquement: 

(8) 
Z 

r~zk + 3i 

G(z) ddsignant une fonetion holomorphe h, l'int6rieur du eerSle fonda- 
mental. Plus gdndralement, si V(z) est une fonction rationnelle de z 
n'ayant pas d'infini int6rieur au cercle fondamental, on aura: 

0 1 
r~zk + & 
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Je dis que dans les formules (S) et (9) la fonction holomorphe G(z) est 
identiquement nulle. 

P r e m i e r e  d f i m o n s t r a t i o n .  

Considdrons un cercle C ayant pour centre l'origine et pour rayon r;  
eoncentrique par cons6quent au eercle fondamental. 

Envisageons les diff6rents polygones R, qui sont tout entiers ou en 
partie ~ l'int6rieur de ce cercle. 

L'ensemble de ces polygones formera une figure polygonale S ne 
d6pendant que du rayon r du cercle C. Consid6rons rint6grale: 

prise le long du contour de cette figure S. Le th6or~me que j ai 6nonc6 
pourra ~tre regard6 comme ddmontr6 si j'6tablis que cette int6grale tend 
vers 0 quand r tend vers 1, c'est k dire vers le rayon du cercle fonda- 
mental. 

Pour cela je vais faire voir: 
1 ° que le p6rim6tre de S reste fini, quel que soit r." 
2 ° que le ,nodule de la fonction sous le signe f regte plus petit 

qu'une certaine quantit6 M quand la variable reste sur le contour d'int6- 
gration. 

3 ° que 13/ tend vers 0 quand r tend vers 1. 
En vertu du lemme IV du § 1, le nombre des polygones R~ qui 

sont en tout ou en pattie int6rieurs au cercle C est plus petit que: 

N - -  ~-~(e~(R+~) + e =~(R+~) - -  2) 
4(~ 

et 2 dtant des quantitds constantes et R 6tant ddfini par l'dgalit6: 

e 2 R -  1 

e ~a + 1 

Donc afortiori ,  le hombre des c6tds de S sera plus petit que 2nN. 
Consid6rons l'un de ces cbt6s appartenant ~ un polygone R~ et soit l~ la 
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longueur  de ce c6t6; 1 o celle du  c6t6 correspondant de R0; soit enfin 

( a,z + fi,) celle des substi tutions de G qui correspond k R~, on aura:  
z, riz + ~  

It < l o • H 

H 6tant la plus grand valeur  que puisse prendre 

1 
rood. (r,z + 3,) ~ 

quand la variable z d6crit le c6t6 1 o. 
Supposons que le polygone R 0 soit tout  entier contenu dans un cercle 

ayant  pour  centre l 'origine et pour  rayon 

~ 2 A  - -  1 

e ~a + 1" 

En ver tu  du lemme V du § 1 on aura ;  

H <  
e ~a + e - 2 A  dr- 2 

e :R + e - 2 n  + 2 

Soit L l e  plus grand c6t6 de R o. 
petit  q u e :  

ou a fortiori que:  

L e  p6rimStre de S sera plus 

2nN. H. L 

O" 

2n~rL 2e e(R+ ~) 
( e : a + e - : a + 2 )  e~ R -  

I1 sera donc fini. C . Q . F . D .  

Nous devons 6videmment  supposer que x ne se t rouve sur aucun des 

contours d'int6gration. La fonction ~(z)  est alors une fonction ration- 
Z - -  X 

helle bien d6termin6e et ne devenant  infinie pour  aucune des valeurs de 

la variable situ6es sur les divers contours d'int6gration. On pent  done 
alsement t rouver  une limite sup6rieure M 1 que son module  ne p e n t  depasser. 

Nous pourrons supposer aussi que la fonction A(z) ne devient pas 

infinie le long du p6rim6tre de R o et nous pourrons t rouver  une limite 
Acta Mathematica. I. 31 
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supdrieure ~I~ que son module ne peut d@asser quand z.ddcrit le.contour 
de R 0. M~tis on aura identiquement:  

t p z  + o j  ' (~'iz + 3i) ~h 

On en conclut que quand z d&ri t  le contour de S l e  module de A(z) 

est plus petit que: 

M~ H ~r' 

et celui de la fonction sous le signe f plus petit que: 

M = M , M , H  ~' 

D'ailleurs quand r tend vers 1, M tend vers 0, puisque M 1 et, M 2 
sont des constantes et que H tend vers 0. 

Le thdor6me dnonc6 est done d~Smontrd. 

Deuxi~me Ddmonstration. 

Poson8: 
{gl/t + ~)  

¢(a, ¢1) 
r aia + ]?i (Da -t- ~)i) ''(h~'l) 

z 
;6,z + 3i 

Si dans eette expression on regarde z comme une eonstante, qa(z' a) 

sera une foncthm th&afilchsienne de a. Supposons d'abord que z et a 

soient tous deux int(rieurs au cercle fondamental;  cette fonction thgta- 
fuehsienne ne deviendra infinie que pour a--=-z et pour lcs points corre- 
spondants, e'cst h, <]ire pour f (a)  = f (z)  Le r6sidu correspondant k l'infini 

z =  a sera dgal h ~ F ( z ) .  On aura done: 

(lO) ¢(~, o) = [f(~)]"+'.'_,,_[/("-)__2] .... _u,(*)~_(A__ 
f ( , )  - -  f(.,) F,(.,) Oq[f(.)] [f'(.)]" 

Darts eette expression (10) /~](a) designe le produit suivant: 

[ 7 ( , , )  - . , , ]~"  [7 ( , , , )  - -  ~,..,]:" • . . . . . . .  : K ( ~ , )  - , , , , ]~" 
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G[f(a)] d6signe un polyn6me entier de dcgr6 q en f(a) dont les coefficients 
peuvent ~tre des fonctions de z. 

Enfin ]es nombres ,t~, 2~ . . . . .  2. et  q 

galitgs (3) 

(11) 

)q < (h + 1)(1 - - ~ )  

doivent satisfaire aux ind- 

x ( 1) q <  ~ - - ( h + l )  l+fl---++~ + 1 

On volt alsdment en effet que td le  doit  &tre la forme de toute fonc- 
tion th6tafuchsienne de a n 'admettant  aucun infini distinct de l'infini a ---- z. 

En comparant les indgalitds (3) et ( l l )  on trouve: 

2~ =< t'q q < P 

Je me propose maintenant d'dtablir l'dgalit6 (9) en montrant que G(z) 
est identiquement nu], c'est k dire de ddmontrer l 'identit6: 

[j'(~.) ]"+' 

ou bien : 
A~ F(z)) F,(z)¢z) 

~(~)~(z) = d(z) - -  A~,) F,(z~)~"[/(~)] o~[f(~)] [/'(z)] ~ 

Nous pouvons simplifier le second membre en supposant que l'on a: 

),~ =/Li 

Si eela n'avait pas lieu, on multiplierait E (a )  et 0q[f(a)] par 

If(a) --  a,] '*'-a' If(a) -- %]"~-"* . . . . . . . . .  If(9) - -  a,,] t ' '- '~ 

Le degrd du polyn6,ne 0q[f(a)] serait alors augmentd, mais il resterait 
inf&ieur k p. 

Oil peut donc toujours supposer 

2, =: /~  et par consdquent F ( z ) =  1,'~(z) 

tout en continuant k supposer 

T > q  
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L'identitd ~ ddmontrer se simplifie alors et s'6crit: 

A~ F(~)¢@) = ~ f ( . )  - - , f @ )  - -  f@~) [i '(O] ~ - f@~) O,[A~)] [/'@)]~ 

Si nous posons maintenant 

oq[/(**)} - -  o~[/(.)] = s,[f(~,)] 
f ( , )  - -  f@, )  

P reprdsentcra un polyn6me en f(z,t dent le degr6 sera 6gal ~ q - -  1 et 
ne pourra par consdquent surpasser p - - 2 .  L'identitd ~ d(~montrer se 
r6duit alors: 

~Ak P[f(z~)] = 0 

et sous cette forIne elle est 6vidente en vertu des relations (7). Le th6o- 
r&ne ~noncd est donc encore ddlnontr6. 

Ce~te secondc ddmonstration nous conduit tout naturellement ~ un 
thdor6me important relatif aux fonctions th6tafuchsiennes de 2 aeesp6ce. Soit 

+ fl, 
(12) XH((L*---~z-+,r,z ~)(riz + ~,)-2(,,+1) 

une sdric o{i H est l 'algorithme d'une fonction ratiommlle n'ayant pas 
d'infini ~ l'intdrieur du cere|e fondamental, On a vu que cette sdrie 
reprdsente une fonction thdtafuchsienne sans infini et peut 5tre 6gal6e 
une expression de la forme: 

Oq_1[.f(z)] 
(13) [if(z)]"+' F(z) 

0,1_,_ 1 6t, alit un polyn~')ine de (legrd q -  1 en f(z) et q dtant le plus grand 
nombre entier sat isfaisant aux in(igalitds (11). 

Toute expression telle (lue (13) peut s'exprimer lindMrement ~ l'aide 
de q d'entre elles; done ~oute expression tulle que (12) peut s'exprimer 
lindMrement "~ l'aide de q d'entre elles. Mais on peut faire deux hypothbses. 

Ou bien route expression t elle que (13) peutdtre raise sous la forme 
(12) c t a ,  lors route expression telle que (12) ne peut s 'exprimer lindaire- 
ment  ~ lDfide (le q ~ 1 (t'entre elles. 

O u  bien i! n'est pas possible de mettre toute expression (13) sous 
la forme (12) et alors toute expression telle que (12) peut s'exprimer 
lii~dairement ~ l"aide de q ~ 1 d'entre elles. 
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Cette deuxi~me hypothSse dolt 8tre rejetde. 
Supposons la en effet satisfaite et soient: 

0~, 0~, . . . . . . .  Oq-1 

les q ~ i fonctions telles que (12) ~ 1'aide desquelles toutes les autres 
s'expriment lin6airement. 

Soient maintenant 
Z 1 ~ Z~ ~ . . . . . . . . . . . .  Zq 

q valeurs quelconques de z. 

At, 

s atisfuisant aux conditions: 

On pourra toujours trouver q nombres 

A~, . . . . . . . . . .  Aq 

A, O,(z,) + A, 0,(~,) + . . . . . . .  + A~.O,(,~)- 0 

A, 0,(,,) + A~ 0,(~,) + . . . . . . .  + A, 0~(~) = 0 

. . . . . . . . .  , . . . . . . .  

A ,  O q _ l ( Z , )  "~ A ~ O q _ l ( Z ~ ) , ' t -  . . . . . . .  d i- A q  O q _ i ( $ q )  = 0 

On aura alors quelle que soit la fonction H qui entre dans l'expres- 
sion (12) 

( a z + f l 3 )  une substitution quelconque du gro~,pe G; on d~- Soit _z' ~-z + 
g 

montre ais6ment l'identitd suivante en reprenant lu fonction ~(z, z~)ddfinie 
plus haut et y faisant ~ ( z ) ~  1 

~rz + 3' z~ -- (rz + 3)-~h¢(z, z,) = 

= ~ (r~z k + (?~)-2h-: 
i 

[ r z + (?):h+l_ r + 

_ z--rizk + & 
(rZ + (?)2h[r(,,iZk ÷ ~ (?]21,+1 

= ~ (r~z ~ + &)-2h-2 H(aJ__2_~ + ~)  
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H(z) ~tant l 'algorithme d'une fonction rationnelle ne devenant pas infinie 
l 'int~rieur du cercle fondamental. 

Posons maintenant:  

2 A(.) = ~,~, ~o(., ..) 
k 

Des formules (14) et (15) nous dgduisons: 

+ o] --('l'z + ~)-2hA(z) = 0 

Comme eela a lieu quelle que soit la substitution z, r~ + 

l'on alt ehoisie dens le groupe G, il faudrait  que l'on edt" 

F(x) ~tant rationnel en :r. 
Mais A(z) n'aurait que q infinis distinets, z~, z.j, . . . . . .  zq. Or il est 

ais~ de voir qu'une fonetion dc la forme N x) doit toujours avoir 

plus de q infinis distinets. 
Donc l'hypoth6se £~ite au d~but est absurde. 
Donc route expression de la forme (13) peut toujours 6trc raise sous 

la forme (12). 
Donc route fonction de la forme (1) peut toujours (~'tre exprimde par 

une sdrie de la forme (4) paragvaphe 1 pourv'u que m > 1. 
Comment maintenant, fitant donn~e une s~rie de la forme (4) § 1, 

pourrons nous la mettre effectivement sous la forme (1). 
On donne une sdrie 0(z) de la forme (4) et il s'agit de la mettre 

sous la forme: 

Nous eonnaissons d'abord les infinis de O(z) et les rdsidus eorrespon- 
dants; mais cela ne suffit pas pour ddterminer cornplbtement F(z); il reste 
dans cette fonction rationnelle un certain hombre de coefficients inddter- 
minds. On peut d'abord calculer un hombre suffisant de valeurs de la 
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sgrie O(z) pour avoir des dquations qui permettent d e  ddterminer ces 
coefficients. I1 est plus simple d'opdrer de la mani6re suivante. Con- 
siddrons la fonction 

O(z [ dx  \ ~ " 

Elle devient infinie, non seulement quand O(z) est infinie, mais quand 

dx est nul, c'est ~ dire pour: 
dz 

0(z d z - =  On ddveloppera alors la sdrie )(dzz) suivant les puissances crois- 

santes de z ~ a ~  et on calculera les coefficients de toutes les  puissances 
ndgatives. Quand ces coefficients seront connus, ainsi que les premiers 
coefficients du ddveloppement de x suivant les puissances de z ~ a~, la 
fonction F(x) sera aussi connue. 

Mais pour trouver ces coeffMents eux-m~mes, il faut ealeuler un 
certain nombre de valeurs de la sdrie O(z) et de sgries analogues. Il est 
pourtant des cas oh eette difficultd peut 4t re 6vitde. 

Reprenons la fonction 

~,<~I [ / ( ~ ) - . f ( ~ ) ]  [ A , ) - - f ( ~ O ]  . . . . . .  [.f(~) - / (z, , ) ]  

que nous avons 6tudide plus haut; nous avons ddmontr~ l'identitd suivanf;e: 

~ 'V  A~V(z,) (r,~ + a,) -~('+') (8) A(z) 
a.,qf,(,,.>]~+~ ~ 7j,. 7 7 -  

r~zk + & 

(16) 

Diffd|'entions cette identitd 2h + 1 fois par rapport k z; il viendra: 

&)-a~+, 

(2h + 1)! dd '+~ ~ ; ~ [ f ( ~ ) ] ~ + ' { ~  ,,,~, + 
[ 

le second mernbre peut s'dcrire: 

- ~  + ~/~,,,÷ ,, 
~,~,.[f .(~, .)]h+, (,, r,* - -  ,*, I 
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Remarquons que si dans le groupe G, nous avons la substitution 

(z, a~zr~z + + fl~'~] nous aurons 6galement la substitution inverse (z, --r~z3'z=+-a:, t~1" 
C'est k dire que l'expression prdcgdente peut  s'dcrire: 

6~ i ) - ~ ( h  + 1 ) 

a~z + 

Le second membre de l'identitd (16) est donc une s6rie de la forme 
(4) § 1; il reste £ mettre le premier membre sous la forme (1). C'est 

l~ un calcul qui ne pr&ente pas de difficult&. J'en indique le rdsultat 
dans le cas de h =  1 et dans celui de h----- 2. Soit 

• d x  - h 

et soient Aa, A2, etc. les ddrivdes successives de A 0 par rapport k x. Repre- 
nons maintenant  l'dquation: 

(3 bis) d'o d~, = v~(~) 

et soient ~1, ~,~, etc. les ddrivdes sueeessives de ~ par rapport k x. On 
aura dans le cas de h = 1 

(17) dz dSA8 -- (A3 - -  2Ao~', - -  4AW)(d~)' 

et dans le cas de h = 2 

(is) (dz) ~ 
d~A -- (A~ --  20zl~ --  30A,~, - -  18.'1~ --  4do~ + 64d,~v ~ + 64do~,,) dzz 
d z  B 

On peut t rouver une infinit6 de relations analogues ~ la relation (16) 

par divers procddds; par exemple en diffdrentiant cette relation bar rapport 
aux divers param&res zl, z2, . . . .  z,. 

Je vais maintenant poser un dernier problSme que je he rdsoudrai 
que partiellcment. 
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Consld6rons la s6rie (4) § 1 

\;-~z + o-----~1 (r 'z + ~0-~" 

elle ddpend de la fonetion rationnelle H et je la repr6senterai pour eette 
raison par la notation: 

HI 

Comment faut-il choisir la fonction rationnelle H pour que 0 soit iden- 
tiquement nul? 

La solution compldte de ce probl~me serait sans doute tr~s com- 
pliqu6e; mais on peut s'aider dans chaqne cas particulier des consid6ra- 
tions suivantes: 

1 ° Si l'on a identiquement 

O(z, H,) = O(z, Its) = 0 

on aura, 6galement: 

o( : ,  + = o 

2 ° Si la fonetion rationnelle H peut se ddvelopper en une s6rie 
eonvergente de la forme suivante: 

(s )  k, H, + k~ H.~ + . . . . .  + k, H, + . . . .  

oh kl,  k ~ , . . ,  k. sont des coefficients constants et oh It~, t I 2 , . . .  11. sont 
des fonctions rationnelles telles que: 

O(z, H,,) = 0 

Si la s6rie (S) est convergente toutes les lois que z est int6rieur au 
cercle fondamental, on aura identiquement 

0(z ,  H) = 0 

3 ° Si l'on a identiquement:  

e 0 ,  H) = 0 

et si, z de~!gnant utm des substitutions de G, on pose: 
r z +  

__[ az + fi\~ 3)_~m 

Acta Mathematiea. I, 32 
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on aura identiquement: 

O(~, n , ) = 0  

En effet posons pour abr6ger: 

a,z + v o, = fi(z) az + fl _ f,(z) - -  & + fl = f , - ' ( z )  
riz + E Tz + 3 T z ~ a  

la s6rie (4) pourra  s 'dmettre sous la forme:  

~,., ,,,=X,,[:,[:,~,--,<.,~]][~,:,[:,~-'(.,~]]" 

Rempla~ons maintenant z par f~(z) dans l'~quation identique 

o(~, H ) = 0  

il viendra: 

o =x,,i:.,:,,.,,j[ ] r < ' r  3" 
- Ld, z J  Ldf,(z)J . 

ee qui d&nontre l'identit~ annonc~e. 
4" Soit, pour reprendre les notations employdes au ddbut de ce 

chapitre, ar l 'un des sommet,~ du polygone R0, a'r son sym6trique par 
rapport all cercle fondamental. Unc des substitutions de G s'dcrira: 

(: ) a,. e ~ , 7  z - -  ar 
(.t '  r ' $ ~ (~t  r 

fir dtant  un nombre  ent ier  connu. Si nous posons: 

D -  " ,  I (* - -  ,z, .:" 

on aura identiquement:  

o(z, / ~ ) = 0  

• ~ moins que: 

T + m ~ 0  rood. ~, 

En effet consid6rons les diverses substitutions (z, f0 du groupe (7, on 
peut en choisir une infinit6 

(z, ~0), (z, ~,),  ~z, ~,,), . . . .  (z, ~,) . . .  
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et de telle sorte que chacune des fonctions f~(z) puisse 6tre ddfinie d'une 
mani&e et d'une seule par une relation de la forme suivante 

2hiTr 

f ~ - -  a'r f k  - -  a'r 

h 6tant un entier dgal ou infdrieur .~ fir. On aura alors: 

V O(z, H) 
~ ,  ( f ,  - -  . 'r) "+~" ~,~ / 

011 

, ~ ( ~  _ ~'r), +'~' ~ , 7 7 1  

Or si l'on n'a pas 

o n  a u r a  : 

On aura done 

2 ~r m--=0 rood. ~ir 

~r 

he & = 0 
1 

O(z, H) = 0 

(9) 

OU 

5 ° Reprenons l'identitd 

~(z)A(z)= 2 ~  A~F(zk) O(z, z,) 

• (z, zk)-----2 ~zk + & 1 
~z a,zk + fl~ (r~z~ + 30 ~(h+n 

r~z, + 3i 

Faisons y successivement 

1 
~(z)  = 1 e t  ~(z)  = z  - -  b 

C . Q . F . D .  

b &ant une quantitd constante extgrieure au cercle fondamental, nous 
obtiendrons deux identitSs de la forme (9). 
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Multiplions la premi6re par 1 
Z - - - . b  

il viendra: 

et retranchons en la seconde; 

09) 
E AkF(zd) 

k [f'(zk)l TM st.(t'' z~) = 0 

en posant : 

1 1 
qP[b, a) = ~_~ 

~b ,z,(~ + fl, (r,a + 30 w'+~) 
y~a + & 

Posons encore 

O(b, a )=  
d ''h + 1 ~" 1 

db "zh+l (2h + .1) ! 

il viendra, en diffdrentiant 2h + 1 fois la relation (19) par rapport h b: 

(20) E O(b, zk) = 0 
AAF(zk) 

[f'(~)]~+' 

Or 0(b, z~) esb une fonction thdtafuchsiemie de b. Le premier membre 
de l'ideutitd (20) est done une s6rie de la formc (4) § 1. Nous obtenons 
done ainsi une sdrie de cette forme qui cst identiquement nulle quand b, 
qui est ici la variable inddpendante, reste ex t&ieure  au cercle fondamental. 

Mais ce que nous cherchons, e'est une sdrie de la forme (4)qui  reste 
identiquement mille quand la variable inddpendante reste intdrieure au 
cercle fondamental. Heureusement il cst facile de passer d'un cas h 
l'autre.. Posons en effet 

1 b- -  
z 

O n  a t l l ' t t  : 

a,b + i?~ 1 
r.b + & a'iz + fl'i 

"r'~z + 3'~ 

a',, fl',, r'~, #, ddsignant les quantitds imaginaires conjugdes de a,, [?~, y,, o;; 

" ( ""z+l ,~ / forment an groupe G' co,,- dc sorte que les substitutions ,z' r,z + o~! 
• p 

jugue de G. 
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I)c mdme en posant: 

bi = 

O i l  a u r a :  

aib + fl~ • ~z'iz + ~7i 
gi ~ -  , 7~b + 3~ .y ,z + 3 i 

db i  z ~" dz i  

db z[* dz 

N o u s  a u r o n s  donc: 

O(b, a)= 

o n  e, l l  f l  II  

en posant, 

1 (,~b,g,1 . e "  F , , p + ,  
,(b,_,~)'*+~ ~-~ l = E, (]  _a,)'"+' ~ a~ ] 

= z ( ~ ( z ,  a )  

V 1 (a~,/,,+, 
O'(z, a )  

Nous arrivons "k l'identitd suivante: 

253 

Darts cette formule l-Ak~'(z~.}]'., 1~+, des~gnent': L[.t (zk)] .] ct z'~ les quantit& imagi- 

naires conjugudes dc A,.F(a.) et de zk ct ron a posd: 
[f'(zk)] T M  

1 1 
O'~(z, a) - ~ _ a  

- -  [ <z + fl~"+'-' (r~z + dd ~'+~ 
1 - - -  a 

r~z + od 

~ k A Y ( z k  ) 

Les fonctions O' sont des fonctions th&afltchsiennes de z, de sorte 
quc nous avons bien une identit5 de la ibrme eherchde. Mais le groupe 
des fonctions O' n'est pas le groupe G, mais le groupe conjugud G'. 

Passons done du groupe (5' au groupe G en changeant ~ / ~  1 en ~ ~ / ~  1 ; 
il vim~dra: 

E F &./"(zk) ] ' . , , .  
L~Jh = - ~ ' "  ~"~'  <) = o  k 
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de sorte quc si nous posons: 

V [ AkF(z,) ] 1 tt(~) Aa k "" t h + l  • [_[f(z~)]  J (1 - -  z ' : )  ~h+2 

nous aurons identiquement 

O(z, t t )  = 0 

rant que z restera intdrieur au cercle fondamental. 
6 ° Supposons que l'on air identiquement 

O(z, t t )  = 0 

et que H d6pende d'un param6tre arbitraire 2; on aura 6galement: 

En comblnant de diverses ma,ni6res les six prineipes qui pr6e6dent 
on obtiendra une infinit6 de relations de la forme: 

o(., ~r) = 0 

§ 6. 1 ~re f a m i U e ;  g e n r e  que lco~ ,que .  

Nous nous sommes 6tendus sur les fonctions de la 1 ~r" famille ct du 
genre 0 parce qu'elles sont les plus sitnples de toutes et parce que les 
principes gdn6raux, une fois d6montr6s dam ce cas partieulier, s'6tendent 
sans trop de peine aux fonctions de toutes les families et de t ous l e s  
genres. Nous insisterons moins sur les autres fonctions fuchsiennes et 
nous nous bornerons k faire connaitre les particularit6s les plus remar- 
quables qui les concernent. 

Lorsque le polygone Ro, tout en restant de la 1 ~'e famille, n'est pas 
de la forrne simple 6tudi6e dans le paragraphe pr6c6dent, ou n'est pas 
susceptible d'y gtre ramen6, les fonctions fuchsiennes correspondantes sont 
de la 1 ~r' famille et de genre plus grand que 0. 

Commen~ons par un exemple simple. Soit un polygone R 0 de 4n 
c6t6s et tel que les c6t6s oppos6s soient conjugu6s. Tous les sommets 
forment alors un seul cycle, de sorte que la somme de tous les  angles 
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du polygone R 0 est une partie aliquote de 2,-:. Supposons d'abord qu'elle 
soit prdcis6ment dgale £ 2r,. On pourra alors exprimer toutes les fonc- 
tions fuchsiennes d6riv6es du polygone R 0 ~ i'aide de deux d'entre elles 
que nous appellerons x et y, et entre lesquelles il y a une relation 
algdbrique: 

(!)  ¢(~,, y) = 0 

qui est de genre n. 
Reprenons l'6quation (3) du § 4. Elle s'dcrit: 

d2~) 
d z  ~ = v~o(x, y) 

et l 'on a idcntiquement:  

~(~, y ) =  1 z"'z' 3 (x")' 
2 (z ' )  ~ 4 (~')' 

en d6signant par x', x", x'", les d6rivdes successives de x par rapport h. z. 
Quelle est la forme de la fonction ~,(x, y)? Pour simplifier, je vais 

supposer que Ia fonction y de x ddfinie par l '6quation (l) ne pr6sente 
t e s t  it dire que que des points singuliers de la nature la plus simple; ,' 

toutes les lois que l'on a: 

de 0 
d y  

on a, ou bien: 

d¢ > 0 d'¢ > 0 
d-~ < d y  e < 

(ce qui correspond pour la courbe alg6brique ¢ ( x ,  y) = 0 ~ unc tangente 
parall~.le h l 'axe de y et n 'ayant avec la courbe qu'un contact du 1 °~ 
ordre) ou bien: 

a¢ ( a'¢ ~' a'¢ a'¢ > 0 ~'¢ > 0 

(ce qui correspond pour la courbe algSbrique ~b(x, y ) ~  0 /~ un point 
double ordinaire). 
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Nous supposerons en outre que si t'Squation (1) est d'ordre r, on a 

pour x infini, r valeurs times et dist.inctes du rapport ._v (ce qui corres- 
,T 

pond pour la eourbe ~b(x, y)--=-0 ~ r directions asymptotiques distinctes). 
Ces hypoth&es ne restreignent pas la gSnSralit5,; en effet on pent, 

parmi les fonctions fuchsiennes eorrcspondant au  groupe G, choisir d'une 
infinit~ de maniSres les fonctions x et y de telle sorte que routes les autres 
s'expriment rationnellement en x et y e t  ce choix pent toujours se faire 
de fa(;on g satisfaire aux hypothSse,~ prdcSdcntes. 

Reprenons maintenant notre fonction g(x, y). II est clair que pour 
les valeurs infinies de x, elle reste finie; qu'elle est finic 6,galement toutes 
les lois que x' n'est pas nul. ()r x' ne peut s'annuler que si l'on a h. 
la lois 

@' = 0 d], > 0 

Los seuls infinis de la fonction ff(:r~, y) sont done les points singuliers 
(le l'&luation (1) cn n'y comprenant que les points singuliers ordina~res 
et non les points doubles de la courbe (1). 

Consid(!rons l 'un de ces infinis, et soient a, /~, y les valeurs eorres- 
pondant~,s de x, de y e t  de z. On volt aisfrnent quc le d{weloppement 
de x ~ a  commence par un terme en ( z ~ 7 )  2, celui de y - - ] ~  par un 
teeme en z ~ y  et on en conclut que l'on a: 

~ dz  [ \  ' 3 
lim. ('1--fl) [dy) ~(*' Y ) -  4 (pour :r --:- a, y ,= 19) 

Ccs conditions ne suffisent pas pour dSterminer complStement la fonc- 
tion g(.r, y). Cello-el est assujettie en outrc g un certain hombre de 
conditions trans('endantes dont l'5tudc approfondic fera l 'objet d'un m& 
moire ultSrieur. Nous d~montrerons de plus, dans un autre mSmoire, 
que si ee.~ conditions ne s(mt pas remplies, mais si les co(~,fficients de ~(x, y) 
satisfimt h, eertaines indgalitSs, x n'est plus, il ~est vrai, fonction flmhsienne 
de z, mais en est encore fonction uniforme (Klein~enne). 

De combicn de param(',tces distinets ddpcnd notre groupe G? 
Pour (16finir un polygone de 4n c6tSs, il faut 8 n ~  3 conditions; 

ranis notre p,)lygone R 0 n'est pns qrbitrMre. ]1 eat nssujetti h. 2n  + 1 
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conditions, ~ savoir que les c6t6s oppos6s soient congruents et que la 
somme des angles soit 6gale ~ 2~. I1 reste donc 6 n - - 4  param6tres 
arbitraires. Mais on a vu, au § 9 du mdmoire sur les groupes fuchsiens, 
qu!un m~lne groupe G pouvait (~tre considdrd comme ddriv6 d'une infinit6 
de polygones diff6rents et, ell effet, dans le cas qui nous occupe, on peut 
remplacer le polygone R 0 par un autre R' 0 ayant scs c6t6s en m(~me 
hombre et dispos6s de la m~me mani6re, mais ayant pour sommet nn 
point quelconque du plan; de sorte qu'~ un mdme groupe G correspond 
une double infinit6 de polygones R o et que le hombre des parambtres 
de G est de deux unitds infdrieur ~ celui des param6tres de /~0" Le 
groupe G d@end donc de 6 n -  6 paramdtres. 

De combien de param6tres ddpend la relation (1)? Bien entendu, .je 
ne consid6re pas comme distinctes deux relations: 

¢(z ,  v )  = 0 = 0 

si l'on peut passer de l'une b~ rautre par une transformation uniforme, 
c'est ~ dire ell remplagant ~ e~ ~ par des fonetions rationnelles de x et 
de y. La thdorie des fonetions ab61iennes nous apprend que ees para- 
m6tres son*, pour une relation du genre n, au nombre de 3 n - - 3 .  Mais 
il s'agit de 3n ~ 3 param6tres complexes qui correspondent h 6 n ~  6 
paramStres r6els; e'est ~ dire que le hombre des paramd~tres dont ddpend 
la relation (1) est prdcis6ment le m~me que celui  des param6tres du 
groupe G. S'en suit-il que l'on puisse disposer des param6tres du groupe 
G de telle sorte que l'on ait entre X et y telle relation algdbrique que 
l'on veut? C'est ce que nous ddmontrerons dans un mdmoire ultdrieur. 

Dans le cas particulier de n--= l, nous n'avons plus affaire ~r des 
fonctions fuchsiennes proprement dites. En effet, dans les polygones curvi- 
lignes R 0 dont tous les  c6tds sont des arcs de cercle coupant orthogonale- 
ment le cercle fondamental, la somme des angles est toujours plus petite 
que celle d'un polygone rectiligne d'un m~me hombre de c6tds. Pour 
un quadrilat~re, la somme des angles devrait dtre plus petite que 2z. 
Mais ici nous avons suppos6 que la somme des angles de notre polygone 
curviligne de 4n c5tds 6tait pr6cisdment ~r. Si l'on veut faire n = l, le 
polygone R o devra devenir reetiligne, le rayon du cercle fondamental 
deviendra infini et le quadrilat6re R 0 se rdduira h un simple paralldlo- 
gramme rectiligne; le groupe G se rdduira alors /t des substitutions de ta 
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fortne (z, z-4-~) et les fonctions fuchsiennes qui en d(~rivent se r(~duiront 
k des fonctions doublement pdriodiques. C'est darts ce sens que Yon peut 
dire que les fonctions elliptiques sent des can particuliers des fonetions 
fueh,~iennea. 

Supposon,~ done n > 1. Le polygone 770 peut presenter diff@entes 
formes de symdtrie. II petit d'qboed 6t, re symdtrique par rapport k un 
eercle coupant orthogonalement le cercle fondamental; dans ce caa, les 
co0fficients des fon<.tions ¢@, y) et ~'(.r, ?/) sent rdels. Supposons mainte- 
nant qu'il soil, symdtrique par rapport k un point, ou qu'il puisse 6tre 
ramen6, soit par un changement convenable de la variable z, soit par 
l'application de la r6gle du § 9 du mdmoire sur lea groupes fuchsiens, 
,~ (~tre aymdtvique par rapport k un point: dana ce caa la relation (1) se 
r'un6ne k la relation hyperelliptique: 

y' = (z --  a,) (~ - -  a.~) . . . .  (z -- ,~,,) 

Mats la rdciproque n'est pas vraie. 
C, msiddrons maintenant une inl6grale abt~lienne de 1 ~'~ esl?,Tce: 

(4) f.q(,r, y)dx 

et remplacons x et 7/ par leura valenrs en z; il viendra: 

/ -  [ 

g(z) <ldsignant une fonction fuehsienne de z et G(z) une fonetion uniforme 
de z, hoh)morphe a 1 mterwur du corcle fondamental et cessant d cxlster 
h l 'extdrieur de ce cercle. 

S. ( o.~z+~ mt z, ;-~z + ~ ]  une des .qubstitut,iona du groupe fuchsien; on aura 

ident, iqueinent: 

\Tiz + ,,~] 

Ki t!tant l'nne, des p('riodes <It l'intdgrale ab61ienne. Ainsi k ehaque 
subst.itutiol~ (le notre groupe ecwrespond une (le.~ pSriodes de l'intdgrale (4). 
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Mais on peut se placer h un autre point de vue. Soit ab un des 
c6tds du polygone R0; on aura: 

f g(z)dz = G(b) - -  G(a) 
a 

G(b) ~ G(a) sera alors une des pdriodes de l'intdgrale (4) de sorte qu'£ 
chaque c6t6 de R 0 correspond une de ces p6riodes. 

Si cd est le c6td conjugu~ de ab, on aura dvidemment: 

G(b) - -  G(a) .=- G(c) ~ G(d) 

Il en r6sulte qu'~ deux c6t6s conjugu6s correspond lu m@w pdriodc 
prise en sens contraire et qu'aux 2n paires de c6tds conjugues de notre 
polygone, correspondra un syst6me fondamental de 2n pdriodcs de l'intd- 
grale (4). Muis ces p6riodes ne seront pas les p6riodes normales. 

Mais parmi les polygones dquivalents h, R0, en vertu de la %gle du 
§ 9 du mdmoire sur les groupes fuchsiens, il en est un qui prdsente 
cot dgard une particularitd remurquab|e. Considdrons un polygone /~'0 
de 4=n c6t6s dont les solnmets soient en suivant le pdrim6tre duns le sens 
positif: 

a~, b~, c~, d~, a.~, b~, c~, d~ . . . . . . .  , a , ,  b~, c~, d, .  

Pour plus de symdtrie duns les notations, je d6signerai indiffdrcmment 
ce dernier sommet par les lettres d,, et d o . Jc suppose qu'e le c6t6 
d~_~ a~ soit conjugu6 de b~ c~ et que le c6t6 a~ b~ soit colJjugu6 de v~ d~. 
En d'uutres termes le c6t6 de rang 4p A- 1 est conjugu6 du c6t6 de rang 
4 p A - ~ 3 ,  et le c6t6 de rang 4 p A - 2  conjugu6 du c6td dc rang 4 p +  4. 
On volt sans peine que tons les somrnets d'un pareil polygo~e a ppartien- 
nent £ un mdme cycle et que le polygone R' 0 appartient au genre ~. 
Je suppose de plus que lu somme des angles soit 6gale ~ 2z; on volt 
alors fucilement qu'il peut dtre ramen6 ~ un polygone tel que ~0 par 
l 'application de lu r6gle du § 9. 

Envisageons maintenant deux int6grales ab61iennes de 1 ~ esp6c e. 

[" dx 
(4) g(x, y)dx = Jg(z~)-~z dZ ---- G(_z) 

(5) 
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POSOBS : 

a~ ~ ' d z  ci 
g(z) dz  ~ g(z) ~ dz  = G(a~) - -  G(d i_~)  = A ,  

• ¢. 
d i ~  1 bi 

dx .-~ G(b~) a (a i )  = .B~ 

a i c l  

.i f c i  ) dz  
g , ( z ) ~ z d z  = --  g,(z dz := Gl(ai ) ---G,(d~_l) == A'i 

t 
d i - -  1 bi 

dx B' g~(z dz = - -  g,(z dz = G~,(bt) - -  Gt(ai ) = , 

a i ct 

Les pdriodes A, ,  B; ,  A ' , ,  B ' ,  des int6grales (4) et (5) correspondront 
ainsi aux divers c6t6s du polygone R '  o. 

Si mainten'mt nous prenons l ' int6grale: 

G,(z)g(z) dz 

le long du p6rimStre de R'o,  cette intdgrale doit dtre nulle et en ddve- 
~" '¢T ]oppant 1 mte~rale, on trouve sans peine l'identitd bien connue: 

( A~B'i - -  B iA ' i )  ~ 0 
z--~ i 

ce qui prouve que les pdriodes Ai, Bi, etc. sont les p6riodes normales. 
Je n'insiste pas sur ces consid6rations qui montrent quel parti  on 

pourra tirer des fonctions fuchsiennes pour l'6tude des intdgrales ab61iennes. 
Je suppose maintenant que la somme des angles de / t  0 soit, non 

plus 2~r, mais 2z ~- ,  fl 6tant un entier. 

Voyons quel changement cette hypoth~se apportera dans ce qui prd- 
c6de. La relation (1) sera toujours de genre n. La fonction ~(x, y ) jou i ra  
des mdmes propridtds que dans le c~is prdc6dent, avec cette seulc diffd- 
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fence qu'elle deviendra infinie pour x = a, y = b; c'est i~ dire pour les 
valeurs de x et de y qui correspondent aux sommets du polygone R 0 . 

On aura alors: 

(z - -  a,'~,(z, y ) =  - - 1 ( 1 - - ¢ )  (pour x = a, y- - -  lim. b) 

Les points singuliers de l '6quation (3) sont a lors  ceux de ia rela- 
tion (1) et le point a, b. 

Considdrons maintenant un polygone R 0 de la 16~e famille, mais d'ail- 
leurs tout '~ fait quelconque; soit 2n le hombre des c6~6s ct p le hombre 
des cycles. Supposons, que si l'on calcule la somme des angles apparte- 

21r 27r 2~r nant aux diff6rents cycles, on trouve respectivement ~ ,  ,T~' . . . . .  ~%7' 

pour le 1 ~, le 2 d, . . .  et le p° de ces cycles. Les fonctions fuchsiennes 
ddrivdes de ce polygone R o s'exprimeront ra~ionnellement '~ l'aide de deux 
d'entre elles que j 'appellerai x et y e t  entre lesquelles il y aura une 
relation algdbrique 

(i) 

de genre : 

Az, y) = 0 

p = n ~ y + l  
2 

Soient (a~, b,), (a~, b2) ~ . . . .  (ap, bp) les valeurs que prennent x et y 
quand la variable z vient en l 'un des sommets du 1 er, du 2 d, . . . . .  ou 

du p~ cycle. 
J 'appelle (c~, d~) les points analytiques pour lesquels on a: 

dp d4, > 0 
d% = 0 < 

J'appelle (e,, f) les points analytiques pour lesquels on a: 

de a¢ = 0 
dx dy 

3e conserve d'ailleurs pour la fonction ¢@, y) que je suppose d'ordre 
r, les hypoth6ses faites plus haut. Le hombre des points c,, di est alors: 

r ( r - - 1 ) +  2 P - - ( r - - 1 ) ( r - - 2 ) = 2 r +  2 P - - 2  
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et celui des points e~, f e s t  

(r---" 1) (r ---2) 
2 

L'6quation (3) s'6erira: 

d~v 
dz '  = v~(x, y) 

~ p  

La fonction ~(:r, y), rationnelle en x et en y, devient infinie: 
1 ° pour x = c~, y = d~; on a alors: 

d g/dz\2 3 lim. (y - -  , ) (~y)  ~(x ,y)=  4 (pour x = c,, y = d,) 

2 ° pour x ~ a~, y ~ b~; on a alors: 

lira. (x --  a,)'V(z, y) - 4fl~ (pour x := ai, y = b~) 

Les conditions auxquelles on dolt assujettir le groupe G pour que 
l'on air entre x et y une relation (l) donn6e et pour que les quantit6s 
(a~, b~) et les nombres entiers fl~ aient des valeurs donn6es sont au hombre 
de 6 P - - 6 . 4 _  2p. Le hombre des param6tres dont ddpend le groupe G 
est aussi de 6 P - -  6 A- 2p. Il ne s'en suit pas immddiatement que l'on 
puisse disposer de ces 6 t ' - - 6  A-2p param6tres de fa(~on h, satisfaire k 
ces 6 P - - 6  + 2p conditions. Mais je d6montrerai dans un m6moirc 
ult6rieur qu'il ell est effectivement ainsi et qu'il existe toujours deux f6nc- 
tions fuchsiennes x et y qui correspondent k un m6me groupe G, entre 
lesquelles il y a une relation a]g6brique donnde 

~(z, y) = 0 

et qui pour p syst6mes donnds de valeurs (x : al, y = bl), (x = a2, y ~-- b2),... 
( x - ~ a p ,  y ~ - b v )  voient leurs d~rivdes des i l l - - 1 ,  L - - I ,  . . .  / ~ p - - 1  
premiers ordres s'annuler, (l~a, /~, . . . .  fir 6rant des nombres entiers 
dorm,s). 

Etudions maintenant !es fonctions th6tafuchsiennes. Leur forme g6n6- 
tale sera : 
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F ddsignant une fonetion rationnelle de x et de y. 
Quelles sont les conditions pour que cette fonction thStafuchsienne 

soit de 2 de esp(~ce, c'est ~ dire reste holomorphe ~ l'intSrieur du cercle 
fondamental. La fonction F(:r, y) pourra toujours s'5crire 

P(~, y) 
( d ~  ~ " (x  - -  a , )  ~'' ( x  - -  a,.2) ~' . . . . .  ( x  - --  ap)  ~'p 

dy] 

~1, 2~, . . .  2p 6tant les plus grands nombres entiers satisfaisant aux ind- 
galitSs: 

___-m 1 - -  

On reconnaitra ensuite aisdment quelles sont les conditions n6cessaires 
et suffisantes pour que la fonction (6) soit de 2 ae esp6ce: 

1 ° La fonction rationnelle P(x, y) devra se rdduire h nn polyn6me 
entier. 

2 ° Les p ( r - -  l) points d'intersection de la courbe ¢(x, y ) =  0 avec 
les droites x---= al, x--= a~, . . .  x ~ ap [en exceptant les points singuliers 
( : r - - a~ ,  y~-  b~), ( .r= a~, 7t= b2), . . .- . .  (.v= ap, y== bp)] devront ap- 
partenir h, la courbe P(x, y ) ~  O; cette dernF~re devra avoir un contact 
d'ordre ~ , - - 1  avec la courbe ~,(.r, y ) =  0 aux points oh cette courbe 
rencontre la droite x = a~ (eli exceptant toujours le point singulier x = a,, 
y = b,). 

Cela ~quivaut pour le polyn6me P(x, y) ~: 

(~- --  l) (.t, + ),, + . . . . . .  + 2.) = (r - -  1 )2.a2 

conditions. 
3 ° Le degr~, du polynbme P(,r., y) devra (~tre all plus ,~gal k: 

~ ) ,  + m ( r -  3) 

4 ° Consid6rons maintenant les points x ~ e~, y = f~, c'est ,~ dire les 
points doubles de la courbe ¢(:~, y ) ~  0; ils devront appartcnir ~ la 
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courbe P(x, y) = 0, et mdme (puisque m > 1) (~tre pour cette courbe un 
point double. Enfin les deux branches de la courbe P-----0 devront avoir 
respectivement avec les deux branches de la courbe ¢ = 0, un contact 
d'ordre m - -  2. Cela 6quivaut pour lc poiyn6me P@, y) k 2m ~- 1 condi- 
tions pour chacun des points doubles x = e~, y ~ f ,  c'est k dire en tout k 

2m--1)(  ( r -  I ) ( r - - 2 )  p)  
2 

conditions. 

Un polynbme de degr6 2 2  + m ( r - . 3 )  d6pend de: 

1 I ~ 2  + m ( r - - 3 ) ÷ 1 ] [ 2 2 + m ( r - - 3 ) +  2] 

parambtres. Mais si l'on tient compte de la relation (1) et si l'on a: 

(7) Z,~ "4- m(r - -  3) => r 

ce nombre se r6duit k: 

Mais notre polyn6me est assujetti d'une part k ( r - -  

k (2m- -  l)[-! r -  l ) ( r - - 2 )  p-] conditions. II reste part [ 2 J 
polyn6me: 

(8) ~-~2 + (2m -- 1) ( e  - -  1) 
/ . - - . t  

1)2~ , d'autre 

donc dans ce 

param~tres arbitraircs. Mais ce n'est 1~ qu'une limite inf6rieurc du nombre 
des param6tres arbitraires restant r6ellement dans notre polyn6me. Car 
il se peut faire: 

1 ° Que la condition (7) ne s'oit pas remplie. Alors rexpression des 
param&res arbitraires restant dans notre polyn6me n'est plus 

Z), + (2m -- 1)(P- I) 
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m i l l s "  

Cette seeonde expression diff~re de la premiere de'. 

II en rdsulte que les deux expressions ne diffd~rent pas si l 'on a: 

E 2 +  (m - -  g) - -  r = - -  I o u - - 2  

L'expression (8) ne cesse par cons6quent de repr6senter le nombre 
des param6tres rest6s arbitraires, que si l'on a: 

E ) , +  ( m - - 1 ) r - -  ~ - -  3m 2 

Or eette in6ga.lit6 jointe h m > 2, r >= 3, entraine les 6galit6s suivantes: 

, r = 3  E ~ = O  

Mais ce cas oh l'on a r =  3, P =  I, E 2 - -  0 et oh par consdquent 

tous les 2 sont nuls, est pr6cis6ment celui des fonctions elliptiques dont 
nous n'avons pas ,~ nous occuper. 

2 ° On peut se demander atTssi si les 

(r__l)E),+(2m_l)[!r--l)(r--2)._p] 
conditions auxquelles nous avons assujetti notre polyn6me sont toutes 
distinctes. Voici comment on peut tourner ~ la difficult6. Soit N le nombre 
des z6ros distincts de l'expression (6); le hombre N @ 1 sera dvidemment 
une limite sup6rieure du hombre des param6tres restds arbitraires dans 
cette expression. Mais cette limite peut encore ~tve abaissde. En effet 
l'expression (6) s'annule quand la variable z vient en l 'un des 'sommets 
de R0; ce sont 1~ des z6ros qui ne sont pas arbitraires. Si donc N' est 
le nombre des zdros %ellement distincts qui coincident avec les sommets 
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de R0, nous devons prendre pour notre limite sup6rieure N - - N '  + 1. 
Ce n'est pas tout,. Si l'on consid&e une expression rationnelle en x et y, 
admettant q z6ros et q infinis, la thforie des int6grales ab61iennes nous 
apprend qu'on ne peut pas choisir arbitrairement .les q zdros et les q 
infinis, mais que I'L connaissance des q infinis et de q - - P  des z6ros suffit 
pour d6terminer les P derniers z6ros. Or les N ~  N' zdros qui restent 
de notre expression (6) sont ceux de la fonction rationnelle: 

P(~, .~) 
[ / ~ ' ( Y ) F  ( ~  - -  a , )  z' ( z  - -  " , ) "  • • • • ( *  - -  a '~)  ~'' 

dont nous connaissons les infinis. I1 en r6sulte que N - - N ' - - P  d'entre 
eux suffisent pour d6terminer t ous l e s  autres et que nous devons prendre 
finalement pour notre limite sup6rieure N - - N ' -  P + 1. 

Or les principes du § 3 nous donnent: 

N'~- E m(fl,--1)--).,fli Z 1 Z fl, = mt , -  fl~ 

N --  N' --  P + I = 2 ) ,  + (2.,, --  1) (P - -  1) 

e'est k dire que notre limite supdrieure coincide avec la limite infdrieure 

trouv6e plus haut. I1 y aurait exception dans lc cas ~ 2  = 0, I ) ~  | 

c'est k dire dans le cas des fonctions elliptiques dont nous n'avons pas 
' ler a par . 

I1 r6sulte de lk que toutes les fonctions th6tafuchsiennes de la 2 a~ 
espbee (aussi bien eelles qui peuvent s'exprimer par une s6rie de la 
forme (4) § 1 que eelles qui ne peuvent s'exprimer par une pareille 

lin6airement ~ l'aide de ~ ) ,  + (2m - -  1) (P ~ 1) s6rie) peuvent s'exprimer 

d'entre elles. 
Considdrons maintenant une fonetion de la forme: 



Ndmoire sur les Fonctions Fuchsiennes. 267 

F d6signant une ibnction rationnellc en x et en y e t  cherchons quel est 
le minimum du hombre des infinis distincts d'une pareille expression. 

Nous supposerons que les sommets de ~0 ne sont pas des infinis de 
notre fonction A(z). 12our que le nombre des infinis soit minimum il faut 
que Celui des z6ros le soit aussi, il faut par consdquent que les sommets 
de R 0 soient des z6ros d'un ordre aussi peu dlevd quc possible. Pour 
r6aliser cela, posons, ce qui est toujours possible: 

(x ~ a,)~ (X - -  a~) ~'~ . . . .  (x - -  ap) ~p ~ dy ] 
~'(~, y ) =  p(~, y) 

les 2 6tant pr6cis6ment les nombres entiers d6finis plus haut. Nous recon- 
naitrons que pout" que le nombre des z6ros distincts soit un minimum, 
il f re t  et il suffit 1 ° que P(x, y) soit u n  polyn6me entier de dcgr5 

2 2  + ( m - -  1 ) ( r - -  3), 2 ° que  la courbe P - ~  0 passe par tous lee points 

d'intersection de la courbe ~b ~ 0 avec les droites x - ~  a~, x ~ a~, . . . .  
x = a~ autres que les points singuliers (x ---- a~, y = b~) et que lee deux 
courbes aient en ees points un contact d'ordre 2 , - - 1 .  3 ° enfin que la 
courbe P = 0 admette les m~mes points doubles que ~b--= 0; et de fagon 
que les branches qui se eroisent en ces points doubles aient avec celles 
de ~b-----0 des contacts d'ordre m -  2. 

En effe~ il est possible de satisfaire k ces conditions, car le polynbme 
P(x, y) contient comme on ra  vu: 

r2 ,~  + ( m ~ 3 ) r ( ~ ' - - 3 )  

param6tres et nous n'avons k remplir que: 

( r - -  1)~3 + ( m - -  3 l [ ( r - - -1)  (r - -  2) - -  2P] 

conditions. 
I1 reste done: 

~ ,l + ( 2 m -  3) ( P -  1) 

param6tres arbitraires dans notre polynbme P(x,  y). De plus o n  volt 
ais6ment que si nos conditions sont remplies, le nombre des zdros distincts 
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et par eonsdquent eelul des infinis est minimum, car It nombre des z6ros 

distinets qui st confondent avee les sommets de R 0 est aussi petit que 
possible et il n'y a pas de z&o en dehors de ees sommets. On trouve, 
en appliquant la %gle du § 3 que Ie nombre minimum des infinis est 

J = ~ a  + (2,~ - -  2) (P - -  1) 

polynSme P(x, y) ne dSpend que de ~ ) ,  -+- (2m - -  3 ) (P  - -  Comme le 1) 

paramStres il s'en suit que nos o r infinis distinets ne peuvent pas 6tre 

ehoisis arbitrairement, mais que la eonnaissance de J - - P  d'entre eux 

suffit pour dSterminer les P autres. On ne peut done en g4n5ral ddter- 
miner  la fonetion el de telle sorte qu'elle ait J infinis donn& et qu'elle 

n'en ait pas d'autres. 
Quel est le plus petit hombre or' tel que l'on puisse toujours ddter- 

miner la fonetion ,4 de telle sorte qu'elle ait J '  infinis donn~s et n'en ait 
pas d'autres? L,~ fonetion A admettra  alors J ' - - J  z6ros et J ' - - J  

infinis distinets de plus que les fonctions de m,~me forme qui n'ont que 
J infinis, et par eonsdquent d i e  eontiendra 2 J ' - - 2 J  paramStres de plus 
qu'elles, ou en tout 

2.Y-- 2.1 + ~ 2  + (2m - -  3) ( P - -  1) 

ou, en remplaTant o r par sa valeur:  

on doit done avoir 

OU 

2,/' - -  ~ a  - -  (2,~ - -  1.) (P --  1) 

2J ' - -  ~ 2 - -  (2m--  1 ) ( P - -  1) .'> J' + 1 

(9) J ' ~ Z 2 + ( 2 m - - 1 ) ( P - -  1) + 1 

Voilg done ]a limite infdrieure eherchde du nombre J'. 

Maintenant nous allons pouvoir %soudre une question importante qui 
se pose tout naturellement.  Nous avons vu que toutes les expressions 
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de la forme (6) qui n ont [)as d'infinis pcuvent s'exprimcr lindairclncnt ~ 

l'aide de ~_j~ -4- (2m--- 1 ) ( 1 7 _  l) d'entre elles. Les s(~ries thStafuchsicn- 

nes de la forme (4) ~ 1 et de l~ 2 d~ espSce pouvant routes se mettre 
sous la forme (6) pourront done s'exprimer linSairement ~ l'aide de 

~ 2  + ( 2 m - - - 1 ) ( P ~  l) d'entre elles. Mais nous ne savons pas encore 

si toutes les expressions de la forme (6) qui n'ont pas d'infinis peuvent 
s 'exprimer par une s6rie (4) § 1. I)ans le cas oh il n'en serait pas ainsi, 

• ' ' ' " ' n  routes les sdries de la forme (4~) § 1 et de la 2 a° espeee, s exprnneralc t 

linSairement h l'aide de ~ q - (2m ~ 1 ) ( P ~  l ) -  1 d'entre elles. Je 

vais d~montrer que cette hypoth~se est impossible. 
En effet, nous avons vu dans le paragraphe prScdden~ (pages 244 sq) 

que si routes les sdries de la forme (4) § 1 et de la 2 d° espSce s'exprimcnt 
lindairement ~ l'aide de q - - 1  d'entre elles on pourrait  eonstruire une 
fonction 

[ dx\  l--,~ 

F(Z) %p%sentant une fonction fuchsienne de z admettant  q infinis dorm, s 

et n'en admettant auc.un autre. Donc si l'hypothSse fake au d6but 5tait 

possible, on pourrait  construire une fonetion A{z) admettant  J'--=-~/~2 + 

n u (2m - - 1 )  (P - - .1 )  infinis donn6s et n'en admettant aucun autre. Le 
nombre J '  ne satisferait pas alors h l'indgalit5 (9) ce qui est eontraire 
i~ ce qu'on a vu plus haut. 

En cons6quence, route expression de la forme (6) qui n'a pas d'infinis 
peut se mettre sous la forme d ' u n e  sSrie (4) § 1 de la 2 d° espSce; donc 
toute expression de la forme (6) avec ou sans infinis, pourra se mettre sous 

la for,me d 'ane sdrie (4) ~ 1 de la 1 ~¢ ou de la 2 a° esp8ces. 
Passons ~ une propridt5 importante des fonetions de la forme A(z). 

Ces fonctions auront toujours une infinit~ d'infinis; soient z~, z 2, . . . .  z~ . . . .  
ces infinis, que nous supposerons tous simples pour fixer les iddes, A~, 

A:,  . . . . . .  A~, les r6sidus correspondants. Soit V(z) une fonction n~tion- 
nelle n 'ayant  pas d'infinis ~ l 'int6rieur du cercle fondamental. On aura 
identiquement: 

:l(z)~(z)= ~ z - -  z~ 
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Cela se d6montre de la mdme mani6re que dans le p'm~graphc prdcd- 
dent; la premi6re d6monstration peut se rdpdter sans qu'on y change un mot; 
la seconde demanderait pour dtre appliqu6e quelques modifications 16g6res. 

Les divers termes du second membre de l'identit6 pr6cddente peuvent 
dtre groupds d'une mani6re plus avantageuse. Soient en effet q !e nombre 
des infinis distincts de A(z); zl, z~, . . .  zq ces infinis; A~, As,. . .  Aq les 
r6sidus correspondants, nous pourrons 6crire: 

(10) 
+ 

+ 
Dans cette formule on ddsigne par la notation z, r~z + ~ !  les di- 

verses substitutions du groupe G. En diffdrentiant la relation (10) 2 m - -  1 
lois par rapport k z, on arrive h une formule tout ~ fait analogue k la 
formule (16) du paragraphe prdcddent. Le premier membre est une 
expression de la forme (6) et le second membre est une s6rie de la 
forme (4) § 1. 

§ 7. 2 me F a m i l l e ;  g e n r e  O. 

Considdrons un polygone R 0 dont los sommets, au nombre de 2n, 
sont tous si¢uds sur le cercle fondamental et dont les c6t6s sont des arcs 
de cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental. Tousles angles 
de notre polygone sont done ibrmds par deux arcs de cercle tangents 
l'un k l'autre et par cons6quent, il sont tous nuls. Je supposerai que les 
c6t6s de rang p e t  2n ~ - 1 - - p  sont conjugu6s; lcs cycles seront alors 
au nombre de n-4- 1, dont deux form6s d'un seul sommet, le premier du 
sommet de rang l ;  le second du sommet de rang h A - 1 .  Les n - - 1  
autres cycles seront formds de deux sommets, k savoir des sommets de 
rang p e t  2n -1- 2 - - p .  

J'appelle Sp la substitution qui change le c6td de rang p en celui 
de rang 2 n +  1 - - p .  Nous aurons ainsi n substitutions $1, S~, . . . . .  S. 
qui seront les substitutions fondamentales de notre groupe G. 
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Je d6finia ensuite les substitutions S' 2 . . . . .  S'. par !e~ 6galit6~ 

suivantes: 

S'~ = S , 8 ,  - 1 ,  ~ ~ =  ~' S~S~ - 1  , . . . . .  S'~ = S , , S ~ J l  

et je pose pour plus de aym6trie dans les notations: 

S, = S' , ,  8~+1 : S',+1 

J 'appelle maintenant a~ le sommet de rang i; il est clair que a~ sera 
Fun des points doubles de S'~. Je supposerai que les  n A-  1 s u b s t i t u t i o n s  

S ' ~ ,  S ' ~ ,  . . . . .  S'=+~ s o n t  p a r a b o l i q u e s .  Cela ne serait pas possible si lea 
2n points a~ 6taient choisis arbitrairement sur le cercle fondamental. I1 

faut qu'il y ait entre eux la relation: 

(1) ( :~  - -  ,~,) ( :~  - -  ~ )  . . . . .  ( ¢ ~ - -  . . ~ - ~ )  . . . . . .  ( : ~  - -  (~ , ,_~)  = 

Dans cea conditions notre polygone R 0 eat du genre 0 et du i °3 ordre 
de la 2 de famille; notre groupe G et les fonctions fuchaiennes qui en 

ddrivent sont du genre 0 et de la 2 '1" famille. Nous pourrons, comme 
dans le § 5, choiair parmi ces fonctions fuchsiennes nne d'entre ellea que 
j 'appellerai x ------ f ( z )  et en fonction de laquelle toutes lea autres s'expriment 
rationnellement. Pour  achever de la d6finir, je aupposerai que l'on a: 

f ( a , )  = 0 j~(a~) = 1 f(:L.+l) ---:" ec  

d'ofi 

Je  poserai en outre comme dans le § 5 

. ,  = / ( .~)  = f(~.+~_;) 

S i  l ' o n  p o . e  

a s = 1 a n + l  ~ 0,3 

V ~ 
v =  dzz 

v satisfait k une 6quation lin6aire: 

(3 bis) d% 
dx---- i = W , x  
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~(x) dtant rationnel en x. 
On trouve aisdment: 

H. Poincard. 

Quelle est ici la forme de la fonetion v(:r)? 

P(x) 
~(.) - -  [Q@)] ,~  

O(z) 6rant le produit (.r - -  a~)(.r - -  a=) . . . .  (.v - -  a,,) et P(m) 6tant un poly- 
n S m e  entier de degrd 2 n -  2. Le polyn6me P(:r,) dolt satisfaire aux 
conditions suivantes : 

et 

1 
/ ' ( a 0  = - -  ~ Q'~(a~)  

1 
co(ffficient de x ~-2 dans _P(x)----- 

Ces conditions ne sont pas suffisantes pour que m soit une fonetion 
fuchsienne du rapport des intdgrales de l'Squation (3 bis). Il faut en 
outre assujettir P(x)  g 2 n -  4 conditions transcendantes. 

Nous d6montrerons dans un autre m6moire que l'on peut toujours 
ehoisir le groupe G de telle sorte que les nombres %, aa, ...... a~ aient 
des valeurs donn~es quelconques. 

Dans le cas particulier oh le polygone R 0 est symdtrique par rapport 
au eercle qui joint % g a~+~ en eoupant orthogonaIement le cercle fonda- 
mental, les coefficients de la fonction rationnelle ~(:r) sont tons r6els. 

Si de plus n := 2; f (z)  se rdduit g la fonction modulaire k 2. 
Voyons comnlent se eomportent les intSgrales de l'dquation (3 bis) 

dans le voisinage de Fun des points singuliers a~, a2, . . . .  a, , .  Les int& 
grales seront rdguli~res et logarithmiques, pour employer les expressions de 
M. FucHs et de ses disciples. Les deux racines de l'6quation d6terminante 

1 
seront o7; de telle sorte qae les int6grales pourront se mettre sous la forme: 

et 

1 

v, = (z - -  a~)~[Pi + Qi log (x - -  a t ) ]  

Pi et Oi &ant des fonetions holomorphes en ~ - - a s  dont la 1 ~re s'annule 
et la 2. ~e ne s'annule l~s pour x ~ a~. 
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Pour x = co, on a de m~me: 

v, = z'/(P.+l + Q.+I log z)v~ 

1 
P.+~ et Q,+a 6tant des fonetions holomorphes en ~ ,  dont la premi6re 

s'annule et la seconde ne s'annule pas pour x ~ axv. 
Exprimons maintenant dans le voisinage de chacun de ces points 

singuliers, z en fonction de x. On devra avoir dans le voisin'age de x --= a+: 

~Q, +/~[Q, log (z - -  ai) q- P,] 

),'Q, + l /[Q, log (z - -  a,) + P~] 

2, ~, 2', [~' 6rant des eonstantes eonvenublement choisies.' Supposons que 
la substitution S'~ s'gcrive 

et posons:, 

( i '  1 w q .  

e ("-~'O/h = t~ 

exprimons ensuite que z se rSduit k a~ pour x = a~ et subit la substitu- 
tion S'~ quand log  (x ~ a,) se change en log (x ~ a~) + 2z-1/ZZ 1. Nous 
verrons que la relation qui pr6cdde peut s'dcrire: 

2=V--- 1 
( z -  ,~)~, 

= P'~ + log ( z -  ai) 

/~'~ 6tant une fonetion holomorphe en x - - a ~ .  On tire de lk: 

t~ -= e (~-~i) ~i = Q,i 

Q', dtant une fonetion holomorphe en (z ~ at); le dSveloppement de Q'~ 
 uiv ,,t l+s pui s ,ee  ,)e ( z - - a ; )  e o m m e n c e  un  t e r m e  e ,  

dont le coefficient ne peut jarnais (~tre nul. On tire de lk: 

~ d~signant une fonetion holomorphe en t~ et dont le d6veloppement 
suivant les puissances de cette variable commence par un terme (Ill 1 er 

Aeta I~)athe~llatieet. I .  ,~5 
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degr6 dont  le co(ffficient n'est jamais  nul. Telle est la forme de l 'expres- 

sion de x en fonction d,e z dans le voisinage du point  singulier x = a~. 

De i n ,m e  dans le voisinage de z == a,,÷~, x---~ axe, on aura:  

1 
_ = ¢,~+~ff,,+~) 

¢.+i d6signe une fonction ho lomorphe  en t,+~ et son ddveloppement  sui- 

vant  les puissances de cette variable commence par un terme du 1 ~* 

degr6 qui n 'est  jamais nul. On peut  encore 6crire la relation pr6c6dente 

sous la forme:  

1 
z = ~ C i r . + , )  

~F ddsignant une fonction holomorphe  de t,,+~ ne s 'annulant  pas avec cette 
dx 

variable. Quant  £ la d6riv~!e dz '  elle pour ra  se met t re  sous une forme 

analogue. Dans le voisinage de z = a~, on aura:  

dx 1 
d z  - -  (z  - -  ,~,)' f . ,¢/ ,(t ,)  

¢'~ 6tant une fonction holomorphe de t~ qui ne s 'annule pa,~ avec cette 

variable. De mSme dans le voisinage dc z .--= ~,,+~, on aura:  

dx I qz(t,+l) 
dz (z ~ a.+O' t~+l 

~I:' dgsignant une fonction holomorphe de t,+l ne s 'annulant  pas avec 
cette variable. 

Passons main tenant  h l 'dtude des fonctions thdtafuchsiennes, 

Toute fonction rcprdsent6e par une sdrie de la forme (4) § 1 pourra  

toujours se met t re  sous la forme suiv,mte 

(2) ~,~1 F(.) 

F dds ignant  une fonction rat ionnellc de x. Mais la rdciproque n'est pas 

vraie. En effet nous avons vu au § 2 que toute  sdrie de la forme (4) 

§ I, peut  dan,¢ le voisintlge de z - =  =~ se met t rc  SOilS la forme:  



Mdmoire sur les Fonctions Fuchsiennes. 

1 
(z  - -  ~ ) ~ "  R(t,) 
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R d~signant une fonction holomorphe de ~, qui s'annule avec eette variable. 
I1 en rdsultc que pour x ~ a,, la fonction (.r, - -  a,)'n F(.r) dolt  s'annulcr 
et que quand x augmente ind6finiment, x'~F(x) dolt tendre vers 0. Telles 
sont les conditions n&essaires auxquelles doit satisfaire l'expression (2) 
pour pouvoir reprdsenter une s6rie de la forme (4) § 1. 

Nous les appellerons les conditions A. 
Supposons maintenant q u e  la fonetion (2) n'admette 1)as d'infini g 

l 'int6rieur du cercle fondamental. F(x) devra dtrc de la. forme: 

H ( , . )  

( z  - -  a , )  ~'' ( z  - -  ~ , ) ~ ' .  : . .  ( ~  - -  a . )  ~'" 

Ii(,r) d6signant un polyn5me entier en x. Mais it cause des conditions A, 
les nombres 21, )'2, . . . .  2,, sont au pills 6gaux 1t, m - - 1  ct le degr5 de 
11@) au plus dgal £ n ( m - -  1 ) -  m - -  1. Par consdquent routes les sdries 
th6tafuehsiennes de la forme (4) § 1 et de la 2 '~° esp6ce s 'expriment  
lindairement au moyen de n ( m - - - 1 ) ~  m d'entre elles. 

Mais nous ne savons pas encore si route expression de la tbrme (2) 
n'ayant pas d'infini et satisfaisant aux eonditions A peut se mettre sous 
la forme d'une sdrie (4) § 1; ni par eons6quent si toutes les sdries de 
eette forme et de la. 2 a~ espdee ne peuvent pas s 'exprimer lin6airement h. 
l'aide de n ( m -  I ) -  m -  1 d'entre elles. 

Pour reeonnaitre s'il en est ainsi, eonsiddrons une fonetion de la fi~rme: 

.4(~) = I N /  F(~) 

F d&ignant une fonetion rationnelle et eherehons quel est le minimum 
du nombre J '  de ses infinis distinets, g supposer qu'elle /ende vers 0 

quand z tend vers a~. 
Nous pourrons 6crire: 

xm--1 m--1 
F ( z )  = ( z  - -  a , )  . . . .  ~ (~  - -  a o  . . . .  ( z  - a,,) l / ( x )  

~0(,) 

ll(x) et O(x) ddsignant deux polyn6mes en x. P o u r  que A(z) tende vers 
0 quand .z tend vers a~, il faut et il suffit que 
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40(a~), ¢)(a~), . . . . .  ¢)(a~) 

ne soient pas nuls et que le degr~ du num6rateur surpasse au plus d~ 
m - - 1  celui du d~nominateur. Or le degr5 de ¢(x)eat  le hombre J '  
des infinis distincts de A(z). On a donc: 

J ' ~ n ( m - - 1 ) - - m  + 1 

Je dis alors qu'il est impossible d'exprimer linSairement toutc~xles 
s~ries de la forme (4) § 1 et de la 2 ~e espSce ~ l'aide de n ( m -  1 ) -  m - -  1 

d'entre elles; car, si cela avait lieu, on pourrait construire une fonction 
de la forme A(z) ayant n(m - - - 1 )  - -  m infinis distincts, ee qui ne se peut 
pas comme nous venons de le voir. On en conclura done (eomme dans 
les deux paragraphes prdcddents) que toute expression de 1~ forint (2) 
satisfaisant aux conditions A peut 5tre exprim~e par une sSrie de la 
forme (4) § 1. 

La formule (10) du paragraphe prSc~dent s'applique aussi aux fonc- 
tions qui nous occupent. On la dSmontrerait comme dans les deux 
paragraphes prSc~dents; la premiere ddmonstration demanderait quelques 
modifications l~gSres, l a  seconde peut s'appliquer sans qu'on y change 
rien. Toutes les cousSquences que nous avons dSduites de cette formule 
(10) dana les deux paragraphes pr~c5dents, et entre autres la formule (16) 
du § 5, sont encore vraies dans le cas qui nous occupe. 

On voit aisSment comment on ~tendrait les principes qui prScSdcnt 
aux fonctions de la 2 d¢ et de la 6 ~° familles et de genre quelconquc. 

Nous pouvons done passer ~ l'Stude des fonctions fuchsiennes qui 
existent dans toute l'6tendue du plan. 

§ 8. 3 me . F a m i l l e .  

Parmi celles-ci les plus simples sont cclles de la 3 "~° famille dont 
nous allons parler d'abord. 

Supposons qu'on nous donne n paires de cercles (c, et c'1) , (c.~ et c'2) , . . . . .  
(c,, et c'.). 

Je suppose que ces 2n eercles soient tous extSrieurs les uns aux 
autres, qu'its coupent orthogonalement le cercle fondamental et soient par 



3ldmolre sur los Fonctions Fuchsiennes. 277 

eonsdquent sym6triques par rapport  h ce eerele. Je  suppose que l'on 

consid6re n substitutions S~, S, ,  . . . .  S,, telIes que S~ tout en conservant 

le cercle fondamental  ch.mg'e c, en c'~. Le groupe ddriv6 des substitutions 

S~ sera un groupe fuchsien G dont le polygone gdndrateur R 0 se com- 
posera de la partie du plan qui est intdrieure au cercle fondamental  et 

extdrieure aux divers cercles c et c'. Le polygone R 0 aura 2n c6tds de 
la 16'" sorte, form& par les arcs des cercles c et c' intdrieurs au cercle 
fondamental  et 2n c6tds de la 2 '~" sorte form6s par les arcs du cerele 

fondamental  extdrieurs aux diffdrents cercles c et c'. T o u s l e s  somnlets 

de B o sont de la 3 ~° catdgorie. Quant au polygone R'0, symdtrique de 
R 0 par rapport au cercle fondamental,  ce sera la pattie du plan qui cst 
extdrieure ~ la fois au cercle fondamental  et aux eercles c et c'. Le 

groupe G e t  par consdquent les fonctions fuehsiennes qui e~ d6rivent 
seront de la 3 m° famille et du genre n. 

Toutes ces fonctions fuchsiennes pourront s 'exprimer rationnellemcnt 
~, l 'aide de deux d'entre elles que j 'appellerai x c t y  et entre lesquelles 

il y aura uue relation algdbrique de genre n: 

(1) ¢(:c, y) = 0 

Si l'on pose de plus 

V --~ V ~ z 

la fonction v satisfera h l 'dquation (3) du § 4, h savoir: 

(3) d ~,v 
d ,  ~ - -  v ~ ( x ,  y )  

&ant rationnel en x et en y. 

Le groupe G ne ddpendant que de 3 n -  3 para~t%fres r&ls distincts, 
on ne peut en disposer de manidrc que la relation ¢ ( x } y ) =  0 soit quel- 

eonque. Combien, en effet, reste-t-il de param6tres arbitraires dans une 
relation algdbrique de genre n: 

(1) ~(o~, y) = 0 

lorsqu'on convient de ne pas regarder comme distinctes de cette relation 
celles que l'on en ddduit en y rempla~ant x et y par des fonctions ration- 



278 H. Poincard. 

nelles de :c' et de Y'. On salt qu'il reste 3 n - - 3  param6tres que l'on 
appelle les modales de la relation (1) et qui sont pour ainsi dire des 
invariants h, l'6gard de cette relation et des opdrations qui consistent ~ y 
remplacer x et y par des fonctions rationnelles de ,c' et y'. En nous 
proposant d'obtenir entre nos deux fonctions fuchsiennes x et y une rela- 
tion alg6brique donnde, nous nous imposons doric 3n ~ 3 conditions 
complexes qui 6quivalent ~ fin ~ 6  conditions rdeiles. Ce nombre surpasse 
de 3 n - - 3  celui des param6tres dont nous disposons. Ainsi le premier 
membre de la relation (I) est assujetti ~ 3n ~ 3 conditions rdelles, il cst 
aisd de les trouver. 

En effet, on peut supposer que l'on fasse une op6ration qui consiste 
b~ changer z en son sym6trique par rapport au cercle fondamental. Cela 
revient ~r changer U z - 1  en - -  ~ / ~ 1  et b~ faire ensuite un changement 
liHdaire de variable. On change ainsi R 0 en R' 0 et r6ciproquement de 
sorte que le groupe G e t  le syst6me des fonctions fuchsiennes qui en 
d6rivent ne changent pas. Les 3 n ~  3 modules de la relation (1) ne 
changent donc pas non plus. Mais quand on a ctmng6 ~ / ~  1 en --~/----  1, 
ces modules ont dfi se changer en leurs imaginaires conjugd6s; puis, quand 
on a fait un changement lin6aire de ,zariable, ils n'ont pas chang6. Par  
consdquent les 3n ~ 3 too&des de la relation (1.) ne diff6rent pas de leurs 
imaginaires conjugu6s, ils sont donc rdels. 

I1 en rdsulte qu'on pourra toujours choisir x et y parmi les fonctions 
fuchsiennes d6rivdes du groupe G de telle sorte que tous les cogfficients de 

la relation (1) soient r6els. Alors les co(~fficients de ~(z, y) seront aussi 
tous reels. 

Je suppose de plus que l%n ait choisi x et y, ce qui est ¢oujours 
possible, de fa(;on que la relation (1) satisfasse aux conditions que nous 
avons imposdes £ la relation (1) du § 6, au commencement de ce para- 
graphe (page 255). 

Cela pos6, la fonction ~@, y) satisfer~ aux conditions suivantes: 
1 ° Quand x devient infiniment grand du 1 °r ordre, elle devient 

infiniment petite du 4 ° ordre. 
2 ° Les seuls infinis de la fonction ~(~, y) seront les points singuliers 

de la fonction y de x, d6finie par la relation (1) en n 'y comprenant pas 
les points doubles de  la courbe algdbrique ~(x, y) ~ 0. Si l 'un de ces 
points est x ~ a, y = b, on aura:  
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. J d z \ '  3 
lira. (y - -  v) ( ~ )  v(~e, y) -- 4 

pour x ~  a, y-~- b. 
Ces conditions qui, on le remarquera, sont les m6mes que celles que 

nous avions trouv~es dans le premier exemple, examin~ au § 6, ne suf- 
fisent pas pour ddterminer la fonction rationnelle g(x, y). Celle-ci est en 
outre assujettie ~ n conditions transcendantes. Voici sous quelie forme 
on peut prdsenter ces conditions transcendantes: 

La fonction F(x, y) devra 6tre choisie de telle sorte qu'en faisant 
d~crire au point analytique (x, y) n cycles convenablement choisis (corres- 
pondant h n pdriodes convenablement choisies d'une int~grale abeilienne 
de 1 ~¢ esp~ce fg@,  y)dx) on vole revenir Its int~grales de l'~quation (3) 

leurs valeurs initiales. 
Passons maintenant ~ l'dtude des s~ries thdtafuchsiennes: 

O(z) = ~..,iH ~iz + 

c'est k dire ~ l'6tude des sSries de la forme (4) § 1, et d'abord eher.chons 
comment il peut arriver que la fonetion d~finie par eette s~rie ne prSsente 
aueun infini en dehors des points singuliers essentiels. 

En g~ngral la s~rie O(z) admet eomme infinis, ainsi qu'on l 'a vu au 
§ 3 : 1  ° les points correspondants du point ~x~, e'est i~ dire les points 

& 

2 ° les infinis de la fonction H(z) et~ les points, correspondants. 
Supposons pour fixer les id6es que la fonction H(z) ne devienne 

3 
infinie pour aueun des points - - ~ .  Quelle est d'abord la condition pour 

que les p o i n t s - - ~  ne so%nt pa s des infinis de O(z)? Pour cela, il faut 

et il suffit que le degr5 du ddnominateur de la fonetion rationnelle H(z) 
surpasse de 2m unit6s celui du num6rateur. 

Consid6rons maintenant un infini a de la fonction H(z) elle-m6me. 
I);lllS 1'1 ,q6rie ~)(2), le terlne 

H(z) 
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(eorrespondant h a; -=- 1, (~ --=- 1, /~ ---- 0, T~ = 0, e'est h dire h la substitu- 
tion unit~) deviendra infini pour z = a. Pour  que O(z) reste fini pour 

z----a, i! faut done qu'un autre terme de cette sdrie devienne infi;ni, de 
fa(~on clue la somme de ces deux termes (qui s6part~ment croissent indd- 
finiment quand z tend vers el) tende au contraire vers une limite finie. 

I1 faut pour cela que parmi leg infinis de H(z) il y en ait un autre 
z----b, tel que: 

b = aa +___.._~ 
ra + 3  

z,~z + 6tant une des substitutions du groupe G. 

que  le tdrme: 

H ~ (~'z 3) -~" 

II egt elqir aiorg 

deviendra infini pour z ~ a. Mais il faut que 1.~ somme de ee terme et 
du terme It(z) reste finie pour z = a. Soient donc A e t  B les rdgidus 
de H(z) qui correspondent h, z ---= a et z---- b. On aura: 

A 
H ( z ) -  - -  + If(z) 

Z - - a  

, 4  °" ? + " ,,)'-"'" ~rz "t" o/  = z - -  a (~a + + H'~(z) 

It'(z) et t I ' l (z  ) dtant des fonetiong rationnelles de z qni restent finieg pour 
z--=-a. On devra flonc avoir: 

A + B(ra + 3) T M  ---- 0 

Telleg gout les deux con'ditions n6cegsaires et suffisanteg pour que O(z) 

regte fini pour z ~-- a et par consdquent aussi pou r  leg points correspondants. 

Cela pos6, voici comment il faudra s'y prendre pour construire une 
fonction O(z) qui n'admette aucun infini. Prenong une fonctlon ration- 

helle H(z) admettant  2io infinis as, b,, a2, b~, a~, b.~, . . . . . .  a~., be, et 
ayant pour r6sidus correspondantg A1, B1, A~, B~, A.~, B:~, . . . . . .  Ap, B~. 
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Je suppose de plus que l'on ait: 

alz + fg, z, , . . . . . . . .  z, 
z, T, z + 3, ' 7~z + o~! ~pz + 3p 

6tant p substitutions du groupe G. J'assujettis de plus les 2p r6sidus b~ 
deux syst6mes de conditions. D',~bord: 

A1 + BI + A~ + B2 + . . . . . . . . . . . . .  + A v + B ,  = 0  

Axal + Blba + A~a~ + B2b~ + . . . . . .  -I- Apap + B~bp = 0 

A 2 2 2 2 Ala~ + Bib~ + ~a2 + B~b2 -4- . . . . . .  + A~a v + Bpb~ = 0  

• ° . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

2 m - - 2  ]t~ 7. ~ m - ' 2  ~ 2 m - - 2  1:~ L ~ m - 2  
1 6 1  "4" . t ) l ( J l  "4- . . . . . . . . . . . . . . .  - I -  . , ' tpap + ~ p . p  ~ O,  

pour que le degr6 du d6nominateur" de H(z) surpasse de 2m unitds celui 
du num6rateur. Ensuite: 

Ak + Bk(~ak + &)~--~ ----- 0 (k -~  1, 2 ,  . . . . . . .  p )  

pour que ak et b k ne soient pas des infinis de O(z). 

Ces p + 2 m - -  1 conditions seront compatibles pourvu que: 

p > 2 m - - 1  

et si elles sont remplies, la s@ie O(z) formbe ~ l'aide de la fonction 
rationnelle 

k=p 

= a-----7 

n'aura aucun infini. Je dirai alors qu'elle est de la 2 ~° esp$ce, de sorte 
que nous avons ici, comme dans les trois paragraphes  pr6c6dents, la 
distinction entre les deux espbces de s6ries th6tafuchsiennes. 

Aeta mathematiea. I, 3(j 
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Toute sSrie de la forme O(z), ~, quelque esp~ee qu'elle appartienne, 
peut se mettre sous la forme 

(~) ~ 1  F@, y) 

F(x ,  y) d6signant une fonction rationnelle d'x et d'y. Celles des fonctions 
de la forme (2) qui n 'admettent pas d'infinis, s 'expriment lin6airement, 
ainsi qu'on l'a vu uu § 6, £ l'aide de (2m ~ 1)(n ~ l) d'entre elles. I1 
r6sulte de l~ que routes les s6ries O(z) de la 2 do esp~ce s 'expriment lin6aire- 
ment ~, l 'aide de (2m ~ 1)(n ~ l) d'entre elles. I1 nous reste k d6montrer, 
comme dans les trois paragraphes pr~c6dents, qu'il est impossible de les 
exprimer lin6airement k l'aide de (2m ~ 1 ) ( n -  1 ) -  1 d'entre elles. 

Posons pour abr6ger: 

q----- ( 2 m - - 1 ) ( n - - 1 )  

Supposons que toutes les s~ries O(z) de la ~ 9de espSce puissent s'ex- 
primer lin6airement h, l'aide de q ~ 1 d'entre elles que j 'appellerai 01, 
~ ,  . . . . . .  0q_l ; je vais montrer que cette hypothbse est absurde. 

En effet choisissons au hasard  q points, z l ,  z2, . . . .  Zq; on pourra 
toujours trouver q nombres A~, A~, . . . .  A~ tel,~ qne: 

A1 01(zl) + As O~(z~) + . . . . . . . .  + Aq 01(zq) --- 0 

Alo2(zl) + A~o2(~2) + . . . . . . . .  + A ~ o 2 ( ~ ) =  oi 

A10q-l(Zl) "a t- A20q_a(z=) + . . . . . . . .  + Aq Oq-l(zq) = 0 

et par cons6quent tels que: 

(5) A1 0(Zl) + As 0(22) + . . . . . . . .  + Aq O(Zq) --~ 0 

O(z) d(~signar, t une s(~rie quelconque de la forme (4) § 1 et de la 2 "° espece. 
Soit p un nombre entier plus petit que 2 m .  Je pourrai toujours 

former une fonetion O~,(z) qui s.~tisfasse aux conditions suivantes: elle 

I~'~t(hnettra d'autre infini que les p(,ints z --= - -  ~;  ces infinis seront d'ordre 
Yi 
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2 m ~ p .  Dans ces conditions lc point z =~ o~ n'est pas ua infini tic notre 
fonction Op(z), c'est pou/~ elle un zdro d'ordre p. 

Je suppose que: 

lim. zPttp(z) .= 1 pour z = c~ 

lira. z~"--'-P[zPg2(z)---1] =- 0 pour z = c~ 

Ces conditions ne suffisent pas pour d6finir compldtemen~ la fonction 
O(z), car si 8(z) est une s6rie de la forme (4) § 1 et de la 2 ~° espdcc, 

G(z) + O(z) y satisfera comme G(z). Mais nous choisirons pour notre 

fonction G(z) une quelconque des s6ries de la forme (4) § 1, qui satisfont 
aux conditions dnoncdes. 

Consid6rons une s6rie quelconque de la forme (4:) § 1 et de la 

1 ~'° esp6ce. 

~ H ( a ~ z + f l ~ ) .  3~) -~" 

Supposons que la partie entidrc de la fonction rationnelle 

se r6duisc ~: 

n 2~11, 
Bo -Jr B l Z  -Jr" B2z  "2 At- . . . . . . . .  "4- D.2mz 

on ;terra aisdment que le point z = cx) est pour la fonction thdta- 

fuchsienne 

¢(z) - -  Bo ao(Z) - -  B ,  #1 (~) - -  B:  ~ (~) - - .  . . . . . .  - -  B.~,,,a., ,,(,) 

un zdro d'ordre 2m au moins et par consdquent quc cette fonction thdta- 

fuchsienne ne devient pas infinie pour z = - -  oj. 
Ti 

Cela pos6, envisageons la fonction suivante 

q)(z, a) -=- 2 1 ,. / a #  + Bi ( r #  + &)-~" 
z 

7ia + 3~ 
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Considdr6e comme fonction de z, elle 
points 

a~a + fli 
r~a + 3~ 

n'a d'autres infinis que les 

e'est 

elle 

a 

b~ dire les points eorrespondants de a. 
Consid6rde comme fonction de a, c'est une s6rie th6tafuchsienne et 
admet comme infinis: 

1 ° les points a -  a~z + /~  r,z + 3,' c'est '~ dire les points correspondants de z. 

2 ° les points a = ~ -,3~ c'est ~ dire lcs points correspondants de 
Y~ 

oc. Ces points sont des infinis d'ordre 2 m - - 1 .  Quant au point 
oc lui-m(hne, e'est pour notre s6rie un z6ro du premier ordre. 
Cherchons la partie entidre de la fonction rationnelle 

Z ~ q ,  

nous trouverons: 

On en conclut que la fonction th6tafuchsienne: 

S2(z, a) = ~(z ,  a) + z ~ . . . .  lOo(a) + z2'~-'~Ol(a) + . . . . .  + z0~,,_2(a) + a~-l(a) 

n'admet pas comme infirlis les points a = - - ~ .  
Fi 

Ell consdquence elle n'aura d'autre infini quc Its points 

a~z + B~ 

le rdsidu corresp0ndant sera: 

(r~z + 3~) 2 . . . .  2 

az + ~ )  une substitution quelconque de notre G. Soit z, r z + groupe 

La fonction; 
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sera comme t2(z, a) une fonetion thdtafuithsiennc de a; elle n'admettra 
eomme elle d'autre infini que les points 

et avee les Jnt~lnes rdsidus; douc, on pourru 6crire: 

(G) (r, + 3): .... ~9 xrz("Z ++ ~, a ) - -  ~2(z, . ) =  0(,~) 

O(a) d6signant une fouction th6tafuchsienne de a, susceptible d'dtre raise 
sous lu forme (4) § 1 et dc la 2 4° esp6ce. Pusons maintenant: 

(7) A(z) = A~12(z, z~) + A~J2(z, z.,) + . . . . .  + A,z~2(z, z,x') 

En rapprochant les 6quations (5), (6) et (7) on trouvc ais6,nent l'iden- 
tit6 su ivun te :  

( , ~ z + ~ )  du g roupeG.  I l su i t  qui a lieu pour toutes lcs substitutions z, rz + 

de l~ que A(z) peut se mettre sous la forme: 

(8) ~,~/ ~'(~' ~) 

F(x,  y) ddsignant une fonction rationnelle de x et de y. Or la fonction 
A(z) admet q infinis distincts Zl, z~ . . . . .  zq, qui ont 6t6 choisis au hasard, 
et n'en admet pas d'autre ~ distance finie. On pourrait donc construire 
une fonction de la forme (8) admettant q infinis donnds et n'en admettant 
pus d'autre. Or nous avons vu au § 6 que cela 6tait impossible. Donc 
l'hypoth6se faite au d6but 6tait absurde. 

On en conclut comme duns les trois paragraphes prdcddents: 
1 ° que routes les sdries de l'a forme (4) § 1 et de la 2 ae esp6ee ne 

peuvent s'exprimer lindairement b, l'aide de ~ / -  1 d'entre elles. 
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2 ° quc toute expression de ht forint (2) qui n'a pas d'infit,is pout 
se mettrc sous la forint (4) § 1. 

3 ° quc toute expression de la forint (2) peut dtrc cxprim6e par une 
sdric de la ibrme (4) § 1 (pourvu qua m > 1). 

4 ° que toutc ibnction fuchsicnnc pcut dtrc 6gal6c d'une iniinit6 de 
mani&es au qut, tient de deux s6ries de la forme (4) § 1. 

Consid6rons la ibnction: 

[ (~ ,  \ 1 --,,, 

Supposons qu'clle admette unc i.finit6 d'infinis z~, G, . . . . .  zk, . . . . .  
avec les rdsidus d ~ ,  d~ ,  . . . . .  A~, . . . . .  Supposons de plus quc l'on ait: 

zJ h - - I  d(z) = B J '  + ~,_~z + . . . . .  + B,z  + ddz  ) 

:l,(z) tcn(b~nt vcrs une limite tinic quand z crolt inddfinimcnt. 
identiquemcnt: 

(9) 

k~6o 

d(z) :=- B J '  + B ~ = J  '-1 + . . . . .  + B,z + z - -  z, 
k~l  

On aur~ 

Cettc identit6 sc d6montre dc dcux ,,ani6res commc l'idcntit5 corrcspon- 
dante du § 5. 

Un cas particulier bien rcmarquablc cst cclui de n '---- 1. 
Dans cc cas les substitutions du groupc O sc r6duiscnt it: 

+ d '  Kl' " G Z  -~ 

a, b, v, d 6tant des constantes, K 6tant un hombre rdel positif et plus 
grand quc l, et l'exposant p pouvant prendrc dans los diverses substitu- 
tions toutes los valcurs cnti6res positives ou ndgatives. 

Voici comment on peut former les fonctions fuchsiennes dans l c c a s  
qui nous occupe. Soit f($) une fonction doublement p6riodique admettant 

les p6riodes 2iw et log K. La transcendante f log ~,cz + d]..] sera alors 

une fonction fuchsienne. 
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Posons par exemple: 

287 

.( ( az + az q- dn logcz + ,v----s logcz + ~ y--- cn logcz + 

Les expressions de la forme 

{dz]" 
(2) ~ !  F(~, y) 

pourront s'Scrire : 

( (10) f logcz + 
(az + b)'~(cz + d) m 

f($) ddsignant toujours une fonction doublement pdriodique. 
Les s6ries O(z) de la forme (4) § 1 deviendront d'autre part: 

(11) E~ (cz + d) 2~ 

fz 6rant l'algorithme d'une fonction rationnelle. 
Egalons les expressions (10) et (l l ) e t  raisons y: 

il viendra : 

a z  + b = ee 
ez+d 

On obtient ainsi le d~veloppement d'une fonctlon doublement p6rio- 
dlque de ~ suivant une s4rie dont les termes Sont des fonctions ration- 
nelles de e e. Si au lieu de $, on avait pris pour variable ind@endante 
7 2 ~ $ V-- l, le premier membre serait une fonction doublement p6rio- 
dique de 7/, et dans la s6rie du second membre, tous les  termes seraient 
des fonctions rationnelles de sin 7] et cos y]. Nous retrouvons par une vole 
d6tournde un rdsultat auquel JACOBZ est parvenu directement et d'oh il a 
tird rant de belies consequences. 
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Voyons maintenant ce que devient la formule (9) dans le cas parti- 
culler qui nous oecupe. 

On 0~: 

A(z) = (az "4" b)'~-l(ez + d)"-lf($) 

f(~:) 6tant toujours une fonction doublement p6riodique. 
On ,~ d'autre p a r t  dans le second membre: 

1 ° un polyn6me du degr6 h en z; mais il est ais6 de voir que dans 
le eas g6n6rM, c'est {~ dire h, moins que: 

le degr6 h ne peut d6passer 2 m ~  2. On peut donc le regarder comme 
un polyn6me homog6ne de degr6 2 m - - 2  en ( a z +  b) et ( c z + d ) .  Si 
on le divise par (az + b)m-~(cz + d) "-~, il prendra la forme suivante: 

+ 

P,~_~ et P '~-I  d6signant des polynbmes de degr6 m -  1 e n e  e et en e -e. 

2 ° Un ensemble de termes 2 A~ que l'on peut grouper de la fa~on 
Z - -  Z k  

suivante; soient zl, z2, . . . . .  zq les q infinis distincts de A(z) et supposons 
qu'il  n 'y en ait pas d'autre; soient A1,  A2 ,  . . . . .  Aq les rdsidus corres- 
pondants; soient $~, $~, . . . . .  Sq les valeurs eorrespondantes de $. Grou- 

pons ensemble t o u s l e s  termes de la forme Ak qui correspondent h des 
Z - -  Z k  

infinis qui ne sont pas dlstincts de z = zp. Leur somme sera: 

ce ~ -  a K ~m (ce$ v a)O.m 
A r 2 ~  (cg'e ~v - -  a) ~'~- 1 e~ __ K~e~r 

Comme on a d'au¢re part :  

(az + b)"-~(cz + d) "-1 = e¢+'-'~(ee ~ - -  a) ~-2" 

on trouvera pore ~ 1,~ fonction doublement pdriodique f($) l'expression 
suivante 
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,f($) = P,,_~(e ~) + P',n_,(e -~) + 
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§ 9. 5 me _ ~ a m i U e ;  gen~.e O. 

Je  crois inutile de multiplier  davantage les exemples. Ceux que j'ai 
6tudi6s jusqu'ici suffisent en effet pour faire voir comment on doit appli- 

quer les principes g6n~raux ~ chaque cas particulier. 
Je  veux cependant, sans traiter compl6tement les questions qui les 

concernent, dire quelques mots d e  certaines fonctions remarquables de la 
5 me famille. 

Consid6rons un polygone R 0 limit6 de la fagon suivante: II aura 2n 
cbt6s de la 1 ~re sorte et 1 c5t6 de la 2 d° sorte; je suppose que ses som- 

mets soient en suiyant le p6rim~tre dans le sens positif a 0 , a I , a 2 , . . . . .  
a. ,  a.+l, a,,+~, . . . . .  a2n. Je suppose que le c5t6 a~a~+l soit de la 2 dÈ 
sorte et les autres de la 16r~ sorte, de ~ telle facon que les cS~s a0a x et 

%a2,,, ~ a  2 et a2na2~--~, a~a3 et a~.-~2n-2, . . . . . .  %+a%~2 et  ~ 2 n _ p ~ 2 n _ p _ l ~  . . . . .  

et enfin qn_la  n et a,,+~an+:, soient conjugu~s et par consequent congruents. 
Si on laisse de c5t6 an ct a.+~, t o u s l e s  sommets seront de la 1 ~ cat4- 
gorie et se r~partiront en n cycles ferm~s. L'un des cycles ne comprendra 

que le sommet a0; les autres seront form,s  respectivement des sommets 
a~ et a~,, % et a2~_~, a a et a~_2, . . . . . .  cnfin .a~_l et a~+2; de sorte que 

les angles curvilignes ao, a I -I- a2,, a 2 q- a=,:l, . . . . . .  ~,_~ q- an+2 devront  
dtre des parties aliquotcs de 2,'r. Quant aux angles a~ et a.+~, ils seront 

forc~ment droits puisque les c6t4s de la 1 ~° sorte an--~an et a,,+~an+= cou- 
pent orthogonalement le cercle fondamental,  dont le cSt~ ana,~+~ n'est 

qu 'un arc. Nous construirons ensuite un polygone R 0 sym4trique de R 0 
par rapport au cercle fondamental.  J 'appellerai  a', le sommet de R' 0 

qui est symdtrique de a~ par rapport  au cercle fondamental.  
On voit ais4ment que le polygone R o est de la 5 =° famille et du 

genre 0, et qu'on peut s'en servlr pour d4finir un groupe fuchsien et 
,teta i~$athematica. I, ~7 
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une infinit6 de fonctions flmhsienncs. Celles-ci peuvent toutes s'exprimer 
rationnellement k l'aide de l 'une d'entre elles que j 'appellerai:  

=f (~ )  

Comme on peut choisir d'une infinit6 de mani6res parmi nos fonc- 
tions fuchsiennes une d'entre elles k l'aide de laquelle toutes les autres 
s 'expriment rationnellement, la fonction x = f (z)  ne serait pas compltte- 
ment ddterminde si nous n ajoutions quelques conditions de plus. 

Soicnt fl et 7 deux points du c6t6 de la 2 d~ sorte a,,cz,,+,; je supposerai 
que l'on a:  

f(~.) = f ( . , ,+ , )  = 0 f(fl) = 1 f(y) = co. 

Je, poserai ensuite: 

Le polygone R o + R '  o ~tant symc~trique par rapport au cercle fonda- 
mental, on peut voir par un raisonnement analogue h. celui du paragraphe 
pr6c6dent que les.nombres a~ et a'~ sont imaginaires conjugu6s. 

Posons maintcnant 

V ~ 
v----- 

la fonction v satisfera k ,,no 5quation diff6rentielle de la forme (3 bis) 
§ 4 puisque le groupe fuchsien correspondant est de genre O. Cette 
6quation, comme on le volt aisdment, pout s'6crire: 

(3 bis) d ' v  -P(z) d~' - v [q(~)]----, 

Q(x) 6tant le produit ( : ~ : -  ao) @ - -  a'0) @ - -  a,) @ - -  a',) . . . . . . .  

( x -  a,,_,)(.+- a'._,) et  t ' @ )  6 t a n t  un polyn6me de degr6 4 n -  4 en x, 

ayant  tous ses coefficients r6els. 
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§ 10. _l~dsttmd. 

En 6tudiant les exemples pr6cddents, j 'ai rencontr6 diff6rents rdsultats 
qui sont communs ~ toutes les fonctions fuchsiennes. Je ne crois pas 
utile d'en donner la d6monstration darts le c~s le plus gdn6ral; car elle 
ne diffdrerait pas de celles que nous avons donndes dans lee divers cas 
particuliers et je serais entrain6 i~ des redites sans intdr~t. Je me bornerai 
donc k les 6noncer ici sous forme de rdsum6. 

Formons avec une fenction rationnelle quelconque H(z) la sdrie 
th6tafuchsienne 

O) H (aiz + ~)(riz + 3~) -2" = O[z, H(z)] 

Cette sdrie pourra toujours se mettre sous la forme 

(2) dz ! 

F(x, y) ddsignant une fonction rationnelle de ces deux f0nctions fuchsiennes 
x et y, ~ l'aide desquelles toutes les autres s 'expriment rationnellement et 
entre lesquelles il y a une relation algdbrique: 

(3) y ) =  o 

Pour qu'une expression de la forme (2) puisse se mettre sous la 
forme (1), il faut qu'elle s'annule quand z vient en un des sommets de 

la 2 ~° cat6gorie du polygone R 0 . 
A cette condition, route ex_~ression de la forme (2 )peu t  se mettre sous 

la forme (1) pourvu que m soit un entier plus grand que 1. 
I1 en rdsulte que toute fonction fuchsienne peut se mettre d'une 

infinit6 de mani6res sous la forme du quotient de deux sdries telles 

que (1). 
Les s6ries de la forme (1) sont de deux esp6ces: celles qui ont des 

infinis et celles qui n'en ont pas. Ces derni~res peuvent s 'exprimer lindaire- 
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merit ~ l'aide d'un nombre fini d'entre elles. I1 y a done entre les sdries 
th6tafuchsiennes de la 2 ~ esp~ce une infinitd de relations Iin6aires. 

Voiei une de ces relations qui peut servir de point de ddpart pour 
trouver, sinon routes les autres, au moins un grand hombre d'entre elles. 

( a z + f l 3 )  une substitution queleonque du groupe G. O n a u r a  Soit z, r z + 

identiquement:  

o[~, H(z) ]  = Olz,_/,~z.i~l- . 
3) -2' ' ]  

t .  

Considerons maintenant une fonetion de h forme suivante: 

:J(z) = ~ ,~1  F(x, y) 

F(x, y) ddsignant toujours une fonction rationnelle et m un entier plus 
grand que 1. Je suppose de plus que cette fonction s'annule quand z 
vient en un des sommets de la 2 de cat6gorie de R 0. 

Soit q le nombre des infinis distincts de )l(z); soient Zl, z~, . . . . .  zq 
ces infinis distincts; A1, A.~, . . . . .  Aq les rSsidus correspondants; soit ~(z) 
une fonction rationnelle quelconque de z n 'ayant  pas d'infini h, l 'intdrieur 
du cercIe fondamental. 

On aura identiquement: 

(4) A(z)~(z) = y y 4 ) -"  aiz, + 19i (riz~ + 
, t .=l  1 = 0  '~ 

T~Zk + & 

si les fonctions fucllsiennes n'existent qil'£ l 'intdrieur du cercle fonda- 
mental, et 

k ~ q  i=oo 

aizt + fl (~'izk + + P(z) 
k = l  t=O Z 

rizk + & 

(P(z) dtant un polynSme entier en z) si les fonetions fuchsiennes existent 
dans tout le plan. 
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I1 en rdsalte que toute fonction fuchsienne peut d'une infinit6 de 
mani6res se mettre sous la forme du quotient de deux s6ries telles que 
(4) ou (4 his). 

§ 11. tlisto~qque. 

Si on laisse de c6t6 les fonctions doublemcnt pdriodiques, les premi6res 
fonetions fuchsiennes qui aient 6td signaldes s0nt les fonctions modulaires. 
Elles se pr4sentaient pour ainsi dire d'elles-m(!mes dans l%tude des tran- 
scendantes elliptiques, et leurs propridt6s principales, en particulier celles 
d'etre uniformes et d'admettre une ligne singuli6re essenfielle, ont 6td 
remarqu6es depuis longtemps. D'aillcurs les travaux dont elles ont 6t6 
l'objet et les r6sultats remarquables obtenus dans ces derniers temps par 
MM. HERMITE, DEI~EKISD, FUCHS et KLEIN sont trop connus pour que j'aie 
besoin d'insister. 

Mais il est une autre cat6gorie de fonctions fuchsiennes dont l'exi- 
stence a dtg signalde d6s 1872, Ce sont celles auxquelles donne naissance 
l%quation hypergdom~trique de GAuss; ces fonctions ne sont qu'un cas 
particulier de celles que nous avons 6tudi6es dans le § 5 et on les obtient 
quand lc polygone R o considdr6 dans ce paragraphe est symdtrique et se 
r6duit b~ un quadrilat6re. 

Dans un mgmoire- ins6r6 au '~ome 75 du Journal de Borehardt, 
M. SCHWAaZ annonce sans ddmonstration que ces fonetions sont uniformes 
et admettent un cerele comme ligne singuli6re essentielle. C%tait du 
m~me coup annoncer la discontinuit5 du groupe correspondant, comme je 
l'ai ddjk f a i t  remarquer dans l'historique du m6moire sur les groupes 
fuchsiens. Malheureusement, d6tournd de ce sujet par d'autres gtudes, 
M. ScI IwAaz s'est born6 aux quelques lignes qu'il avait consacrSes k ces 
transcendantes et n'a pas pouss6 plus loin ses recherches. 

Dans un autre ordre d'iddes, M. SCHWAI~z avait obtenu d'autres r6- 
sultats qui se rapportent indirectement k notre sujet. Dans divers m6- 
moires insgr~s aux Tomes 70 et 74 du Journal de Borchardt et aux 
Monatsberichte de l'Acaddmie de Berlin, M. SCHWARZ a d6montr6 d'une 
mani6re rigoureuse le princi~pe dit de DImCrILET et la possibilit~ de l'Ab- 
bildung du cercle sat une figure plane quelconque et en partieulier sur 
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un polygone limit6 par des arcs de cercle. S'il avait connu les condi- 
tions de discontinuit6 des groupes, il aurait pu ~tre conduit ainsi 
d6montrer l'cxistence des fonctions fuchsienncs dans le cas particulier ou 
lc polygone R 0 est symdtrique. 

J 'aurais donc pu me servir de ces r6sultats, mais j 'ai pr6f6r6 suivre 
une autre voie: 

1 ° parcc quc je n'aurais pu d6montrer ainsi l'existence des fonctions 
fuchsiennes dans l ccas ,  oh le polygone R 0 n'est pas sym6trique. 

2 ° parce que los d6veloppements cn s6ries dont j 'ai fait usage me 
donnaient non seulement la ddmonstration dc l'existence de la fonction, 
mais son expression analytiquc. 

Paris 23 t)ctobrc 1882. 


