
-~ -r -2. SUR UNE RELATION DONNEE PAR M. (' A~f LE~/ • DANS 

LA THI~ORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

E x t r a i t  d ' u n e  l e t t p e  a d r e s s S e  ~t M. M i t t a g - L e f f l e r  

CtI. I tER~I ITE,  

Le n ° d'Octobre 1882, du Bulletin de,~ Sciences Matht~matlques de 
M. I)aRaotrx, contient k la page 215, une (~quation int~,ressante pour la 
th6orie des fonctions elliptiques, qui a (';tS. (l(;couverte par  M. CAYL~:Y', et 
donn6e par l 'illuatre gdombtre sou.~ la forme suivante. Supposons les 
quatre quantit6s u, ~:, ~', s, a~ujetties h. la condition 

q~ -I- v + q. -F .c ---: n ,  

OR BUPI~ : 

- -  ]¢,1 S l l  ? t  SI1  ?,~ ~ l I  r s I I  $ 

h I- Oil 'I¢ CII V (~II I "  ( ' I !  ,~ 

l i t  2 

- - - -  d n  u d n  v d n  r dJl.¢ = - -  
/,"J k" 

Cette 0qu~ltion remarqtmb]e se d~montre facilement au moyon des for- 
mules dont .je fais usage depuis longtemp~ dans rues le(~ons de la Sorbonne, 
et qui donnent la d(~compo.~ition en 51ements siml)le.~, des trois quantit~s: 

sn z sn(~. + a), cnx on(,#' + a), dnxdn  (x + a). 

Soit 
0'(~') 

Z(.e)-- (4/~.) ' 
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la premi6re de ces formules,  n 'est  au t re  que la relat ion fondamenta le  de 

JACOBI, ~ savoir: 

1 

k '  sn a [Z(z) - -  Z(a~ + a) + Z(a)]; 
sn z sn ( z  + a) = 

nous avons ensuite 

dn  a Z(x + a) + Z(a)] cn z cn (x + a) = cn a k' sn a [Z(z) - -  

cn a 
dn x dn (z + a) = dn a - -  - - -  [Z(z) - -  Z(x q- a) 4" Z(a)]. 

Cela grant, si l 'on fai t  u = x ct r + s = a ,  de sorte qu'on ait v - = - - x - - a ,  
la relat ion "~ 6tablir  devient  

k" sn  z sn  ( z  + a)  s n  r sn  s 

+ c , l z c n ( z + a )  c n r c n s  

] k '~ 
- -  k~ d n  x d n  (z  + a)  d n  r d n  s ---- ~ k--i-. 

En cmployan t  ma in tenan t  les formules  qu c je viens de rappeler ,  ct posant 

pour  abr6gcr:  

1 
y = ~ l ~ ,  s~ ~ [z(~).-  z(~ + . )  - ZC~,)] 

oil t r o t l v o  

U k ' * s n r s n s  + c n r c n s ( c n a - -  U d n a )  

ou bicn: 

[ d n  ~ia  ) 
- -  d n  r d n  s ~ U cn  a ----- ~ - -  

(k '2 s n v  sn s - -  cn r cn s (In a + dn  r dn  s c n  a) U 

1 
+ c u r  c n s  c n a  ~ d n  r dn  s dn  a . . . . .  

k t l  

k ~ 

kP 2 

k ~ 

I1 suffit  doric de faire voir  que l 'on a: 

k ' 2 s n r s n s ~ c n r c n  s d n ~  + d n r d n s c n a  ---= 0 

1 
c n r  c n s  e n a - - ~ d n r  dn s dn a = - - - -  

A~ta mathematiea. I. 
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sous la condition r "t- s = a. Soit r ~- - -  x, et par cons6quent s --= a -}- x, 

les relations que nous obtenons ainsi, ~ savoir 

k" sn z sn  (z 4" a) 4" cn z en ( z  + a) - -  dn  z dn (z  + a)  dn a = 0 

1 
c n z c n ( z 4 - a )  c n a - - ~ d n x d n ( z 4 - a ) d n a ~ - - - - -  k s 

reviennent  exacteanent ~ celles qui r6sultent  des formules  de ddcompo- 

sition en dl&nents simples que nous venons d 'appliquer ,  en 61iminant-la 

quanti t6 d6sign6e par  U. On t rouve ainsi en effet: 

c n z c n ( x + a ) = c n a - - s n z s n ( x + a ) d n a  

d n x d n  (z + a) == d n a  ~ kSsn xsn (x + a) cn a; 

or en mul t ip l ian t  la premi6re de ces 6galit6s par  dn a, la seconde par  

cn a, on en conclut,  en re t ranchant  membre  k membre ,  la premi6re des 

deux  6quations k 6tablir. La suivante s 'obtient par  un  caleul semblable,  

qui revient  £ l '61imination de la quanti t4 sn x sn @-{-a) .  


