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Die nachstehende Arbelt kntipft an Untersuchungen an, welche ich 
frtiher unter gleichem Titel im ))Journal fiir reine und angewandte Mathe- 
matik~) B. XC, 164~186 ver0ffentlicht babe. Der Grund, welcher mich 
bewog, auf diese Untersuchungen zuriickzukommen, ist in einigen Be- 
merkungen, vorzfiglich aber in den neuen, grundlegenden Anschauungen 
zu suchen, die sich in der bedeutenden Abhandlung des Herrn KI~O~ECKER: 
)~Grundz{'lge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grt)ssen)) finden. 
Zu jenen Bemerkungen zi~hle ich, die (S. 22) gemachte Angabe einer 
Gleichung, ft~r die es Wurzelgattungen ohne Gattungsdiscriminanten giebt; 
sie rief die Untersuchungen in § 5 und § 6 der nachfolgenden Arbeit 
hervor; ~ ferner den Satz auf S. 42 (§ 13) t~ber Functionen einer Gat- 
tung, deren conjugirte s~mmtlich von einander verschieden slnd; sie ver. 
anlasste die Ableitungen in § 2. 

Besonders aber waren es die im zweiten Teile der KRO~ECKER'schen 
Abhandlung auseinandergesetzten Princ]pien aber Divisorensysteme, welche 
reich bewogen, den einfachen Fall der Discriminanten algebraischer Glei- 
chungen in dem neuen, tiberraschenden Lichte dieser tiefliegenden und 
doch ihrem Wesen nach so einfachen Grundanschauungen yon neuem zu 
behandeln. Die algebraische und die substitutionentheoretische Methode 
der Untersuchung weisen sich hi erbe], als in wichtigen Punkten einander 
erganzend aus, so dass es nicht angethan schien, die eine zu Gunsten der 
anderen zu unterdrt~cken. 
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§ 1. 

Es ist for unsere Untersuchungen ein Punkt  von besonderer Wichtig- 
keit, dass auf die Natur  der Diseriminante 

Dr = (9', - -  ~)'(9', - -  92)' . . . .  (9'p-i - -  9"p)' 

einer gegebenen p-wertigen Function 9(xl, x~, . . . .  x.) dec n yon einander 
unabhAngigen Grossen x l ,  x2 ,  . . . .  x ,  nur solche algebraisehen Beziehun- 
gen yon wesentliehem Einfluss sind, welchc in der Gleichse/zung zweier 
oder mehrerer (ler Elemente x bestehen. 

Um den Kern dieser VerhMtnisse klarzulegen, mfissen wir einige 
elementare und fundamentale Theoreme vorausschicken, deren Bedeutung 
darin liegt, dass zwischen vorher willktirlichen Grossen bestimmte alge- 
braische Relationen eingeftihrt werden; dass also sogenannte ))allgemeine)) 
S'~/ze bei tatsachlich gegebenen Verhaltnissen Anwendung finden sollen. 

Wir verstehen unter a0, a~, a2, . . . .  a,, willktirliche Constanten, unter 
x~, x.~, . . . .  x~ vorlaufig unbestimmte Grsssen und betrachten die lineare 
Verbindung der x 

(I) ~t = a o + a , . ,  + a~zt  + . . . .  + a,,x,~. 

Bei allen m(~glichen Vertauschungen der x untereinander erhMt ~,1 eine 
Reihe yon Wcrten, die ihre Formen nach yon einander verschieden sind. 
Die Operationen der Vertausehungen bezeiehnen wit  als Substitutionen; 
es giebt deren n!, falls man diejenige Substitution mitzahlt, welche kelns 
der x yon seiner Stelle rt~ckt. Es mt~gen s l ,  s~, . . . .  s,,, diese Substitu- 
tionen sein, und s~ soil die letzt erw~hnte identische Substitution bedeuten. 
Wi t  verstehen ferner unter ~,, denjenigen Wert von ¢~, dee dutch die 
Anwendung von s, aus ¢.~ hervorgeht. (Setzen wir etwa 

z,  = &  + . . . .  

so sei auch hier Z= der Wert yon Z welcher durch s= aus Zi hervor- 
gerufen wird.) Der Index des Ausdruckes wird also durch die Substi- 
tution bestimmt. 

Falls man fiir die x besondere Werte einsetzt, brauchen die n! Aus- 
drticke ~.  ihren Werten naeh nicht si~mmtlich yon einander verschieden 
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zu sein. Sind einige der :r untereinander gleich, so ist eine derartige 
Verschiedenheit nicht eimn'd mehr moglich, l~ber die hierbei eintreten. 
den Umsti~nde war bisher, mei~ms Wissens, mlr der folgende Satz be- 
kannt:  Es k6nnen beliebige Bezieliungen algebraischer Ar t  zwischen Xl , x:,  .... x~ 

bestehen; so bald durch dieselben nur nicht die Gleichheit einiger der Elemente 

x festgesetzt wird, ist es stets m6glich, beliebig viele Systeme ao, a~, . . . .  a= 

der Constanten a zu liefern, flit welche alle n! Ausdr~cke ~1, ¢.2, . . . .  ¢.: 

ihren numerischen Werten nach yon einander verschieden sind. (') 

Diesen Satz wollen wit  erweitern und die neue FassmJg beweisen. 
Die Erweiterung bezieht sich auf  Folgendes: Weml for Gleichsetzungen 
der x gewisse Gruppen yon Werten der ¢ bei jeder Wahl  der a einauder 
gleich werden, daml kann der hierdurch bestimmte Charakter dadurch 
nicht gei~ndert werden, dass man neue Beziehungen unter den x,, . . . .  x. 
festlegt, welche keine neuen Gleichsetzungen der x zui- Folge haben. 

Wir setzen voraus, es w'~re etwa 

(x~k) Xa I ~ Xa 2 ~ . . . .  ~ ~a/z ; Xb I ~ ~bu ~--- . . . .  ~ Xby .  

Dann werden ersichtlich yon den a! Ausdr~'mkcn ¢1, . . . .  ¢,,~ genau +~! 

Gruppen yon je fu! Ausdrficken je einen und denselben Wert  annehmen, 
so dass ffir ¢ hschstens a verschiedene Werte bestehen ksnnen. Einem 
beliebigen +b werden n~mlich alle diejenigen ¢ gleich, welche aus ibm 
durch Substitutionen hervorgehen, in denen nut  x., ,  x.. ,  . . . .  x% und ebenso 

• b,, xb:, . . . .  xb, unter sich vertauscht werden. Wi t  wollen diese Substi- 

tutionen, deren Anzahl #!u! ist, zum Unterschiede yon den i~brigen mit 
t,, t2, t3, . . . .  bezeichnen; wit  behalten aus jeder der a Gruppen einen 
Repri~sentanten zuri~ck, ¢'1, ¢'~, . . . .  ~'~" Jetzt nehmen wir weiter an, es 
traten neue Beziehungen unter den x auf, welche durch die irreductiblen 
Gleichungen 

(B) F,(~,  , . . . .  ~,) = 0 , . . . . ,  ~'~(~, , . . . .  ~)  = 0 

dargestellt werden, und fiber deren Natur lediglich das Eine festgesetzt 
sei, dass durch sie keine weiteren Gleichsetzangen unter den x ~hervor- 
gerufen werden. Dann lassen si~ch, wie die F ,  uuch sonst beschaffen sind, 

(~) Vgl. meine ))Substitutioaenth'eorie)) ,~ 32. 
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unendlich viele Systeme der %, %, . . . .  a,, derart bestimmen, dass nach 
wie vor ¢'1, ¢'2, . . . .  ¢'~ von einander verschieden bleiben, dass es dem- 
nach a numerisch yon einander verschiedene Werte des ¢ giebt. 

Um den Beweis  zu f(ihren, setzen wir 

Hier werden [l der xk und ebensoviele d e r  xz gleich x,, ;¢~ der x, und 
ebensbviele der xz gleich xb,.  Unseren Festsetzungen gemass konnen die 
Coefficienten der a nicht s~mmtlich verschwinden; denn dies trate nur 
dann ein, wenn ~b'z aus ¢'~ durch  eine Substitution t ableitbar ware, was 
ja  aber ausgeschlossen ist. Wir betrachten das i'~ber alle Combin.qtionen 
yon je zwei ¢ '  ausgedehnte Product 

Unsere Behauptung kann jetzt die Form annehmen: das aufgestellte Pro- 
duct verschwindet nicht ft~r alle Wertsysteme der a. Wir  sortiren die 
Factoren des Products der rechten Seite; zuerst betrachten wir die, bei 
denen der Coefficient yon a 1 nicht Null  ist; dann die, bei denen er Null  
ist, w~hrend der yon a~ nicht verschwindet; dann die, bei denen die 
beiden ersten Coefficienten Null  sind, der dritte jedoch nicht; u. s. f. 
Bei der ersten0 K|asse k0nnen wir es durch passende Wahl yon a~, ohne 
Beschrankung yon %, %, . . . .  dahin bringen, dass die zugehSrigen Fac- 
toren nicht Null  werden. Dazu ist nur nStlg, dass a 1 keinen der Werte 

erh'~lt, deren Zahl endlich ist und deren Wert  wegen des nicht ver- 
schwindenden Nenners angebbar sein wird. Bei der zweiten Klasse k0nnen 
wir dasselbe durch passende Wahl  von % ohne Beschrankung yon a3, a 4 .... 
erlangen u. s. f. Wahl t  man demgemass a. in den Factoren der letzten 
Klasse (for welche die Coeffieienten yon ul, a2, . . . .  a,_l verschwinden) 
ganz beliebig, bestimmt a,_~ durch das Nichtverschwinden der Factoren 
der vorletzten Klasse u. s. f., dann erhalt man Systeme yon %,%,  . . . .  a., 
for die kein ¢',  einen ¢'~ glelch wird. Eine Einwirkung der F1, F2, . . . .  F ,  
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ist also tiberhaupt nieht zu bemerken. Hieraus folgt: A u f  die Gleichheit 
der verschiedenert Werte yon linearen Ausd:riicken tier F o r m  

4, = a o + a , ~  + a,x~ + . . . .  + a ~  

haben nut diejenigen Beziehungen unter den x bestimmenden, d. h. yon der 
Wahl der a unabhdngig bestehenden Einfluss~ welche in der Gleichsetzang 
einzelner x selbst begriindet sind. 

§2. 
Wir setzen zunaehst ft~r den ersten Teil dieses Paragrafen die x 

wieder als v011ig unbestimmte Grsssen voraus. 
Einer jeden unter den ~1, x~, . . . .  x,~ mSglichen Fanctionengath~ng(1) 

entspricht eine charakteristische Substitutionengruppe, welche )die Permuta- 
tionen der Gattung)) enthMt. Dies heisst: die Gruppe G der Gattung (~ 
umfasst alle und auch nur diejenigen Substitutionen, welche die Form 
der sammtlichen zur Gattung (~ geh0rigen Functionen y, y', y", . . . .  nicht 
verandern. Wenn diese Substitutionen 

81 ~ 1 ~ 8 2 ~ 8 a ~ " " " ° 8r 

sind, so deuten wit die Gruppe G wohl auch kurz dureh 

G = Is., s~, 8~,. . . .s ,]  

an. Die Zahl r, die Ordnung der Gruppe, zeigt demnach, fi]r wie viele Sub- 
stitutionen die Functionen y, y', y", . . . .  der Gattung ~ ungeandert bleiben; 

n! 
hieraus folgt, dass diese Functionen je r - = P  verschiedene Werte besitzen. 

Die zu y(") geh0rigen mSgen y~), y~), . . . .  y(p") sein, derart ,  dass ~4r y(") 
auch = y~) setzen; alle diese Werte heissen die ))con]ugirten Werte)) yon y(~); 
sie bestimmen ))conjugirte Gattungen)) $1, $~, . . . .  (~p, wo wit aueh (~ gleich 
$~ annehmen; zu ihnen gehsren ))con]ugirte Gruppen)) G~, G~, . . . .  Gp, wo 
endlich auch G mit G~ identisch sein soll. Die p conjugirten Werte 

(~) Uber die hier benutzte Terminologie, welche sich der von Herrn KItONECKER 
gebrauchten genau anschliesst vgl. L. KRONECK~a: Grundztige einer arithmetischen Theorie 
der alge'braischcn GrSssen; S. 6 ft. 
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eincr Function y sind die Wurzeln einer Glcichung ,o ~" Gradcs~ dcrcn 
Coef'ficienten dem aus den elementaren symmetrischen Functioncn 

gebildeten Rationalitt~tsbereiche angehsren. 
Da conjugirte Werte aus einander durch Anwendung gewisser Sub- 

stitutionen hervorgehen, so besitzen sic si~mmtlich denselben Typus. Wit 
wollen eine der Substitutionen, welche Yl in y~ umwandelt mit ak bezeich- 
nen; dann erhi~lt man s'~mmtliche Substitutionen derselben Eigenschaft 
durch s~k (2 = 1, 2, . . . .  r) oder kurz durch G~. o-~. Ist y(")eine anderc 
Function derselben Gattung, so bezeichnen wir mit y(~")denjenigen ihrcr 
conjugirtcn Werte, welcher aus y~") durch G~. ~ abgcleitct werden kann. 

Sammtliche n! Substitutionen lassen sich in die folgende Tabcllc ein- 
ordnen 

s~ .= 1, s 2 , . . . .  sr ; (:.S~ 

s~a=, s , a = , . . . ,  s , a= ;  ~ 2  
(c) 

• • * • o , • • * * * • • • • • • , • , , 

s l ~ p ,  s 2 a p ,  • • • • s , . ap  ; (~p 

bei wclcher die i 'e Zeilc alle diejcnigen und nurdlc  Substitutioncn cnthalt, 
welchc y{~) in y{~) umwandeln. 

Wir gehen nach der Recapitulation diescr bekannten Begrifih und 
Bezeichnungcn dazu aber, Functionen y ( " )  mit Hi'dfe der im crsten Para- 
grafen auigcstellten ¢ zu bilden. 

Wendcn wir G~ auf ¢~ an, so cntstehen dadurch r Ausdrficke 

¢,, ¢,, ¢,., 

welche ihrer Form nach yon einander verschieden sind. Jede symme- 
trische Function derselben bleibt ffir G~ ungeandert und gehSrt also zur 
Gattung ~ oder zu einer untcr {~: enthaltenen Gattung. Richtet man 
jedoch die symmetrische Function so ein, dass sie nut dann ungeandcrt 
bleibt, wenn die ~b mit einander vertauscht werden, dann gehsrt sic wirk- 
lich zur Gattung (~.  Bci 

(2) y = ¢; + ¢; + ¢; + . . . .  + ¢: 
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kann der erstere Fall fi'w e ----- 1 eintreten; denn bier bleibt m(~glicherweise 
~b~ auch ungeandert ftir Substitutionen, welche nicht zu (¢~ gehoren. Ft'w 
ein unbestimmtes e geht dies aber nicht mehr an. 

Aus der Tabelle (C) erkennt man, dass alle n! Ausdr(lcke yon ~b in 
die p conjugirten y~, y:, . . . .  y.o als Summanden eingehen; jeder Wert  v, on ¢ 
kommt l°tberhaupt nu t  einmaI vor; es ist also schon dutch alas Auftreten 
eines ¢,,. das zugehorige y~ unzweideutig bestimmt: cs ist dasjenige, in 
dessen Zeile der Tabelle (C) die Substitution s,~ auftritt ,  welche ¢~ in ¢,, 
umandert. Dieselbe Substitution s,,. ft~hrt demnach auch y~ in yo. ctber. 
Allgemeiner: enthditt Yk den Summanden (,~, y~. den Su, mmanden ~,~. und 
geht ~bk in ~[,~, durch die Substit:ation -: iiber, so geht auch y~ i~ y~, dutch 
dieselbe Substitution ~7Ser. 

Wir haben bisher in diesem Paragrafen die x als unbestimmte Gr(~ssen 
angenommen i v~n jetzt ab wollen wir die Voraussetzungen (h) und (B) 
des ersten Paragrafen gelten lassen. Wir wi~hlen die a derart, dass 

¢',, ¢ ' ~ , . . . .  ¢', 

von einander verschieden sin& Dann erkennt man ohne jede Schwierig- 
keit, class die Willkt~r, die bei der Wahl  yon ~0 herrscht, dazu benutzt 
werden kann, auch die Moduln der ¢ '  yon einander verschieden zu 
machen. Hierbei sei 

rood. ¢', > rood. ¢', > . . . .  > rood. ¢'~. 

Endlich kann man den ganzzahligen, sonst aber beliebigen Exponenten e 
so gross annehmen, dass man erhMt 

¢'~ > p(¢,'~ + ¢'~ + . . . .  + ¢';) 

¢'; > ,o(¢,'~ + ¢'~ + . . . .  + ¢,';) 

. . . .  ° • ° . ° ° , o ° , ° ° ° ° 

P8 l #  

der K~rze halber sind die ~b' statt ihrer Moduln hingesehrieben. 
unseren Festsetzungen ergiebt sieh, dass eine Gleiehung 

Aus 

{ I ~  f l e  le  . . . .  le 

Acta mathetnatiea. I .  4 8  
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nur dann bestehen kann, wenn alle entsprechenden m, /z einander gleich 
sind. 

Unter .den jetzt geltenden Annahmen (A), (B) geht die oben gebil, 
dete Function y~ aus ihrer ,dlgemeinen Gestalt 

(2") = + + . . . .  + 

in die besondere Form 

fiber, da gewisse Werte ¢;,, (,,~, . . . .  gleich t/,';, u. s. w. werden ksnnen. 
Sollte nun durch (A), (B) eine Gleichheit zweier conjugirter Werte her- 
vorgerufen werden, etwa 

yi = yz., 

so folgt wegen (3) dass Yi, Y, dieselben Summanden ¢'~ enthalten. Die,q 
erlaubt den Rfieksehlus~, dass vor dem Gelten yon (A), (B)beide con- 
jugirte Werte y,, Yh. nur Summanden derjenigen Gruppe en~hielten, als 
deren Reprasentanten wir ~,'~ zurl'~ckbehalten haben. Zwei derartige Snm- 
manden k('}nnen durch Substitutionen t in einander verwandelt werden, 
in denen nur die x,,, x~., . . . .  x~,, und die Xb,, X~, . . . .  Xb~ sich unterein- 

ander umstellen. Naeh unseren obigen Ausftlhrungen leitet dann t den 
ganzen Summandencomplex der Function y; in den yon ~Jk fiber. 

Dass umgekehrt  alle diejenigen Functionen, welche durch Substitu- 
tionen t aus einander hervorgehen, dureh (A), (B) einander gleich werden, 
ist selbstverstandlich; kS geht aber aus unserer Beweisft~hrung auch her- 
vor, dass dieser a priori ersichtliche Fail aueh der einzige ist, i'n wel- 
chem conjugirte Werte y~"), y~") einer jeden Function yr,) der Gattung ein- 
ander gleich werden; und es ist yon Wichtigkeit zu bemerken, dass nur 
die Bedingungen (A) nicht aber die Festsetzungen (B)einen Einflus.q dabei 
haben. 

Herr KROSF, CKF, R hat gezeigt,(~) ))dass sich fiir it#end wdche gegebenen 

Werte ~j, ~2, . . . .  , f,, yon (1) ~ vorausgesetzt nur, class nicht zwei der x 

einander gleich werden - -  stets unendlich viele specielle Functionen ]eder 

Gattang (~ bestimmen lassen, deren sCimmtliche con]ugirte unter einander vet- 

(t) Grundziige einer arithmetischen Theorie u. s. w.~ S. 42. 
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schieden sind.)) Diesem Satze konnen wir jetzt folgende Erweiterung zur 
Seite stellen: A u f  die Gleichheit conjugirter ~'erte aller Fanctionen einer 
Gattung haben nut  diejenigen Beziehungen unter den x einen bestimmenden 
Einfluss, welche in der Gleichsetzung einzelner x bestehen. 

Beachtenswert ist ferner noch der Umstand, dass wir Functionen y 
construirt haben, bei denen aus yi = y, auf die Existenz der Substitution 
t geschlossen werden kann, welche y, in y, verwandelt. Denn well die 
Substitution yon der Wahl der Function y unabh~ngig ist, so folgt, dass 
ft'tr jedes beliebige ~") stets y~")--~ y(k ~) sein wird. Das Gleichwerden con- 
jugirter Werte findet also seinen genauen Ausdruck in Gruppeneigen- 
schaften. Somit ist auch ersichtlich: Verschwindet die Discriminante D, 
jeder beliebigen Function y der Gattung $ f~r gewisse Beziehungen (A), (B) 
unter den x, so ist dieses Verschwinden nicht nur f~r I)y, sonder,~ auch f~r 
gewisse Diffarenzen y , -  Yk invariant. 

§ 3 .  

Der zuletzt aufgestellte Satz erlaubt uns, statt des Verschwindens der 
Discriminante seibst, dasjenige der Differenzen Y i -  Y~ zu untersuchen. 

Herr KI¢OI~ECKEI~ hat ffir Functionen m i t  mehreren Ver'~nderlichen 
eine Erweiterung des Begriffes der Division gegeben. (2) Verschwindet eine 
ganze Function g(xl, x~, . . . .  xn) der Ver~nderlichen xl, x 2, . . . .  x~ sobald 
gewisse Beziehungen platzgreifen, welche dutch die Gteichungen 

( B )  F , ( z , ,  • • • • z . )  = 0 , .  • • • ~ ~'~ (~,, . . . .  z . )  = 0 

dargestellt werden, dann ist g als ganze lineare Function ,con/~, . . . .  ,F ,  
darstellbar, mit Coefficienten, welche rationale ganze Function von xt, 
x~, . . . .  , x ,  sind: 

(1) g(z,., .... x,,) -- P,(z, ,....x~)F,(z,;....Z,,) + .... + l'k(x,,....x,)F~(z, ,....x,). 

Wir schreiben dies den Einft~hrungen des Hei~rn KaO~ECKER entsprechend 

(1') g(%, . . . .  z~)___O, (modd. F , ,  P~, ..... ,Pk) 

nennen F~, F~, . . . .  , F~ ein ))Modal- oder Divisoren-Sys(em k ~ 8tufe)) yon 
g, und sagen, dass y dieses Divisorensystem enthalt. 

(~) a .  a .  O .  S .  7 2  ft. 
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Hiernach konnen wit die Resultate unserer bisherigen Untersuchun- 
gen folgendermassen au~sprechen: 

1) Jedes Modulsystem der Discriminanten Dy der Gattung (~ ist gleich- 
zeitig Modulsystem einer bestimmten und durch die Grup:pe G der Gattung 
bestimmbaren Differenz y~ ~ y,, unabMingig yon der Wahl yon y. 

2) Alle Modulsysteme der Discriminanten D~ bez: der Differenzen 
Y ~ -  Yk bestehen aus Functionen der Form 

3) Die Modulsysteme yon y ~ - - y ,  werden siimmtlich dutch die]eniger~ 
Sabstitutionen bestimmt, welche y~ in y~ umwandeln. Hierzu ist es nur n(~tig, 
dass alle diejenigen Elemente x, welehe je einen Cyklus einer solchen 
Substitution bilden, einander gleich gesetzt werden. 

Es fragt sich nun umgekehrt, ob aus jeder Substitution, welche y~ 
in Yk umwandelt, ein Modulsystem gebildet werden kann. Dies ist nach 
dem, am Schlusse des vorigen Paragrafen Besproehenen zwar an und ftir 
sich klar; jedoch mtissen einige hierbei auftretende Punkte noch weiter 
untersucht werden. Dieselben beziehen sich auf die Zusammensetzung 
~,on Modulsystemen. Wit wollen zunltchst an einem einfachen Beispiele 
die Frage klarstellen. 

Es sei in dem Bereiche der vier Vaviab|en x~, x~, x~, x 4 eine Func- 
tionengattung (~ dutch 

bestimmt. Eine der zur Gattung gehorigen Functionen ist 

Der conjugirte Wert 

= + + 

yon Yl ist durch die Substitutionen 

aus dem erstercn Werte entstanden. Wir erhalten demnach drei in y~ --y~ 
enthaltene Divisorensysteme, bemerken aber zugleicb, dass verschiedene 
Substitutionen gleiche Modulsysteme hervorrufen konnen, sowie dass einige 
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Modulsysteme erffdlt scin ksnnen, fidls bereits andcre cinfacherc bcfricdigt 
sind. Die hier auftretenden sind 

I )  m,- -m,;  I I )  x , - - m , ;  ~ ' , - -m,;  x~- -x~;  

Dass jedes derselben wirklich in 

_ = o 

enthalten ist, leuchtet ein; dass ferner ein aus I), II)componirtes Sy- 
stem(~) nicht vorkommt, ist gleichfalls daraus ersichtlich, dass der zweite 
Factor fiberhaupt ftlr keine Gleichsetzungen der x mehr zu Null wird. 

Wir werden daher, um die Divisoren von y~--y~ zu crmitteln, aus 
den Substitutionen des Complexes G~s,, nut diejenigen zur Bildung yon 
Modulsystemen verwenden, bei denen die Elemente der einzelnen Cykel 
nicht ganzllch in den Elementen der einzelnen Cykel anderer Substitu- 
tionen auftreten. (Die frtlher yon mir benutzte Benennung des ))Enthal- 
tenseins)), durch we!the ich diese Beziehung yon Substitutionen zu einander 
andeutete, gebe ich auf, cla sie mit der bei Modulsystemen gebrauch- 
lichen Verwendung dieses Wortes nicht t~bereinstimmt.) 

Ein zweites Bespiel mag auf eine weitere hier auftretende Eigentt~m- 
lichkeit aufmerksam machen. Es sei, wieder in dem Bereichc von vier  
Variabeln 

dann wird 

~I = ~tX~ ~ "it- X~a ~ "~" ~X4 ~ -[" ~ ~I 2 

Y2 :--- ~'IX4 2 "Jr ~4x~ ~ ~" ~V3~z ~ 4" ~ X j 2  

Das Auftreten yon (XlX3) und yon (x~x,)in dem Complexe G~s~ 
aussert sich durch das Vorhandensein der beiden Factoren ( x ~ -  x3) und 

(1) VgL KRONECKER, a. a. O. S. 77 ft. - -  sowie auch die weiteren Ausfi ihrungen 

dieses Paragrafen.  
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(x 2 - -x4) ;  dasjenige von (:F~l~F2)(X~2;4) , (~ClXa)(X.2Xa) durch das Verschwinden 
des letzten Factors 

¢ = (~, + z,) --  (z, + x~) 

far  die beiden Gteichungssysteme 

I) x , - - z  2 = 0 ,  z ~ - - z ,  = 0 ; ,  II) z , - - x ~ = 0 ,  %--x~ = 0 ,  

welche den Modulsystemen 

r)  z, - -  z,, x,~ - -  ~,; i r )  z, --  z,, z, --  z, 

entsprechen. Dass ~b aber auch das aus I'), II') componirte Modulsystem 
in sieh schliesst, ist nicht unmittelbar ersichtlich noch auch richtig. 

Wir beschaftigen uns zunttehst mit der Kl'~rung dieser VerhMtnisse; 
dazu massen wir, wie dies ja bei deln vorliegenden Thema nati~rlich ist, 
auf die grundlegenden Untersuchungen des Herrn KRONECKV~a unser 
Augenmerk richten. Wir entnehmen denselben folgende begrifflichen Fest- 
setzungen: (1) 

I. Es ist far zwei Funetionen _711, 111' yon n Ver'~nderlichen x~, x~, .... ,x~ 

M = M  ' (modal. M,, M~, M s , . . . . ) ,  

wenn die Differenz M -  M' das Modulsystem (M~, M2, M 8, . . . .  ) enthMt. 
II. Ein Modulsystem (M 1, Ms, . . . .  ) enthMt ein anderes (M'I, M'~, . . . .  ) 

wenn jedes Element des ersteren das Modulsystem (M'I, M'~ , . . . . )  enthMt. 
Wenn jedes der beiden Modulsysteme das andere enthalt, so sind sie 
einander aequivalent, und dies wird dutch: (MI, Ms, . . . .  )~(M'~,  M'~, . . . .  ) 
bezeichnet. 

IIL ]~in Modulsystem (M~, M~, . . . .  ), dessert einzelnen Elemente 
durch die verschiedenen Producte yon je zwei Elementen M'hM", zweier 
Modulsysteme (M'I, M'~, . . . .  ), (M"1, M"~ , . . . . )  gebildet werden, heisst aus 
die.sen beiden Systemen zusammengesetzt oder componirt, und diese beiden 
Systeme sollen, wegen der Analogie der Composition mit der Multiplication, 
auch als Factoren bezeichnet werden. 

(~) a. a. O. S. 7 7 ~ 7 8 ;  84; 85. Hier finder man die unter Nr. I b i s  IX ge- 
gebenen Stitze; X ist auf S. 85 VII: sowie auf pers~nliche Mitteilungen seitens des Herrn 
KaONECK~R gegrttadet. 



Zur Theorle der Discriminanten. 38~ 

Der Ausdruck ))Composition)) soll ohne Weiteres auf aequivalente 
Systeme tlbertragen und demnach auch jedes, dem System (M'hM"k) aequi- 
valente System als aus den beiden Systemen (111'), (M")componir t  be. 
zeichnet werden, so dass die Elemente des componirten Systems als bili. 
neare Functionen der beiderseitigen Elemente M', M" mit ganzen, dem 
Bereiche angeh0rigen Coefficienten zu charakterisiren sind. 

IV. Ein Modulsystem heisst irreductibel, wenn es nicht aus zwei 
anderen zusammengesetzt ist, deren jedes ein Modulsystem im eigentlichen 
Sinne des Wortes ist. 

V. Eine a]gebraische Form soll als eine andere Form ))enthaltend)) 
bezeichnet werden, wenn das Coefficientensystem der letzteren in dem der 
ersteren (nach der in II enthaltenen Bestimmung) enthalten ist. 

VI. Ist die Form F in Fo, aber auch umgekehrt F 0 in F enthalten, 
so sind die beiden Formen einander ))absolut aequivalent)) (Vgl. ]I). 

VII. Eine Form, welche durch wirkliche Multiplication yon zwei 
anderen Formen entsteht, und jede einem solchen Product aequivalente 
Form soll eine aus den beiden ersten zasammengesetzte oder componb'te 
Form genannt werden. 

VIII. Eine eigentlich pri~itive Form ist dadurch charakterisirt, dass 
ihre Coefficienten keinen Divisor irgend einer Stufe mit einander gemein 
haben. Jede eigentlich primitive Form ist absolut aequivalent Eins. 

IX. Eine Form wird als )micht zerlegbar)), ))irreductibel)) oder als 
))Primfo~'m)) bezeichnet, wenn sie keinem Producte yon zwei nicht primi- 
riven Formen des festgesetzten B ereiches aequivalent ist. 

X. Die Aequivalenz wie die Primitivitat lasst Abstufungen zu: Eine 
Form ist uneoentlich primitiv zur k ~" Stufe, wenn ihre Coefficienten keine 
Divisoren von k ~" oder niedrigerer Stufe gemeinsam haben. Zwei Formen 
sind uneigentlich aequivalent zur k t~" Stufe, wenn sie in allen Divisoren yon 
der ersten bis zur k t~" Stufe fibereinstimmen. 

Auf diese letzte Definition ksnnen wir uns sttitzen, um die Modul- 
systeme in einer unserer Differenzen y~ ~ ?A., wenigstens so welt e.~ filr 
unsere Zwecke erforderlich ist, zu componiren. Wit bemltzen dazu den 
Begriff der uneigentlichen Aequivalenz der k '~" Stufe; dann dfirfen wit 
einer Form als Factor eine Form, die uneigentlich primitiv yon hsherer als 
der k t"" Stufe ist, hinzufilgen, weil dadureh der Charakter der Divisoren- 
Systeme, soweit diese in Frage kommen, nicht geandert wird. 
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Beschr~nkt man sigh bei unserem zweiten Beispiele, bei welchem die 
Notwendigkeit einer allgemeineren Auffassung handgreifiich wurde, auf 
Aequivalenzen, welche die zweite Stufe nicht i;~berschreiten, so sind far  
die unbestimmten Grsssen u~, u2, ua, u 4 die Formen 

einander aequivalent. Das letztere Product  ist als homogene, lineare 
Function der vier Producte 

darstellbar, so dass hier  m0glich ist, zu schreiben, was bei abso]uter 
Aequivalenz nicht anging 

4, ---- 0 modd. [ (z ,  - -  %,  z~ - -  z , ) .  (z ,  - -  x , ,  z ,  - -  ~,)]. 

])ieses Vorgehen lasst sieh verallgemeinern. 
Die Form F m~ge zwei Divisoren-Systeme besitzen, yon denen keins 

yon hsherer als der k ' '  Stufe scin mag, und auch keins in dem andern 
enthalten sein soll: (F1, F2, . . . .  ~ ) ,  (F', ,  F '  2, . . . .  F'~). Durch diese Vor- 
aussetzungen wird bewirkt, dass k < n, und dass zweitens 

t y (F,, F . , , " . .  Fk, F , ,  ~ , , - . . . F ' , . )  

von hSherer Stufe ist, als jedes der beiden ersteren Systcme. Au.~ un- 
seren Annahmen folgen die Gleichungen 

(2) F = F , . P ~  % F , - P , - b  . . . .  -F F~.P~. 

( 3 )  /;'---- F', • P'I + F', . P'~ + . . . .  + F'k • P'~.. 

F~gt man der Function 1;  den Factor 

(4) ~ = u .F ,  + % F ,  + . . . .  + u~F~. + u' ,F' ,  + n'~F', + . . . .  + u 'kF, .  

hinzu, so andert dieser, da er primitiv yon k '~" Stufe ist), die jetzt allein 
wesentlichen Divisoren-Systeme von F nicht. Nun ist 

k k 

h = l  h = l  

F .  ¢~ -= ~Q~.. , .  F~. F',,, (5) 
),,  u 
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und daraus erhellt, dass F .  ,b das aus (E), (F',.) componirte l)ivisoren- 
system (F~F',~) besitzt. Aus (5) folgt demnach 

(6) F --~ 0 modd. [(~h ). (F',.)]. 

Diese Methode kann angewendet und fortgesetzt werden, so lange 
Divisorensysteme, die yon h6hcrer als der k ~'' Stufe sind, fi'tr unwesent- 
lich erklitrt wcrden dfirfen; cs ist dagegen von einer weiteren Composition 
mit Systemen, die yon gle!cher Stufc sind wic q), abzusehen. 

Fth' y ~ - - y ,  ersehen wir die M(~glichkeit der Composition aller mi t  
einander nicht identischer Systeme yon gleichem T)Tus, falls wir uns auf 
uneigentliche Primitivitat der betreffenden Stufc bcschr~nken. Bei iden- 
tischen Systemen ist eine Composition nicht mSglich. Sei etwa, um ein 
Beispiel hierft~r zu geben 

dann geht)rt zu jedem y~ ~ y~ das Modulsystem x ~ -  x~, x ~ - - x a ,  
: c~ - -x  4. Wahlen wir 

so erhellt, dass y~--Y2 nur jenes ModutsystenJ, nicht das Quadrat des- 
selben enthMt, well y~" ~ Y2 lediglich Glieder erster Dimension umfasst. 

§4. 
Unsere frtlheren Untersuchungen zeigten, dass man sammtliche Diviso- 

rensysteme einer Differenz y , - -y~ ,  soweit dieselben far die Gattung in- 
variant und also yon der Bildung besonderer Functionen y unabhangig 
sind, aus den Betrachtunge~ der zugehc)rigen Gruppe ableiten kann. Diese 
gew~.hrt hier, wie an vielen anderen Stellen, dieselben Vorteile, welche die 
K~o~ECKm¢'sche ))Fundamentalgleichung der Gattung)) bietet. 

Ferner sahen wit soeben, wie und in wie welt die Divisorensysteme 
dessclben Typus von y ~ y k  eine Composition zulassen. Da endlich eine 

• 4e ta  m a t h e m a t i c a ,  I, 49 
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Zusammensetzung yon Divisorensystemen verschiedener DiffereIJzen Y ~ - - Y k ,  

y~ ~ y , , ,  . . . .  gar keine Sehwierigkeiten mscht, so sind wir in den Stand 
gesetzt, alle Divisorensysteme eines bestimmten Typus, welche in Dy ein- 
gehen, zu vereinigen und die Potenz anzugeben, in welcher das compo. 
nirte System als Modulsystem yon D~ erscheint. 

Es treten hierbei Divisorensysieme ,con D~ auf, deren Elemente ratio- 
nale ganze Functionen yon f~, f~, ... . .  ,f,, sind. Bezeichnen wit ein Diviso- 
rensystem yon y~--yk mit (u~, v~, w~, . . . .  ) und die verschiedenen Werte, 
welche dasselbe bei den Vertauschungen der x~, x2 ,  . . . .  x,, untereinander 
annehmen kann, mit (u~, v~, w.~, . . . .  ), (us,  vs ,  w~, . . . .  ) , . . ¢ . , ( u ~ . ,  v , ,  we ,  . . . .  ), . . . .  , 

so werden alle diese als Divisorensysteme von D,~ auftreten und, da sie 
yon einandex verschieden sein sollen, auch ihr Product. Dies ist jed'och 
nicht so beschaffen, dass alle seine Elemente symmetrisch in den x~, x2, .... x, 
wfirden. Um den Schwierigkeiten zu entgehen, welche bei den hierher- 
geh(~rigen Fragen auftreten und deren directe Behandtung sehr eingehende 
Untersuchungen zu erfordern scheint, schlagen wit einen anderen Weg 
ein. Wir bilden Functionensysteme der f~, f.~, . . . .  , f,,, dercn Gesammtheit 
nur dann verschwindet, wenn vorgeschriebenc Gleichheiten unter den 
Wurzeln x~, :c~, . . . .  x,, eintreten, also z. B. nur dann, wenn zwei Paare 
von Wurzehl oder dann wenn drei Wurzeln einander gleich werden. 
Wenn null 

O,(f,, f ~ , . . . . ,  f,,), q~,(t,, f , , " . ' ,  f~) , . . . .  o~(f,, f , , . . . . ,  f,,) 

ein solches System ist, so liefert es das gesuchte Divisorensystem von 
D~, welches den betrefl~nden Wurzelgleichheiten angeh0rt, entwedcr in 
moglichstcr Einfachheit odcr such mehrfach. Jedenfalls ist dann, wenn 
nieht Dy selber, so eine Potenz yon D,, als lineare homogenc Function 
der 4) mit Coefficientcn darstellbar, welche ganz und rational in den f 
sind. Bilden wir mit Beibehaltung der obigen Bezeichungen das symme- 
trische Product mit den unbestimmten Grsssen 2, /4 ~, . . . .  

II(u,~ + av~ +/~w~ + . . . .  ) 

und entwickeln dasselbe nach ,~, /~, . . . .  , so geben die Coefficienten eine 
Reihe yon Functionen ~) mit den gewt'mschten Eigenschaften, also ein 
Divisorensystem einer Potenz yon D~. Schon die bedeutende Anzah] der 
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hierbei auftretenden Functionen zeigt, dass das System im Allgemeinen 
stark reducirt werden kann; die Anzahl  der notwendigen Functionen wird 
hochstens gleich n + 1 werden.(~) Zu bemerken ist, dass an die Stelle 
des Factors u, + 2v,~ + #w,  + . . . .  jeder andere gesetzt werden kann, 
dessen Verschwinden dasjenige von u,~, v~, w,., . . . .  nach sich zieht; e~ 
ist moglich, dutch passende Wahl der Elemente von u', +.~v' ,  + #w'~ + . . . .  

die Anzahl der Factoren zu verringern und damit  die Ausffihrung der 
Berechnung zu erleichtern. So wird es sich im Allgemeinen empfehlen, 
nicht die Differenzen x~--.%, selbst, sondern ihre Quadrate ft~r u,,, v~, . . . .  
zu benutzen. 

Ffir die Modulsysteme ( x ~ -  xz), welche die einzigen Divisoren erster 
Stufe sind, ergiebt sich d~s bekannte Resultat, dass D,j die Discrind,~ante 

A der Grundgleichung 

(z --  ~,)(~ - -  x.,) . . . .  (* - -  x,) -- .~ . . . . .  - -  T~,~ ~ + f,z "-~ . . . . .  + f,, = 0 

als Factor entMilt, falls ~ nicht symmetrisch ist. 

Flit  die Modulsysteme zweiter Stufe giebt es zwei verschiedene Typen: 
einmal kann ein soIches durch zwei Paare gleicher Wurzeln, ferner auch 
dutch ein Tripel gleicher Wurzeln hervorgerufen werden. 

Im ersten Falle ware das Product 

(P,) / /[(z,  - -  %)' + 2(z+-- ~,)'] 

im zweiten Falle das Product 

(P~) 

zu entwickeln. Well nun aber in diesen Producten je zwei Factoren 
einander entsprechen: (u~ + 2v,) und (v. + 2u,), und die Multiplication der. 
selben 

(Q,) 

ergiebt, so kann, da hier wie bei allen Formen nur die Coefficienten yon 
Wichtigkeit  sind, das Glied mit 2 ~ weggelassen und der Coefficient yon 
durch ua + v, ersetzt werden; denn 

(Q,) ~aVa + ~ [Uo + V,] 

(1) KaON~.CKEa, a. a, O. S. 87. 
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giebt durch ~ein Verschwinden genau dasselbe, 
n~Inlieh u. und v,, gleiehzeitig Null sein mfissen. 

(P',) 

(P',) 

was (Q1) ergiebt, dass 
Wir erhalten somit 

Noch elnfacher wird die Form dureh die Wahl anderer u~, v,, z. B. 

(P",) HI(z, + % -- z.~ -- z,)' + l(z, + z,~ -- z~ -- ~..)'] 

( P " , )  / t  [ (2 , . ,  - - -  .%)' +  ,(2n - -  

Aus dem ersteren kann man fiir n == 4 das System ableiten 

4~. = (~, -h z, -- ,.,, -- x,)(z, + .~ -- '~, -- %) + (z, + ~,~ -- x~ -- z.)(~., + *, .... % --%) + 

+ (x, + z, --~, -- z.O(~, + z. -- ~ -- ~.); 

arts dem zweiten fnr n----3 das System 

¢', = (2~, -- z, -- .*~)(2~ -- z, -- z,)(2x.. -- x, -- .**) 

~, = (2~ ,  - -  x ,  - -  . s ) ( 2 * *  - -  * .  - -  ~ , )  + ( 2 z ,  - -  z ,  - -  * , ) ( 2 . ~  - -  ~, - -  x , )  ÷ 

+ (2.~ -- z, -- z,)(2z, -- z, -- .%); 

beide ksnnen dann fiir die folgenden Bi]dungen bei n > 4 oder n > 3 
benutzt werden: 

(P'") 

(P'") 

Auf 
einer 
darf. 

weitere in diese Untersuchung gehsrige VerhMtnisse werde ieh an 
anderen Stelle genauer eingehen, so dass ieh hier davon abbreehen 
Nur einen Punkt will ieh noch hervorheben. 

Bilden wit die GALolS'sehe Resolventengleichung, welche auch kurz 
(entgegen der yon SERR'ET lllld JORDAN benutzten Nomenclatur) als eine 
Galois'sche Gleichu, nfl bezeichnet werden mag, so ist die Gruppe derselben 
gleich Eins. Die Discriminante D~ enthMt deswegen alle 0,berhaupt nur 
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mOglichen Divisorcnsysteme und dabei ein jede.~ in tier hi~chst mOglichen 
Potenz. Wahlen wir far die nl-wertige Function yl eine der yon mir(~) 
angegebeneu Bildnngen s i t  unbestimmten Exponenten 

$ 
~L X2  ~'3 . . . .  +T++ ~+, 

yl---- a]+~. 

dann zeichnen sich die Resultate durch besondere Einfachheit und [~+ber- 
sichtlichkeit aus. Die Differenzen y+--y~ enthalten je zwci+ Glieder, 
deren gemeinsame Factoren weggeworfen werden ktJnnen. Somit treten 
tinter den Differenzen, welche zu Substitutionen eines bestimmten Typus 
geh(sren, verschiedene einfache, charakteristische Bildnngen auf, in welche 
nut die bei den Wurzelgleiehheiten (A; § l) erscheinenden ~ eingehen. 
So erhMt man +in den beiden yon tins besprochenen Fallen der Divisoren- 
systeme zweiter Stnfe 

(P,,~) /t(.7 + " -  *~"*.~); 

man erkennt, dass dutch das Verschwinden yon n solchcn Producten Be- 
ziehungen v o n d e r  Form z,~ ~ x~, constituirt werden, und dass demnach 
eine passend gewahlte (n- I - l )  ~e Function desselben Typus hieraus den 
Schluss x , , - ~  x,,, u. s. w. ermSglicht. 

Die Potenz, in welcher ein Divisorensystem, falls es das da,rzustel- 
lende Gcbilde einfach liefert, als Factor von Dy auftritt, ist aus der Be- 
trachtung der Gruppe leicht zu bestimmen, sobald man die gesammte 
Tabclle (C) als vorliegend ansieht; dagegen wird die Feststellung der 
Anzahl schwieriger, wenn nut  die ers te  Zeile yon (C) n'Amlich G 1 als 
bekannt gilt. Ftir den einfachsten Fall, ftir den Factor 3, ergiebt sich 
jedoch auch hier sofort als Exponent 

p[~ n(,~ -- 1) -- q]; 

f a r  den Fall von drei einander gleiehen Wurzeln habe ich die Frage 
gleichfalls erledigt;(2) es lohnt sich jedoch nicht auf weitere Unter- 
suchungen derselben einzugehen. 

(1) Substitutionentheorie. ~ ,ql. 
(') Journal f. reine u. angewandte Mathematik. B. XC; S. 164~ ft. 
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§ 5 .  

Waren wir statt von einer allgemeinen von einer speciellen Gleichung 
n ~ Grades ausgegangen, so hatte es sich ereignen kSnnen, dass einige 
oder auch wohl alle Gattungen ganzer Functionen der Wurzeln einen 
gemeinsamen Teiler, der vorher bei allgemeinen Gleichungen constatirt 
wurde, nieht mehr besitzen. Diesen Fall wollen wit eingehender unter- 
suchen. Um yon der allgemeinen Gleichung 

(1) z ~ - -  [1~'-1 -k ~ x  "-~ . . . . .  + ~,, - -  ( z  - -  z ,  ) (z  - - z 2 )  . . . .  ( z - - z . ) - - 0  

zu einer beliebigen speciellen zu kommen, ist die Ad]ungirung einer ein- 
zigen Gattung ~1 ihrer Wurzeln notwendig und hinreichend. Die so 
modificirte Gleichung wollen wit mit (l') bezeiehnen. Genau genommen 
kommen wit dabei abet nicht zu einer einzigen, sondern zu einer ganzen 
Classe yon Gleichungen, und von einer solchen gelten die naohstehenden 
Untersuchungen. Substituti'onentheoretisch hat die Adjungirung den Effect, 
dass bei allen weiteren an (l') gekniipften Betrachtungen nur diejenigen 
Substitutionen angewendet werden dfirfen, welche zu der Gruppe G~ yon 
03~ gehSren, da ,iede zu ~ geh0rige Function y~ ungeandert bleiben muss. 
Wahlt man als zu behandelnde Gattung der Wurzeln x~, x2, . . . .  , x ,  yon 
(1') die Gattung F'~, so gehSren zu dieser in dem Bereiche (@1, ~, . . . .  ,~.) 
nut diejenigen Substitutionen der Gruppe yon F'I, welche gleichzeitig in $~ 
vorkommen. Wit konnen daher in diesem Falle/"~ dureh ~'~ ~ 1 " ~ - ~ u $ ~  

ersetzen und bewirken hierdurch, dass die Gruppe G'~ yon (~'1 eine Un- 
tergruppe von G~ wlrd. Der Quotient der Ordnungen yon G~ und G' 1 
sei p; dann besitzt jede Function Y'I der Gattung 63' I innerhalb des Be- 
reiches ((~1; [~, ~, . . . .  , f.) gerade p conjugirte Werte Y'I '  Y'u' . . . .  ytp, 
und der im zweiten Paragrafen aufgestellten Tabelle (C) entspricht bier 
eine Tabelle (C'), welehe in p Zeilen alle Substitutionen yon G~ und 
zwar in der ersten derselben alle Substitutionen von G' 1 enthMt. 

Die Untersuchungen des ersten Abschnittes zeigen, dass die Discri- 
minanten Dy, aller Functionen y' der Gattung 6 '  nut dann einen gemein- 
samen Teiler, eine ))Gattungsdiscriminante)) besitzen,(~) wenn es Transposi- 

(~) Von gemeinsame~ Zahlenfactoreu ist abgesehen. Alle Kreisteilungsgattungen be- 
sitzen dureh p teilbare Diseriminanten; diese gelten nieht als Gattungsdiscriminanteu im 

eigentlichen Sinne. 
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tiot,en giebt, welche in G 1 aber nicht in G' 1 vorkommen, also in (C') 
ausserhalb der ersten Zeile. 

Haben wir uns demnach die Aufgabe zur L~sung vorgelegt: Es 
soUen alle Gattungen qkl gefanden werden, fi'ir welche es Gattungen ohne 
Gattungsdiscriminante giebt, ~ so lasst sich diese jetzt auch folgender- 
massen fomnuliren: Es sollen alle G,r~tpl)en GI gefunden werden, bei denen 
gewisse Untergruppen G' 1 genau dieselben Transpositionen u, mfassen wie G~. 

Wir teilen hier die Untersuchung, um einen ersichtlichen Fall sofort 
zu erledigen. Ga mO'ge ~berhaupt keine T, ranspositionen umfassen. Dan n 
enthdlt keine 6lattung der Wurzeln einer hierdurch .bestimmten Gleichung eine 
Gattungsdiscriminante. Und umgekehrt: Wenn keine Gattung der Wurzeln 
einer za (~a ; f~, ~, . . . .  ,.f,) gehdriqen Gleichung eine Gattungsdiscriminante 
besitzt, dann kommen in G~ keine Transpositioue~ vor. Der einfachste Fall 
dieser Art ist der, in wetchem (~ die alternirende odor eine unter ihr 
enthaltene Gattung darstellt; dasselbe ereignet sich bei der cyklischen, der 
metacyklischen, der halbmetacyklischel~ Gattung; ferner bei jeder primi- 
tiven Gruppe, deren Ordnung < n! ist, u. s. f.. 

Zwcitens betrachten wir den Fall, dass G~ Transpositionen besitzt. 
Kommen diese nicht sammtlich in G'~ vor, so treten in die Discriminante 
De als Factor einer odor mehrere der in ((~r; ~, ~, . . . .  ) irreductiblen 
Teller, in welche A bei der Adjmlgirung irgend einer nicht symmetrischen 
Gi-uppe G~ zerlegt wird. Ware namlich ,.1 nach der Adjungirung irre- 
ductibel geblieben, so gabe es in G~ eine Substitution, welche (x~--x~) ~ 
in ( x z -  x,~) ~ umwandelt, wobei a, fl; i', # beliebige Indices der Reihe 
l, 2, . . . .  , ,a sind; diese Substitution sei t - -  x,x r . . . .  x~e  . . . .  Ist 
jetzt a = (x,x~) eine von den der Voraussetzung gemass vorhandenen 
Transpositionen yon G1, so enthMt diese Gruppe auch t-~rt = (xrx~) , d. h. 
alle Transpositionen, und sie ware sonach gegen die Annahme mit der 
symmetrischen Gruppe identisch. Potenzen solcher Factoren von A fiber- 
nehmen bier also die Rolle der Gattungsdiscriminante. 

Wir fragen weiter, unter welchen Bedingungen, in dem Falle dass 
G~ Transpositionen besitzt, genau dieselben auch in G'~ vorkommen, ~vann 
also far  ~'~ keine Gattungsdiscriminante besteht. Wir wollen bei der 
Untersuchung hier~'tber armehmen, dass (l') irreductibel sei; wir beschran. 
ken uns also, nach der KI~o~Ec~l¢'schen Terminologie, auf die Adjungi- 
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rung ))eigentlicher Gattungen)); nach der CAccrlY'schen auf die ))transitivcr 
GrupI)en)~. 

Dana li~sst sich sofort constatiren, dass G 1 eine iml~rimitive Gruppe ist. 
Denn eine primitive Gruppe, welche Transpositionen besitzt, wie dies bei 
G~ zutrifft, muss symmetrisch sein. (Vgl. Substitutionentheorie § 74). 

Aus diesem ersten Resultate folgt welter (ibid. § 222), dass (l ') das Re- 
saltat der Elimination einer Gr6sse x" aus zwei algebraischen Gleichungen ist: 

,s,(~; ~"; f,, f , , . . . . ,  f , , )= 0, g"(.~"; f,, f , , . . . . ,  f , , )=  0. 

Sollte g~(x, x " ) =  0 im Gebiete (x"; f,, f~, . . . .  ) noch imprimitiv sein, so 
kann man dicse Gleichuflg als Eliminationsrcsultat  yon , d a u s  den beiden 
Gleichuagen 

g(,; [¢; ,,"; f , , . . . . ) =  o, g'(~'; x"; f, , . . . . ) =  o 

auit~ssen. Wir  wollen, um den Abschluss, dcr sieh ja einstellen muss, 
sofort lmrbeizuffihren, y als prinfitiv ansehen. Dann erscheint ( l ' ) a l s  
l~esultat der Elimination von x', x" aus 

(3) ,j(~; z ;  z'; f , , . . . . ) =  o, ~'(,~'; ,"; f,, . . . . ) =  o, ,/'(~"; f , , . . . . ) =  o 

in der Form 
k 

,o"o; f , , ' "  ") = o .  

a = l  1~=1 

Hierbei bedeuten x"~, x " 2 , . . . . . d  '* samm¢liche Wurzeln von g " ( x " ) =  0; 
ferner x',~, x',,~, . . . .  x '~  s~mmtliehc Wurzeln von g'(x'; x"~) = 0. Endlieh 
wollen wir mit x(,,~, :r,,~+, . . . .  x~,~.,, die Wurzeln yon g(x; x '~;  x " ~ ) ~  0 
bezeichnen. 

Die zu (l ') resp. (4) gehorigen Substitutionen ordnen wir nunmehr 
in eine Tabelle ein, deren erste Zeile alle diejenigen enthalten soil, dutch 
welche die beiden ersten Indices nicht beriihrt werden; die einzelnen 
Cyklen sind bei ihnen yon der Form (X,/~hX~j~k . . . .  X~,,,,,). Diese Substitu- 
tionen werden crlangt, wenn man die k.+l einander Mmlichen Gruppen 
aufstellt, welehe zu den Gleichungen 

g(x; z'¢~; *'2; [,," • • ") = 0 (a = 1, 2, • .. • k; fl = l. 2, . - . . , t )  

geht)ren; diese seien I'~, 1~ ,  . . . .  , I'o,,, . . . .  Die erste Zeile unserer Tabelle 
enthalt  dann (tie Gruppe (1~,, 1~,  . . . .  l~,z, . . . .  ) = - H .  
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Um die zweite Zeile zu bilden multipliciren wir H mit irgend einer 
nicht der ersten Zeile enthaltenen Substitution. In Folge der Imprimi- 
tivitat vertauscht diese Substitution Systeme yon Wurzeln, welche durch 
die beiden ersten Indices charakterisirt werden; dieselbe Vertauschung der 
Systeme findet dann ftlr die ganze Zeile statt. Hierans ist zu ersehen, 
dass nur die erste Zeile der Tabelle Transpositionen der Wurzeln x ent- 
halten kann. Die einander i~hnlichen Gruppen 111 , . . . .  , lz~ miissen somit 
Transpositionen besitzen; sit sind primitiv, folglich sind sie auch symme- 
trisch: demnach ist g(x) ~ 0 eine allgemeine Gleichung. 

Nach dieser ZurechtlegmJg der imprimitiven Gruppe G i kehren wir 
zu den obigen Untersuchungen zuriick und ersehen jetzt ohne Schwierig- 
keit das Schlussresultat. G' 1 muss alle Transpositionen der ersten Zeile, 
d. h. die gesammte erste Zeile selbst umfassen; enthalt G'I ferner eine Sub- 
stitution irgend einer Zeile der Tabelle, so umschliesst G' 1 die ganze Zeile; 
G' 1 soll eine Untergruppe yon G 1 sein und darf demnach nicht alle 
Zeilen der Tabelle enthalten. Das heisst: 

Um sCim.mtliche Gruppen G 1 aufzustellen, welche mit gewissen Unter- 
gruppen G' alle Transpositionen gemeinsam haben, bildet man eine Reihe yon 
ir.reductiblen Gleichungen 

g(z ,  z ' ,  ~",  . . . .  , z(~); f , , ' " ' ,  k )  = 0, g'6~', *", . . . .  , z(~); ~ , , - . . . ,  f~) = 0, 

g " ~ " ,  . . . .  , ~('); f~ , . . . . ,  f~) = 0, . . . .  g(')(~(~); f, , . . . . ,  ~,) = 0, 

de ren e)'ste eine allgemeine Gleichung in x mit den willkiirlichen Parametern 
x', x", . . . .  , x  (~) ist, eliminirt aus ihnen diese Parameter und bildet G~ als Gra2~e 
der resaltirenden Gleichung; G'I erhdlt man, wenn man den Gleichungen 
g' = 0, g" = 0, . . . .  , g ( ' )=  0 beliebige CCattungen ihrer Wurzeln adflmgirt. 

Der § 73 meiner Substitutionentheorie zeigt, wie man auf rein sub- 
stitutionentheoretischem Wege die fraglichen Gruppen construiren kann. 
Das einfachste Beispiel bietet sich bei den Gleichungen vierten Grades 
dar. Nimmt man g und g' yore zweiten Grade, so findet sich das Re- 
sultat: orede darch Qaadratwarzeln losbare Gleichung vierten Grades besitzt 
eine Gattung vierwertiger Functionen der Wurzeln, flir ~ welche keine Gattangs- 
discriminante besteht. Es ist dieser Ausspruch eine ~bersetzung des Satzes, 
dass alle Transpositionen der Gruppe 

Aettt mathematica. I. 50 
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auch in der Untergruppe 

G', ----- [1, (%%), (%,,), (x,%)(z~z,)] 

auftreten. Weitere Beispiele lassen sieh leieht bilden. 

§6. 
Alle die Auseinandersetzungen des vorigen Paragrafen, welche sich 

auf Transpositionml bezogen und in ihren Resultaten Eigenschaften der 
Gattu~gsdiscriminanten nachwiesen, konnen ohne besondere Modificationen 
auf den Fall erweitert werden, dass wir Substitutionen yon bestimmten 
anderen Typen betrachten. So sieht man z. B.: Enth(dt G~ iiberhaupt keine 
Substitutionen des 1ypus 

so besitzt keine Gattung ~'~ yon l~Varzeln einer zur Classe ((&)l; fl, ~, .... ,f,) 
gehSrigen Gleichung Divisorensysteme zweiler Stufe, welche den Discriminanten 
D,,. aller Fu, nctionen y'~ der Gattung gemeinsam wLt'ren. 

Kommen alle Substitutionen eines bestimmten Typus, wdche in G~ ent- 
halten sind, auch in der Untergruppe G'~ vor, so besitzen die Discriminanten 
von Functionen der Gattung (~'~ kein Divisorensyslem gemeinsam, welches aus 
den Substitutionen jenes Typus entspringt. 

Ein allgemeines hierher gehoriges Theorem leiten wir auf folgende 
Art  ab:  Wit verstehen unter r eine zur GaLms'schen Gattung gehorige 
Function bei einer allgemeinen Gleichung n u" Grades, so dass ftir r die 
Maximalzahl yon Werten n! ~ N besteht. Auf die Reihe 

(/') r,, r,, r ~ , " " ,  r~ 

dieser Werte wird die Gruppe sammtlicher Substitutionen yon xl, x~, .... ,xn 
angewendet, und jede der hierdurch hervorgerufenen Gruppirungen der i" 
als einc Permutation der Elemente r gegentlber der Anordnung (I') be- 
trachtet. Die so entstehenden Substitutionen bilden eine Gruppe 2' der 
Ordnung N =  hi, welche der Gruppe S a l l e r  Substitutionen unter den x 
einstufig isomorf ist. Jede Substitution von 2: setzt alle Elemente y urn; 
ferner ist eine jede regular (Vgl. Substitutionentheori e § 89). Die Sub- 
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stitufionen, welche Divisorensysteme yon mSglichst nicdriger Stufc hervor- 
rufen, haben demnach die Form (~'~'~)(Tsr~) . . . .  (~'~v-~'~) und die Diviso- 

rensysteme sind somit yon der Stufe ½N----½n!. 
Es giebt Classen von Gleichungen der Grade n!, deren Gattungen als 

Divisoren~ysteme der Discriminanten nur solche der Stufe ½n! oder solche 
yon h6herer Stufe besitzen. 

Als Beispiel wahlen wir den Fall n : =  3. Dann wird 2 " die Sub- 
stitutionen 

1, (r,r,)(r~r,)(r~ro), (r,r,)(r~ro)(r~r~), (r, ro)(r~r~)(r,r~) 

enthalten; setzt man 7 ~  x~x~ ~ und nimmt man 

X s "]- C 2 X - - C  a ~--- 0 

als diejenige Gleichung, deren Wurzeln x~, x~, x 3 sind, so wird die Glei- 
chung sechsten Grades ftir ~- die folgende seth: 

r 6 + 3c~r ~ + (6c~ * + c~)~ "" + (7% ~ + 2%%)r ~ + c~'(6cJ + c,~)r ~ + 3%-~7 + c~ ~ = 0. 

Sie hat also die Eigenschaft, dass die Discriminante jeder beliebigen Func- 
tion ihrer Wurzeln yon Divisorensystemen erster und zweiter Stufe fret ist. 

Die nachstehende zweite Methode ffihrt zu '~hnliehen Resultaten. Wit  
nehmen yl als eine beliebige Function /;~" OrdnurJg, welche zu der belie- 
bigen Gruppe G~ gehsren mOge. Die p Werte yon y~ sollen 

(Y) Yl, Y*, Y 3 , ' ' " , Y p  

seth. Wit  setzen voraus, dass p > 2 angenommen werde. Auf  die Reihe 
(Y) wenden wir alle Substitutionen der alternirenden Gruppe ~I yon 
x~, x2, . . . .  , x,  an. Ist G~ eine Untergruppe yon % so liefert die An- 
wendung yon ~l auf y~ nur die HMfte aller Werte dieser Function 

(Y') Y,~ Y~, Y3 , ' ' " ,Y~ ;  
2 

ist G 1 dagegen nicht in der alte~'nirenden Gruppe enthalten, so bekommen 
wir aus Yl alle p Werte (Y). Je  naehdem der eine oder der andere 
dieser beiden FMle eintritt, erhalten wir durch die Anwendung yon ~[ 
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auf (Y') resp. (Y) eine transitive Gruppe A yon oder vo,, p Elementen. 

Es ist A yon der Ordnung ½n! und einstufig isomorf zu 92; denn zwei 
von einander verseliiedene Substitutionen von 92 mtissen versehiedene Sub- 
stitutionen yon A hervorrufen. Well ferner 92 einfaeh ist, so kann auch 
A nicht zus~mmengesetzt sein. (8ubstitutionentheorie § 88.) 

Wir unterscheiden nun die beiden FMle, ob A primitiv oder impri- 
mitiv ist. Im ersteren &~rf, falls p eine gmvisse yon p al)h'angige Grenze 
~berschreitet, A keine eyklische Substitution einer Primzahlordnung ent- 
halten, welche kleiner oder gleich p ist: denn sonst ginge (a. a. O. § 74 fl') 

A in die alternirende oder die symmetrisehe Gruppe der ~ resp. p Ele- 

mente y~, Y2, . . . .  ,Ye fiber, was wegen der bekannten S'atze r~ber die Grsssc 
yon p in Beziehung auf n nicht moglieh ist. 

Hinsiehtlieh des Falles einer imprimitiven Gruppe A erinnern wir 
uns an einen Satz (a. a. O. § 84, Zusatz II), welcher in der correcten 
Fassung folgendermassen lautet: Jede imprimitive Gruppe ist zusammen- 
gesetzt, falls sie yon der Einheit versehiedene Substitutionen besitzt, welche 
die einzelnen Systeme der hnprimitivit'at ungeit~dert lassen. Nun ist A 
einfaeh, und somit darf diese Gruppe keine Substitutionen enthalten, 
welehe lediglieh die Elemente der einzelnen Systeme unter einander um- 
setzen. Es dOrfen demnaeh in A iiberhaupt keine cyklischeu Substitu- 
tionen yon Primzahlordmmg vm'kommen, well diese gar nieht Elemente 
verschiedener Systeme enthalten ksnnen. Hieraus erhellt: Die Classe der 
dutch A charakterisirteu Gleich,u~gen des Grades :~p oder p and der Oral- 
nm~g ½n! e~thdlt nur solche Gattu~gen yon ~Vurzeln, deren J)iscri~;dnanten 
keine Divisoren~ysteme besil.re~b welche aus einer (yklischen Substitution der 
Primzahlordnung q < p entspringen; p ist dabei ei~e von p abhd~gige Zahl, 
die mimtestens den Weft 3 hat, 

Dass wir bei dee Durehf~'ahrung itlmlieher Untersuchungen zu i~hn- 
lichen Resultaten gelangen k~nnen, mag folgendes Beispiel zeigen. 

Die Wurzeln yon 

a: 4 -  cla: 8 + c.. . ,~:"--cax + c, = 0 

s e i e n  a'~, .%, 0"a, '* '4" Wit s e t z e n  
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und wenden auf die :c die symmetrische Gruppc dieser vier Elcmente an. 
Dadurch werden 24: Substitutionen unter den Yl, Y2, . . . .  ,YG hervorgerufen, 
welche eine zur symmetrischen Gruppe S yon x~, . . . . ,x  4 einstufig isomorfe 
Gruppe 2' bilden. Diese umfasst die folgenden Substitutionen 

1, (Y,Y,)(Y~Y~), (Y,Y~)(Y~Y,){ (g,Y~)(y,Y~), (Y,Y~)(Y2Y6), 

(y,Y~)(Y,y~), (Y, go)(Y,Y~), (Y,Y~)(Y4Y~), (Y.,Y4)(Y~Y~), (Y~Y~)(Y~Y,), 

(!l,y~ya)(y,y~g6), (y, y3Y.~)(y4Y6Y~), (Y,Y.aY,)(YaY~Ys), (Y, Y4Y.~)(YaYsYo), 

(Y,y~Y~)(Y2Y~Y~), (!l, ybya)(y.~y, yo), {Y,Y&Y~)(Y.,Y~Y3), (Y,Y,Y4)(Y,~Y3Y6), 

(Y,Y,YsY~)(YaY4), (y,y~y~y.,)(yaY,), (Y,YaY~Y4)(Y,.,Y~), 

(Y,Y, YoY3)(Y.~Y~), (y2yaY.~y,)(Y,Y6), (y,Y:y,,ya)(Y,~Y~). 

Dic Gleichung sechstcn Gradcs, deren Wurzcln Yl, Y~, . . . .  ,y~ sind, lautet 

yG _ 3c,y~ + (2q + 3q~)y 4 + (4qc.~ + c~8)y "~ + ( - -  4q  + caq + c.,'* + 2c2q~')y '' 

--(30% + 4qq --cac,'~)y + (32c~ ~.7%c~ ~ Ca ~ ~ qc~ ~ + ca%q) --= 0; 

die Gruppe derselben ist 2'. Aus der Beschaffenhcit ihrcr Substitutioncn 
gcht hervor, dass kcinc Gattung der Wurzeln y cxistirt, ffir welche dic 
Discrhninantcn der zugehorigen Functionen einen Teller oder auch ein 
Divisorensystem dritter oder fiinfter Stufe gemcinsam hatten. 

§7. 
Far die nun folgenden allgemeineren Entwickelungen sind einige 

tells bekannte, tells leicht zu beweisende Hfilfss~i, tze nStig, wclche bier zu- 
sammengestellt worden sollen: 

I. Gehcsren zu einer Gruppe G alle Substitutionen eines bestimmten 
beliebigen Typus, so ist (7 entweder die alternirende oder die symme- 
trisehe Gruppe. 

II. Jede Gruppe, welehe nicht unter der alternirenden steht, ist zu- 
sammengesetzt; diejenigen ihrer Substitutionen, welehe in der alternirendon 
Gruppe vorkommen, bilden eine aus~ezeiehnete Unter¢ruDDe mit 2 als 
Factor der Zusummensetzung. 
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III. Wendet man auf cine beliebige Function ~(xl, x2, . . . .  ,x,,) alle 
Substitutionen der x an, so entsteht unter den p Werten ~1, ~2, . . . .  ,~p 
eine transitive Gruppe. 

IV. Entsprechende Substitutionen isomorfe.r Gruppen besitzen gleiche 
Ordnung. 

V. Ist eine Gruppe einfach oder zusammengesetzt, so ist jede ihr 
isomorfe Gruppe gleichfalls entsprechend einfach oder zusammengesetzt. 

VI. Jede isomorfe transitive Gruppe I '  yon G entspricht einer Unter- 
gruppe H von G derart, dass der Grad yon 1' gleich dem Quotienten aus den 
Ordnungen von G und H ist. Ist also z. B. G die alternirende Gruppe von 
xl, x~, . . . .  , x ,  so ist I ' v o n  einem der Grade 1, n, n ( n - - 1 ) ,  . . . .  

Wit bezeichnen nun durch 2 und ~ die alternirende und die sym- 
metrische Gruppe der n Elemente xl, x2, . . . .  , x.. Es seien ~ ,  ~ ,  . . . .  , 9, 
die p Werte einer rationalen ganzen Function ~(x~, . . . .  , x,,). Wenden 
wir alle Substitutionen von 9[ oder von ~ auf die Reihe ~1, ~2, . . . .  , ~p 
an, dann kann man die hervorgerufenen Umstellungen als Substitutionen 
unter den ~ deuten; die so cntstehenden Gruppen seien entsprechend A 
oder 2'; ~' ist transitiv in den p Wcrtcn ~ (Ht~lfss. III). K~me in 2' einc 
Transposition r== (~,~) vor und diese entspr'~che (Htflfss. IV) der Sub- 
stitution zweiter Ordnung t ~-(x.xb)(x~xa) . . . .  in ~, dann wtirden allen 
Substitutionen t, t', t", . . . .  in S, welche von demselben Typus sind wie 
t, in Z Transpositionen r, r', r", . . . .  entsprechen, da die Operationen s-lts 
und a-~ra einandcr entsprechen. Ebenso wfirden ferner die Gruppen 
G -~ {t, t', t", . . . .  } nnd l ' =  { r, r', r", . . . .  } einander isomorf sein. Gemi~ss 
Htilfss. I i s t  G alternircnd oder symmetrisch, also I '  cntweder glcich A 
oder gleich Z; da I '  die Transposition (~,~B) enthMt, ist sic zusammen- 
gesetzt (Htllfss. II); demnach gilt dasselbe yon G (Ht~lfss. V); also ist G---- S 
und I'-----2'. Sobald eine transitive Gruppe l '  eine Transposition enthMt, 
ist sie symmetrisch, und sonach yon der Ordnung p!. Wir haben also 
p! = n ! ,  da 2', S einstufig isomorf sind; folglich ist p = n, d. h. sobald 
p > n wird, giebt es keine Substitution unter den x, welche p -  2 Werte 
der p-wertigen Function ~ gleichzeitig ungedndert liessen. 

Es gilt ferner die bemerkenswerte Erweiterung dieses Satzcs: sobald 
p > n ist, enthCilt Z keine cyklischen Substitutionen, deren Ordnung eine Prim- 
zahl ist. Dies beweisen wit t'o!gendermassen: Wenn X eine Substitution r der 

einer Primzahlordnung enthielte, und wenn unter t die entsprechende Sub- 
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stitution unter den xl, x2, . . . .  , x. verstanden wird, dann muss t mindestens 
einen Cyklus besitzen, welcher dieselbe Ordnung hat, wie r. Diese Oral- 
hung sei q; ferner sei t =  (xlx 2 . . . .  Xq)(Xq+~ . . . .  ) . . . . .  In @ giebt es die 
Substitution t 1 = (xlz3x ~ . . . .  xq)(x~+l . . . .  ) . . . . .  , welehe aus t durch Trans- 
formation mit  (x~x~) hervorgegangen ist. Ihr entspreche r 1 in )2 Da 
nun t~. t - ~ =  (z,z~xs) wird, so muss r~. r -1 eine Substitution dritter Ord- 
nung sein, ~¢oraus folgt, dass r, r 1 gemeinsame Elemente haben, da sonst 
r l .  r -~ yon der Ordnung q bleiben wt~rde. Transformirt man t~t-l=(x~z~c3) 
(lurch t und seine Potenzen, so erkennt man, dass die erhaltenen Substi- 
tutionen eine transitive Gruppe entstehen lassen, welche @ix~x3) umfasst 
und folglich die alternirende Gruppe ~ tier verbundenen q Elemente 
Xl, x~, . . . .  xq wird. Die entsprechende Gruppe AI in $' enthMt h~)ch- 
stens 2 q -  1 Elemente. Sind die Elemente transitiv mit  einander ver- 
bunden, dann folgt aus Ht~lfss. VI, dass es nur q sein konnen und daraus, 
dass aueh die Gruppe A~ alternirend in q Elementen ~, ist und demnach 
ein (~,,~,~) enthMt. Die transitive Gruppe ,~' umfasst ( ~ . ~ ) ,  enthMt also 
die alternirende Gruppe der p Elemente ~ und da endlich 2: wie ~ zu- 
sammengesetzt dagegen A wie 2 einfach ist, so wird 2: symmetrisch, p! 
wird ---- n! und p ----- n. Intransitiv kann A~ nicht sein, da jeder intransi- 
tive Teil mindestens q Elemente enthalten mt~sste. 

Als Zusatze ergeben sieh: Sobald p > n ist, enth~lt Z keine Substitution, 
welche potenzirt eine cyklische Substitution liefert, deren Ordnun~ 91eich einer 
Primzahl wdire; ebensowenig eine Substitution yon einem der Grade 5 oder 7. 

Die Schlfisse, welehe man aus diesen verschiedenen S'~tzen auf die 
Divisorensysteme yon DiscriminantC~n machen kann, sind so-ersichtliCh, dass 
sie nicht aufgeftihrt zu werden brauchen. Nur der erste und einfachste 
sei hervorgehoben: Wendet man auf die p Werte ~ ,  ~ ,  . . . . .  , ~p yon 
~@~, x~, . . . .  , x,) alle Substitutionen der x an, so bestimmt die hierdurch 
gebildete zur symmetrischen Gruppe ~ der x isomorfe Gruppe der ~ eine Classe 
yon Gleichungen p'~" Grades; f~r keine Gattung ihrer Wurzeln besitzt die 
zugeh6rige Discriminante Divisorensysteme erster oder zweiter Stale. 

Berlin d. 19 Januar 1S83. 


