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L'expression de la sdrie hypergdomdtrique au moyen d'une int6grale 
ddfinie off figure un param6tre variable est connue depuis longtemps. Ce 
mode de repr6sentation permet de trouver tres-s~mplement les relations 
lin6aires entre les vingt-quatre sdries qui appartiennen~ b~ une m~me 
6quation, comme je l'ai montr6 dans une Th6se pr6sent6e h la Facult6 
des Sciences de Paris (Juillet 1S81). En cherchant b~ gdn6raliser ce r6- 
sultat, j'ai 6t6 conduit h, 6tudier une classe de fonctions repr6sent6es par 
des int6grales ddfinies, dont j'expose dans ce travail les propri6t6s carac- 
t6ristiques. 

Dans une lettre adressde b~ M r ~V[ITTAG-LEFFLER,(1) M r HERMITE a 
montr6 cotangent la notion de coupure s'offrait tout naturellement, au d6but 
du calcul int6gral, par l'6tude d'une intdgrale ddfinie o~l figure un para- 
m6tre variable. Les coupures jouent 6galernent un r61e essentiel d-ms 
cette 6tude; mais les fonctions sous le signe d'int6gration ne sont plus, 
comme dans la lettre de M r HEr~mTE, des fonctions uniformes. 

La premi6re partie de ce M6moire est consacr6e ~ la d6finition des 
fonctions qui font l'objet de ces reeherches, et h la d6monstration du 
th6or6me fondamental. La seconde partie eontient quelques applications. 
Enfin, dans la troisi6me, je g6n@alise, ~ un certain point de vue, les r6sultats 

(i) Acta Societatis Fennicm tome X I I .  Journal de Borehardt tome 91. 
Acta mathematica, 2. Imprim6 17 F6vrier 1883. 
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contenus dans la premiere partie, et j '6tudie en particulier certaines in- 
t6grales doubles qui se pr6sentent dans la th6or ie  des fonctions hyper- 
g6om6triques de deux variables. 

I. 

(1). Soit z = f(x,u) une fonction des deux variables ind6pendantes 
x et u, jouissant des propri6t6s suivantes. Tout d'abord, elle admet, 
pour chaque systSme de valeurs des variables, un hombre fini ou infini 
de dctermlnatlon~, mais qui sont telles que le rapport de deux quelconques 
d 'entre  elles est u n e  constante. S i x  est suppos6 constant, z consider6 
comme fonction de la seule variable u admet pour cette variable un 
nombre l imi td  m de valeurs singuliSres. Ces valeurs singuli~res sont de 
deux sortes; les unes sont ind6pendantes de la valeur particuli~re attribu6e 

x, les autres varient en m~me temps que x. Lorsqu'il y aura lieu de 
distinguer ces deux sortes de points critiques, je d6signerai les premiers 
par al, a2, . . . .  a., les seconds par ul, u2, . . . .  up, avec la condition n + p  = m. 
Mais lorsqu'il n 'y aura aucun inconv6nient ~ le faire, je les d6signerai 
d'une mani6re .uniforme par vl, v 2, . . . .  vm. Soit ~ (x, u) = 0 l'6quation 
qui nous donne les p valeurs u~, u~, . . . .  up variables avec x. Lorsqu'on 
attribue ~ u une valeur particuli~re constante, z devient une fonction de 
la seule variable x; nous supposerons qu'elle n 'admet  pas d'autres points 
critiques que ceux que l'on fait correspondre ~ cette valeur de u au moyen 

de r6quation (P (x, u) ----- 0. 
I1 est bien ais6 de donner des exemples de pareilles fonctions. T e l l e  

est la fonction 

z = u ~-1 (1 - -  ~)r-~-t (1 - -  z u )  - a  ; 

x 6rant suppos6 constant, elle admet les trois points critiques u----- 0, u--= l~ 
1 u -  , dont le dernier seul d6pend d e ' l a  valeur attribu6e k x. Telle 
z 

est encore la fonction 

Z --~ (q~ - -  a t )  b ' - I  (U - -  au)  b2-1 . . . .  (q~ - -  an )  b ' - I  ( U - -  ~)it--l, 

qui admet n points critiques ai ,  a2, . . . .  a~, ind6pendants de x, et en outre 
le point u - - - x .  Cette fonction se pr6sente, comme on sait, dans la 
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th6orie des fonctions hyperg6om6triques d'ordre sup6rieur, 6tudides par M ~ 
POCrIAMMER (Journal de Crelle tome 71). Les exemples d6j'~ cit6s ne sont 
que des cas particuliers du suivant: 

Z =(q~ " ~ 1  )b,--l(@ - -  O,2)b,--1 . . . .  (~ - -  O~n)b~--1 [¢1 (X, ~)];~'--1[~ (X, q~)] )'2-- 1 . . . .  [~Pq(~, ~)l ~'(/- 1 ¢(~,U); 

~1,~2, . . . . .  ~q sont des polyn6mes entiers en  u, de degr6 m~,m~, . . . .  mq, 
dont les coefficients sont des fonctions holomorphes de x, et qr(x, u)d6signe 
une fonction holomorphe de x et de u. Les valeurs singuli6res pour u 
qui d6pendent de x sont donn6es par l '6quation 

¢)(z, ~) = ~,(Z, u) ~,(z, u) . . . .  ~q(z, u) = 0, 

de degr6 p en u, en posant p = m~ "4- m~ + . . . .  + mq. 
Dans ce qui va suivre, je repr6senterai, pour abr6ger, l ' intdgrale 

d6finie f z d u ,  prise entre deux limites quelconques C, D par l ' indication 

du chemin entre parenth6ses, 

f 
D 
z du (CD) ; 

C 

et i l  seru convenu, ~ moins de mention expresse, que cette int6grale est 
prise suivant le chemin reetiligne joignant les deux points C, D, et que 
l 'on a choisi pour l ' int6gration une  valeur de z bien d6termin6e. 

(2). Soit done  f(x, u) une fonction jouissant des propri6t6s p r6c6dentes; 
soient ai, ah deux des valeurs singuli6res ponr u dont il vient d'etre question, 
chois ies  de telle sorte que le chemin rectiligne qui joint les deux points 
al, a/, ne contienne aucun autre des points a. Supposons que l 'int6grale 
(a~ah) ait un sens rant que ce chemin recfiligne n e  contient aucun autre 
des points pour lequel la fonetion f(x, u) cesse d'etre holomorphe. L ' e n :  
semble des wleur s  de x telles que parmi les p valeurs de u, d6duites 
de l '6quation 4~(x, u)-----O, il y e n  ait une ou plusieurs situ6es sur la 
ligne drdite a~ah, forme en g6n6ral sur le plan des x un nombre  fini ou 
infini de portions de courbes ou de courbes compl6tes don t  chacune joue 
le r61e de coupure pour l ' int6grale consid6r6e. Si, pour une valeur donn6e 
de x non situ6e sur les coupures, on choisit la valeur de la fonction z 
que l'on prend dans l 'int6gration, l ' int6grale (a#h) d6finit, quand on fait 
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varier x b~ par~ir de cette valeur e t  quand on associe los valeurs de  z 
de fagon qu'ellcs se suivent d 'une  mani6re continue, une fonction analy- 
tique de ta variable x, que l 'on peut continuer tant que le chemin suivi 
ne rencontre aucune des coupures. Je suppose connus les principes 616men- 
taires de la th6orie des fonctions repr6sent6es par des in%grales d6finies, 
o~ ! figure un param6tre variable. II peut arriver que le syst~me de coupures 
partage le plan en plusieurs r6gions distinctes; ce qui p%c6de s'applique 
alors k chacune d'elles. Consid6rons en particulier l 'une de ces r6gions, 
et faisons ddcrire k la variable x un contour ferm6, c0mpris  darts son 
int6rieur; la valeur de z, correspondant k une valeur de u comprise ent re  
a~ et ah peut revenir h sa valeur inifiale, ou reprendre cette valeur initiale 
multiplide par un facteur constant, diffdrent de l'unit6. De sorte que 
l ' int6grale elle-m~me (a~ah) peut revenir b~ sa valeur initiale, ou reprendre 
cette valeur, multipli6e par une constante. Il importe de distinguer ces 
deux cas. 

Ddsignons par c u n e  Valeur de u f igurde par un point du chemin 
rectiligne a~ah, et cherchons la variation de l'616ment de l 'intdgrale qui 
correspond b~ cette valeur de u, quand on fait d6crire "2 la variable x un 
chemin fermi,  compris tout entier k l ' int6rieur de la r6gion consid6r6e. 
Suppos0ns que  ce contour ne renferme ~ son int6rieur aucune des coupures; 
la fonction f(x,  c) sera laolomorphe k l ' intdrieur de ce contour, puisque 
les valeurs de x qui, associ~es ~ la valeur c, forment un couple de valeurs 
slnguheres sont pr6cis6ment situdes sur les coupures. L'dl6ment de l'in- 
tdgrale qui correspond ~ cette valeur de u reprendra done sa valeur initiale; 
et par suite il en sera de m~me de l 'intdgrale (a~ah). Si, au contraire, 
le contour ddcrit par la variable renferme ~(son intdrieur une ou plusieurs 
coupures, la fonction f(x, c) cessera d'dtre holomorphe pour une ou plusieurs 
valeurs de x situdes ~ l 'intdrieur de ce contour, et l 'dl6ment d'intdgrale 
ne reviendra pas en gdn6ral ~ sa valeur primitive. Chaque 6ldment 
d'int6grale sera multipli6 par un mdme facteur  constant facile k calculer, 
et l ' int6grale (a~ah) se reproduira multipli6e par le mdme facteur. Remar- 
quons que cette circonstance ne pourra se pr6senter que si toutes les 
coupures ne s'6tendent pas jusqu'k l 'infini clans le plan des x. Pour 
rendre uniforme la fonction rep%sentde par l ' int6grale d6finie (a~ah) , il 
suffira d'ajouter de nouvelles Coupures, choisies de telle fa~;on que, dans 
chaque %gion, un chemin fermd suivi par ! a  variable x ne puisse com- 
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prendre ~ son intdrieur aucune des coupures de ]a premi6re catdgoric. 
Lorsque x franchit l 'une de ces nouvelles coupures, la fonction rep%sentde 
par l 'int6grale ddfinie (a~a~,) se reproduit, multiplide par une constante, 
qu'il es t  facile de catculer lorsqu'on connait f(x, u). 

t (3). Je  vais 6claircir ce qui precede par quelqucs exemples. 
Exemple I. Soit 

z = (1 (1 - -  

si les parties rdelles de /~ et de y - / ?  sont positives, l 'intdgrale ddfinie 

? y = u ~-~ (1 - -  ~)~-B-~ (1 - -  zu) -~ 
0 

aura un .  sens, pourvu que x n'ait pas une valeur rdelle et positive, su- 
pemeure a l'unitd. La igne inddfinie 1 - -  "4- o,9 sera une coupure pour 
cette mtegrale; cette coupure s'dtendant jusqu'k l'infini~ d'ap%s une 
rcmarque faite tout-k-l'heure, y ~ r a  une fonction uniforme de x dans 
toute l '6tcndue du plan. On ach6vera de fixer la valeu'r '" " de 1 mtegrale en 
choisissant les  arguments des quantitds u ,  1 ~ u, 1 -  xu que l'on prend 
dans l 'intdgration; la convention la plus naturelle consiste 6videmment b~ 
prendre 0 pour argument  de u et de 1 - -  u, et pour argument  de 1 ~ xu 
ce lu i  qui est nul pour u--= O. 

Exemple II .  Soit 

soient % ah deux points tels que la ligne droite qui joint ces deux points 
ne contienne aucun autre des points a, et supposons que les parties rdelles 
de b~ et de bh soient positivesl L'intdgrale ddfinie (a~ah) admettra  Comme 
coup ure cette ligne droite a,ah elle-m6me dans le plan des x. Si l'on 
fait ddcrire k la variable x un 'contour feting entourant  une seule lois 
cette ligne, on voit facilement que chaque dldment de l 'intdgrale est mul- 
tiplid par e~2~; ' " "  1 mtegrale n'est donc pas une fonction uniforme de x, 

moins que 2 ne soit un nombre entier. Pour  la rendre uniforme, nous 
introduirons une nouvelle coupure, par exemple une ligne droite inddfinie 
a,L partant du point % S i  on assujettit le chemin suivi par la variable 
• ~ ne couper aucune des deux lignes a~a~,, a~L, 1.e symbole (a~ah) repr6sente 
une fonction uniforme de x dans toute l 'd tendue  du plan; on voit de 
plus que, lorsqtre la variable x traverse la ligne a~L, cette fonction se 
reproduit ,  multiplide par le facteur constant e +~*=~. 
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Exemple 111. Prenons encore 

z = u ~-1 ( u -  1) r-~-l (u 2 - -  2 u x -  x -  1)-% 

L'int6grale d~finie ( 0 1 ) =  d., o .  supposant positives les parties rdelles 
0 

de /3 et de • ~ fl, aura un sens tant  que l'~quation u ~ -  2 u x - - x  ~ 1 = 0 

ne donnera pas pour u une valeur rdelle comprise entre z4ro et l'unitd. 
Si l 'on ~crit cette ~quation 

q / 2  1 

2 u +  1' 

on volt imm~diatement qu'elle fait correspondre k la s~rie des valeurs 
r~elles de u comprises entre zdro et l'unit~ la s~rie des valeurs rdelles. 
de x comprises entre - -  1 et 0; l 'intdgrale (~)1) admet donc comme 
coupure le segment de l 'axe des x r6el - -  1 0. Comme dans l 'exemple 
precedent, raisons d~erire k la variable x un •contour fermd entourant 
cette coupure; ~1 ° est ais~ de voir que le facteur (u 2 -  2 u x - - x - - 1 )  -"  
correspondant k une valeur de u comprise en t re  z~ro et l'unit~ est mul- 
tipli4 par e +~'~, car ce facteur s 'annulle pour une valeur de x comprise 
entre - -  1 et 0, t'andis que les facteurs u p-~, ( u -  1) r-p-~ ne cha~agent pas. 
La fonction repr6sent~e par l 'int~grale (01) reprend donc sa valeur initiale 
multipli~e par e ~ ' .  Pour que ce symbole repr~sente une fonction uni- 
forme, il suffira d'ajouter une nouvelle coupure, par exemple la ligne 
ind~finie - - c ~ -  1; et lorsque la variable franchit cette derni~re 
ligne, la fonction est multipli~e par e± ~"~. 

Dans les deux derniers exemples, nous avons eu k consid~rer deux 
sortes de coupures, d'une nature essentiellement diff~rente. Les unes, comme 
la ligne - -  1 -  0 dans le dernier exemple, sont introduites par l 'im- 
possibilit~ m6me oh l'on se trouve, au moins pour le moment, de continuer 
la fonction a,u delk, le symbole qui la repr~sente cessant d'avoir un sens 
bien precis pour un point de  cette ligne. I1 en est tout autrement des 
secondes. L'int~grale d4finie ne cesse pas d'avoir un sens, et nous n'ajoutons 
ces nouvelles coupures que pour rendre la fonction uniforme; mais nous 
savons ce que devient cette fonction lorsque lu variable irranchit l 'une de 
ces courbes. On peu t  encore remarquer que, u n e  lois qu'on a choisi le 
chemin d'int~gration, les premieres coupures sont compl~tement fix~es, 
tandis q u e  la fagon dont o n  peut prendre les secondes comporte une 
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grande  ind6termination, comme pour les coupures de RIEMAIxZN proprement 
dites. Pour routes ces raisons et pour la clart6 de ce qui va suivre, je 
distinguerai constamment ces deux sortes de lignes: j 'appellerai  les pre 7 

/ 

mi6res coupures de premidre espdce et je les d6signerai par la lettre C. Les 
autres seront des coupures de seconde esp~ce, et d6sign6es pa r  la lcttre C'. 

(4). Revenons maintenant  £ la fonction f(x, u), et s o i t  q)(x, u ) =  0 
la relation entre les valeurs de x et de u qui sont pour cette fonction 
des couples de valeurs singuli6res. On suppose qu'~ une valeur donnde 
de x cette relation ne fair correspondre qu'un nombre limit6/9 de valeurs 
pour u. Marquons  dans l e  plan des x les points oh une ou plusieurs 
des racines de l '6quation ¢(x, u ) =  0 cessent d'6tre holomorphes, et tracons 
un syst6me de coupures C 1 par tant  d e  ces points et s'6tendant jusqu'~ 
l'infini dans le plan sans se croiser entre elles. Grace b~ ces coupures, les 
p racines de l '6quation ¢(x, u) ~-- 0 deviennent  des fonetions hol0morphes 
de x dans toute l 'dtendue du plan, que nous d6signerons par ul, u~, . . . .  up. 
Soit uh l 'une de ces racines et a~ l 'une des valeurs critiques pour u qu i  
ne ddpendent pas de x; admettons que la droite qui joinL ces deux points 
ne contient aucune autre des valeurs singuli6res d e  u, correspondant k la 
valeur initiale attribu6e ~ x, et en outre que l ' int6grale (a,uh) a un sens. 
La variable d6crivant un chemin quelconque assujetti seulemen~ "~ ne pas 
rencoWtrer lea lignes C1, on pourra continuer la fonction reprdsentde par  
l ' int6grale d6finie (a~uh) tant  que ce segment de droite ne contiendra aucun 
autre des po in t s  ak ou u~. L'ensemble des valeurs de x telles que l 'un 
de ces points soit situ6 sur la ligne droite a~uh formera sur le plan des x 
un systgme de courbes ou de portions de courbes dont chacune sera une 
coupure de premi6re esp6ce pour l ' int6grale (a~uh); ces nouvelles coupures 
peuvent d'ailleurs coincider en tout ou en partie avec les l ignes Cx, diviser 
avec elles le pIan en un hombre fini ou infini de r6gions distinctes. Dans 
chacune de ces r6gions, l ' int6grale pr6c6dente repr6sente une fonction 
analytique de la variable x. Nous avons encore ~t rechercher si, dans 
cette r 6g ion ,  elle est uniforme ou non ;  ce qui. peut se faire de la m6me 
mahi6re que p l u s  haut. Posons 

u = a~ + t(uh - -  a~), 

t 6tant une nouvelle variable r6elle qui croit dans l ' int6gration de z6ro 
~ . runi t6 .  L'integrale (a~uh) devient 
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(aiuh)= (x, t) (uh - -  ai) dr, 
0 

en posant f~(x, t)--=-f(:r~, a~+ t (%--a, ) ) .  Donnant  k t u n e  valeur parti- 
cuhere comprise entre z~ro et 1 umte, on cherchera la variation de l'616ment 
de l ' int6grale provenant de cette valeur de t, quand on fait d6crire k. x 
un contour ferm6 ne rencontrant pas les coupures. Comme uh revient 
k sa valeur initiale, l'616ment d'int6grale ne pourra que reprendre sa valeur 
initiale, ou revenir /~ cette valeur multipli6e par un facte'ur constant. 
D'une mani6re g6n6rale, la valeur finale de (a~uh) sera 6gale k la valeur 
initiale, multipli~e par une constante qui peut ~tre diff6rente de l'unit6. 
Dans ce dernier cas, il sera n6cessaire d'introduire de nouvelles coupures 
de seconde esp6ce C', de facon ~ rendre uniforme la fonction repr6sentde 
par l e  symbole (a~uh): 

Si au p o i n t  a~ on associe successivement chacune des racines de 
l '6quation ~(x, u) = 0, on formera p intdgrales analogues k la pr6cddente. 
A chacune d'elles correspondra, outre les lignes Ca, un syst~me de coupures 
de premi6re esp6ce C et de second~! esp6ce C', ces lignes pouvant co~:ncider 
en tout  ou en par t ie  pour plusieurs des racines, ou ~tre k la fois des 
coupures de premiSre esp6ce pour certaines int6grales, et de seconde esp6ce 
pour d'autres. Nous savons ddj~ que, lorsque la variable franchit une 
des lignes C', l ' int6grale correspondante se reproduit k un facteur constant 
pr~s. Les lignes C'~ se comportent en rdalit6 comme des coupures de se- 
conde esp6ce; la variable x franchissant l 'une de ces lignes, ne coincidant 
pas avec une cou~)ure de premi6re esp6ce, la racine uh se change en une 
racine uk de sorte que l ' intdgrale (a,%) se change en l ' intdgrale (a~uk). 
Nous verrons darts la suite ce que deviennent ces diverses intdgralcs 
lorsqu'on fair franchir  k la variable une des lignes C. 

(5). Exemple / .  Soit 

? Y = u z-~ (1 " u)r-~ -:' (1 - -  xu) -~ du. 
0 

La ligne droite 0 - - 1  est une coupure de premi6re espSce pour ce t te  
int6grale; si on la Inet sous la forme 

Y = Z7 ~ ¢ - l ( l _ _ t )  --~ 1 - -  dt, 
0 
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t par  le changemen t  de var iable  u------ ,  on reconnal t  immddia t emen t  que  
33 

cette int6grale  est mu l t i p l i do  par  le faeteur  e ±°'''~' lorsque x ddcrit  un 
contour  ferm6 en touran t  la droite 0 1; pour  rendre  cette intdgrale 

uniforme,  il suffira d ' in t roduire  la ligne I -  + ee  comme coupure  de 

seeonde esp6ce. 

~remple 1I. Soit 
f ,  

y] = .I (~ -- (~,1) bl-1 ((~ -- ('(,2) b2-1" .... ('~/~ ---- (l,,) b"--I (~tb -- d'tb --- (.i:)2) 

al 

Si nous joignons le point  a~ a u x  autres points a~, a~, . . . .  a~ par  des 
lignes droites, les prolongements  de ces diverses lignes jusqu 'k  l'infini 

cons t i tueront  pour  l ' intdgrale (a~.v) des coupures  de premi6re esp6ce. Posons 

dans cette int6grale 

u = a~ + t(z - -  a'~), 

elle devient :  

1 

y =- f [a.~a,, +t(~--a , ) l  b~-~ .. . .  [a,---a.,, +t(z--a~)] b'~-' t''-~(~-a.,)''+>'--l(t 1) z--I dr; 
t /  

l) 

lorsque z ddcrit  une petite circonfdrenee au tour  du paint  a~, il est ais6 

de reconnai t re  que la va leur  finale de .y est 6gale k sa va leur  init iale 
mul t ip l ide  par  e +~;(~'+b,~. Pour  rendre  la fonct ion  uniforme,  on ajoutera  

g ~ C v  une coupure  de seconde e. pece par tan t  du sommet  a~ et s 'dtendan~ 

jusqu  a l ' infini. 

Exemple I I L  Soit 

f(z,  u) . . . . . . .  ~t ;~-1 (u 1) ~-'~-t (u ~ 2',,,.; x 1) -'~ 

Dans ee nouvel  exemple  il y a deux  points cri t iques variables avee x, 

donn6s par  l 'dquat i0n du second degr6 

(1) 

Nob l 'on tire 

u = z  +_ Vz" + z +  l 

Les points oh ees deux  raeines cessent d'6tre dis t inetes  sont les deux  

1 .+  i/---- i lorsque :r tourne  au tour  d 'un  de ces points, points z = - -  ~ _._ --ff- 

Acta mathematica. '2. I m p r i m 6  3 ~,fars 1883. 
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les deux racines de  l '6quation (1) s '&hangent entre elles. 
ces deux racines; les deux int6grales 

Soient u~, u~ 

(z, ~) du, (z, u) du, 
0 0 

cn supposant positives les parties rdelles de fl et de 1 -  a, auront  un 

sens tant que l 'une des quantit6s ul, u.2, n 'aura pas une valeur %elle 
sup6rieure ~ F u n k 5  et que l ' u n e  d'elles ne sera pas situde sur la ligne 
droite qui joint l 'origine "~ la seconde. La relation u : ~  2 u : r - - x - - 1  = 0 

fai t  correspondre aux valeurs %elles de u sup6rieures h l'unit6 la sdrie 

des valeurs %elles de X comprises entre 0 et + co ;  la ligne 0 - - - 1 -  oc 
est donc une coupure de premi@e esp6ce pour l 'une au moins de ces 
int6grales. Cherchons maintenant  les valeurs de x telles que l 'une des 
racines u~, u 2, soit sur la ligne droite qu! ~oint l 'origine h la seconde: 

cela revient hl ehercher les valeurs de :r telles que le rapport  u, ait une 
U~ 

valeur %elle et positive. Or l 'dquation qui nous donne le rapport des 
deux racines de l'~quat.ion (1) est la suivante: 

(2) ,i~ + -- + 1 = O, 

ou, en ordonnant par rapport h :r,, 

~ +  ( r +  1) 'x  + ( r +  1) "~ 
- - - ~ 0 ;  

4r 4r 

, (  • on en de hnt  

X ----- 
- -  ( r  + 1)*" 4- (r + l) ]/r" 1 4 r +  1 

8r 

Soient rl ,  r: les deux racines de l '6quation r ~ -  1 4 r + l = 0 ; r l = 7 - - V ~ - ~ ,  

r 2 == 7 q- t/48. Quand on fait croitre r de 0 "~ r 1, puis de r~ ~ -t- o,v, 
le point x d6crit la ligne - - o c  l ;  puis si on attribue k r les 

valeurs r6elles comprises entre r~ et r~, le point qui figure la valeur  de x 
d6crit deux arcs de courbe sym6triques par rapport 2. l 'axe r6el, partant  
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du point B 

A, A' (fig. 1). 

A =  

11 

(r, + 1) ~ et about issant .aux dcux points de ramification 
8r~ 

- -  1 + V ll V g  - -  1 - -  V----- i -  V-3- 
A' 

2 2 

Chacune des racines ul, u~ est une ibnction uniforme de x dans toute 
l '6tendue du plan, quand on  assujettit le chemin  suivi par la variable 

ne coupe r aucune d e s  l ignes  0 - - +  any, - -  any l,  A B A ' ;  

nous prendrons par exemple pour u 1 la racine qui se r6duit k + 1 pour 
x =  0, et pour &2 celle qui est 6gale k - -  1. 

Consid6rons en particulier l ' int6grale (0ul); .lorsqu'on attr ibue £ x 

une valeur r6elle positive, la racine ul qui  part  de l'unit5 pour x 0 
aura une valeur sup6rieure g l'unit6. La ligne 0 - - +  o,v est done 
une coupure de premiSre esp~ce pour cet teint6grale.  Si on fait le change- 

ment  de variables u = t % ,  elte devient 

l 

(%) - -  (t % - -  2 x t %  - -  x --- 1) -~ dt  

0 

Dommns g t uric valeur particuli6re comprise dans les limites de 
~* t o e  l 'int6gration, e t  cherchons la variation de l'616ment de 1 ant%tale qui 

correspond ~ cette valeur de t quand on f a r  d~crire ~ la variable x un 
chemin ferm6 ne coupant aucune des lignes prSc6dentes. I1 est  ais6 de 

reconnaltre qu 'aucun des facteurs u~, t ~  - -  1, t~u~ - -  2 t u ~ x - -  x - -  1, 

ne s 'annulle pour aucune valeur de ~ comprise k l ' int6rieur de ce contour; 

la relation 
1 q~l_ - -  

25 - -  

• 2%. + 1 

montre en effet que pour % = 0, on a x = - -  1; pour u I = 1, t 6tant 

inf6rieur ~ ' " ' 1 unite, x aura une va leur  rdelle e t  posi t ive.  Enfin pour que 

la facteur th t~  ~ 2 t u ~ x  - -  x - - -  1 filt nul, il faudrait  que l'on eflt 

% - -  t % 1 

x - -  2 %  "t'---------~ = 2 t % ~  1 ; 

ce qu i  montre  que les  deux racines de l'6quation (1) seraient u 1 st t %  

dont le rapport  est t. Le  point•x  serait donc sur l 'une des coupures. 
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I1 en %sulte que, apr6s un pareil chcmin, l'dl6ment de l'int6grale rtvien- 
dra ~ sa valeur primitive; l 'int~grale (0al) est doric, gr'~ce aux coupures 
6tablies, une fonction mfiforme de x dans toute l'6tendue du plan. La 
m6me ddmonstration s'applique 6videmment ~ la seconde intdgrale (0u~), 
mais il est h remarquer que la ligne 0 - - - 4 -  ~ n'est pas une coupure 

pour cette rrouvelle int(~grale, car la racirie u~ ~ x -  ]/x: + x + 1. a une 
valeur r6elle et ndgative lorsc~ue x est positif. 

On peut encore st demander  ce que deviennent les fonctions reprd- 
sent~es par (0Ul) et (0u:) lorsque la variable franehit l 'une des lignes 
- - ~ -  1, ABA'. Supposons, par exemple, que les racines soient 
disposSs avec le point" u = 0, dans l 'ordre suivant 0, ul, u 2. L'int~grale 
(0u2) eesse d'avoir un sens, mais l'int~grale (0Ul)cont inue ~ avoir un 
sens et rep%sente une fonction analytique bien d~finie dans le voisinage 
de cette valeur de x. Supposons, par exemple, que la variable franchisse 
la coupure - -  cxv - -  1, en passant du point m au point m'; la 
racine u~ reste 6gale ~ u~, car le contour d6crit par la variable entoure 
les deux points critiques A, A'; et la fonction reprdsentde par (Ou~)dans 
le voisinagt du point m sera repr6sent6e par la m~me int6grale dans le 
voisinage du point m', abstraction faite d'un facteur constant. 

Si la variable franchissait la coupure ABA'  en passant du point n 
au point n' (fig. 1), ~f/1 st changerait en u 2 et la cont inuat ion analytique 
de la fonetion (Ou~) serait repr6sent6e par (0u~). 

Exemple IV. On 6tudierait de la m6me fa~on lts deux intdgrales 
(lug), (lu2) relatives ~ la m(hne fonction f(x, u). Les coupures seront 
donndes par les valeurs de ~ telles que l 'une des racines u~, u~ soit rdellc 
et ndgative, ou par les valeurs de x telles que les trois points l ,  u~, u~ 
soient en lignes droite, l 'un deg points u 1 ou u 2 6tant entre les deux 
autres. L'dquation (1) fait correspondre aux valeurs ndgatives d5 u la 
sdrie des valeurs rdelles de a; on a donc une prcmi6re coupurc avec 
l'axe des x %els. 

Pour avoir les autres, posons u = 1 - -  v; l '6quation ( l ) d e v i e n t  

( 3 )  ,v 2 - -  2v(1 --  x )  - -  3 x  = -  0 

Le rapport des deux racines v~, v: de cette dquation est donn~ par l'6qua- 
tion suivante 

(4) 3z(r' + 1) + ~.(4z 2 - -  2x + 4) = 0, 
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()IA 

On en tire 

( 3 /  - -  2r + 3 )  
x ~ + ~e 4r + 1- -  0 

- -  (3r ~ - -  2r + 3) _+ ( r +  1) V3(3r 2 - -  10r + 3) 

Les nouvelles coupures correspondent aux valeurs de x telles que 

le. rapport r soit rdel et positif. Quand on fair varier r de 0 ~ 1 ou 
3 

de 3 ~ + ~ ,  ~,i prend toL',tes les valeurs rdelles e t  ndgatives. Si on 

donne cnsuite i~ r toutes ies valeurs COlnprises cnfre 1 et 3, le point qui 
3 

f i g u r e ' l a  valeur,  de x ddcrit deux branches de courbe, symdtriques par 
rapport ~r l 'axe r6el, partant du point x - -  1 et aboutissant aux deux 
points A, A' (fig. 2). 

Grimace aux coupures - -  cx9 1, AB'A' ,  les  deux racines u~, a 2 
deviennent des fonctions uniformes de x darts toute l 'dtendue du plan. 
Appelons u~ celle de ces racines qui est 6gale g + 1 pour x - -  0; il est 
ais6 de reconnaitre que cette racine reste rdelle et positive t an t  que :c 
reste sup6rieur g - -  1. La lign e - -  1 - - +  ~ n'est done pas une 
coupure pour l 'int6grale (lug); cn posant, comme tout, g-l'heure 

u =  1 + t ( u , - - 1 )  

o f i t  est une variable r6elle croissant de zdro "~ l'uuitd, on reconnaltra qu'il 
est n~cessaire, pour la rendre uniforme, d'introduire la ligne 0 + ¢xv 
comme coupure de seconde esp6ce. 

Quant hl l 'intdgrale (lug), l ' axe  des x rdels partage le plan en deux 
rdgions dist inctes;  dans chacune d'elles, l 'intdgrale ( lu2)reprdsel l te  une 
fonction uniforme de x, pourvu, bien entendu que lc chemin suivi par 
la variable ne rencontre pas l 'autre ligne A B ' A  r. 

(6). I l  reste peu de choses b~ dire sur les intdgrales ddfinies de la 
forme (u~uh), oh 1'on suppose les deux limites u~, ut,, variables avec x. On 
aura, comme plus haut, un premier systOne de coupures, form6 par des 
lignes inddfinies partant des points off lea racines de l '6quation ~@, u ) =  0 
cessent d'dtre holomorphes. Grace ~ ces coupures, u~, u~, deviennent des 
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fonctions uniformes de .~ dans toute l 'dtendue du plan; l 'ensemble des 
valeurs de x relies que le therein reetiligne joignant ees deux points passe 
par un autre des points a~ ou des points u~ constitue pour la m6me in- 
tdgralc un syst(~me de coupures de premi6re esp6ce. Pour dtudier l'intd- 
grale dans une rdgion du plan limit6e par ces  lignes, on posera 

elle devient: 

(~vl,) = (, ,  t) dt, 
0 

en posant {; (.r, t) == 1"@, % -~- t(uh - U,)) (Uh - tt~). On  eherchera ensuite 
la variation de l'~l~ment de l'int~grale correspondant ~ une valeur de t 
quand on fait d&rire i~, ~r un contour fermi, et on ajoutera, s'il y ~ lieu, 
des coupures de seconde esp~ce pour rendre uniibrme, dans chaque pattie . 
du plan, la, fonction repr&ent~e par cette int~grale d5finie. 

Consid~rons, pour donner un exemple, l'int~grale 

f u2 ~ y = u ~ ~(~ --  1) r-j~-~(u ~ 2ux - -  • - -  1) -~ du, 

Oll 't~l, 'tt~ s o n t  l e s  d e u x  r a c i n e s  d e  l'~qu~tion ' tt 2 ~ 2ttd', - -  ~', ~ 1 ~ 0; 
int~grale qui ~ un sens, si la partie r~elle de 1 ~ a est positive, e t  si 
la ligne droite qui jo int  les deux points %, % ne contient n i  le point 
u = 0, ni le point u ~ - 1 .  Cette ligne droite contiendra le point tt -0~ 

si le rapport 'it--L1 est %el et nSgatif; l'~quation (2) montre qu'il en sera 
~2 

ainsi lorsque x aura une valeur r~elle sup~rieure g ~ 1. De m~me, 
cette ligne droite passera par le point u~---1, si le rapport des raeines 

p( . / .  • de l'~quation (3) est r~el et n%atff; p o u r  qu'il en soit ainsi, nous voyons, 
d 'apr& l'~quation (4:), qu'il faudra que x soit r~el et positif. L~ ligne 

1 -  -I- cx9 est done une coupure de premi&e esp&e pour cette 
intdgrale, et il n'y en a pas d'autre. Pour que ,ttl, ~2 soient des fo~ctions 
uniformes de x, nous ajouterons une nouvelle coupure, par exemple la 
ligne AB'A'  (fig. 2). L'int~grale ( % % )  repr&ente une fonction u n i f o r m e  
de x, tant que le chemin suivi par la variable ne franchit aucune des 
lignes pr~c~dentes. Si on y pose, en effet 

-= u, + t ( %  - -  u , ) ,  
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elle devie~t 

fi y = % + t(% - -  %)};~-1 {u, - -  1 + t(u 2 --- u~)} ''-'~-1 {[% + t(u~ - -  v,,)] ~ - -  
0 

• . t ( %  - -  - -  - -  1 ]  - -  

Les deux "premiers facteurs ne peuvent s'annull~er, en supposant t compris 
entre z6ro et l'unitd, tant que :~ n'a pas une valeur positive. Pour que 
le dernier s','.mnulle, il faudrait que l 'on cut u 2 = u ~  + t ( u . ~ - - u l ) ,  c'cst- 
h-dire u 2 ~ ui; .cela n'aura lieu que pour les points de ramification A, A'. 
Lorsque ~: ddcrira un contour ferm5, on volt q u e  chaque 515ment de 
l ' intdgrale reviendra ~ sa valeur initiale. 

Lorsque la variable traverse l'arc de courbe A B ' A ' ,  les deux racines 
Ul, u~ s'dchangent en t re  elles; N forme pr6cddente nous montre que l'intd- 
grale s e  reproduit multipli6e par e ±~'('~÷~)~. 

(7). Les exemples prdcddents suffisent, je cro is ,  pour bien mon t re r  
o ~ , ,  o 

la nature et les propridtds ddjh obtenues des fonctions que  j etu(he, pro; 
pri6t6S qui rdsultent uniquement  de l'6tude attentive de la manidre m@m 
dont ces foncti0ns sont d6finies. Revenons maintenant a u  cas g(~n6ral, ct 
considdrons une fonetion f@, u) jouissant des propri6tgs 6noncdes; admettons 
que, sauf pour des valeurs  de :~; formant  une ou plusieurs courbes dans 
le plan des x, parmi los m points critiques vi, v : , . . . .  % il n 'y en ait 
pas trois e n l i g n e  droite, .et que chacune des intdgrales (v~vh), en nombre 
m ( m  - -  1) a un sens. Nous verrons plus loin comment on peut dcarter 

2 ' 

ces restrictions. L'ensemble des valeurs de :c telles que, parmi les m 
points Vl, v~ . . . .  % il y en a i t  plus de deux en ligrle droite formera 
dans le plan des x un hombre fini o u  infini d'arcs de courbes ou de 
courbes compl6tes, dont chacune jouera le rSle de coupure de premi6re 
esp6ce pour une ou  plusieurs des int6grales. Prenant  l 'une de ces int6- 
grales ,  nous ajouterons, s'il y a l ieu,  des coupures de seconde esp6ce, de 
fa~on qu 'e l le  repr6sente une fonction uniforme de x dans toute l 'dtendue 
du plan ou dans les diverses parties du plan. Apr6s avoir opdrd ainsi 
avec chacune des int6grales, nous aurons, a u  moyen des coupures (), C', 
divisd le plan en un nomlS~e fini ou infini de rdgions distinctes. Dans 
chacune de .ces rdgions, toutes les intdgrales (v~vh) ont un sens e t  reprd- 
sentent  des fbnetions uniformes de x ,  qui seront bien ddtermin~es quand 
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on aura choisi, dans .chaque rdgion, la valeur de la fonction f ix ,  u) que 
l'on prend dans l 'intggration. 

Le but final de ce travail  est de rechercher ce que deviennent ces 
fonetions lorsque, partant  d 'un point de l 'une de ces rdgions,.on fait 
decrlre a la vari'~ble un chemin quelconque. Au moyen de ce qui p recde ,  
la rgponse est facile, qUand le chemin suivi par la variable ile traverse 
que des coupures de seconde espSce. Prenons une int6grale telle que 
(aial,), dont les deux limites sont ind6pendantes de x; tant  que la variable 
ne franchit pas une lign e pour laquelle eet te  intggrale cesse d'avoir un 
sens, la continuation d e  la fonction sera reprgsentde par le m(~me symb(fle; 
mais on pourra a r r i ve r  dans une nouvellc pattie du plan avec une valeur 
pour f (x,  u) diffgrente de celle qui a 6tg choisie dabs cette partie. On 
pourra done la reprgsenter par K(a~a,), K. dtant une constante convenable. 
De m6me, tant  que x ne franchit pas une eoupure de premi6re esp6ce 

• • O r  " • pour des mt%.rales telles que (a~uh) ou (~t,?.6,), ces mtegrales continuent 
h, avoir un sens; mais il pou t  se faire que u:, u. se changent en d'autres 
~aeines u'.  u ' .  et que l'on arrive avec une valeur de f@, u) diff6rente 
de celle qui a 5t6 adoptde. La continuation analytique de nos fonctions 

• • • P~ l "  I ) "  g (u ,. ,,), g,, sera done representee par des rot%tales telles que Kl(a~u h), ' ' 
dtant des constantes convenables. En rdsumd: 

Si la variable x, partant d'ane r(qion, da l~lan, d@rit ,m~ chemin quel- 
eonque, termind h un l~oint d'une aatre rdgion, sans fra.nehir aacune coupure 
de premiire esp~ee, les fonetio~,s reprdsentdes par les intggrales ddfinies dans 
la r~qion initiale peuvent dtre eontinu@s tout le long du ehemb~, et on arrive 
dans la nouvelle partie du plan avee des fonetions qui s'e.rpriment par des 
formules lingaires et homog~nes ?t coefficients constants cut moye~t des m~mes 
int~!qrales. 

(S). Nous ddmontrerons plus loin que la propridtd subsiste, quel que 
soit le chemin suivi par la variable; mais auparavant,  il est indispensable 

de remarquer que les m(m--1)  intdgrales considdrdes peuvent s 'exprimer 
2 

an moyen de quelques-unes d'entre dies.  Supposons ;r constant et pris 
dans l 'une des r6gions que nous venons de d6finir; soient w~, v,,, vg trois 
des v'deurs singuli6res pour la fonction f(~r,, u) correspondant k cette valeur 
de x, telles qu'il n 'y ait aueune autre valeur singuli6re '~ l:intdrieur du 

fi~ :3). triangle ayant  ces trois points pour sommets ( ,,. Lntourons Ces trois 
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:points de circonf6rences d'un rayon infiniment petit; nous formons ainsi 
un contour ferm~ ablb'cmc'a'na ~ l'int6rieur ducluel f ix ,  u)eat  holomorphe. 
On peut par cons6quent l u i  appliquer le thSo%me de CAvcuYi et On 
Obtient la relation 

(ab) + (blb') + (b'c) + (cmc') + (c'a') + (a'na) = 0 

Si on fait ensuite d~croltre ind~finiment les rayons des petites circonfSrences, 
ies int~grales (ab), (b'c), (c,a') tendent respeetivement vers (v~vh), (v,yg), (v.ov~) 
tandis clue les modules des int~grales (blb'), (cmc'), (ana') deviennent plus 
petita que toute quantit~ donn~e. On en conclut la relation 

(v~v~) + (vhv~) + (vgv~) = 0 

Si on a choisi la valeur de la fonction-z que l'on adoptc le long 
du chemin ab, apr~s avoir d~crit l'arc blb', on arrivera au point b' avec 
une valeur parfaitement dSterminSe pour z, ainsi qu'au point c'. I1 suffit 
donc de fixer la valeur de z le long d'un des c6t6s du contour, pour 
que la valeur soit connue sans ambiguit~ le long des autres cSt~s, gt la 
relation p%c~dente ne contient en %alit~ rien d'arbitraire. Chaque fois 
qu'on sera conduit ~ une ~galit~ de cette forme, il sera entendu que les 
valeurs de z que l'oh prend dans l'int~gration sont fixSes comme il vient 
d 'e tre  expliqu~ pour le cas prSc~dent. Cela pos5, si ron considSre tous 
les polygones ayant pour sommets des points v, ~ l'int~rieur desquels 
f(x,  u) ~ est holomorphe, l'application du thSo%me de CAUCHY conduira 
une relation de la forme pr~c~dente. Un m~me c5t5 appartenant ~ plu- 
sieurs polygones, les valetirs de l'intSgrale provenant de ce:c6t~ ne seront 
pas en g~n~ral les m~.mes dans les diffSrentes relations; mais on salt que 
ces valeurs ne peuvent diff4rer que par un facteur constant et, en dSfini- 

tire, ~ obtiendra entre lea m(m ~ 1) int4grales un certain nombre d'5q,ua- 
2 "* 

tiona lin('aires et Jaomog~nes ~ coefficients constants. I1 est ais5 de s'assurer, 
en prenant des cas particuliers, que ces ~quations peuvent ne pas ~tre 

toutes distinctes. Maia on peut toujours exprimer les re (m- -1) in t4gra les  
2 

au moyen de m -  1 d'entre elles convenablement choisies, qu! forment 
un systdme fondamental. On pourrait former un syst~me fondamental de 
bien des mani4res; voici cel]e que j'adopterai. 

Acta mathematica. 2. Imprimd 6,3£ars 1883. 3 
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Les m points critiques de la fonction f (x ,  u) 4tant distribu~s d'une 
mani~re quelconque dans le plan, pour une valeur de x suppos~e constante 
de telle fa(;on cependant qu'il n'y en ait pas trois en ligne droite, choi- 
sissons deux de ces points de telle sorte que la ligne droite qui les joint 
laisse tous les autres points critiques d'un m~me cbt~; appelons vl, v~ ces 
deux points. Imaginons une ligne droite ind~finie & partir du point Vl, 
appliqu~e d'abord sur  vlv~, que l'on fait ensuite tourner autour de v 1 
dans un sens convenable, jusqu'~ ce qu'elle vienne ~ rencontrer'successive- 
ment tou§ les autres points critiques, et num4rotons-les dans rordre mdme 
oh ils se pr~sentent, v3, v4, . . . . .  . v~. Si l'on joint ensuite chacun de ces 
points au suivant, oil forme une ligne p01ygonale v~v~v 8 . . . .  v,,~ j0uissant 
des propri6t~s suivantes: 1 ° elle ne se coupe pas elle-m~me; 2 ° v~ 6rant 
un sommet de cette ligne, la ligne inddflnie v~v~ laisse d'un m~me c6t~ 
tous les points d'indice inf6rieur g i, et de  l'autre c6t~ tous les  points 
d'indice sup6rieur h i (fig. 4). 

Supposons que toutes les int6grales prises entre deux des sommets 
v~, v2, . . . .  v~_, v~ puissent s'exprimer lin6airement au moyen des (i-- .  1) 
• t "  mtegrales 

(v,v,), (~v~) , . . . .  ( v , _ ~ v , ) ;  

je dis que la m~me propri~t~ subsiste lorsqu'on aug'mente l'indice i d'une 
unitS. Joignons en effet le point v~+~ aux i points v~, v~, v 3 , . . . ,  v,; 
nous formerons ainsi i triangles ~ l'int~rieur desquels f (x ,  u) est holomorphe. 
Soit par exemple vg (g < i) un point tel que la fonction f (x ,  u ) so i t  holo- 
m0rphe ~ l'int~rieur du triangle vgv~v~+~; l'appllcation du th~or~me de CAU- 
c~Y au contour de ce triangle nous donne la relation 

(v~v~+~) = (v~v,) + (v,v~+~), 

qui montre que  (v~v~+~) s'exprime lin6airement au moyen des int~grales 
pr~c6dentes et de la nouvelle (v,v~+~). En continuant de proche en proche, 
on verrait de m~me que chacune des int(~grales (vhv~+~) (~fi h < i, s'exprime 
au moyen des int6grales 

(v,v~), (v~v~),  . . . .  (,~._~v,), (v,,,+~) 

La loi est 5vid.e~nment vraie pour i ~--3, car le triangle v~v~v~ donne 
imm4diatement v~v~ ---- (vlv~)-]-(v~v~); donc elle est g~n~rale. E n  parti- 
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culier, si l 'on prend i = m, on voit que. toutes les int6grales s 'expriment 
au moyen des" m - - 1  

(VlV,) , ( V ~ V a ) ,  • • • • ( V m - - l V m )  

On pourrai t  encore former un syst6me fondamental  en consid6rant 
toutes les int6grales prises suivant les lignes issues d 'un In,me sommet. 
La d6monstration ne pr6sente aucune difficult6. 

Les relations pr6c6dentes d6pendent des position s respectives des points 
vl, v2, . . . .  % ;  el les  re steront les m~mes tant  que ces positions respectives 
resteront les m~mes, c'est-~-dire tant  que la variable x restera comprise 
dans une r6gion du plan limit6e par des coupures. Mats elles seront 
Variables en g 6 n 6 r a l  d'une r6gion '~ l 'autre. C'est une remarque qui 
r6sulte bien clairement des d~veloppelnents ant6rieurs, e t  sur laquelle il 
me parait  inutile d'insister. 

(9). J 'arrive maintenant  ~ l 'objet essentiel de ce travail,  qui est de 
rechercher ce q u e  deviennent les int6grales pr6c6dentes, lorsque la variable 
x arrive h. une coupure de premiere esp~ce. S o i t  C unc coupure pour 
(v~vh); lorsque x vient ~ co~'ncider avec un point x0, de cette ligne, un 
troisiSme point critique vk se trouve situ6 sur la ligne droite v~vh. Soient 
~, ~' deux points ~situ6s ~ des distances tr~s-petites du point x0 de part  
et d 'autre  de la courbe C (fig. 5). Figurons les positions respectives des 
points % vh, vk pour x = $, et pour x = ~' (fig. 6). 

Lorsque x est venu en ~' les trois points critiques que, p o u r  plus 
de g6n6ralit6, je SUppose variables avec x, seront venus respectivement en 
v'~, v'h, v'v Prenons les points $ et $' assez rapproch6s du point x0 pour 
que le triangle v~v~vh ne contienne aucun autre point cr i t ique v et que 
les int6grales v~vk, VhVk conservent un sens quand x va de  $ en $';  ce qui 
p0urra toujours se f a i r e s i  l 'on suppose qu 'un  seul point vk traverse la 
ligne v~vh pour x = xo. La fonction f($, u)6tant hol0morphe ~ l ' int6rieur 
du triangle v~v~vh, on a 

(v,~) = (v,v~) + (v~v~) 

O n  pourra donc remplacer le symbole (v~v~,) par la somme (V~Vk)+(VkVh) 
avant  q u e x  n'ait  franchi la coupure; mats lorsque x va de $ en $', les 
int6grales (v~@, (VkVh) ne cessent pas d'avoir un sens e t ,  lorsqu'on arrive 
au point $' la continuation anai:~tique de la fonction (v,vh) se trouve encore 
repr6sent6e p a r  la somme (v'~v'k)+ (V'kV'h), oh la valeur de f(x,  u) que 
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l 'on prcnd dan~ 1,int6gration est fixdc sans ambiguit6. La .fonction qui, 
aux environs du point $, 6tait 6gale k (v:h) est donc 6gale, aux environs 
du point ~', ~ une combinaison lindaire et homogdne ~t coefficients constants 
des int~grales se raploortant ~t la mdme fonction f ( x ,  u). 

I1 est ~, remarquer  que la somme (v'~v'k)+ (V'kV'h) ne sera pas 6gale 
en g6n6ral k (v':'h). Imaginons. un cercle de i'ayon infiniment petit en- 

tourant le point v~. Dans le triangle VkViVh, on a 

(v:~) (v,l) + (~ )  + (mv~); 

1 a somme contenue dans le second membre  devient , pour x ~ $', 

(v'~l') .4- (l' m') "4" (m'v'h ) 

et si v'~ est v6ritablement un point de ramification pour f (¢' ,  u), cette 
derni6re somme ne sera pas 6gale ~ (v'~v'h). 

Le raisonnement se fait ~ peu pr6s de la. meme mani6re quel que 
soit le nombrc des points cri t iques qui viennent ~ traverser la ligne droitc 
v,v,, pour x = x0. Supposons, par  exemple, qu ' i l  y cn ait deux v~, vk 
c~)mmc l ' indique la figure (7). 

On a d'abord 

puis 

d'oh on ddduit 

(v:,~) = (vivk) + (vkv~), 

(v:i,) = (v:~) + (v:h); 

(v:h) = (v:~.) + (v:~) + (v:~).  

Le reste de la dSmonstration s'ach6ve comme plus haut, ct l 'on voit  bien 
ais6ment que la m6thode est g6n6rale. 

Faisons maintenant d6crire k la variable un chemin quelconque; 
chaque fois que ce chemin traverse une coupurc de prcmi6re esp6ce pour 
l 'une des intdgralcs, cettc int6grale se trouvcra remplac6c par une somme 
d'intdgrales analogues multipli6es par des facteurs constants, et on en 

conelut que: 
1 ° Oil peut continuer la fonction repr6sent6e par chacune des int6- 

grales d6finies, quel que soit le chemin suivi  par la variable, et cela sans 
aucune ambiguitb, tan t  que les points Vl, v2, . . . .  vm. restent k distance • 
finie et distincts les uns des autres. Les seules valeurs critiques sont 
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donc les valeurs telles que Vl. " v2, . . .  v~ ne s0icnt pas tous difftrents 
ou cessent d'etre holomorphes. 

2 ° On arrive dans chaque r6gion du plan avec des fonctions qui 
s'expriment par des formules lintaires et homogtnes k coefficients constants 
au moyen des mSmes inttgrales dans cette rtgion du p.lan. 

Si donc on fait dtcrire b. l a  variable x un contour ferm6 quelconque 
ne passant par aucun des points critiques, les valeurs finales de nos fonc- 
tions seront lites aux valeurs jnitiales par des relations lintaires et homo- 
g~nes k coefficients constants. Cette propritt6 est caracttristique des intt- 
g r a l e s  d'une 6quation difftrentielle lintaire et homogtne k coefficients 
uniformes.. (TANNERy, Annales de l'Ecole Normale, tome 1 V  2! "*e Sdrie p. 130.) 

On sa l t  d'ail!eur.s que routes ces inttgrales s'expriment lintairement 
a u  moyen de ( m - - 1 )  d'entre elles, et on peut 6noncer le thtortme 
suivant: 

Thdor~me~ 1. Toutes les intdgrqles ddfinies (v~.ih) provenant d'une m~me 
fonction f(x,  u), considdrdes comme fonctions de x, satisfont g~ une mdme dqua- 
tiou dif[drentielle lind aire d'ordre m ~ l ~ coefficients uniformes. 

Les points critiques de cette 6quation difftrentielle sont, d 'apr ts  ce 
qui prtctde, les points oh l'une des racines de l%quation q~(x, u) ~ 0 
cesse d'etre holomorphe, ou les  points oh deux des points criticlues v~, 
v~, . . . .  %, viennent ~ confondre. Ces derniers points sont des points de 
croisement pour les coupures de premidre esptce. Par exemple,  si pour 
x ~ x~ les deux points v~ (~t v~ viennent se confondre, le point x~ appar- 
tiendra k toutes les coupures de premitre esptce pour les inttgrales te!les 
que (vhv ). 

(10). I !  importe maintenant de nous dtbarrasser de certaines restrict 
tions q u i  ont 6t6 introduites pour faeiliter la dtmonstration, mais qui ne 
sont nullement ' " n ecessalres. 

En premier lieu, on a suppos6 les int~grales prises suivant l es lignes 
droites j oignant deux points critiques; l e  thtortme subsiste, quel clue soit 
le  chemin suivant  l e q u e l  on prend !:inttgrale. Soient vi, v~ deux des 
points critiques; considtrons un chemin de forme arbitraire v,mvnjoignant 
ces deux points et ne passant par aucun autre point critique (fig. 8). 
Si le contour v~mvnv, form6 du chemin v~mvh et de la ligne droite viv~ ne 
renferme ~ son inttrieur aucun au t re  des points v, on a (v,mv~) ~- (v,v~); 
mais si ce contour renferme un autre point critique v~, on considtrera le 
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contour form~ du chemin v~mvh et des deux lignes droites v~vk, v~,vk et o.n 
a u r a  e n c o r e  

(V,mV ) = + (VtVa); 

dans les deux cas, on volt que l'int~grale curviligne satisfait £ l a  m~me 
~quation difl'~rentielle que les int4grales rectilignes. 

Nous avons admis en outre que, parmi ]es m points vl, v~,. . . . .  W, 
il n'y en avait pas en g~n~ral trois en ligne droite. Mais il est bien 
ais~ de voir comment on dolt modifier la d~monstration quand cette con- 
dition n'est pas remplie. Supposons par exemple que les trois points 
a~, ah, at soient en ligne droite, le point aa entre les deux autres; on 
prendra l'int~grale entre les limites a~ et at en suivant un chemin a~Imna, 
form~ des deux lignes droites a~l et nat et d'une demi-circonf~rence lmn 
d'un tr~s-petit rayon d~crite autour du point ah. De mdme, si deux des 
points u,, ua sont constamment en ligne droite avec un des points a, tel 
que a~, le point ua entre les deux autres, oil prendra l'intt~grale (a~u~) 
suivant un chemin d~termin~ ne passant en g~n~ral par aucun  autre des 
points critiques, par exemple une demi-circonf~rence ou un arc de eerele 
joignant ces deux points. On opSrerait d'une fagon identique si trois des 
points u~ ~taient constamment en ligne droite. 

Enfin on a suppos~ que chacune des intdgrales (v~vh) avait un sens. 
La fonction f ( x ,  u) contenant un certain nombre de param~tres 21, 2~,.... etc., 
si ron peut disposer de ces param~tres de fa~on que toutes les int~grales 
aient un sens, pour les valeurs de ces param~tres comprises entre certaines 
limites, chacune des int~,grales vdrifiera une ~quation diff~rentielle d'ordre 
m -  1 dont les coefficients d~pendent de 21, 22, . . . .  2,. Prenons main- 

. ¢ 

tenant une de ces mtegrales en particulier; on  peut chercher £ v~rifier 
directement qu'elie satisfait £ l'~quation dii~rentielle, par exemple en 
d~veloppant cette int~grale suivant les puissances croissantes de x et en 
substituant dans l'~quation. I1 est clair que les grandeurs respectives des 
quantit(~s 2 n'interviennent nullement dans le calcul; la v~rification devant 
se faire pour routes les valeurs de ces quantit~s comprises entre certaines 
limites, ellc aura lieu dans tous les cas, pourvu que l'intdgrale consid~rde 
conserve un sens. 

(l l). II n'a ~t~ question jusqu'ici que de valeurs finies pour u; la 
consideration du point oo va nous conduire ~ d'autres consequences. Attri- 
buons £ x  une valeur fixe, en dehors des coupures, et soient vx, v~, . . . .  v,,, 
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l e s m  points critiques, joints dans l'ordre qui a 6t6 fix6 plus haut (n ° S). 
S0it C une courbe ferm6e comprenant b~ son intdrieur tous ces points 
critiques; f@, u) sera en g6n6ral une fonction multiforme de u ~ l'ext6- 
rieur de C. Comme cas partic.ulier, il pourra arriver que le point u = c~ 
soit un p61e ou mgme un point ordinaire pour cette fonction. Nous exa- 
minerons successivement ees trois hypoth6ses. 

Consid6rons le polygone v l v 2 . . ,  v,~v 1 ayant pour sommets tous les  
points critiques; ~ partir de chacun des sommets, tirons une ligne droite 
extdrieure £ ce polygone et s'6tendant jusqu'h rinfini dans le plan. Si 
la fonction f(x, u) n'est p a s  uniforme ~ l'extdrieur de ce polygone, ce 

qui est le eas g6n6ral, et si ehacune des intdgrales (x, u) du ,  prise 
V i  

suivant la ligne droite dont il vient d 'etre question, a un sens, ces nou- 
velles intdgrales reprdsentent des fonctions de x qui vdrifient la mgme 
6quation diffdrentielle que les prdcddentes. On pourrait 6tudier ces intd- 

T p grales ddfinies par des procddds analogues ~ ceux qui ont 6td emplo3ees 
plus haut; mais il nous suffit de ddmontrer qu'elles s'expriment lin6aire- 
ment au moyen des premi6res. Attribuons toujours ~ x une valeur con- 
stante; f(x, u) devient une fonction de l a  seule variable u qui sera uni- 
forme ~ t'ext6rieur du polygone v~v 2 . . . .  v,~ (fig. 9)pourvu qu'on regarde 
la ligne indgfinie VlL comme une coupure. 

En des points u ' ,u"  infiniment voisins de cette coupure, l a  fonction 
f(x, u) Prend des valeurs f(x, u'), f(x, u") dont le quotient K est une 
constante diffdrente de l'unitd. Du point v~ comme centre avec un tr6s- 
grand rayon R d6crivons une circonfdrenee; l'application du thdor6me de 
CAucHY au  contour v~L'M1L~%v ~ donne la relation 

qui devient, quand on y fai t  croitre inddfiniment le rayon R 

, u ) d u - -  z, u) du = z, u) du, 

l'intdgrale (z, u) du dtant prise suivant la ligne vlL'  infiniment voisine 
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de la eoupure v~L. On gtablira pareillement une suite d'(~quations ana- 
logues 

fJ( fJ( fJ( 
0 i 0 @ I $ Q 0 0 B • t Q 6 Q 

0 0 0 0 O • Q 0 ~ O ~ g B Q 0 

(~, ~ ) d ~ -  (~i ~ ) ~  = (,~, ~,)d~, 

vm LV~ ~m 

darts cette derni6re ggalit~,Iff(x,  u) d ~  reprgsente l'int~graleff(x,u) du, 

'prise suivant une ligne 'vlL" infiniment rhpprochfi~i de l a  coupure viL, 
inais du c6t~ oppos~ ~ vlL'; or, aux deux bords de la ligne v~L, f(x;u) 
prend des valehrs dont le rapport est K. On aura donc 

(z, u) d = K (~, ~1 ,b~; 

en ajoutant alors membre ~ membre routes les 6galitds pr6c6dentes, on 
en d6duit 

t = m - - 1  

(1--  K) (x, u) du ---- I f ( z ,  u) du + (x,'u) du 
vl  i = 1 vi  v m  

Puisqu'on suppose K diffdrent de l'unitd, on tirera de cette derni6re 

6quation f f ( x ,  u)du, et au moyen des ~galit6s pr6c6dentes, on caleulera 
v! 

de proehe en proehe f@, u)du, f(x, u)du . . . .  etc. 
~2 ~3 

(12). Le raisonnement ne s'applique plus lorsque la fonetion f(x, u) 
est une fonetion uniforme de u en dehors du polygone ayant pour sommets 

les points .v~, v2, ' v.,. Supposons d'abord que les int6grales ff(.r, ,,) 
v; 
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aient uh sens, de telle sorte que l'intdgrale f f ( x ,  u ) d u  prise le long 

d'un contour i~erm6 C entourant tous les points critiques soit nulle. Nous 
consid6rerons un contour form6 de la mani6re suivante; les points v~, 
v2, . . . .  v~ 6tant joints dans le m~me ordre que pr6cddemment, entourons 
chacun d'eux d'un cercle de rayon infiniment petit et joignons ces cercles 
entre eux par des lignes d~oites parall~les et infiniment rapprochdes des 
droites qui joignent les points critiques eux,m~mes¢. Nous formons ainsi 

% .  

une figure telle que la figure (10); l~intdgrale f f ( x ,  u ) d u  prise le long 

du contour abnc . . . .  d p e f l f ' e ' p ' d '  . . .  c'n'b'a'ma est nulle par hypoth6se. 
On a donc-la relation 

(ab) + . . . .  + (el) + (.f'e') + . . . .  + (b' a') + (bnc) + . . . .  + ( f l f ' )  -~'. . . . + (a' ma) -~ 0 

Admettons, pour fixer !es id6es, que le dernier point v~ est v6ritablement 
un point de ramification pour la fonction f (x ,  u)'de telle, sorte qu'en 
deux points infiniment voisins sur les lignes ef, e' f '  cette fonction ait des 
valeurs diff6rentes. On aura alors (el) Jr- (f'e') -~ C(ef) ,  C 6tant diff6rent 
de. z6ro. Si maintenant on fait tendre vers z6ro tousles rayons des petites 
circonfdrences, on aboutit ~ une relation entre les m 1 int6grales 

(vlv~), (~v3), . . . .  (~ -1~) ,  

oh le coefficient de (V~_lVm)est diff6rent de z6ro. On pourra done en 
tirer (v,,_iv~) exprim6 lin6airement au moyen des m -  2 int6grales 

(V, v3), ( v ~ ) , . . . .  (v~_~v~_.l) 

et, d'apr~s ce qu'on a vu plus haut , routes les int6grales (vivh) s'exprimeront 
de la m~me mani6re au moyen de ces ~n ~ 2 fonctions. Toutes ces .intg- 
grales d6finies satisfont par consgquent ~ une dquatio~ diffdrentielle lindaire 

d'ordre ,m ~ 2 ~t coefficients uniformes. 
E n  se reportant au prdeddent paragraphe; on voit que les intggrales 

telles: que Ix, u ) d u  pourront s'exprimer lingairement au moyen des 
v i 

intdgrales ( v i v h ) e t  a'une nouvelle int~grale , par exemple f ( x ,  u ) d u .  
Vl 

Comme les fonetions (v~vh) se rdduisent a m -  2 d'entre dies, il en rdsulte 
A c t a  ma thema t i ca .  2. Impr im6 17 Mars 1883. 4 
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que toutes lea intdgrules se rapportant  b~ la fonction f(xi u) s'exprimen¢ 
linduirement uu moyen de m -  1 d'entre elles, et, par suite, qu'elles 
vgrifient encore une dquution diffdrentielle lin6aire d'ordre m -  1 k coef- 
ficients uniformes. Mais cette 6quation ne seru pas irrdductible, puisqu'elle 
admet toutes les intdgrales d'une gquution d'ordre m m 2, ayant  aussi ses 
coefficients uniformes. 

Enfin il peut a r r i ve r  que lu fonction f(x, u) soit une fonction uni- 
forme de u k l'extgr~eur d'un contour renfermant tous lea points v~ sans 

que les int~gralea f(x, u)du aient un sena. Dana ee eas l ' intggrale 
v i 

f f(x, u)d~, prise le long d'un contour entourunt t o u s l e s  points critiques 

ne seru plus nulle, en ggn~ral; mais on pourra, eomme tout-~-l'heure 
l 'exprimer lingairement au moyen des int~gralea (viva) , (%%), . . . .  (Vm_~Vm), 
de sorte qu'clle dgfinit une fonction de x qui satisfait ~ la m~me ~quation 
diff~rentiell~. I1 est facile de trouver la valeur de eette int~grale; imagi- 
nons qu'on ait pris eomme contour d'int~gration une cireonf~renee ayant  
pour centre le point u---  O, et eontenant ~ son int~rieur tous lea points v. 

Par  la transformation u - - - 1 ,  elle devient 

cette derni~re dtant prise lc long d ~ n  petit cercle entourant  le point 
t ~ 0, et nc contenant d'autre point singulier que l'origine. La valeur de 
cette i n t 6 g r a l e  est prdcisdment 2iztR(x), R(x) ddsignant le r~sidu de h 

 onc ioo D'apr~s ce qui a 

dtd dit sur lu fonction f(x, u), ce r~sidu doit v6rifier une 6quation diffdren- 
tielle de lu forme 

• dR(~) = R(~) × G(~) 
dz 

G(x) 6tant une fonction uniforme de x. 
En rdsumd, on volt que lorsque la fonction f(x, u)eat uniforme duns 

le voislnage du point u = cx9, "l'6qu~ition diffdrentielle d'ordre m -  1 n 'es t  
pas irrdductible. 
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(13).  Etant  donnde une fonction f(x, u) de la forme de celles que 
j:6tudie, appelons E l '6quation d'ordre m - - 1  qui est vgrifide par toutes 
les int6grales d6finies (v~vh). Supposons que l'on air reconnu, par un 
moyen quelconque, que l 'une de ces int6grales satisfait ~ une certaine 
6quation diff6rentielle lindaire ~ coefficients uniformes E ' ,  d'ordre m - - I .  
Admettons en outre que cette 6quation est irrdductible. Elle devra forc6- 
ment 4tre identique avec E ;  sans quoi on pourrait  former une 6quation 
d'ordre moindre admettant  une int6grale de E ' .  On pourra donc en 
conclure que toutes les int6grales ddfinies (v~vh)~relatives ~ f(x, U)satisfont 
'~ la mSme 6quation. Ainsi, on ' sa i t  depuis EULER que l ' int6grale d6finie 

/ I  1 

y -~ J u  ~-~ ( 1 -  u) r-~-~ (1 --  xu) -~ du, 
0 

pourvu qu'elle a i t  un sens, satisfait k l '6quation diffdrentielle 

x(1 - -  x) d'y + [ r -  (~ + fl + 1)~] dy - -  ~.~y = 0 

D'apr6s ce qui pr6c6de, on peut en conclure imm6diatement qu'il en 
• h P 

e s t  de m4me de chacune des intggrales j u  ~-1 (1 - -  u) ~z-1 (1 - -  xu) -~ du, 
g 

g e t  h d6signant l 'une des quantit6s 0, 1, 1_, oo. (JAcoB 4 Journal de 
X 

Crelle tome L VI). Nous verrons plus loin d'autres applications de cette 
remarque. 

(14). Nous avons d6fini les points Vl, v:, . . . .  vm comme les points 
singuliers de la fonction f(x, u ) ,  oh l 'on suppose x constant. Mais, au 
fond, le raisonnement n'exige pas q u e  ces valeurs soient v6ritablement des 
valeurs singuli6res; la seule condition n6cessaire est que f(x, u) soit holo- 
morphe pour toute valeur de u diff6rente de vl, v~ . . . .  vm, co. On peut 
admettre que certains des points v sont des points ordinaires pour la 
fonction et les conclusions pr6c6dentes-ne cessent  pas de s'appliquer; mais 
il faut  remarquer que l 'dquation E ne sera plus irr6duct~ble. Je suppose, 
pour fixer les id6es, que f(x, u) admette les trois points critiques Vl, v~, v s 
et n'en admette pas d 'autre ,  abstraction faite du point v ~ cxv. D'apr6s 
]e th~or6me g~n~ral, les int6gra!es d~finies (v~v~), (v~v~), (v~vs) satisfont 
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ufle gquation diff~rentiellc lindaire du second ordre ~ coefficients uniformes; 
soit E '  cette 6quation. Soit maintenant  v~ un point ordinaire pour f (x,u);  
le thdor4me I s'applique encore aux six intdgrales d6finies 

et ces six int6grales doivent vdrifier une dquation lindaire du 3 ~m° ordre E. 
Mais cette 6quation E n'est pas irrdductible, puisqu'elle admet toutes les 
intdgrales de l 'dquation E ' .  

(15). Je  terminerai ce chapitre par l 'dtude d'un cas particulier i n -  
tdressant, oh  les intdgrales prdsentent uve grande analogie avec les intd- 
grales gtudides pa r  M r H~MITE. La fonction f(x, u), quand on y regarde 
x comme constant, admet toujours m points singuliers, qui se partagent  
en deux catdgories: les uns sont des points de ramification, les autres des 
p61es ou m~me des po in t s  singuliers essentiels, mais f(x, u)reste uniforme 
dans le ~,oisinage. Soient vl, v2, . . . .  v~ les premiers, et wl, w2, . . . .  w~ 
les seconds; r + s = m. Je conserve les hypoth5ses pr~c6demment admises 
relativement ~ la fonction f(x, u), ~ la disposition des points singuliers 
et aux intdgrales ddfinies telles que (v~%). Supposons que l'on ait gtabli, 
comme plus haut, un ou plusieurs syst6mes de coupures partageant le 
plan en un certain hombre de rggions. A l ' intdrieur de l 'une quelconque 
de ces rdgions, toutes les intdgrales (v,%) peuvent s 'exprimer lindairement 
au moyen de r - - 1  d'entre elles et des  rdsidus de f(x, u) relatifs aux 
points singuliers Wl, w~, . . . .  w, r~sidus que j 'appellerai  R~(x), R~(x), . . . .  R,(x). 
Imaginons, en effet, que l'on ait numdrotd les points v~, v~, v3, . . . .  v,. dans 
un ordre tel que la ligne droite VlV ~ laisse d 'un m(~me c6td tous les  points 
v d'indice infdrieur ~ i et de l 'autre cbtd tous les  points d'indice supdrieur. 
On pourra alors reprendre la ddmonstration d u  n ° 8; la seule diff6rence 
est qu'~ l 'intgrieur de Fun des triangles tels que vhv~+~vg il pourra se trouver 
un ou plusieurs des points w. Si, par exemple, ~ l 'intgrieur de ce triangle 
se trouve le point wk, la fonction f(x, u) ne cesse pas d'etre uniforme 
l 'intdrieur de ce triangle et le thdorSme de CivcHY donne la relation 

(vhv~+1) + (v~+lvg) + (vgv~) = + 2i;rR~(~), 

oh R~(x) a le sens qui lui a gt6 attribu6 tout-~-l'heure. Le reste de la 
ddmonstration s'ach~ve comme au n ° 8 et on voit que ies intggrales telle 
que (v~w~), (w~w~), qui n'ont plus de sens dans ce cas, se trouvent tou t  
naturel lement remplacdes par les r6sidus R~(x), R~(x), . . . .  R,(x). 
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Ces rdsidus ddfinissent s fonctions de la variable x, qu'il  est facile 
de caractdriser. Si, en effet, on fait ddcrire ~ la variable x un contour 
ferm6 quelconque, le point singulier w~, qui peut ~tre variable avec x, 
reviendra ~ s a  valeur initiale ou sa valeur finale sera 6gale ~ la valeur 
initiale d'un autre point singulier wh. Comme f(x, u)reprend,  ~ une 
constante prSs, sa valeur initiale, lorsque x e t u  reprennent leurs valeurs 
initiales, la valeur finale du rdsidu Re(x) sera dgale, a un facteur constant 
prSs, k la valeur initiate de Ri@) ou d 'un autre r6sidu Rh(x). Ces pro- 
pri6t6s suffisent pour montrer que Rl(x ), R~(x), . . . .  /t,(x) sont des intdgrales 
d'une 5quation lin6aire d'ordre s ~ coefficient uniformes. Cette 5quation 
ne sera pas irrdductiblc, si l 'Squation 4)1@ , w) -~  0 qui d~finit w comme 
fonction de x n'est pas ind6composable. 

Voyons maintenant ce que deviennent les int5grales (v~vh)lorsqu'on 
fair d6crire h la variable x un chemin quelconque.  I1 n 'y a rien ~ ajouter 

c e  qui a d6j~ 6t6 dit pour le cas oh un ou plusieurs des points v 
viennent k se trouver situ6s sur le chemin (v~v~,). I1 n e  nous reste qu'~ 
examiner c e  qui se passe lorsqu'un ou plusieurs des points w viennent 
h, 6tre situSs sur cet te  ligne. J 'emploierai pour cela une  m6thode~ que 
j 'ai  d6j~ appliqu~e aux intdgrales de M ~ HERMITE. (1) Soit C une ligne telle 
que, pour une valeur de x figur6e par un point de cette ligne, un des 
points w traverse la ligne droite vivh. Soit x 0 u n  point de cette courbe 
et $, $' deux points situ6s de part  et d'autre de la courbe, tr6s-voisins 
du point x 0. Figurons les positions respectives des points v,, vh, wk lorsque 
x coincide successivement avec les points ~ :  et ~:' et supposons, pour plus 
de g6neralit6, les trois points v,, vh, w~ variables avec x. Je suppose de 
plus que, lorsque x vient en Xo, un seul point w traverse la ligne v,vh; 
on pour ra  a lo r s  prendre un point l assez rapproch6 de cette ligne pour 
que le triangle lv,vh ne contienne h. son int6rieur aucun des points critiques 
de f($, u) et que le triangle lv'~v'~ ne contienne pas d'autre point singulier 
que w'~ de la fonction f(~', u) (fig. 1 1 ) .  

La fonction f($, u) 6tant holomorphe ~ l ' int6rieur du triangle lv~va, 
o n  aura 

(v~v~) = (v~l) + (lye) 
On pourra donc remplaeer l ' int6grale (viv~,) par la somme des deux int6- 
grales (v,/), (lye). Lorsque x va de $ en $', v, et v~ viennent respective- 

(1) Voir le premier volume des Aeta~ page 190. 
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ment en v'~, v'h, mais chacune des int6grales d6finies (Iv,), (1%) reste une 
fonction uniforme et continue de x; de sorte qu'aux environs du point 
$' la continuation analytique de la fonction sera encore repr6sent6e par 
la somme 

(v',l) + (Iv'h); 

f($', u) n'est plus holomorphe ~ l'intgrieur du triangle lv'~v'h, mais elle 
est encore uniforme et, en appliquant de nouveau le th6or6me de CATCHY, 
on aboutit a la relation 

(v'il) + (lv'h) .= (v'~v'h) - 21r~Rk($'), 

//k($') repr6sentant le r6sidu de f($', u) relatif au point singulier w'k. 
La fonction qui 6tait repr6sent6e par (v~%) avant que la variable n'ait 
franchi la coupure se trouve donc repr6sent6e, apr6s le passage, par le 
symbole 

(v~vh) -- 2izRk(z) 

La d6monstration s'applique 6videmment, quel que soit le nombre 
des points w qui traversent la ligne vxh. Comme on peut r6p6ter le 
raisonnement chaque fois que la variable franchit une coupure, on est 
conduit aux conclusions suivantes: si l'on consid6re toutes les int6grales 
d6finies (v,%) et les r6sidus Rl(x) ,  t~:(x), . . . .  R~(x), quand on fait d6crire 

la variable x un chemin ferm6 quelconque ne passant par aucun des 
points pour lesquels les valeurs v o u  w ne soient pas toutes distinctes 
ou cessent d'etre holomorphes, les valeurs finales de ces fonctions sont 
lides aux valeurs initiales par des formules lin6aires et homog6nes 
eoefficients constants. 

Donc: 
T h d o r ~ e  I L  Toutes les intdgrales (v~%) satisfont ~ une dquation diffd- 

rentielle lindaire d'ordre m ~ l it coefficients uniformes, et cette dquation 
admet comme solutions les s rd~'idus Rl (x ) ,  R.2(x ) . . . .  R,(x). 

En rapprochant ce r6sultat de celui qui a 6t6 6tabli au n ° 14, on volt 
que l'6quation g6n6rale d'ordre m - -  1 admettra des int6grales appartenant 

une dquation d'ordre moins 61ev6 ~ coefficients uniformes, toutes les fois 
que la fonction f ( x ,  u) sera uniforme dans le voisinage de l'un des points 
que nous avons consid6r6s comme les points singuliers de cette fonction. 

(16). Les int6grales de M ~ HERMITE peuvent, dans certains cas parti- 
cullers, se ramener aux pr6c6dentes. Soit F ( x ,  u ) u n e  fonction holomorphe 
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de x et de u et G(x,'u) un polyn6me de degr6 m - - 2  en u dont les 

coefficients sont des fonctions holomorphes de x. Le quotient F(z, u) 
• G ( z ,  u )  

admet m -  2 p61es variables avec x, qui sont donn6s par l '6quation 
G@, u ) =  0. D6signons par Ul, u~, . . . .  u~_~ ces racines et par R~(x), 

R2(x), Rm_~Ix) les r6sidus correspondants de la fonction F(z, u) 
. . . .  G(x, u)" 

Soien~ maintenant  to, t~ deux constantes quelconques, l ' int6grale d6finie 

= u )  du 

to 

reprSsente une fonction bien cl6termin6e de x sauf pour les points situ~s 
sur certaines courbes, formant des coup'ures pour cette int~grale. D'apr~s 
ce qui pr6c~de la fonction ¢(x)const i tue  avec Rl(x), R~(x), . . . .  R~_2(x) 
un syst~me fondamental d'int6grales d'une ~quation lin6aire d'ordre m -  1 

coefficients uniformes. La foneti0n repr~sentSe dans une certaine partie 
du plan par ~(x) sera repr6sent6e, apr~s que l~ variable aura franehi un 
n o m b r e  quelconque de coupures, par 

¢)(x) + 2Mli~rR,(z ) + 2M~i~R..(z) + . . . .  

M1, M~, . . . .  6tant des nombres entiers qu'il serait facile de calculer. 
La th6orie pr~c6dente exige essentiellement que certains des points 

critiques de la fonction f(x, u) soient variables avec x .  Dans le cas con- 
traire, elle nous apprend seulement que les int6grales cbnsid6r6es repr6- 
sentent des fonctions uniforme~ Telle est par exemple l ' int6grale 

y u 2 - -  1)"* cos ux du, 
0 

qui se pr6sente dans l'6tude des transcendantes de BESSEL. De mdlne 
r int6grale 

a h 

= f (u ~ a ~ )  b~-I . . . .  (U - -  an) b"-I (U - -  X) ~-~ d~, Y 
a i  

lorsque 2 "-2-1 est un nombre entier positif, repr6sente une fonction uni- 
forme de x, qui n'est autre q u ' u n  polynbme. 
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I I .  

(17). L'application de la th6orie pr~c6dente k la fonction 

f(z,  u) = u p-1 (1 - -  ~ ) ~ , - f l - 1  (1 - -  zu) -~ 

se fait imm6diatement,  et conduit d'une fa~on presque intuitive aux rdsul- 

tats connus. En particulier, on peut en ddduire tous les  cas off l '6quation 

de la sdrie " . . . . . . .  hypergcometmque admet une mtegrale dont la demvee loga- 
r i thmique est une fonction rationnelle de x. Si l 'on se reporte,  en effet, 

aux paragraphes 12, 13, 1 4  et 15, on voit qu'il suffit pour cela que 

f@, u) soit uniforme dans le voisinage de l 'une des valeurs 0, l, 1 ,  o0, 
X 

c'est-~-dire que l 'un des hombres a,  fl,  ~" ~ a,  7 " - -  f l  soit un nombre entier. 
Ces cas sont du reste les seuls oh l '6quation de la s6rie hypergdom6trique 
admette une int6grale de  cette forme.  

Supposons, par exemple, que a - +  1 - -  T soit 6gal ~ un nombre entier 
ndgatif, de telle sorte que la fonction f ( x ,  u )  soit uniforme dans le voisi- 

nage du point u = ¢x~. L'dquation diff'6rentielle devra admett're comme 

" "," ( 1 )  1 ,  r e l a t i f a u  p61e t 0. mt%ra le  le r~sidu de la fonetion f z, = 

f z, ~ = t ~-r (1 - -  (t - -  z )  - ~  = z t ~ - ' / (1  - -  - -  ; 

posons a +  1 - - r = - - m ;  

Ce rdsidu sera dgal au produit  de x -~ par le coefficient de t m dans le 

ddveloppement du produit  (1 - -  t)~'-a--1 (1 t ) , =  suivant les puissances 

eroissantes de  t. Or on a 

(1 - -  t) r=~-~  = 1 + fl + 1 - -  r t  + (fl + 1 - -  r) (fl  + 2 -  r) t '  
1 1 . 2  -4- . . . .  

+ (~ + 1 - -  r) . . . .  (~ + ~ - -  r) t" + . . . .  
1 . 2  . . . .  m 
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( t )  -~ a t a(a + l) t ~ 
1 - -  = 1 + 1  - z +  1 . 2  x ~ 

. . . .  + 
(x(a + 1 ) . . . ( a T m - - 1 )  t "~ 

1 . 2  . . . .  m 

Le coefficient de t ~ dans le p rodui t  sera done 

( i ) +  l - - r )  . . . .  ( f l + m - - r )  a ( f l +  l - - r )  . . . . .  ( f l + m - - l - - r )  1 + - +  . . . .  
1 . 2  . . . .  m 1 . 1 . 2 . . .  ( m - - l )  z 

a(a + 1) . . . .  ( a + m - - 1 )  1 
+ 1 . 2 . . . .  m z m' 

ee qui  peu,t encore s'6crire: 

( f l + l - - r )  .... ( f l + m - - r ) l l +  a ( - -m)  1 
i : g:- .-7;7 [ I i ' ( r - - ~ ' O ;  

+ 
a ( - - m ) ( - 2 m  + 1) 1 

1 . 2 . ( r - - f l - -  m) ( r - - f l - -  m + 1)x --i + .... 

+ a ( a - b l )  . . . .  ( a A - m - - 1 ) ( - - m ) ( - - m + l )  . . . .  ( - - m + m - - 1 )  lm] 
1 . 2  . . . .  m ( r . - -  f l  - m )  . . . .  ( r - - f l - -  1)  

( 1) 
Le po lynbme entre parenth6ses n'est au t re  que F a, m, y - - f l -  m, 

un facteur  constant  pr6s, au p rodui t  

( 1) 
z - ~ F  c,¢, a + l - - r ,  a + l - - p ,  

Si fl est n u l  ou  6 g a l  ~ u n  n o m b r e  en t i e r  ndgat i f ,  on t r o u v e  de m ~ m e  

q u e  le rds idu de f ( x ,  u )  r e l a t i f  a u  pbie u = 0 est ~gal  

( f i t  l - - r )  . . . .  (fl'Jr m - - r ) F ( a ,  fl, r, x) 
1 . 2  . . . .  m 

(18). P r e n o n s  encore  l ' exemple  t ra  itd par  M. P, OCttAMMER; 

: xb2--1  (~ an )b n -1  (q~. X) ~t--1 f ( ~ ,  u)  (u - -  c~,) ~'-1 (u  - -  a~) . . . .  - -  

Le th~or~me gdn~ral nous apprend que chacune  des intdgrales d~finiea 

j .h )~,--1 .~,,,-1 x)z-I 
y = ( ' . -  a, . . . .  (u - -  ~ ,,) (~ - -  d~,, 

g 

Acta mathematica, 2. I m p r i m 6  19 M a r s  1983. 
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off g e t  h ddsignent deux  des quantit6s (tl, (l.2, . . . .  an, X, 0,% pourvu  
qu 'e l le  air un sens,  do l t  satisfaire ~ une 6quation l in6a i re  d 'ordre  n 
coefficients uniformes,  dont  les points singuliers ~ distance finie sont prdci- 

sdment l e s  n points, al, a2, . . . .  a,,. Rappelons d 'abord  en q uelques roots 
comment  on peut  former  cette dquation et supposons que )t n'est pas un 
nombre  entier,  condit ion n~cessaire pour  que l '6quation obtenue soit irr6- 
ductible.  D'apr6s une r e m a r q u e  faite an tdr ieurement  (n ° 13), il suffit de 

fo rmer  l '6quation b~ l a q u e l l e  satisfait l ' intdgrale d6finie 

ah 

a i 

oh les deux  l imites a~, ah sont finies et inddpendantes  de x, et oh l 'on 
suppose que ies part ies rdelles de b~ et  de bh soient positives, de fa~on 
que cette intggrale ait  un sens. On aura:  

f 
a h 

__dY _--- ---(2 - -  1) (u  - -  a , )  b'-I . . . .  
dx 

a,  i 

(u a n)b n-i (u - -  z) ~-~ &,, 

f ah ",bt--'l d ' y  _ (~ _ ~) (~ _ 2 )  ( u  - -  . , ,~  
dx 'J 

a i 

. . . . .  ( , , , . -  a . )  ~ - '  (~t " -  ~)~-~ d~,., 

I m D • • t . . . . . . .  0 B • • e . . . . . .  

f ah xbl--I dP'Y = ( - -  1)v(,~-- 1)(,~--2) .... (~--p) (u --  a,) . . . .  
dx p 

a i  

(~ - -  an)""--1 (~t - -  x)~--p--I d u  

dnY 1 )n f "l, ,~,,--1 dx n -- (--  (). - -  1) . . . .  (), - -  n) (u - -  a,) . . . .  

a i 

( u  - -  . ,~ ) , ,~ -1  (~,~ _ _  , . ) ,  . . . .  l d ~  

Soient m,f intenant  P0, /'1, P2, . . . .  P , ,  (n + l ) fonc t ions  de ~; posons 

dny 
F(y)= P o - - +  P , - - - -  

dx n 

n--1 
d y P.-'I dy 
d , , - i  + . . . .  + ~ + P~y 
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E n  renq~lavant  y at  ses ddrivdes p a r  les express ions  prdcddentes , . i l  v i en t :  

/" a/~ 

.b,--I ('15 an)  bn-1  ('tb - -  03) )' . . . .  1 ]~' (',4) {l?,., 
~(y) - J ( u  - -  a,) . . . .  - -  

a i 

F(u) a y a n t  la  v a l e u r  su ivante ,  

F ( u ) = ( - -  1 ) " ( 2 - - 1 )  . . . .  ( : 2 -  n )Po  + ( - -  1 )"- '  ( 2 - -  i )  . . . .  (2 - - n +  1 ) ( u  ---  . ) P ,  + . . . .  

. . . .  - -  (~, - -  1) (,t 2 g3) u - 1  1)n__l + ('t/. - - -  aJ) n Pu 

P o s o l l s  e t l c o r e  

Z ( ~ )  -- ("~ - -  ~q)"' ("~ - -  ".,)~' • • . .  ¢'~ - -  o,,) ~ (~ - -  * / - "  ; 

o n  a u r a  

,V, (',, ) 

oh 
g=rt 

¢'(~,,) = ..~ b~(,, - ~q)...(~ 
i = 1  

- -  - - -  (I.!.) . . . . .  ( ~  - -  a n ) b {  ~ - 1  ('tb ~ ~ / ' (12) ,  

F ( u )  et  qJ'(U) sont  d e u x  fonc t ions  ent idres  de u de degr6  n;  si on p e u t  

d isposer  des n n t- 1 coefficients  Po, 1-',, . . . .  P,, de fa~on que  ces d e u x  

p o l y n 6 m e s  soient  iden t iques ,  on  a u r a  

f(y) = Z ( ~ , )  - Z ( < )  = 0 

I1 est ais6 de v6ir  que  l ' i den t i f i ca t ion  est t o u j o u r s  possible.  P o u r  

p l u s  de  co inmodi t6  posons u = x - t -  z. O n  a u r a  

F ( ,  + z) = ( - -  1) '~ (), - -  1 ) . . .  (), - -  n)P o + (--- 1) "-I  (), - -  1)...(2 - -  n + 1)Piz _+ . . . .  

. . . .  - -  (2 - -  1)Pn_lz  n-1 + P,,z n, 

Z 2 .n  
z ~ ' (x)  + ~F"(x) + . . . .  4-, 1 2 n ¢'(* + ~) = ¢'(~) + i- T 7 ~  

¢"(z). 

Si l ' on  6cri t  que  ces d e u x  p o l y n 6 m e s  en z sont  iden t iques ,  oll ob t i en t  

immddia t e lnen t :  p o u r  les fonc t ions  inconnues  P0 ,  "Pl" . . . .  "Pn les v a l e u r s  

su ivan tes :  



36 E. Goursat. 

¢'(~) 
PO = ( -  1 ) " ( 2 _ 1 )  . . . .  ( 2 - - n ) '  

P ,  ---- ( - - 1 )  " -1  ~"(x) 

P.-1 ---- (-- 1) 
(2-- 1) 1 .2  . . . . .  ( n - - l )  

P n = q f  " ('X ) 
1 . 2 . . . .  n 

P0 sera une fonction entiSre de x de degr5 n; P1 une fonction entiSre 
de degr6 n ~ 1 etc., st P, une constante. En particulier, on aura 

Po = ( - -  1)" ('~ - -  a , )  (~ - -  a , )  . . . .  (~ - -  a,~). (2 --  1) ~.._(-2 --~- n-+--l-) ' 

ce qui montre bien que les seuls points singuliers k distance finie pour 
l 'Squation 

~ ( y )  = 0 

sont les points al, a~, . . . .  a.. 
(19). La reprSsentation des solutions de l 'dquation ~(y)--= 0 par des 

int6grales ddfinies permet aussi de trou.'ver trSs-simplement la forme d'un 
systdme fondamental d'int~grales dans le voisinage d'un point singulier. 
Dans le voisinage du point singulier a 1 par exemplc, les n -  1 intSgrales 
ddfinies 

f>( f/( f>( z, u )  d u ,  x, u )  du ,  . . . . x, u )  du ,  

a 2 a 3 a~l  

repr~sentent n - - 1  fonctions lin~aircment inddpendantes qui sont holo- 
morphes pour x ~--al, tandis que l 'intdgrale 

} ( ~ ,  u) du  

a I 

d6finit une fonction de x qui est multiplide p a r  e +-~i(~+b') lorsque x tourne 
autour du point a 1. En effet, par le changement de variable 
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elle prend la forme 

f ( ~ - - ~ I )  ~ + b ' - I  {(i~'2 "~1 - -  [(k~ - -  Lbl)} b ~ - I  ° " " [ [ (]bit ---- (~1 - - t ( ; ] g - - O i , 1 ) } b t g - - l t b l - - l ( 1 - - t )  ~ - 1  d r ,  

o 

et la nouvellc intSgrale reprSsente uric fonction holomorphe de x pour 

X ~ Ct 1 . 

Pour 5tudier lu forme des intSgrales dc l '5quation f ( y ) =  0 dans le 
1 

voisinage du point x x ' ~  axe, imaginons un contour ferm5 C entourant 

t o u s l e s  points critiques, par exemple une circonfdrcnce d'un ' trcs-grand 
rayon et raisons dScrirc ~ la vm'iable x cette circonfSrence. Les n--- .1 
intdgrales ddfinies 

f/ (x, ~ ) d u  ( i =  2, 3, . . . .  ~ "  

gl  

repr6sentent n ~ 1 fonctions lin6airement inddpendantes dont chacunc se 
reproduit mult ipl ige par le facteur e ±~'~'~ lorsque la variable x d~crit cette 

• r cn'conf6rencc. Par exemple l 'int5grale 

f 
(t,~ 

('t~ - -  (11) b l - -1  . . . .  (q~b - -  ( ' n )  bn -1  ('?A ~ ) ) ' - - 1  'l~tl~ 

peut s'~crire 

(i ( ), 1 xbl--1 ('~1.,--- G~n) b n - 1  ' "-- x ~i . . . .  (~l) . . . .  1 d r ,  

t ~  
a i 

et la nouvelle int6grale repr&ente 6videmment une fonetion holomorphe 
1 

de x pour x - -  x' - -  cxv. L'6quation 'p(y) = 0 admet done, dans le domaine 

de ee point, n -  1 solutions lin~airement ind@endantes telles que 

,1-~V(,) 

P(x') ~tant holomorphe pour  x ' =  O. 
On reeonnalt d'une fa~on ana logue  que l'int~grale d6finie 

f(x, u) du 
x 
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repr6sente dans le voisinage du point x - -  

peut mettrc sous la forme 

x' --cx~ unc fonction que l 'on 

Q(x') 6tant holomorphe pour x ' :  0. 
(20). L'dquation V(Y)~-0 admettra des int~gralc s appartenant a u n c  

6qu~tion k coefficicnts uniformcs d 'o rd re  infdricur h n toutcs los ibis quc 
la "fonction f(x, u) sera uniforme dans le voisinage de l'un des points 
singuliers ax, a~, . . . .  a,,, x, cxv. Supposons, par cxemplc, que b* soit un 
nombrc cntier; si b~-- 1 cst positif, de .fa(;on quc lc point u ~ a~ ne soit 
pas  un point singulicr, toutcs  les int6grales 

h 

je(~, u) du, 
g 

oh g ct h dSsigncnt rune des quantitSs a~, a~, . . . .  a~_l, a~+~, . . . .  a,, x, co, 
v6rificnt une m6mc 6quation lin6airc d'ordrc n - - -  1 ~ coefficients uniformcs. 
Mais si b ~ -  1 cst un hombre entier nSgatif, lc point u = a~ ser:a un pSlc 
ct les int6grales prSc6dentes vdrificront une 6quation d'ordrc n admcttant 
comme intSgrale particuliSre le rdsidu de la fonction f(x, u), relatif au 
pble u ~- a~. 

Dans le premier cas, on pout st proposer de former l'Squation d'ordre 
n - - 1 ;  je suppose pour cela le point autour duquel f(x; u) est uniforme 
rejet6 .~ l'infini; (ce qu'il est toujo.urs possible de faire par une trans- 
formation lindaire, sans changer la forme de l'expression). Cela rcvient 
'~ supposer que la somme bx + b 2 -{- . . . .  + b,, q -2  est un hombre entier, 
et de plus que cette somme est inf6rieure ou au plus 5gale "~ n - -  l, a fin 

que l'intSgrale u)d ; prise le long d'une cireonf6rence entourant 

tous les points critiques, soit hullo. 
I1 rSsulte de  ce qui prScSde que toutes les intSgralcs dSfinies (a~a~,) 

ou (a~x) doivent satisfaire '~ une m6me 5quation lindaire d'ordre n -  1 

b~ coefficients uniformes. I1 est ais6 de former cette 6quation. Admettons, 
comme plus haut, que 2 n'est pas un nombre entier et en outr.e que 
!'on u 

b~ + b + . . . .  + b,~ + 2 = - u - - 1  
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Soit  

c a h 

y = J ( ~ , ,  a , )  ~'- '  . . . .  ( ~  - -  on) ~n-~ (,<, - -  ~)~'-~ d~;  
a i  

on aura,  c o m m e  t o u t  k l 'heure ,  

C a h 

d~dY _ ( ' l  - -  1 ) 3 (  ,~ a , )  ~:-~ • • • • (,~ " (~n) ~ ' ' -~  ( ~  - -  ,z) ~-~  d~,~,, 

a i 

d~-ly 
d ~  n - 1  

*la h 

-= ( - -  U n- i  ('l - -  1) . . . .  ('l - -  ~ + 1 ) J ( ~ ' ~ , , )  ~'-~ . . .  ( ~ - - a n )  ~n -1  ( ~ . -  ~)~'-" d~,, ; 

a i 

P0, P ~ , ' . . .  Pn-, dds ignant  n fonct ions  de x, p o s o n s  encore  

¢,(y) = P o J'"-'Y + P , -  d ~  n-1  

On aura  
/ ' a h  

~,(y) = J ( ~  --  ~.)~,-~ 
a i 

n - - 2  d y 
cl zn--  2 

dy 
+ . . ,  + P, , ,~,~ + P , - l y  

. . . .  (~  - -  . . ) ~ ' ~ - '  (~, - -  . ' ~ ) ~ - n F , ( u )  d~.~, 

F,(u)  = ( - -  1 ) " - ' ( ' l - -  1 ) . . . .  ( , t - - n  + 1)P o + ( - -  1)n--=(2--1) . . . .  ( ' l - - n  + 2 ) P i ( u - - x )  + 

. . . . .  --.('l  - -  1)Pn_, (u - -  ~)n-~ _[.. p, ,_,  (u - -  x) '*-~ 

Soit  encore 

d f l  ( ' g )  (~¢ .b 1 - 1  . . . .  _ _  
= - -  <~',,~ (~ an) ' ' - ~  (~ ~ - * ) ' ~ 7 " ~ q ' 6 " ) ,  d~ 

¢~(~,) ~ b ~ ( ~ - -  . . . .  _ = a,) (u a,~) (u z)  + ('l - -  n + 1) ( u - - a l )  ... .  . (u - -  an) 
i = l  

Si, en c h o i s i s s a n t  c o n v e n a b l e m e n t  l e s  f o n e t i o n s  P0,  P 1 , "  • P . - 1 ,  

Fl(u ) es t  ident ique  k ~Pl(U), on  aura  

~ft(Y) = f~('ah) - - f , ( a t )  = 0 
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L'identification est toujours possible; car, h cause de la relation 

b t + b~ + . . . .  + b,, + 2 = ~ - - 1 ,  

till(U) est co rnme  F ~ ( u )  une fonction enti6re de u de degr6 n -  1. Les 

coefficients tJ0, /)1, . . . .  P~_~ seront ddtermin6s comme tout-~-l'heure. 

De l'6quation ~a(Y)= 0 d'ordre n - - 1  on d6duira par la diff6ren- 
tiati0n une 6quation de m6me forme d'ordre n ~ 1 

~,~ --= O, 

qui est v6rifi6e par l 'int6grale d~finie 

(u at) b'-I . . . .  (u - -  a , )  b ' - I  (u  - -  x) ~'-1 du  

ai 

oh r o n  a. 2 ' - - - - -2- -1 ,  de la m6me forme que la prdc6dente, et qui n'en 
diffSre que par le changement  de 2 en 2 ~ 1. Pour  cette nouvelle int6- 
grale, on a 

b, + b~ + . . . .  + bn + 2' = n - -  2 

Par  r diff6rentiations successives on formerait  de m6me l'6quation 

d'ordre n -  1 qui est v6rifi6e par l 'int6grale d6finie 

oh l 'on a 

f f  ah ~bt--I 
J ( u  - -  at) . . . .  (u - -  a,~) ~"-~ (~ - -  z )  ~'--~ d~,,, 

a i 

b ! + b 9 + . . . .  + b . +  2 ' - ~ n - - 1  ~ "  

(21). Je  consid6re enfin la fonction tr6s-gSn6rale 

f ( * ,  u )  = (u ---  a t )  - -  ...,,, . . . .  l~q(~, ~ , ) ] ~ - ' ,  

oh ~x, ~ ,  . . . .  ~q. sont des polyn6mes entiers en u ,  de degr6 ~nx, m~, . . . .  mq 

dont les coefficients sont des fonctions holom0rphes de x, et je me borne 
au cas g6n6ral oh aucun des nombres b Oll 2 n'est 6gal ~ un hombre 
entier. 

Soit 
¢(z, ~) = ~,(z, ~,.) ~(~, ~) . . . .  ~,,1(~,,, ~,); 
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q)(x, u) est un polyn6mc entier en u de degr6 p--= % + %-4- . . . .  -4-m~. 
D'apr6s le th6or6me g6n6ral, chacune des int6grales d6finies 

fh f ;i ff ~'h 
(z, ,~) clu, (z, ~,) du, .Jr(z ,  ~) du, 

a i a i u i 

oh u~, uh d6signent deux racines de l '6quation ¢(x, u ) ~  O, pourwl qu'elle 
ait un sens, doit satisfaire g une ~quation lin6aire d'ordre n q - p - - 1  g 
coefficients uniformes. I1 suffit, d 'apr& ce qu'on a vu plus haut, de 
former une telle 6quation pour l 'une des int6grales d6finies 

a h f~ 

= [ f(*, u) du Y 
a i  

On peut toujours, en d6signant pa:r %, %, . . . .  u~ les /9 racines de 
l '6quation 

¢(~, ~)= o 

et en faisant abstraction d'un facteur ne ddpendant que de x, 6crire 

a h 

f ~ \ ) q - - 1  y --=- (u  - -  a , )  b~-I . . . .  (u  - -  a,~) b'-I Ut--u,) . . . .  ( u -  u~) ap-1 d% 

a i  

les nombres 2 ayant la m4me valeur pour les racines d'un m4me gro.upe, 
tel que le groupe form6 par les racines de l '6quafion ~,(x, u ) =  O .  

Supposons que les parties rdelles de b~ et de bh soient positives, afin 
que l 'mtegrale . . . . .  conslderee ait un sens, et conmderons" " pour un  moment  
%, %, . . . .  % comme ~o variables ind6pendantes. Soient & , / ~ ,  . .  : .  /tp 
p nombr6s entiers positifs tels que 

/z, + y . 2  + . . . .  + / ~  : n  + / o - - 1  

Entre la fonction y e t  les dgriv6es partielles, au nombre de n q - v ~ l ,  

~,,,' ~u~' " " "  ~u~' ' 

,, . ° . , . 

By ~ y  ~1~py 
~%' ~,~,~,' . . . .  ~G, p , 

A c t t t  m a t h a m a t i c a .  2. h n p r i m 6  20 .Mars 1883. 
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il e:riste une relation lingaire et homog~ne dont les coefficients sont des fonc- 

tions rationneiles de u~, u~, . . . .  up. 

O n  a 

~Y f ~ h  a~, . . . .  (,i, - -  1). ( ,~_  o11~,-1 . . . .  ( . _  ,~)~-1 ( u -  ~,)~"-~ . . . .  O~ - ,,~)~,~-1 , l . ,  

a i 

• . ~ . . . .  • . . . . .  o . . , • . • , o . . . . . . .  

~u~' - - ( - -  1 ) " ( ~ , - -  1) . . . .  ( 2 , - - / ~ )  ( u - - a ~ t  ''-~ . . . .  0~' - -  a,,) ~ - ~  (u - -  u , ) ~ ' - # ' ,  ~ . . . .  

a i 

. . . .  O - -  ' % ) ~ P - I  d,i,  

et  les a u t r e s  d 6 r i v g e s  pa r t i e l l e s  s ' e x p r i m e n t  d ' u n e  fa~on a n a l o g u e .  

m a i n t e n a n t  
AI, A2, . . . .  A,~I, 

B , ,  B~, . . . . B ~ ,  

hz, h~, . . . .  Lt,v, 31, 

+ 20 fonc t ions  de  u,~, u 2, . . . .  u, .  Posons :  

A, ~ut~ ' + A~ ~.,I~,-1 + . . . .  + AI"--~u, 

+ B, . . . . . . .  + B,~2Tu~ ~u~': 

170)  = + 

~'V y 
+ Ll i)u~------; + . . . . . .  + L#, ~y ~up 

So ien t  

En  xempla (~an t  y e t  ses d 6 r i v & s  pa r t i e l l e s  pa r  l eu r s  exp res s ions  au  

m o y e n  d ' i n t 6 g r a l e s  d6finies,  on  t r o u v e :  

f 
a h 

. b l - - I  - -  _ _  [/('y) = (u - -  a, 1 ) . . . .  (u an)b,--1 (,~e __ ~,,,);h #, 1 . . . .  (,e - -  Up) zp-'~;'-I POt) d~¢,, 

ai  



_F(,,) 

F (~,~,) ----- 

F(u)  est une fonction enti6re 

coefficients inddterminds. 
Posons. encore 
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ayant  la va lcu r  suivante:  

(u - -  ~q)"~ . . . .  (u  - -  % )~' {(-- 1 y"~ (,~ - -  1) . . . .  (J~ - - I ~  )A,  + ( - -  1)"~-~ (~, - -  1 )  

. . . .  (,t. . - /~ ,  + 1 ) A , ( u  - - u . )  +_ . . . .  - -  (),, - -  1)a/,,(u-- u,) I'v-*} 

+(.a--%)/"'(,,,--ua) ' '  .... (u--u, , ) : '~ '{(--1) /"~(J,--1) . . . . (a , - - t , ,YB,  +(--1)  ''~ '(z,--1) .... 

. . . .  (,t, --/,, + 1)B,(u--  %) _+ . . . .  --(J,~ - -  1)B, . (u---%)"- '  } 

+ ( u - - - % ) " ' . . . .  (u--u, ,_l) ' ,  --~ {(-- 1)",' ( ~ v -  1) . . . .  (Jr---/,,,)b, + . . . .  

. . . .  - -  ( g - -  1 )b ,>  (u - -  %)".-~ } 

+ M ( , ~  - -  ~q)"'  ( ' ~ -  % ) "  . . . .  (',~ - -  % ) ' " ' ;  

de u de degr6 n + / 9 - - I ,  contenant  n + p  

f , ( ~ )  = (u  - -  a , )  ~' . . . .  O* - -  ~ ) ~  ("~ - -  u , )  a ' - ' '  . . . .  ( 4 , -  % ) ) ' p - ' ~ ;  

o n  ~t ur~l, 

r i l l ( l / , )  - . . b l - - l ~  - ,b~---I "b l~- - I  ( 7 , ¢ ~ - - I / q  'll, p)  )~p-'~zp-1 
du -- tu -- a~) .iv, -- %) .... (u -- ,,,~ ~ )~,~-I,,-I.... (~ __ ~ (~), 

off  

Z bi('u ¢ ; 0 0  = - -  - , )  . . . .  ('~ - -  a ~ - 0 ( ~  o . ,~+~)  . . . .  (,~ .... ",~) ¢,'~ ~q) . . . .  0~ - -  ~ , )  
i = 1  

h=p 

+ Z ( ~  - - /~ , , )  (,~ - -  - , ) - . . .  O, - -  , , 0  (.i, - -  ~,)  . . . .  (, ,  - -  ~,,__~ 
h = l  

( u - -  uh+l) . . . .  ( u - -  % ) ;  

q';(u)  est c o m m e  F ( u )  une fonction enti~re de u 

Si l 'on peut  disposer des n q - p  coefficients A~,  Be ,  

q u e  ces polyn6mes  soient identiques~ on au ra  

de degrd n q - p - -  1. 
. . . .  L~, M de fa(;on 

R ( y )  = f , ( ~ ) - - f , ( - 0  = 0, 

et la proposition sera ddmontr~e. 



44 E. Goursat. 

Pour le calcul des coefficients A~, je remarque que F ( u )  peut s'6crire 

F ( , , )  = (** - -  % ) " ~ . . . . ( ~ ,  - - , , , , ) ' * ~  { ( - -  1)"'  (,~, - -  1 )  . . . .  (2,,  --[~,)A,+(-- 1 )  ;~ ' -~  ( , , t , - - 1 )  . . . .  

. . . .  ()~1 - - I ' l l  '']- 1) :A2(/2  - -  qJ'l) • • . • - -  (./], - -  1)A,e-l(~/' - -  ILl )It'l-A} 

+ ( u  - -  ~,)~' G ( u ) ,  

G(u) d6signant  une fonction enti~re de u. Si l 'on fair u--= u~, F ( u ) s e  
r6duit 

(u, - -  %)"~.... (% --  %)~J, (-- 1) t~' (~, - -  1) . . . .  (~ --/~,)A,, 

et ~I~(u) d e v i e n t  6ga.1 ~ (2~- -# , ) ( a~- -a~)  . . . .  (a~ - - a , , ) O  ~ --u .2)  . . . .  (u~--uv); 
on aura donc imm6diatement la valeur de A~; A1 6rant d6termin6 de 
cette fa(;on, si dalis l'6galit6 

on fait passer dans le second membre le terme tout connu en A1, on 
pourra supprilner le facteur commun u - - u l ;  puis, faisant de nouveau 
u = ul, on aura une 6qua t ion  qui donnera A2, et ainsi de suite. On 
d6terminera de la m~me mani~re les coefficients B~, C~, . . . .  L~. Puisqu'on 
suppose que les nombres 2 nel  sont pas des nombres entiers, le 
calcul pourra toujours dtre continu6 et donnera poul: ces coefficients des 
valeurs finies. Quant ~ M ,  on robtiendra, en donnant ~ u une valeur 
particuli~re diff6rente de a~, a 2 . . . .  a , ,  u~, . . . .  u~ et en dgalant les deux 
membres, par exemple en 6galant les coefficients du terme en u n+~-i dans 
F(u)  et dans ¢~(u). On trouvera bien ainsi pour ces coefficients des 
fonctions rationnelles de ul, u~, . . . .  u~. Remarquons de plus que A~, B~, 
C1, . . . .  L 1 seront toujours diff6rents de z6ro. 

Au moyen de relations de la forme pr6c6dente, on pourra exprimer 
toutes les d6riv6es partielles de y au moyen de la fonction elle-mdme et 
de n W p -  2 de ses d6rivdes par des formules lin6aires et homogSnes, 
off les coefficients sont des fonctions rationnelles de ul, u~, . . . .  up. Je  
prendrai par exemple ]es n + p - -  2 d6riv6es 

~) ! t  ~)2.q ~,-~y ~)/ ~y 



Sur une classe de fonctions reprdsentdes par des int, dgrales ddfinies. 45 

Les nombres positifs /~1, /*~, . . . .  #~ qui figurent dans la relation 

H ( y )  = 0 

sont assujettis g la seule condition 

I*, + F~ + . . . .  + /,~, = n + p . - -  1 

Si l'on prend /~ ----- n, /~: = #a . . . . . . .  - -  #p = 1, on aura une 6galitd d'ofl 

l'on pourra tirer ~"'; en .fonction des d6riv&s pr6cddentes. Prenons ensuite 

IX, = n + 1, I1,~ = 113 . . . .  • = , % - i  = 1, /l~, = O, 

oil aura une relation d'ofi l'on pourra  tirer E~+t't exprim6 au moyen de 

O'~y 
et des d6riv6es choisies. En se servant de la relation pr6c6dente, 

~ 

on pourra l 'amener g n e  eontenir que les d6riv6es choisies. E n  continuant 
de proche en proche, on exi)rimera de la rayon annoncde les d6rivdes sue- 
eessives 

n ~ . . . .  ~ -  n ÷ p - - l "  

~i (JUl 

Faisons  d'autre part  

/x 1 = ~ - - 1 ,  /12 = 2 ,  

~'__2_Y. On obtient ~,~, si l 'on fait ensui te  

/*a = / x 4  = . . . . .  / l  v = 1 ; 

/~,  = ~ - -  :~, / l ,  = 3 ,  / l  8 = ff~, - -  . . . . .  fl~, = 1 ,  

• ~ S y  
on aura O , ~ '  que l 'on pourra ramener,  au moyen de la formule obtenue 

auparavant,  g ne contenir que les ddrivdes choisies. En continuant de la 
sorte et en op6rant de la m~me mani6re pour les autres d6riv6es parti- 

dies,  on volt qu'on pourra exprimer comme il a 6t6 dit toutes les d6riv6es 
partielles jusqu'g celles d'ordre n A - P -  1, oh les d6rivations sont effec- 

tubes par .  rapport  i~ la m~me variable. La propri6td s'6tend imm6diate,  
ment  aux d6riv6es d 'un ordre quelconque, mais cela n'est pas  essentiel 
pour notre objet. 
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Cons idd rons  m a i n t c n a n t  

q u e  ~'Y ; on  

E .  Goursat .  

les ddr iv6es  pa r t i e l l e s  d u  ~ c o n d ' o r d r c  te l les  

I ~ y  - - -  

Oi., - 
f a  h (2, 1). ( u - -  al) b'--~ (',t ""-t  ~'-~ '~'~'-I " - -  . . . .  - -  ~ , , )  ( u  - -  '%) . . . .  (,,~ - -  %) .,~, 

a i 

~y 

1£ 2 
f a h 

t J  
a i 

f a  h i ~ Y  - -  (21 1 ) ( ) , ; - -  1 )  ( u  . b , - ,  

ai 

. . . .  (~ - -  'it1,) ~'l'-1 dg¢. 

Si P ,  Q d 6 s i g n e n t  d e u x  fonc t ions  de  u l ,  % ,  . . . .  uj,,  o n  a u r a  

i) y,1 i~,~e ~ • 

off 

l'-g-~, ~ - -  % ~, . . . .  ('t~ - -  a,, )~"-1 (,,~ __ " ,  )~,.-'~ (u  - -  ,,J..r~, . . . .  

a.i 

. . . .  ( u  - -  %);~1 ' - 1  F ( . )  d ' . ,  

F(u)  = (,i I - -  1) (),.~ - -  1) + (,it - -  1) (u - -  % ) P  + (2~ - -  1) (u  - -  u l ) Q ;  

F ( u )  est  u n e  f o n c t i o n  en t i6 re  e t  d u  p r e m i e r  deg r6  de  u ,  qui  sera  iden-  

t i q u e m e n t  n u l l e  si l 'on  p r e n d  

p = 2.~--1 Q =  2 , - - 1  

O n  a d o n c ~ l a  r e l a t ion  

e t  d ' u n  

i)'t~ l~t~,~ 'tt2 - -  ~tf'l ~)1'~'1 ~ t  - -  '~t2 i ~ ' z  

m a n i 6 r e  g6n6ra le  

--  , 3 1 . _ _  
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Chaque d6rivde partielle de y 6tant une fonction de m~me nature 
que la fonction y elle-m~me, en g6ndral une d6riv6e partielle telle que 

~my 

~.. ,~'  . . . .  ,3u~;  ~ , ,~ / '  . . . .  

s'exprimera au moyen des deux ddriv6es partielles d'ordre moindre 

~m-ly ~m-ly 
" a 1 ~ ~ a h - 1  ~ u ,  . . . .  ~ - ~  ~ h  . . . .  ~u~' . .  ou~ ~ ~,uh . . . .  

En appliquant la formule de r6duction autant de fois qu'il est n6ces- 
saire, on volt que chaque d6rivde partielle oh figurent des d6rivations 
par rapport k des variables diff6rentes s 'exprime lin6airement au moyen 
des d6riv6es partielles oh les d6rivafions sont prises par rapport ~ la 
m~me variable. Finalement, routes les dSriv6es partielles de la fonction 
y s'expriment au moyen de 

~ y  n 4 1  y ~y 0y 
Y' ~u~ . . . .  1, (~u~' ~up 

O ? / ,  1 

par des formules lin6aires et homogenes, oh les coefficients sont  des 
fonctions rati0nnelles de u~, u2, %. 

(22). Regardons maintenant y comme fonction de la seule variable 
x ;  o n  a u r a  

dy du~ 

/ = 1  i = 1  h = l  i = 1  

. . . . . .  . . . . .  , • • . . . . . . .  , • • . . . . . .  

. . . . . . .  ° . . . .  , . . . .  ~ , ~ ° , , , • , . ° . 

' m ,  

En g6n6ral d y s'exprime par des formules lin6aires et homog6nes a u  

moyen des d6riv6es partielles de /y  par °rapport k u i, u 2, . . . .  %, les 
coefficients 6rant des fonctions rationnelles des racines u,  et de leurs d6riv6es, 
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En se servant des 'relatiOns 6tablies prSc6demment, on pourra amener les 
seconds membres £ ne contenir que 

~y ~-ly ~y ~y 
~%' " ' ' "  ~ u :  - 1 '  ~u.~' " ' ' "  ~ t p '  

et les formules ne cesseront pas d'etre lindaires et homog6nes. 
suppose les d6riv6es 

dy d~y d~+P-ly 
d ~  ~ d x ,  ~ • • • • d x n + p _ _ l  : 

Si l'on 

exprim6es de cette fa?on, on pourra entre ces n - [ - p -  1 6quations 61i- 
miner les n + p - -  2 d6riv6es .partielles interm6diaires, et on sera conduit 
~ une relation lin6aire et homog6ne entre 

dy d~y d'~+P-ly 
Y' dz' dz ~' " ' ' "  dx ~+p-1 

C'est l'6quation que l'on voulait obtenir. 
Les coefficients de cette 6quation seront des fonctions rationnelles de 

u~, u~, . . . .  up et des d6riv6es de ces fonctions jusqu'~ celles d'ordre 
n ~ p - - 1 .  Ces racines se partagent en un certain nombre de groupes, 
chaque groupe comprenant les racines qui sont donn6es par une m6me 
6quation ~ coefficients uniformes, telle que ~ , ( x , - u ) ~  O. L'exposant 
6tant le m~me pour routes les racines d'un m~me groupe, il est clair que 
les coefficients de l'6quation obtenue seront des fonctions sym6triques de 
ces racines et de leurs d6riv6es; ce seront par cons6quent des fonctions 
uniformes de la variable x, que ron pourra former connaissant les diverses 

6quations, 
¢,(z, u ) =  O, ~(z, u )=  0 , . . . .  Cq(z, u ) =  O. 

Si les coefficients de ces diverses 6quations sont des fonctions ration- 
nelles, on voit, d'apr6s la mani6re m~me dont on forme l'6quation diff6- 
rentielle, que ses coefficients seront aussi des fonctions rationnellcs de la 

variable. 
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I I I .  

(23). Les r~sultats obtenus dans l a  premiere partie de ce travail 
peuvent ~tre gSn~ralis~s de diffSrentes mani~res. Une extension qui s'offre 
d'elle-mdme est la suivante. Supposons que z soit une fonction de la 
variabie u, contenant en outre deux param~tres arbitraires x et y, et 
conservons les autres hypotheses que nous avons admises relativement k 
cette fonction. Quand on attribue k x et ~ y des valeurs particuli~res 
xl, yl, z devient ~ne fonction de la seule var iableu,  admettant les m 

f vh points singuliers v~, v ~ , . . . .  %. Si l'int~grale z du a un sens, elle 
v i 

d~finit une fonetion des deux variables ind@endantes x et y, que Yon 
pourra continuer rant que ees w~riables resteront comprises k l'int~rieur 
de eertains contours. Admettons que ' toutes  Its intggrales de la m~me 
forme aient un sens tafit que, parmi Its m points Vl, v 2, . . . . .  '%, il n'y 
en a pas trois en ligne droite. L'int~grale (vivh) par exemple d~finit une 
fonetion de x et de y qui est represent@ par It m~me symbole rant que 
ees variables ne prennent pas un couple de valeurs telles qu'un troisi~me 
des points v soit situ~ sur la ligne v~vh. Par un proe~d~ absolument 
identique ~o eelui qui a ~t~ employ~ dans la premiere partie, on reeonnait 
que, lorsque eette eireonstanee se pr~sente, la continuation analytique d e  
la fonetion se trouve represent@ par une eombinaison lin~aire et homo- 
ggne ~ coefficients e0nstants des int~grales de la m~me forme se rappor- 
tang k la m~me fonetion. 

L e s  consequences sont analogues ~ eelles qui ont ~t~ expos@s plus 
hang. L e s  fonetions repr~sent~es par ees int~grales d~finies v~rifient un 
syst~me d'gquations lin~aires aux d6riv@s partielles, analogues 'k ceux qui 
ont gt~ eonsid~rgs par 5I ~ APPEL~ darts son int~ressant m~moire sur les 
fonetions hyperg~om~triques de deux variables (Journal de R~sal, tome V I I I  
3 ~m" S~rie). Entre une de ees intggrales et m ~ 1 d e  ses d~rivges parti- 
tiles, il  existe une relation lin~aire et homog@e dont les coefficients sont 
des fonetions uniformes de ~ et de y. 

Aeta mathematica. 5. Imprim6 24 Mars 1883. 7 
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Les int6grales d6finies telles que 

f 
g 

oh g et h d~signent l 'une des quantit~s 0, 1, x, y, ee, int~grale~ qui ont 
~t~ ~tudi~es par M ~ P~eAnD (Annales de l'Ecole Normale. 1881), fournissent 
un exemple int~ressant. On volt aussi comment les r~sultats peuvent 
~tre ~tendus ind~finiment e n  augmentant le nombre des variables ind~- 
pendantes. 

(24). Mais c'est en me plaqant ~ un autre point de vue que je me 
propose de g6n6raliser le th6or6me fondamental. Soit z = f~(x, u) une 
fonction analytique multiforme des deux variables ind6pendantes x et ~t, 
jouissant des propri6t6s suivantes. Entre n - t - 1  d6terminations de la 
fonction il existe une relation lin6aire et homog6ne ~ coefficients constants. 
Si on attribue box une valeur particuli6re xl, f~(xl, u) devient une fond- 
tion de la seule variable u, holomorphe pour" toute valeur de u, sauf pour 
m valeurs particuli6res vl, v2, . . . .  v~. Supposons que toutes les int6grales 
d6finies 

v i 

prises suivant une des lignes droites joignant deux points critiques, et o/1 
l'on adopte pour f~(x, u) une quelconque de ses d~terminations, ait un 
sens tant que, parmi les points v, il n'y en a pas trois en ligne droite. 
L'int6grale (vtvh) par exemple, quand on aura choisi la valeur de z que 
l'on prend dans l'int~gration, repr6sentera une fonction de la variable x 
que l'on pourr~ continuer sans aucune ambigul[t6 tant qu'aucun des 
autres points v ne viendra ~ traverser la ligne droite v~vh. On pourra 
donc 6tablir un systgme de coupures divisant le plan en un nombre fini 
ou infini de r6gions distinctes, de telle sorte qu'~ l'int~rieur de l 'une 
quelconque de ces r6gions tou~es les int6grales pr~c~dentes aient un sens 
et repr6sentent des fonctions analytiques de la variable x. 

Je remarque d'autre part qu'~ cause des hypotheses faites sur f~(x, u), 
toutes les int6grales prises suivant une m6me ligne droite se r6duisent 

n d'entre elles. Si l'on applique ensuite le th6or6me de CAccn~ uu 
contour de tous. !es polygones, ayant les points v pour sommets, ~ l'int6- 
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rieur desquels f (x ,  u) est holomorphe, on obtient un certain hombre de 
nouvelles 6quations lin6aires entre ces int6grales. En se reportant au 
proc6d6 d6velopp6 au n ° 8, on reconnait tout de suite que routes ces 
int~grales s'expriment par des formules lin6aires et homog6nes k coefficients 
constants au moyen de n ( m -  1) d'entre elles. 

Faisons d6crire ~ la variable x un chemin quelconque, assujetti k la 
seulc condition que les m valeurs vl, v ~ , . . . ,  vm restent distinctes et finies. 
Les intdgrales conservent un sens rant que trois des points v ne sont pas 
e n  ligne droite. Lorsque une ligne droite, telle que ViVh, viendra k ~tre 
traversde par un autre des points v, vk par exemple, l'intdgrale d6finie 
(v,vh) cessera d'avoir u n  sens, mais si on la remplace par la somme 
(v,v,) + (v,vh), chacune de ces int6grales conserve un sens et la continuation 
de (v,vh) se trouve repr6sent6e par une combinaison lin6aire" d'int6grales 
de la m~me nature. 

,En d6finitive, on est conduit ~ un syst6me de fonctions analytiques 
telles que les int6grales (v,vh) suffisent b. les exprimer compl6tement dans 
une partie quelconque du plan. Si donc on fait d6crire k la variable 
un contour ferm6, ne passant par aucun des points pour lesquels les 
valeurs v~, %, . . . .  v,. cessent d'6tre distinctes ou finies, les valeurs finales 
de nos fonctions seront li6es aux valeurs initiales par des relations lin6aires 
et homog6nes k coefficients constants. Comme elles se rdduisent ~ n(m ~ 1) 
d'entre dies, on a l e  th6or6me suivant: 

Thdor~me I I I .  Toutes les intdgcales ddfinies ~(v~%), considdrdes comme 
fonctions de x, satisfont ?t une dquation diffdrentielle lindaire d'ordre n(m ~ 1) 
a coefficients uniformes. 

Ce th6or6me donnerait  lieu k une s6rie de remarques, analogues k 
celles qui ont 6t6 d6velopp~es dans la premi6re partie. Le lecteur y 
suppl6era bien ais6ment, ainsi qu'aux d6tails de la d6monstration que 
je n'ai fair qu'indiquer, pour 6viter de trop nombreuses r6p6titions. 

Cette d6monstration serait illusoire si toutes les int6grales d6finies 
qui interviennent dans le raisonnement, ne pouvaient avoir un sens en 
m~me temps. Mais il est ikcile de s'assurer qu'il n'en est pas ainsi. 
Quand on attribue ~ x une valeur particuli61;e xl,  z devient une fonction 
satisfaisant ~, une 6quation lin6aire d'ordre n k Coefficients uniformes, 
admettant pour points singuliers k distance finie les points va, v2, . . . .  v,,. 
Supposons que cette 6quation a i t  toutes ses int6grales r6guli6res pour 
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u ----- vi et pour u = o,v.: Soit r u n e  racine de l 'une des ~quations d&er- 
minantes fondamentales relatives aux points critiques v~, v~, . . . .  v,, et r' 
une des racines de l%quation relative au point u - ~  ¢xv; entre ces racines 
on a la relation 

~ r  + ~ r '  (m--  1),,(.,-- 1) 
= 2 

Pour que toutes les int~grales d~finies 

f 
v h 

aient un sens, il faudra que l'on air, pour toutes ces racines 

1 + r :>  O, 

et par consequent 

r ' ~ l ,  

condition compatible avec la'pr~c~dente. 
(25). On a vu, dans la prelniSre partie, que l:~quation diff~rentielle 

d'ordre m -  1 n '&ait  pas irrSductible toutes les ibis que la fonction 
f (x ,  u) &ait uniforme dans le voisinage de certains des points v. Tout 
pareillement, si certaines branches de fi(x, u) sont holomorphes pour quel- 
ques-uns de ces points, on pourra trouver un systdme d'int4grales de la 
forme (vivh) qui v~rifient une ~quation lin~aire ~ coefficients uniformes 
d'un ordre infdrieur k n ( m - - 1 ) .  J 'exainine plus loin deux exemples 
oh cette particularit~ se pr~sente et oh la cause de cette %duction se 
trouve raise en ~vidence. 

On peut encore g~n~raliser le th6o%me III  en supposant que la 
fonction f~(x, u), au lieu de d6pendre d'un seul param&re x, contient un 
nombre quelconque de param&res variables xi, x~, . . . .  xp et en conservant 
les autres hypotheses. Les intSgrales (vivh) repr&entent alors des fonctions 
des p variables ind~pendantes xl, x~, . . . .  xp, v~rifiant un syst4me d%qua- 
tions lin~aires et homogSnes aux d5riv~es partielles dont les coefficients 
sont des fonctions uniformes de ces variables. 
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(26). L'application du th6or6me pr6cddent conduit ~ des propri6t6s 
int6ressantes de certaines int6grales multiples et en particulier de certaines 
int6grales doubles, dont quelques-unes s'6taient d6j~ prdsent6es clans les 
recherches de M r Arer:L~ (loc. cir. page 196). D'une mani6re g6n6rale 
soit f (x ,  u, v ) u n e  fonction de trois variables ind6pendantes x, u, v, jouis- 
sant de propri6t6s analogues ~ celles de f (x,  u), dont il a 6t6 question 
dans la premi6re partie. Toutes les d6terminations de la fonction s'ob- 
tiennent en multip!iant l'une d'elles par certaines constantes; si ron attribue 
k x e t k  v des valeurs particuli6res, f (x ,  u, v )  consid6r6e comme fonction 
de u seulement admet un nombre limitd n de valeurs singuli6res, Vl, v~,,...v,, 
Supposons que toutes les int6grales (v~vh) aient un sens; d'aprbs le th6or6me 
I, ces int6grales envisag6es comme fonctions de v satisfont ~. une 6quation 
diff6rentielle lin6aire d'ordre n -  1, dont les coefficients sont des fonctions 
uniformes de v e t  d6pendent en outre du param6tre x. Admettons de 
plus que les points critiques de cette 6quation sont en nombre fini m, 
quel que soit x, et appelons-les wl, w:, . . . .  w,.. Les int6graIes d6finies 
(v~v,) sont des branches d'une m~me fonction analytique des deux variables 
x et v, poss6dant pr6cis6ment les propri6t6s de la fonction dont il est 
question dans le th6or6me III. Soit ~(x, v) cette fonction; si les diverses 
int6grales 

f will 
~(z, v) dv 

w t 

ont un sens, ce th6or6me nous apprend qu'elles V6rifient une 6quation 
diff6rentielle lin6aire d'ordre (n - -  1) (m 1) ~ coefficients uniformes. Cette 
6quation admettra donc comme solutions un certain nombre d'int6grales 
doubles telles que 

F dv (z, u ,  v) du 
w l v t 

I1 est bien ais6 de voir comment la proposition pent ~tre 6tendue 
b~ des int6grales triples ou k des int6grales nmltiples d'un ordre quelcon- 
q u e e n  augmentant le nombre des variables u ,  v, w . . . .  etc., et comment 

on pent aussi l'6tendre en Supposant que la fonctionsous le signe f d6pend 

de plusieurs param6tres xl, x2, . . . .  x~.  



54 E. Goursat. 

Je n'ai pu parvenir  ~ un proc6d6 g6n6ral pour fo rmer  l '~quation 
diff6rentielle dans le cas d ' u n e  int6grale multiple, comme dans le cas 
d'une int6grale simpie. Dans  tes exemples que j 'examine ci-apr~s on  n'a 
pas besoin de  former cette 6quation. Admettons que l'on ait reconnu 
qu 'un  certain hombre d'int6grales doubles de la forme pr6c6dente satisfont 
• k une mdme 6quation lin6aire d'ordre p k coefficients uniformes; si, par 
un moyen quelconque, on est parvenu "~ former une 6quation lin6aire de 
c e t  ordre, ayant  ses Coefficients uniformes, qu i  est v6rifi6e par l 'une de 
ces int6grales doubles, on p o u r r a  affirmer qu'elle es t  V6rifi6e par toutes 
les autres, pourvu toutefois que cette 6quation soit irr6ductible. 

(27). Soit f ( x ,  u, v) l 'expression suivante: 

f(~, ~,, v) = ~,,-1 d , - i  (1 - -  u) ~'-"'-~ (l -- v) ~'°'-~ (1 --  x,~v) -°~ 

Si l 'on regarde x et v comme constants, cette expression est une 
fonction de la seule variable u admettant  les points singuliers 

1 u = 0 ,  u =  1, u = - -  u =  c~; 
v x  ! 

d'apr6s le th6or6me I, chaeune des int6grales 

h 

v)d , 
g 

g et h d6signant l 'une des quantit6s 0, 1, 1 - -  ~ ,  pourvu qu'clle air un 
V~ 

sens, regard6e comme fonction de v, satisfait ~ unc 6quation lin6aire du 
second ordre ~ coefficients uniformes, hTous supposerons q u e  les parties 
r6elles des quantit~s al, b 1 - - a l ,  I -  aa, aa + 1 - - b l  sont positives, de 
faqon que routes ces int6grales aient un sens. On a par  exemple 

'f(~, u, v ) d u  = Cv " r l  (1 ~ v) ~-°~-1 F ( % ,  al, b,, vx) 

0 

Chacune de ces int6grales d6finies est donc une branche d'une fonction 
analytique mult iforme des 2 variables v et x, telle qu'entre trois d6ter- 
minations il existe une relation lin6aire et homog~ne ~ coefficients constants. 
De plus,  quand on regarde x comme constant, chaque branche de la 
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fonction est holomorphe pour toute valeur d e  v sauf pour v----O, v = 1, 
1 

v------, v = ~ .  Les  exposants de diseontinuit6 relatifs ~ ces diff6rents 
X 

points critiques, sont respectivement 

pour v 0 . . . .  a 2 - -  1, a~ ~ bl, 

pour v ~ l  . . . .  5 ~ - - a  2, b ~ - - a  2 -  t, 
/ 

1 . pour v - -  O, b~ - -  a~ - -  a~, 
X 

pour v = o c  . . . .  a 1 + 2 - - b  2, a 3 + 2 ~ b  2; 

supposons que les parties r&lles des quantit6s 

%, % + 1 bl, b,~ + 1 - - % ,  b, + 1 - - a 1 - - % ,  a i .+ 1 - - b ~ ,  % + i ~ b 2 ,  

soient positives, conditions compatibles avec les pr6c6dentes, c o m m e  il est 
ais6 de s'en assurer. Si to d6signe l 'une des branches  de la fonction que 
nous venons de d6finir, toutes les int6grales 

¢ '  

oh g e t  h d&ignent l ' une  des quantit6s O, 1, 1 - ,  cx9, auront u n  sens et 
X 

devront satisfaire 'X une 6quation lin6air¢ ~ coefficients uniformes, quand 
on les regarde eomme des fonetions de x. La r6gle g6n&ale  donne 4 
pour l 'ordre de eette &luation; mais on va vo i r  qu'en laissant de e6t~ 
que!ques-unes de ees int6grales d6finies les int6grales restantes v&ifient 
u n e  6quat ion du g ~=e ordre, ayant aussi ses coefficients uniformes. 

h 

Les fonetions to =ff(x, u, v)du, eonsid6r6es comme fonetions de v, 
g 

v&ifient une 6quation lin6aire du second ordre ~ coefficients rationnels, 
1 admettant  eomme points singuliers les points 0, 1, - ,  c~. Soit f( to)---0 
X 

-, • 1 tirons u n e  ligne eette equation. A partir de chacun des points 0, 1, - ,  
X 
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dro~te ind~finie; si nous consid~rons ces trois lignes comme des coupures, 

les diverses solutions de l'~quution 

~(,o)  = o 

seront des fonetions uniformes de v dans toute l '6tendue du plan. D6sig- 
nons par oJ~ et ~o~ celles de ecs solutions qui se comportent d'une mani~re 

simple dans le voisinagc du point v = 1; t 'une d'elles ~o~ est holomorphe 
x 

dans le voisinage de ee point. On a eft effet, C d6sign~nt un facteur 

constant 

f f  
~o~ ---- (~, ~, v) du  ----- Cv ~-1 (1 =- v) b~-"~-I F(a~, a~, a, + a~ + 1 - -  b~, 1 - -  v,~) 

La seconde oJ~ est reprSsent4e par l'intSgrale 

1 
~x 

f(~, u, v)du = 

= C'v a'-I (1 - -  v) b:~-'~ 1 (1 - -  w) b'-"'-~ F(b  I ~ a s, b~ --  a,, b~ -t- 1 - -  a~ - -  a.~, 1 - - w ) ;  

elle se reproduit multipli~e par e ±~'~(b'-"'-"~) lorsque v d4crit un petit lacet 

autour du point 1. Autour des points 0 et 1 comme centres, avec des 

rayons tr~s-petits r, r' d4crivons deux circonf~rences et d~crivons en outre 
une circonf~rence d~un tr~s-grand rayon ayant pour centre l'origine (fig. 12). 
Envisageons les deux contours ferm~s a m a ' L M L ' b ' n b a  et a m ' a ' L M ' L ' b ' n ' b a ,  

• t form4s par des ares de ces clrconf~rences, la portion ab de l 'axe r4el et 
les lignes a ' L  et. b 'L ' ,  infiniment voisines de eet axe et situ4es au-dessus. 

T o u t e s  les int~grales de l'~quation ~ (eo)=  0 sont holomorphes 
l ' intdrieur du premier contour et l 'application du th4or~me de CAUCHY 
£ l 'une quelconque de ces int~grales donne la relation 

(area') -'b (a'L) "t- (LML') -I- (L'b') .-{- (b'nb) "b (ba) -~ 0 

Faisons augmenter  ind4finiment le rayon / /  et d~croitre les rayons 
r, r ' ;  en appliquant successivement la relation pr4c~dentc aux int~grales 

w~, e%, on parvient aux deux relations 
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(1) 

Sur une classe de fonctions repr6sentge s par des intdgrales d~finies. 

0 l 4 - ~ .  +f,o, = o ,  

- - ~  0 1 

fo +f f::.v o~ d v ~o, dv + ---- 0 

- - ~  0 1 

Je remarque ensuite que l 'int6grule d~sign6e par o) 1 est holomorphe k 
i ' int6rieur du contour a m ' a ' L M ' L ' b ' n ' a ;  quand on part du point a avec 
cette int~grale w~, on parvient au point a'; apr~s avoirl d6crit l 'arc am'a '  

.qui traverse la coupure --c-xv ~ 0 a v e c  une fonction q u i  sera repr~- 
sentde par Ceo~ --I- C'e%, C et ~ '  ~tant des constuntes; on arriveru de m~me 
au point b' avec une fonction telle que CIO , -t- Cx,e%; de sorte que l'uppli- 
cation du th~orSme de CAUCUY k ce nouveau  contour nous donne une 

nouvel le  relation telle que 

(2) 
- -  o~ 0 1 - - t i n  1 

Les relations (1) et (2) montrent que les six int~grales eonsid~r5es s'expri- 
inent lin4airement au moyen de trois d'entre elles; et il en serait de mgme 

si le. point 1_ ~tait situ~ duns la partie sup~rieure du p lan .  

Si nous raisons dgcrire ~ la variable x un chemin fei~m6 quelconque 
ne coupunt pus l 'axe rgel, les fonctions w,, eo~ restent des fonctions con-  
tinues de v pour routes les valeurs r~elles de v, saul  pour les valeurs 
0 et 1. Les s i x  int~grales conservent un sens; mais wl, eo~ peuvent dtre 
remplac6es par des combinaisons l ingaires telles que 

,tw 1 +/~o~, 

Z w ~ +  ' 

de faqon que les valeurs finales de nos int~grales seront li6es aux valeurs 
initiales p a r  des formules lin6aires et homog~nes k coefficients constants. 

Supp°s°ns ensuite que le point 1, vienne ~ traverser l 'uxe r4el, par exemple 

D l 

lu ligne 0 l ;  l ' i n t 6 g r a l e j  wl  dv conserve un sens, puisque eo~ .est 
0 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  2. Imprim~. 2 /kvril  1883, 8 



58 E. Goursat. 

~" , f l  1 Quant k 1 lntegrale dr, on holomorphc pour v = - .  

p a r  la somme des deux int6grales prise en signe eontraire 

la remplacera 

dont  chacune conserve u n  sens, et i'on volt que ! a continuation analytiquc 
de la fonction est repr6sent6e par une combinaison lin6aire des m~mes 

int6grales. O n  op6rerait de la m6me mani6re, si le point 1 traversait la 

coupure - -  o,o - -  0, ou la coupure 1 - -  + oo. 
En d6finitive, les fonctions repr6sent6es par ces six int6grales d6finies 

doivent v6rifier une mOne 6quation lin6aire du troisi6me ordre k coeffi- 
cients uniformes, admettant  comme points critiques k distance finie les 
points x =  0,  x - ~  1. Soit eo une fonction de x e£ de  v, de la forme 
Ceo I + C'~%, off C et C' sont des  constantes ind6pendantes de x et  de v; 
routes les int6grales telles que 

0 1 +Qo 

- - 0 o  0 1 

appartiendront k la m~me 6quation. On connait six fonctions ~o qui s'ex- 
priment par une int6grale simple; cela nous fera dix-huit int6grales doubles 
vdrifiant la mSme 6quation. El les  sont toutes comprises dans la formule 

(3) 
f,h' /,h 

y ---- J .  u, 
jdv  f(~, v) au, 
g" g 

g et h d6signant l 'une des quantit6s 0,  1, 1__, cxo, g' et h' l 'une des quan- 
VX 

tit~s 0, l ,  oo. 
A c e s  dix-huit  intggrales on peut e n  joindre trois autres de la ma- 

ni6re suivante. Entourons le-point 1 d'un cercle de rayon infiniment petit  
= 

et consid6rons les t rois  contours abn'clc'm'a, L'b'n'cdNM"L', La'm'c'd"N'M'.L. 
La fonction w 2 de v est holomorphe k l ' int6rieur de ces trois contours. 
On peut donc appliquer le th~or~mc de CAucHY ~ Chacun d'eux et, e n  
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remarquant qu'aux deux bords dN, d 'N '  infiniment voisins de la eoupure 

1 oo, % prend des valeurs dont le rapport eat un nombre K diff~- 

rent de l'.unit6, on obt ient  lea relations suivantes:  

~ d v ÷  ~ d v +  % d v = O ~  

1 ~ 0 

1 f, f_+fox ~o~dv'+ ~o,adv % d r  = O, 

0 1 1 

x 

1 

f, f.,. ,f:.,. ~o~ e + + = O, 

1 1 z¢ 

x 

qui, ajoutdestmembre k membre,  donnent 

- - a z  0 1 1 

x 

De cet te  derni6re on tire 

/ ~ d v ,  ¸ 

1 

x 

et, en portant dana les pr&ddentea aa valeur, on en ddduit successivement 

1 1 fo... 
0 1 

On volt  que ees trois nouvellea fonetions s'exprimen* l in6airement au 
moyen des premib~res et, par suite, qu'elles v&ifient la m~me ~quation. 
La  fonetion t% est  repr6sent~e par l'int~grale simple 

1 

f ~o, = (z, u, v )  du ; 

1 
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on aura donc trois nouvelles intdgrales doubles comprises dans la formule 

(4) y = 

1 1 

f: (x, ~, ~)d~, 

g 1 

g d6signant l'une des quantit(!s 0 ,  1, cxv. 
Je consid6re maintenant en particulier l 'int6grale double 

l f l  . - -  y = ¢ " ~  v "-1 (1 .)b,--.,--I (1 - -  V) b' ~" ! (1 :-°~ z~v) dudv ; 

0 0 

si o n  l a  ddveloppe en s6rie, on trouve 

F(al)F(aOF(b , - -  a,)F(b~ - -  %) 
y-:- - F(bl)F(b~) F(a,, %, as, b,, b~, z), 

off l'on a posd 
ao 

F(a,, %, aa, b,, b, x ) =  1 + 2 (a , .m)  (a , .m) (a  s .m)  
' (1 . m)  (b I . m) (b~. m) 

m=l 

le symbole (2. ~n) ddsignant le produit 2(2 + 1 ) , . . .  (2 + m - -  1). Cette 
int6grale reprdsente, comme on voit, une sdrie, hyl~erg6omdtrique d'ordre 
supdrieur, (~) et cette sgrie satisfait, comme il est facile de s'en assurer, 
h, l'6quation diffgrentielle du 3 ~m~ ordre 

(5) 

d~y x ' (x- -  1)dSy (l + b 1 + b~)] x dz' ~ + [ ( 8 + a ,  + % ÷ % ) z - -  

I +{(1 + a, '+ % + a s + a2a s + asa I + ai%) z - -  b,b~} 
dy 
"~x + a,a~%y = 0 

D'ailleurs', si l'on suppose les quantitds al, a~, as, bl, b~ absolument quel- 
conques, cette dquation est irrdductible, comme il est facile de le montrer 
en s 'appuyant sur la forme des intdgrales dans le voisinage des valeurs 
0, 1, o,~. I1 en rdsuite que l'dquation (5) est vdrifi6e par cbacune des 
intdgrales doubles (3) et (4); et la proposition, ddmontrde en  supposant 

(1) T~ol~/~.  Mathematisehe Annalen, I I  Band, et Journal  de Crelle, tome 87. 
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que ¢outes ces intdgrales aier.t un sens, s'~tend d'elle-m~me au cas off 
certaines d'entre elles eesseraient d'avoir un sens. 

A cause de l a  sym6trie de f(x, u, v) en u et v, l '6quation (5) sera 
aussi vdrifl~e par  chacune des int~grales doubles 

(3') y = f : u ~ ( ~ i  u, v) dv, 
¢" y 

oh l 'on prend pour g et h l 'une des quantit6s 0, 1, 1 ,  ~-~ et pour g' 
ux 

e t  h' rune  des quantitgs 0, 1, .c~. Elle est aussi v~rifi~.e par ehaeune 
des intggrales doubles  " 

1 1 

x u x  

(4') y =  du (~, u, v) ,iv, 

g 1 

oh g d~signe l 'une des quantitds 01 l ,  oo. 
Prenons en -partieulier l ' int~grale double 

0 1 

x v  

posons-y: u --  1 = elle devient: 
XVt 

1 l 

- -  v) ( 1 -  ~vt)-~a'+l-b' ) dt 
0 0 

La  nouvelle int4grale est de la m S m e f o r m e  que la premiere; l 'dquation 
(5) admet done la .solution 

y = * " a ' F ( a ,  + l - - b , ,  a, -'b 1- -b , ,  a s "b l - - b , ,  b, "b 1.--b,, 2 bi, z) 

Par  raison de sym~trle, elie admet aussi l a  iolution 

Y ~ l - b ,  F(a, + l - - b , ;  a,,-}- l - -b~,  a3 + !--b~, 2- -b , ,  b, +1  b,, ~), 

qui: esg repr~sent~e par l ' int~grale double 

'fii y _-fa  (, v)av 
0 1 

~ u  
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Prenons  encore l ' int~grale double  

f+~ [,+~ y=j 
1 1 

1 1 elle devient  en posant  u = _ ,  v = - - ,  
w 

0 0 

L'~quat ion (5) adme t  done l ' int~grale 

( y = ~ - "  F a s + 1 - -  bl, a s ~- 1 - -  b,i as, as + 1 - - a l ,  a~ + 1 - -a~ ,  

P a r  raison de sym6trie,  e l le  a d m e t  auss i  les deux  intggrales  

( y = x  " ' F  a,, a~ + 1 - -ba ,  a, + l - - b , ,  a 1 + l - - a ~ ,  a, + l ~ a s ,  ~- 

y = ~ '~ '  F % + 1 -  bl, %, a~ + 1 --b~, a~ + 1 -  a~, a~ + 1 a.~, 

Ces derni~res sont d 'a i l leurs  repr~sent~es par  les intdgrales doubles  

1 1 
~rV . a r u  

v ~, u, v ) d u ,  du  , u, v ) d r .  

1 0 1 1 

(28). Soit 

~(z, y, u, v) = u ~-1 v ~''1 (1 - -  u) r-~-I (1 - -  v) ~'-*°-1 (1 - -  u~ - -  vy) -a  

Chacune des int6grales simples 

h 

= f~,(~e, y, u, v) du, 

6h g e t  h d~signent d e u x  des quanti t4s 0 ,  1, 1 vy,  cxv, pourvu  qu'el le  
X 

air un  sens, c o n s i d e r g e c o m m e  fonction de v ~, satisfa'it h une  ~quation 
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lin6aire du second ordre ~ coefficients rationnels, ayant pour points criti- 
ques ~ distande finie les points 

1 1 - - z  
O, 1, - ,  

Y Y 

Je  suppose, pour fixer les id6es, que les pa r t i es  r6elles des quantit6s 
fl, y - - I  9, 1 - - a ,  a - [ - 1  ~ y s o n t  positives, de fa~on que toutes ces intd- 
grales aient un sens. On a par exemple  

f ( 1 r ( • ) F ( y  ~) vfl:_l(1 v)/_Z._I(1 vy)-~F fl, "(, ~(z ,  y ,  u,  v ) d u  I ' ( r )  - -  - -+ a, , 

0 

F ddsignant la sdrie hypergdomdtrique de GAuss. Ces diverses int6grales 
sont des branches d'une mdme fonction multiforme jouissant des propridtds 
ndcessaires pour qu'on puisse leur appliquer le thdor6me I!I. l~egardons 
pour un moment  x et y comme fixes, et soit (F(o) = 0 rdquation diffd- 
rentielle dont il vient d'dtre question. Imaginons un syst~me de coupures 
formd par les droites - -  ~ ~ O, 1 -I- 0,% et par des lignes droites 

indgfinies par tant  des points I et 1 -  z Si le chemin suivi par  la vari: 
Y Y : 

able v es t  assujetti '~ ne rencontrer  aucune de ces lignesi toutes les intd- 
grales de  l ' dqua t ion  ~'(to) ~ 0 sont des fonct ions  uniformes de v dans 
toute l 'dtendue du plan. Les exposants de discontinuit6 relatifs aux points 
critiques ont respectivement .les valeurs suivantes: 

pour v = 0 f l ' -  1, fl', 

pour v =  1 . ; . . . . .  T ' - - ~ ' - - I ,  T ' ~ ' ,  

pour v . . . . . . . .  • O, ,8 a ,  
Y 

1 M X  
pour v = ~  . . • 0, T - - a  /~, 

Y 

pour v'---~ cx9 . . . . . .  a +  2 - -T ' ,  a + 3 - - r - - Y ;  

supposons que les parties rdel les  des quantitds if,  T ' - - i f ,  f l - 4 - 1 -  a, 
T-[- 1 - -  a - -  fl, a + 1 - - T ' ,  a "4" 2 - -  ~ ' - -  T', soient positives, conditions 

precedentes, comme il est a isdde  s'en assurer. Toutes compatibles avec les " " 
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1 1 - - x  
les intdgrales eodv, prises entre  deux  des  l imites O, l ,  Y .Y , o,v 

au ron t  alors un  sens. 
1 Une des branches  de la fonct ion ~ est ho lomorphe  pour  v = - ;  
Y 

elle est repr~sent~e par  l ' int~gral~ d6finie 

~ , - ~  ~(x' y, u, v) du 
1 

O n  a, en effet, ~ un  fac teur  constant  pros 

(o I = V f l ' - I  (1 ~ v) r '-z'-I z-~ F (a,a + 1  - -  r,a + 1  --f l ,  1 - -  z vy ) 

D e  m~me une  branche  eo~ e s t  ho lomorphe  pour  v - - 1 - - _ _ _ ~ ;  
Y 

0 

% =f~(z, y, u, v) du; 
- -  a¢ 

car  on a "~ un fac teur  constant  pr6s, 

( 1--z.--vy) 
~ ---- v ~'-1 (1 - -  v) ~'-~'-=1 (1 vy) -~ F a, fl, a + fl + ' 1  - -  ~', 1 ~-vy  

~qous consid6rerons e n  outre  les deux .  branehes  to 3 et to 4 qui sont 

repr~sentdes pa r  les i n t6g ra l e s  ddfinies suivantes 

1 - - v y  

f ~. 
% = f(~,  y,  u, v ) d u ,  

0 

1--vy 

oJ, = ~(z, y,  u, v ) d u  

1 

Ces nouvel les  branches  se compor ten t  d ' u n e  mani6re  simple dans lc voisi- 

nage des va leurs  1 1 - - z  , , a t t r ibu6es ~ :la var iab le  v. On a, en effet, 
Y y - 

en faisant  abst ract ion d 'un  fac teur  constant,  
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% = v ~'-~ (1 --  v)/-fi'-' x-~(1 - -  vy) ~-~ F i~+ 1 --*f. ,fl. ~ + 1 - -a .  

65 ̧ 

¢o.__.),_. (l__v)r,_~,_.(1. vy)~_r(l__x_vy)r_#.aF( ~.__a ' r=_/¢; r + l _ _ a _ _ f l . _  1--z--vY )" 

Lorsque la variable v tourne autour d u  point 1 , :w3 .se reproduit  multi- 
y 

plide par le facteur  e *:~';(~-~) et lorsque v tourne autour  du point 1 -  x 
Y 

o24 est multiplide par e ~2~(r-~-~). 

Les deux points 1 1 - - z  peuvent 8tre situ6s t o u s l e s  deux dans la y '  y 

partie sup6rieure ou dans la pa r t i e  inf6rieure du plan, ou bien Fun dans 
la pattie sup6rieure et l 'autre  dans la pattie inf&ieure du plan. 

Je  suppose d'abord qu'ils soient t o u s l e s  deux dans la m~me pattie 
du plan, par exemple dans la pattie inf6rieure (fig. 13): ' 

1 mterleur  du contour L e s : d e u x  foncfions to~, t% sont holomorphes ~ " ' '  
ama'LML'b'nba, et le: thdor6me de CAUCHY, appliqu6 k ce contour, donne 
les deux relations: 

(6) 

0 1 4-a0 

- - o o  0 l 

• ,o;nts 1 1 - - z  - ,  sont dispos6s autremen~, comme dang ta si les 
Y Y 

figure (14), to I e s t  holomorphe ~ l ' int&ieur du contour ama'LML'b'nba, 
et on a encore: 

(7) 
0 1 + ¢ ~  

- - ~  0 1 

De m6me la fonction t%, qui est hotomorphe dans  le voisinage du 

point i - -  z ~ ,  est holomorphe k Fintbrieur du contour am'a'LM!L'b'n'ba, 
y , • 

mais aux:points  a " e t  b ' e l l e e s ~  " ~ " C'  ' representee par Cw I -]- :t%, Ci¢o I -]-C1~o~, 
A e t a  m a t h e m a t i c a .  2. I m p r i m 6  18 Avr i l  1883. , 9 
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C, C', C~, C'1 &ant des eonstantes, et l'application du th~orSme de CaucH~ 
J 

donne une nouvelle relation: 

(8) % v Jr 6" ,dv + C, + C', --  0 
- - Q o  - - e ~  0 1 1 

En d~finitive les six int~grales ddfinies 

j;,5,,, 
- -  ~o 0 1 

~ ¢ o  0 1 

peuvent s'exprimer lin~airement au moyen de quatre d'entre elles; les 
autres cas de" figure se traiteraient comme les prdc~dents. Les variables 
x, y, suivant des chemins quelconques, on reconnalt que la continuatior 
analytique de l'une quelconque des fonctions repr~sent~es par ces six 
int~grhles d4finies peut toujours s'exprimer par une combinaison lindaire 
des m~mes int~grales. Ces fonctions vdrifient donc un syst(!me d'~quations 
lindaires aux d~rivSes pm:tielles de la forme suivante: 

(9) 
I r = als + a~p + asq Jr a,z, 

t --  bls -{- bgp Jr bsq Jr b,z, 

lea a et les b dtant des fonctions uniformes de x et de y et p, q, r, s, t 

d6signant, suivant l'usage, lea d~riv6es partielles, 

~ z '  ~y'  ~z ~' ~z~y ~y" 

I1 en sera de m&ne de toute int6grale de la forme 

z =f(ooJ, + 0'%) dr, 

)rise entre deux des limites 0, 1, c% off C e t C '  d6signent des cons/antes 
)ar rapport ~ x, y;. v. I1 existe six fonctions de la forme Ceo 1 Jr-C'e% 
clui s'expriment par une int@rale simple; celu £fit en tout dix-huit 
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prises dans la formule 

(10) 

Sur une classe de fonetions reprdsentdes par des intdgrales ddfinies. 67 

Elles sont routes com- 

z = v ~(~,  y ,  u,  v ) d u ,  

g e t  h ddsignant deux des quantitds O, 1, 1 ~ v y  h' - - ,  c~ et g', deux des 
x 

quantitds O, l ,  ~ .  A ces dix-huit  int6grales on peut  ajouter les six 
autres donndes par les deux formules 

(11) 

1 1- -vY  

g o 

1 - - x  1 - - vy  

z = dv ~(z, y, u, v)du,  

• g 1 

off ron donne ~ g une des valeurs 0, 1, o~. On d6montre en effet, en 
opdrant comme dans le premier exemple,  que ces nouvelles intdgrales 
s 'expriment lin6aireinent au moyen des premi6res, 

Je prends maintenant  en particulier l ' int6grMe double 

f'f ' Z = ~b fl-1 V f l ' - I  (1 --  u) r-~-I (1 v) r'-~'-I (1 - -  u z -  vy) dudv, 

0 0 

qui a 6t6 6tudi~e par M r AI~I~ELL (loc. cir. page !96)" En la ddveloppant 

en sene ,  on trouve sans peine 

r(p)r(p')r(r--fl)r(f--y) F,(,~, £ B', r, r', ~, y), 
z = r ( r ) r ( f ) ,  

F=(a, fl, fl', i', r', x,  y ) d d s i g n a n t  la sgrie hypergdom6trique de deux 

variables 

0"- m)(y', n)(1. m)(1, n) ~ y ' 

la sommation s'6tendant aux valeurs enti6res de m et de n de z6ro 
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l 'infini. Cette fonction v6rifie, comme on salt, l e  syst6me des deux 
6quations 

(12) [ ~(1 - -  ~z)r - -  x y s  + [ T -  (a -F ~ -t- 1)~]Io --BYq - -  aflz : O, 

y(1 - -  y ) t - - :  z y s  4- IT' - -  (a  + fl ' + 1)y] q - -  f l 'x_p " - -  af l ' z  = O. 

Admettons que ce syst6me est irr6ductible; ce qu'on peut du reste d6mon- 
trer en tou te  rigueur. I1 r6sulte de ce qui pr6c6de que les 6quations (12) 
seront v6rifides par~chacune ' des intdgrales doubles (10) et (11). 

A cause de la forme de l'expression ~(xi y, u, v), elles Seront aussi  
v6rifi6es par chacune des int~grales doubles 

(10)' f 
k' /h 

z =  du ~(z, y, u, v) dv, 

off l'on prend pour g e t  h deux des quantit6s 0, 1, 1 - -  u x,  o,v et pour 
Y 

g' et h' deux des quantit6s 0, 1, cxv. I1 en sera de m6me de chacune 
des int6grales doubles 

(11)' 

1 1--ux ;4' z = d f(~, y, u, v.)dr, 

g 0 

1--y l - - u x  

z = d u  ~(~ ,  y, u, v )dr ,  

g 1 

oh g a l 'une des  valeurs 0, 1, o,v. 
Parmi ces diverses intdgrales, je consid6re en particulier la suivante: 

f l f f  ---- d v  ~(~ ,  y , , u ,  v ) d u ;  

0 1--vy 

si l 'on y pose u -  1 ~ v Y  elle devient 
x t  

 flf, m -~ m 1 -  t ~ - r  (1 - -  t) -~ ~#'-~ (1 - -  v) ~'-~'-~ (1 - -  v y )  ~ (1 - -  t x - -  v y )  r--z-~ dvd t .  

N 
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D6veloppons la nouvelle int6grale double suivant les puissances crois- 
santes de x; le coefficient de x" sera 

(fl + .1-  r)(/~+22._Ty@m.(fl +_m-- vfl, ,(1 - V)r, p, ,(1 - vy)_(~+r~+ 1._r ) dtdv,. 

0 0 

c'est-g-dire 

( f l + l - - r )  . . . .  ( f l + m - - y )  l ' ( a - - F T m + l ) / ' ( l - - a ) F ( a + m + l _ _ T , , 8 , , / , y )  
1 . 2 . .  m I ' (m + 2 r)  

On obtient pour l'int6grale cpnsid6r6e le d6veloppement qui suit 

,-r I ' ( a+  1 - - - y ) / ' ( 1 - - a )  m~-~°~(yg+ 1 " y . m ) ( a +  1 - - r . m ) F  a - -, , - m 

m = O  

ou bien 

F(a+ 1--y)  F(1- -a )  fl , 
z =  F(2--F) z ~ - rF , ( a+  l - - r ,  + l - - y ,  #', 2 r, Y, x!.y) 

Les 6quations (12) admettcnt donc l'int6grale commune 

• ' ,~F,(~  + : = r, fl ÷ 1 - -  r, Y ,  2 - -  r, / , - <  ~). 

Par raison de sym6trie, dies admettront aussi l'int6grale eom:nune 

y ' - - r ' F , ( a ÷  1 - - / ,  fl, t g ' +  1 - - r '  , r, 2 - - r ' ,  x, y), 

qui serait repr6sentde par l'int6grale double 

f'f  du f ( z ,  y, u, v) dv. 
0 . 1 - - u x  

Y 

Si l'on fait attention _g la mani6re dont la seconde int6grale commune 
se d6duit  de la premi&e, on d6duira, de la troisi6me une nouvelle intf- 
grale commune de mdme forme 

• :-~y~-~'F,(a+2 r - - f ,  f l+ 1 - - r , , 8 ' + I - - / ,  2 - - r ,  2 - - / ,  z, y). 

Prenons encore l'intdgrale double 

1 .  1 - - v y  

f f  z = dv f,(z, y, u, v ) d u ;  
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w elle devient si l'on y pose d'abord V--= l t ,  puis u --, 
y x 

/ . 1  / , 1 - ~  . . _  , _  

0 0 

e'est-k-dire 

F(fl) F(fl ')F(1- a)x._ ~ y_~, F8 ( , 1 1 / 
z=F(t t+lg ,  l . l__a  ) f l + f l ' + l - . ,  , . 

Les r6sultats qui pr6cddent ont 6t6 trouv6s directement par M ~ APImLL; 
mais la m6thode suivie montre bien clairement le lien analytique qui 
existe entre ces diff6rentes intdgrales doubles, au premier abord d'un 
aspdct si diff6rent. 

Les autres int6grales doubles conservent un sens tant que x et y 
re stent compris entre certaines limites, variables d'une int6grale k rautre.  
l)ans ces limites, elles repr6sentent des fonctions des deux. variables ind6- 
pendantes x et y, qui v6rifient les dquations (12). Mais si on les d6veloppe 
en sdries, le coefficient du terme g6n6ral ne  parait pas susceptible d'une 
forme simple, comme dans les exemples d6jk examin6s. 

Toulouse, D6cembre 1882. 










