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Je me propose, dana ce travail, d'6tendre k . . . .  une classe partmuhere 
de fonctions de deux  variables inddpendantes x et y lea th6or~mes de 
MM. WEIERSTRAS8 et MITTAG-LEFFLER SUr lea fonctions d'une variable. 
J apphque ensuite les th6or~mes generaux ainsi obtenus ~ la formation 
de certaines fonctions simplement p6riodiques de deux variables. 

J'emploie le mot de point pour d6signer un syst4me de valeurs attri. 
bu6es aux deux variables x et y; ains! je  dis qu'une fonction de x et y 
s'annule au point (Xl, y~) si elle s'annule pour x x~, y-----yl ; etc . . . . .  

N0ua renvoy'ons pour la classification des points singuliers des fonc- 
tions de deux variables ind6pendantes au Mgmoire de M.'/WEIERSTRASS: 
~Einige auf die Theorie der analytischen Functionen mehrerer Ver(inder. 
lichen sich beziehende S~itze,. 

1. Soient 

(1) Z(~ ,  y), A(~, y), . . .  f~(~, v), . . .  

une suite de fonetlons analytiques uniformes des deux variables ind~pen- 
dantes x et y poss~dant Ia p r o p r i ~  suivante: pour toutes lea valeurs de 

Sup6rieures ~ un entier posltif p, l'on peut assigner un nombre posifif 
a~ tel que la fonetion f(x, y) reste holomorphe tant que lea modules de x 
et y restent inf6rieura ~ a~; de plus ce nombre a~ augmente ind6finiment 
avee  ~. L'on peut alora former une fonction uniforme F@, y )des  vari- 



72 P. Appell. 

ables inddpendantes x e t y  n'ayafi~t ~ distance finie d'autres points slnguliers 
que ceux des fonctions (1) et telle que la diff6rence 

~'~, y)--f~(~, y) 
soit rdguli~re en t o u s l e s  points singuliers de £(x ,  y ) ~  l'exception de 
ceux de ces points singuliers qui peuvent appartenir ~ certaines autres 
des fonctions (1). 

Pour d6montrer ce t'a6or~me il suffit d'employer la d6monstratlon 
indiquge par M. WEIERSTRASS pour le th6or~me de M. MITTAG'LEFFLER. 
C'est ee  que je vais montrer rapidement.. D6signons par ¢ u n  hombre 
positif moindre que runit6 et par 

~t ~ ~2 ~ . . . . .  $v ~ . . . .  

des hombres positifs dont la somme est finie. Formons d'abord lasomme 
des fonctions f~(x, y) darts lesquels v _~/~; 

(2) F,(~, v)= ~f,(~,  y). 
V = l  

Consid6rons maintenant les fonctions f(x, y) dans lesquelles v > #;  pour 
les valeurs de x et y telles q u e  

(3) rood z ~__ ea~, rood y ~ Ca~ 

la fonction f~(x, y ) e s t  d6veloppable en une s6rle convergente de la forme 

Y.(~, v) = ~ ~2 >, .~v", 
mmO, n~O" 

et l'on peut assigner un entier positif p~ tel que, pour toutes les valeurs 
de x et y satisfaisant aux conditions (3), l'on ait 

X --(y) m n rood. .a~,,,x y ~¢~; 

si donc t'on d6signe par ~,(x, y) le  polyn6me 

~( z ,  y )  = .a,,,, ~,~ y , 
mi~ O, .n ~ 0 
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la s6rie 

(4) 

v~ao 

F~(~, y) = ~ [f~(~, y) - -  ¢~(~, y)] 

est convergente en t o u s l e s  points qui ne son~ pas des points singuliers 
des fonctions f(x, y). La fonction 

F(~, y) = F,(~, y) + f~(~, y) 

poss6de les propri6tds indiqudeS dans l'6nonc6. La fonction la plus g6ndrale 
poss6dant ees propri6tds est F(x, y) A- G(x, y), G(x, y) dtant une fonetion 
enti6re de x et y. 

2. L'on conclut de  ce qui pr6c6de le th6orgme suivant: 
Soient 

(5)  g,(~, y), g~(~, y), . . .  g~(~, y), . . .  

une suite de fonctions enti6res d e  x et y poss6dant la propridt6 suivante: 
pour toutes les valeurs de ~ sup6rieures ~ un entier positif p,  l 'on peut 
assigner un hombre positif a~: tel que la fonction ,gv(x, y) ne s'annule pour 
aucun systdme de valeurs de x et y dont les modules restent inf6rieurs 
b~ a~; de p lus  ce nombre a~ augmente inddfiniment avec ~. Alors, en 
ddsignant par 

k,, k~, . . .  k~, . . .  

une suite d'entiers positifs, l'on peu t former une fonction enti6re G(x, y) 
de x et y s 'annulant pour routes les valeurs de x et y qui annulent la 
fonction g~(x, y) de telle fa~on que le quotient 

G(z, y) 
[g~(~, y)]~ 

reste fini et diffdrent de z6ro pour toutes ces valeurs ,  sauf pour celles 
d'entre elles qui annulent en m~me t emps  certaines autres des fonctions 
enti6res (5). 

Cette fonetion G(x, y) est donnde par la formule 

Acta  ma thema t i ca ,  2. l m p r i m 6  15 Mars 1883. 10 
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a v e c  

et 

v=/z 

a1(% y ) =  ||[g~(~, y)]~ 

v = ~ + l  

• off y~(x, y) d6signe un polyn6me convenablement ddtermin6. 
Pour  ddmontrer ces propositions, il suffit d 'appliquer le th6or~me 

du § 1 ~ la fonction 

log G(z, y) 
~x 

en prenant  

. 

log g~(z, y) 
f~(,% y) = k~ ~z 

Pour  appliquer le th6or~me du § 1 ~ un exemple, prenons 

(6) f~(~, y ) =  
[(z + m)' + (y + n) ~ + a*] ' 

s 6tant un e n t i e r  positif, et les diffdrentes fonctions f~ dtant obtenues en 
donnant ~ m et" ~ n toutes les valeurs enti6res de - - ¢ w  k -4- oo. Cette 

fonction satisfait bien aux con~tions iml~os6es ~ f (x ,  y). En effet soit c 
un hombre positif quelconque; mettons ~ part  les fonctions (6) en nombre 

fini correspondant K des valeurs de m et n pour lesquelles la quantit6 

(7) Vm ~ + n ~ - -  rood. a --  c 

est ndgative ou nul le .  Les fonctions (6) correspondant ~ toutes les autres 

valeurs de m e t  n sont holomorphes pour  routes les valeurs de x et y 

dont les modules sont moindres que le hombre positif 

(s) ~ = ½ [1/:~ + ~ - m o a . .  - ~] ; 

l'on volt de plus q u e a ~  crolt ind6finiment avec ~. En effet, si les modules 

de x et y sont moindres que la quantit6 positive (8) on a 
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mod. (z + yi + m + h i ) >  rood. (m + hi) rood. (x + yi) 

mod. (x - -  yi  + m - -  hi) > rood. (m --  hi) - -  mod. (z .-- yi) 
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et comme 

et que 

on a 

rood. (x + yi) < mod. x + rood. y 

mod. ix --- yi) < rood. x + rood. y 

rood. x + rood. y ~  Vm -~ + n ~ -  mod. a - -  c ,  

m o d . ( x + y i + m  + ni) > mod. a + c  

m o d . ( x - - y i + m - - n i ) > m o d ,  a + c ;  

donc en mul t ip l i an t  m e m b r e  k m e m b r e  

me d . [ ( z + m )  ~ + ( y + n )  ~ ] - m o d . a  * > 2 c m o d . a + c ~ ;  

d 'oh enfin puisque 

rood. [(, + ~ '  + (y + n) ~ + ~'] > meal. [(, + m)'  + (y + ~)'] - -  mod. (,', 

mod.[(x+m) ~+(y  + n ) ' +  a ~]>2¢mod.a+ c: 

Donc pour  toutes les valeurs  de x et y dent  le modu le  est inf6rieur ~ la 

quanti t6 (S) le module  du d6nominateur  de f~(x, y) reste sup6rieur ~ u n  

hombre  fixe et par  suite f~(x, y) est ho lomorphe  pour  ces valeurs. 

Si l 'entier s est plus  grand que l,  la fonction F(x ,  y )  est facile 

former ;  en effet dans ce cas la s6rie 

(9) 
[(z + m) ~ + (y + n) ~ + a'] ~ 

est absolument  convergente et les po lyn6mes ,  d6s ign6s  dans la th6orie 

g6n6rale par  F~(x, y) sent  nuls  ident iquement .  (Voir ~ ce sujet un Mg- 

moire  d'IiilSENST~IN, Journa l  de Crelle tome 35, page 155). La fonction 

(9) ainsi d6finie est s implement  p6r]odique. On a, en effet, 
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On remarquera l 'analogie de la fonction (9) avec la fonction 

m = + ~  

~ 1 
+ + 

qui s 'exprime ~ l'aide des fonctions circulaires. L a  fonction (9) satisfait 
l'identitd 

lz~ v = k - - 1  

~, l ~ v 
k"F , (kx ,  ky  I ka) = ~ F , ( x  + ~,  y + ~ I eL) 

lt~ v ~ O  

oh k est un entier positif. Cette formule est analogue ~ eelle de la 
multiplication dans les fonetions eireulalres. 

Lorsque.  rexposant  s est 6gal ~ 1, la sSrie (9) n'est plus eonver- 
gente. Alors  

1 
(10) f i (x ,  y) -~ (z + m) '  + (y + n) s + a s; 

d6veloppons cette fofiction en sdrie en supposant que la quantit6 (7) soit 
positive et que les  modules de x et y soient moindres que la quantit6 (8); 
IlOUS a v o I l s  

1 . 2rex + 2ny 
fi(x, y ) = m S + n , + a  s - - (m ~ +  n s + a s )  s + "'" 

Dans le cas actuel il suffit de prendre 

. 

~(x, y) -- ms + ns + a" 

alors consid6rant les deux fonctions 

F'(x ,  y) - -  (x + m) '~ + (y + n) s + a s 

la somme dtant dtendue aux valeurs de m e t  n e n  hombre fini qui rerident 
la quantit6 (7) n6gative ou nulle, et 

• 1 1 ] 
F"(z ,  y) = (z + m) ~ + (y + n) ~ +" a ~ .m ~ + n ~ + a ~ 
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cette somme 6tant" 6tendue aux valeurs de m e t  n qui rendent la quan- 
titd (7) positive, la fonction cherchde sera 

F(~, y) = F'(~, y) + F"(,~, y). 

4. Les r6sultats pr6c6dents conduisent ~ consid6rer une classe nouvelle 
de fonetions simplement p6riodiques de deux variables ind6pendantes. Soit 
R(x, y) une fonction rationnelle de x et y; prenons 

f~(z, y) = R(z + m, y + n) 

et supposons que cette fonction f~ 'satisfasse aux Conditions impos6es par 
l'6nonc6 du § 1. Alors, si les polyn6mes ddsign6s darts la thdorie g6n6rale 
par 9v~(x, y) sont nuls identiquement, la s6rie 

R(x -1- m, y + n) 

est absolument eonvergente et d6finit une fonction uniforme ayant par 
rapport ~ ehaeune des variables]u, pdriode I. 

Si les polyn6mes ~,(x, y) ne son t  pas nuls et si leurs degr6s respectifs 
restent inf@ieurs £ un nombre fixe, la fonction F(x, y) eorrespondante 
satisfera ~ deux relations de la forme 

(12) 

alors la fonction 

F(z + 1, y ) - -F(x ,  y) = ¢(z, y) 

F@, y + 1)--F@, y) -- to(x, y) 

¢ e t t o  d6signant des p01ynbmes en x et y satisfaisant ~ la relation 

(11) ¢(z, y T 1) - -  ¢(z, Y) = to(x + 1, y ) - -  to(x, y) 

Soit k le degr6 des polyn6mes ¢ et co; 1,on pourra former un polyn6me 
Z(x ,y )  de degr6 k-[- 1 tel que 

[ Z(z + 1, y)--Z(z, y) -- ¢(x, y) 

Z@, Y + 1)--Z@, Y) = o~(z, y); 

r(z, y)--Z(z ,  y) 

admettra pour x et y les deux p6riodes 1. 
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Dans certains cas particuliers, ces fonctions peuvefit se r6duire ~ des 
transcendantes dSj& connues. Ainsi, si l%n suppose, dans ce qui pr6c6de, 

1 1 1  _ _ ~ ]  
l~(x, y) - z '  + y '  - -2 z + y---~ + z - -  

la fonction F ( x ,  y)  form6e ayec R ( x , y )  comme il 
s'exprimera ~ 1'aide de la  fonetion 

d log 01 (u) 
du  

vient d'etre indiqu6 

5. Voici encore une application "~ un exemple du th6orgme du § 2. 
Supposons, dans ce thdorgme, 

(18) g~(~, y) = (z + ~ ) '  + (y + ~)' + ~' 

m e t  n variant comme prdcddemment de - - ~  ~- [ -  o,v. Posons 

e l (z ,  y) = + + (y + + 

le produit 6rant 6tendu aux valcurs de m e t  n qui rendent la quantit6 
(7) ndgative ou nulle, et 

m 2 + n ~ -I-  a 2 

oh 

r~(~, y )= . - -  2rex + 2ny + x ~ -{- y2 

m ~ + n ~ + a ~ 

l(2mx A- 2ny+ x2-{ - y~) 
+ m" + n ~ + a ~ 

le produit | | '  6tant 6tendu aux valeurs de m et n qui rendent cette 

quantit6 (7) positive; alors la fonction G(x ,  y)  cherchde sera 

G(z, y )=  G,(z, y). G,(z, y) 

Cette fonction n'admet pas les p6riodes 1 pour x et y; elle v6rifie des 
6quations de la forme 

G(z + 1, y ) =  e ¢(x' Y)G(x, y) 

G(z, y + 1) = e ~(x' ~)G(z, y) 
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a v e e  
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Off ¢ e t  w sont des polynSmes du troisi6me degr6 v4rifiant l '6quation (11). 

On pourra alors former un polynSme Z(X, y) du quatri6me degr6 v6rifiant 
les relation (12) et la fonction 

e -z(~' Y)G(z, y) 

admettra  la p6riode 1 pour chacune des variables. 
On est ainsi conduit ~ une classe de fonctions enti6res admet tant  la 

pdriode 1 pour chacune des variables x et y. P o u r  les former on prendra 
d'apr6s les notations du § 2 

P(x ,  y ) d ~ s i g n a n t  un polynSme en x et y. Lorsque ce polynSme P(x ,  y) 

est homog6ne, la fonction correspondante s'exprime ~ l 'aide des fonction 0. 

6. Soit, par exeraple, 

g~(z, y) = (z + m) ~ + (y + n)~; 

la fonction G'(x, y) correspondante se ddduira de celle qui a 6t6 fortune 

dans le § 5 en supposant dans (lU) a : 0. Cette fonction G'(x, y) sera 

y) = + + (y + 

2rex- t -2ny  + x~ + y~ + l [ 2.mx + 2ny + z ~ + y ~  ~ ";~(x, y)----- ] 

le produit  | | '  5tant ~¢endu aux valeurs enti~res de m et n de --¢x~ 

-k oz ,  la combinaison m----n  = 0 ~tant exceptSe. Cette fonction (14) 

s 'exprime ~ l'aide des fonctions 0 ou de la fonction 6 de M. WEIERSTRASS: 

En effet en posant 

1 u 2 
+ 

(m~+m.')u 

o n  a 

x. -~- yl ---- z, 

(x + m)" + (y + n) ~ _ 
m ~b '2 .~- ~'~ 

~e - -  y i  ----- t~ 

z + m  -~- ni t-~- m ~ n i  

m + ni m - - h i  
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r~(~, y ) =  
z t zt 1 [  z t z t ]  ~ 

m + n i  m - - h i  m 2 -4- n ~ "~-2 t + n i  m - - h i  A- 

d'oh 

r~(~, y) = 
z 1 z '  t 1 t ~ 

m "t- n-----~ + 2 ( m  + h i )  2 m - -  n i  -~ 2 ( m -  h i )  ~ + 

+ z2t zt  ~ 1 z~t 2 + + 
( m  - -  hi} (m' + n ~) 2 ( m  ~ + n ' )  ~ (m + hi)(m ~ + n ~) 

Alors en posant 

a (m + n i ) ( m  ~-t- n ~)= ( ~ n - - n i ) ( m  2 + n ~) 

~__.j i 1 
b : (m ~ + .~)i 

les sommes 5tant ~tendues aux valeurs entmres de m et n de - - o o  b~ 

~ ,  la combinaison m ~ n : 0 except~e, on a 

G'(z ,  y )  ----- ea"(z+t)+~b~t~a(z [ 1, i ) a ( t  I 1, i); 

et la fonction (14) est ainsi exprimde ~ l'aide de la fonction ~. 
7. De m~me que nous venons de former des fonctions de deux 

variables simplement p6riodiques, llon pourrai t  se proposer de former des 
fonctions de deux variables ~ quatre paires de pSriodes en prenant dans 
le th6or~me du § 1 

oh R(x, y) d6signe une fonction rationnelle de x et y, les diff~rentes fonc- 
tions f~ grant obtenues en faisant varier les quatre nombres entiers 

m, m',  n, n '  

d e -  ¢x9 £ + ¢x9. Mais .il y a lieu de penser q u ' i l  est impossible de 
former par cette vole des  fonctions de deux variables h quatre paires de 

p6riodes; c'est ce que je me propose d 'examiner dans une autre occasion. 


