
SUR UNE ESP]~CE DE COURBES SYM]~TRIQUES DE 

LA SIXIEME CLASSE. 

P A R  

C. CRONE.  
.~ C O P E N H A G U E .  

En examinant  une surface du quatri6me ordre k une conique cuspi- 
dale(1) mon attention s'est arr6tde sur une courbe sym6trique de la 
sixi?~,me elasse et du sixi6me ordre, qui s'est pr6sentde coinme le con tou r  
apparent de la dite surfaSe vu d'un point a, rbitraire, e. ~. d. comme la 
trace sur un plan du cSne ayant  pour sommet le point arbitraire et 
circonscrit ?r la surface. Cette courbe est sans tangentes doubles ni points 
doubles; elle a huit  tangentes d'inflexion, symdtriques deux k deux, et 
huit  points de rebroussement, symdtriques deux h deuxl Si le nombre 
de tangentes singuli6res es t  augment6 . s o i t  d'une tangent c doub le  soit 
d'une tangente d'infiexion, tandis que la classe de la courbe reste la.mdme, 
on a des formes spdciales , savoir:  une courbe du quatri(',me or, dre h, deux 
points de rebrousseinent, mMs s a n s  points doubles; e t  une courbe du 
troisi6me ordre sans points doubles ni points de rebroussement. 

Dans la, section I de ce m6moire-ci je vais d6montrer que les courbes 
symdtriques'de la sixid, me classe et du sixi~me ordre ~, huit tangentes d'in- 
fle:cion sont les courbes g&~erales tqpes, c'est h dire, que toutes les courbes 
douses des m~mes hombres pb~ckeriens pourront ~t,re bransformdes e~a des courbea 
sym(~triqu, es par une transformation homogra2hique. (~) 

Quant aux courbes  du troisi6me ordre cette propridt6 est assez connue. 

(1) 'Om Fladerne af 4 ae Orden :med Tilbagegangs Keglesni, t~ og deres Konturer. 

Copenhague i881. 
(2) 1VL ZEUTHEN m ' a  le premier eommuniqud ce thdor~me Sans toutefois m'en donner 

la ddmonstra/ion. 
A e t a  m a t h e m a t i e a .  2. Impl ' im6  29 Mars 1888, 11 
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Si l'on place une eourbe du qnat.ri6me ordre sans point double, ma~s ayant 
deux points de rebroussement, de mani6re que ces derniers points soient 
les points k l'infini sur le cercle, on aura la courbe sym6trique nomm6e 

l e a  ovales de DESCAttTES:(~) 
La  co m'be du sixi4me ordre et les deux formes spgciales ont entre elles 

une relation bien simple: si l'on fait tourner une de ces courbes autour de 

son axe de symdt,rie~ le contour apparent de la surface de rdvolution engen- 

drde, vtt d'un point quelconque, sera toujours une des trois courbes. I)ans 
la section I[ j e  d6montrerai cette relation et je m'en servirai pour d6duire 
quelques propridt6s des courbes consid6r6es. 

IQ 

Soit donnde une courbe k (') de l'ordre n, qui est eoup~e par une 
tangente arbitraire k une courbe unicursale Z (~) de la classe r de te l le  
maniSre, que les abscisses des points d'intersection se d~terminent par une 
4quation r~ductible : 

f~(~, x) et f~(y], x) 5tant des l)olynSmes entiers et r~tionnels et en x et en 
le l)ar~m~tre ~/ du point de contact de la tangente. Soient n~ et n~ les 
deg r~  des polynbmes p'~r rapport k x; on a donc: 

n~ "t-n~ = n .  

L e s r  tangentcs k X ('') passant par un point arbitraire P de k (~) se 
divisent en deux groupes contenant respectivement r I e¢~ r 2 tangentes: sur 
les r~ tangcntes le point P appartient au groupe des n~ .points d'inter~ 
section dStermin4s par l'~quation f~(y], x ) ~  0, tandis que sur l e s r  2 tan- 
genres P est un des n~ points d'intersection ddterminSs par l'~quation 
f2(y], x)--~ 0. On volt bien, que: 

r 1 q-r~ --:r, 

et que les degrSs des fonetions f~ et f2 [)ar rapport k 72 sont nr~ et  nr~ .  

(') Voir SALMON: Higher plane curves. See. Ed. p. 241. 
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L'6quation A 1 --  0 exprimant,  que l'~quation-f~(7, X) = 0 rdsolue 
par rapport, bo V a des raeines multiples,  sera du degr6 2nl(rln 1) par 
rapport  bo x. Nous allons dnumdrer les eas, o h  des valeurs de 7 2 corrcs- 
pondant g la m~me va l eu r ' de  x coincident. 

D'abord deux points d'interseetion d'une droite x = k avee k (') pour- 
I 

ront coineider. Si x =  k est tangente ~ k('), 2r~ tangcntes ~ Z (') Coincident 
deux £ deux et k est une racine r l - tuple  de A 1 = 0. S i  deux points 
d'intersection _/t I et A 2 de x = k avec k (') vont se confondre en un point 
double P de k ("), une des r tangentes £ Z ('') passant par  5t~, qui appartient, 
p. ex., au groupe r~, coincidera avec une des r tangcntes passant par A2, 
qui pourra appartenir  soit au groupe r I soit au g r o u p e r : .  Une quel-  

conque des r tangentes  ~ Z(') passant par xP peut donc provenir soit de 
la co~:ncidence de deux tangentes appar~enant toutes les deux au groupe 

r~, soit de la coincidence de deux tangentes appartenant  routes les deux 
au groupe, r~, soit de la  co~:ncidence de deux tangentes appartenant  
diffdrents groupes. Si l'on ddsigne par d I e t  d: les nombres de tangentes 
des deux  premi6res 6sp~ces pour tous les d points doubles de k (~), on a: 

(A) d, - -  d~ = d(r~ - -  r,) 

Pour  chaque coincidence de deux  tangentes appartenant au groupe r~, 
x = k  est une racine double de A~ = 0. Quant au cas, off x = k p a s s e  
par un point de rebroussement de l~ ('), il sera discut6 plus tard. 

Puis l'6quation f~(y/, x ) =  0 aura deg racines multiples, si des tan- 
gentes passant par  diffdrents points d'intersection de x = k avee k ('~ colnci- 
dent. Alors x = k est tangente ~ 2 '('̀ ) et k est une racine n~(n~ 1)-tuple 
de A 1 ----- 0; 

Enfin deux tangentes passant par le rn~me point d'interscction de 
x = k avec k (~) pourront  coincider, ce qui aura lieu seulcment si le point 
d'intersection est un point d'intersection aussi d e k  (') avcc X (''), X (') ddsiqnant 
dans ce qui suit la courbe et ses tangenles d'inflexion. Si une branche de 
k (~) passe p a r  un point Q de Z (') correspondant ~ 7 / =  0 et x = 0 sans 
~tre tangente en ce point  ni ~ la branche de - (') ' l aque l le  appartient Z , a 
l e  poin t  ~7-= 0, ni h, aucune autre branche de k ('), on pourra pour des 
valeurs assez petites de ~ et de x correspondant ~ des points  sur cette 
branche de k ('), d6velopper x en sdrie suivant des puissances ascendantes 
de ~ avec des  cxposants entiers et  positifs~ Comme cette s6rie ne pour ra  
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satisfaire en m~me temps b~ f~(r2, x ) =  0 et ~ f~(r/, x ) =  0, Ies tangentes 

passant par  un point  P pris sur l a  branche de k (~) inf iniment  pr6s de Q, 
dont  les points de contact  vont co~ncider au point  correspondant  g r 2 = 0 

doivent  appar teni r  b~ un seul et m d m e  groupe  parrot les groupes r 1 et r 2. 
Nous d6signerons par  s 1 et s~ les "nombres de points d ' intersection de k (') 
avec Z (') pour  lesquels co,incident deux  tangenies  du m S m e  groupe  rl ou 
deux  tangentes  du mSme groupe r~; si x = k passe par  un parei l  point  
d ' intersection,  k est  une racine simple de L~ 1 ~ 0 0 U  du discr iminant  

A ,  = 0 de f~(~, x)--= 0. 
S i  un point  Q de Z ('') est un point  de rebroussement  de k (n) ou si k (') 

est tangente  ~ Z (') en Q, les tangentes  passant par  un point P de k (~) infini- 
ment  pr6s de Q, dont  les points de contact  vont  coincider en Q, pourront  
appar ten i r  ~ diffdrents groupes. Nous d6signerons par  k~ et par  t les 

nombres  d e  ces points de rebroussement  et de ces points de contact  de Z (') 
avec k (~). On a donc en 6num6rant  les points d ' intersection de k ('1 avec Z("): 

(B) 2(k z + t) + s t -4- s.~ ---- 2n(~"- 1). 

Le nombre  de points de rebroussement  de k(? ) non coinpris dans k~ sera 
d6sign6 par  k 2. Si deux  points d ' interscction A~ et A~ de x- - - -k  avec 
k ('° vont  se confondre en un des k~ points de rebroussement  P, les deux  

tangentes  ~ Z (') passant par  A~, et de m(~me les dcux  tangentcs passant par  
A~, dont  les points de contact  coincident  en P, appar t iennent  chacune h, son 

groupe  savoir ,r~ ou r~. L '6quat ion f~(~, x) = 0 a donc unc racine double  
6gale ~ la va leur  de 7] correspondant  au point  P. Si deux  tangentcs 
passant par  les points A~ et A~ coincident en une tangentc,  dont  le point 
de contact  est un point  ~7 = y;~ diffdrent de t ' ,  ~71 sera m~e racine double  
de f~(y], x ) - - 0 ,  ct k sera une racine tr iple de ~ - - - - - 0  correspondant  '~ 
cette racine double,  x = k sera done en tout  uric racine ( 3 ( r ~ -  1) + 1)-tuple 

de ~ -= 0. S i x  = k passe par un  des points de rebr0ussement  de k (') 
compris  dans le nombre  k2, k s e r a  uric racine 3r~-tuple de :51 =- 0. 

On a don(' en 6num6rant  les racines dc A,  = 0: 

2nt(nr, - -  1) = 'r,[n(n - -  1) - -  2d - -  3(k, -4- k,)] + 2d, + 3k,~r, "4- 

"4" 3k,(rl - - t )  A- r%(n, 1) + k~ -I- s 1 • 

Cette 6quation et celle qu'on obt ient  en 6num6rant  les racines de / ~  = 0 
pour ron t  s'd.crire : 



(c) 

Sur une ospbce de courbes Symdtriques de la sixiSme elasse. 

O s 1 + 2d I - -21q  2dr~ = r n - - ~ , n ~  ~ - -  

s~ + 2d 2 ~ 2k 1 - -  2d% = r n -  r~% - - ~ 1 %  + r~% ~ r l n  I - -  2n 2 
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Ces 6quat ions  d o n o e n t  pa r  soustraet ion au m o y e n  de A :  

(D) s 1 - -  s~ = 2(r1% - - -  r ~ %  - - n  1 -4- n , z ) .  (1 )  

Considdrons m a i n t e n a n t  une  courbe  :c (° du  sixi&ne ordre  g hu i t  points  

doubles  distracts. Si l 'on fait  passer par  ces hu i t  points  u n  faiseeau (d ~)) 

de courbes du  t rois i6me ordre,  une eourbe  q u e l c o n q u e  de ce faisceau au ra  

deux  points  d ' in tersect ion avec c (° sans compte r  les p o i n t s  doubles.  Si la 

droite l j o ignan t  ces d e u x  points  ne passe pas pa r  u n  point  f i x e  e]le est 

t angen te  ~ une  courbe  unicursa le  Z (r) de la r ~6m° classe. P o u r  d d t e r m i n e r  

la va leur  de r il t au t  eonsid6rer,  d e u x  cas distinets. Si  le neuvi&ne point  

fixe da faisceau (d  3)) co~ncide avec un des points doubles A ,  u n e  courbe  q(a) 
du faisceau au ra  un po in t  doub le  en A, tandis  que  les aut res  a u r o n t  une  

tangente  c o m m u n e  e n  ce point. On volt  bien, q u ' u n e  des tangentes  passant  

pa r  A dol t  cor respondre  g c (~) On a done duns les fo rmules  (C), % = 2, 
1 " 

r I - -  1, 81 = 0, et l 'on dol t  poser d~ - -  l ,  si A est un  poin t  doub le  de 

c% d~ = 0, si A est un  point  de r eb rous semen t  de c(~ ). C o m m e  en ce 

dernier  cas deux  p o i n t s  d ' intersect ion d c c  rG) avec u n e : t a n g e n t e  k Z( ' )d6-  

terminals par  l '6quat ion f~(rl, x) = 0 coincident  en A, ce poin t  de rebrous-  

sement  n 'est  pas eompr i s  darts le h o m b r e  kl ,  tandis  que  t ou t  au t re  point  

de reb ' roussement  est ndcessa i rement  eompr is  dans ee hombre .  On au ra  

au n m y e n  de (C): 

2d, - -  2k 1 - -  2d = - -  2 r - -  10; 

pour  d 1 =  1 on dol t  poser  k l + d = S ,  c e  qui donne  r = 2 ,  p o u r  d 1 = 0  

on aura  kl "4- d =-: 7, Ce qui  d o n n e  aussi r = 2. Si  le neuvibme point  fixe 

(1) On obtiendrait  encore ees rdsultats en se servant d'une ibrmule indiqude par 

M. Z~UTnEN duns Mathomat isehe 'Annalcn 1871. Si les points do deux courbcs C~ et C2, 

dont tes genres sont Pl et 22,  sont lids les uns aux autres de fagon qu"~ ehaquo point de 

C2 correspondent x I points de C1 et k ehaque point: de C,. x~ points do C~ on a d'aprbs 

la ibrmule de ZEUTHrN: 

Yl - -  Y2 = 2 x 2 ( P l  - -  1) ~ 2 x l ( p 2  - -  1) 

Yl et Y2 ddsignant les nombres de coincidences de deux points~ qui~ respeetivement sur C 1 et 

C2~ correspondent k un m~mo point de l 'autre  courbe. Voir aussi Acta mathematica 1. p. 181. 
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du faisceau ne co~ncide a~ec aud,m l)oint double dc c (6) o n  a d ~ -  0 et 

k t + d---= 8;  en se servant  de ( C ) o n  a u r a  r -~ 3. 

Considdrons d'abord le cas, o~ r = 2. La courbe d~crite par les points 

d ' intersection d 'une  tangente  '~ la conique Z (:) avec la courbe correspon- 

dante  c (3) sera d u  septi6me ordre  et au ra  un point  t r iple en A. El le  est 

donc composde de c (6) et d 'une  droite m passant par  A. Une des tangentes  

en A ~ la courbe  du  septiSme ordre est la tangente  c o m m u n e  aux  courbes 

c(3); comme ces courbes ne  touchen t  pus c (~) en A, m do i t  6ire leur  tan- 

gente commune.  I ) eux  des points d ' intersection d 'une  tangente  '~Z (~) avec 

la courbc correspondante  c(3) sont situ6s sur c (6), tandis  que le t ro is i6me 

point  d ' in tersect ion  parcour t  la droite ,~; comme il y a u n e  correspon- 

d a n c e  (1, 1) e n t r e  lc point  d ' intersection d 'une tangente  ~ Z (~) avec m e t  

le point  de contact,  m dolt  6trc t angente  ~t 2, (~). Comme on l'a d6rnontr6 

plus hau t  la tangente  corre~pondante ~ c~ (~) passe par  A;  cette tangente  

d0it  ~tre la d~'oite m m6me, c a r  a u t r e m e n t  t o u s l e s  trois points d'inter- 

section de m avec c~ (3) deyra ien t  coIncider en A, ce qui est in,P0ssible. 

On pour ra  6 t a b l i r  la correspondance entre les tangentes  ~ Z (~) et  les 

courbes c1 (3) de  tel le maniSre,  que A soit un point  de rebroussement  de 

c(6); si un au t re  point  fixe du  faisceau (c (3)) dolt  6tre un point de rebrous-  

sement,  il f a u t  la choisir sur Z(~).(j) Si l 'on choisit sur Z (:) six points 

fixes du faisceau, le neuvi6me point fixe est n6cessairement situ6 sur  m, 

mais alors m ne pour ra  pus avoir  un point  d ' intersection mobile avec les 

courbes c (s). On vo i t  done, que si l 'on pose r = 2, c (6) ne peut  avoir  

plus de six points de rebroussement .  

Jusqu'ici  on a s uploosd r -~ 2 ; suploosons maintenant  r - ~  3. Les points 

d ' intersection des tangentes  ~ Z (~) avec les courbes correspondantes  c (3) d~- 

cr i ront  une courbe du dixi~me ordre  compos~e de c (~) et d 'une  courbe  

c (~) du  qua t r i&ne  ordre, d~crite par  le point  d ' intersect ion d 'une tangente  

'~ Z (~) avec la courbe c o r r e s p o n d a n t e  c (3), qui n'est pas situ~ sur c~); c (~), 

passe par  les hui t  points doubles de c (e) et a un point  t r iple  en le 

(~) Pour rendre cela dvident il faut gerire les dquations de la tangente ~ Z(~) et du 
faiseeau (c (3)) sous la forme: 

f,(';). ~ + f2(~) • V + f~('~) = 0 ~ + 7. v = 0 

u = 0 ot v = 0 d6signant les 6quations de deux eourbes c (~) et ehoisir rorigine des 
eoordonn6es soit en A~ soit en un autre point fixe de (c(a)). 
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n e u v i 6 m e  p o i n t  fixe du  faisceau (c(S)). Ce dern ie r  po in t  ne p e u t  pas  4tre 

s i tus  sur  c (~), car alors  c (° serait  unicursale .  Les points  de c (4) et  de 2, (3) 

on t  ent re  eux  une  cor respondance  ( l ,  1), c 'est  ~ dire, u n  po in t  P de c (4) 

correspond au  po in t  de contact  d.e la t angen te  £ 2 ,(8), don t  la courbe  corres- 

pondan t  e passe pa r  P ;  c (4) n e  pou r r a  donc 4tre une  c o u r b e  compos6e qu ' en  

con tenan t  de s  droites,  dan  s lesquel les  une  t angen t e  ~ ) (~) coincide avec 
une  pa t t ie  de la courbe  c (3) cor respondante .  Un  po in t  quelcon(]ue d 'une  

t clle droi te  'correspondra ~ son po in t  de contac t  avec Z (3). 
En  a p p l i q u a n t  la f o r m u l e  ( D ) a u x  courbes  c (4) et ;((3) on am-a en 

posant  n 1 = 1, n 2--- 3, r I ~ l ,  r 2 = 2, s 1 = 0:  

s~ ----6; 

c (4) ne p e u t  pas avoir  un  po in t  ord inai re  Q en un  po in t  d ' inf lexion ou un 

po in t  de r e b r o u s s e m e n t  de Z (3) sans ~tre ¢angente  ~ X (~) e n  ce point ,  car 
a u t r e m e n t  w c o m m e  nous  l ' avons  d6mont r~  p lus  h a u t  - -  Ies trois tan- 

gentes  ~ Z (~) passan t  lbar un  poin~ sur  c (4) in f in iment  pr6s d e  Q appar-  

t i endron t  ~ un  seul et  m ~ m e  g roupe  soit r, soit r : .  

En  a p p l i q u a n t  les fo rmules  (B )  et  (D) aux  courbes  c (6) et  Z (3), on au ra  

en posant  n 1 = 2, n~ = 4, r i ~ 1, r~ = 2, s I = 0 :  

s~ = 8  et , /~ + t = 8 .  

Z (3) a donc  avec c (6) seize points  d ' intersect ion coincidant  d e u x  h. d e u x  ou 

en des poin ts  de contac t  ou en des po{nts de  r eb rous semen t  de c (6). 

S i  l 'on veu t  qu"un po in t  fixe d u  faisceau (c (3)) soit un  po in t  de 

r eb roussemen t  sur  c (6), il f au t  le choisir sur  Z! 8), c 'est  ~ d i r e  en un poin t  
d ' in tersect ion Q de Z (~) avec c(4). Si Q est un  p o i n t  d ' intersect ion ordinai re  

des d e u x  courbes  ou si Q est un  p o i n t  de r eb rous semen t  ou un p o i n t  

d ' inflexion de Z (~) au  contac t  de 2 ,(a) avec c (4), Q est comptd  au moths  une  
lois dans  le n o m b r e  s~; si Q est u-n po in t  de contac t  ordinaire  de c (4) avec 

Z (~) compr is  dans le h o m b r e  t, il ne p o u r r a  pas ~tre un  poin t  de rebrousse-  

m e n t  de c (~). Car d e u x  des t rois  t angen tes  ~ Z (~) passant  pa r  Q a u r o n t  leurs  

points  de c o n t a c t  coincidant  en Q tandis  que l e  po in t  de contact  de la 

t roisiSme t a n g e n t e  sera un  p o i n t  diff6rent  de Q. D e u x  des cotirbes c (~) 

corr~spondantes  a u r o n t  donc  en Q la m~me t angen te  que  Z ('~) tandis  que  

la troisi6me a u n e  t angen te  4iff6rente. La courbe  dderi te  p a r  les po in ts  

d ' in tersect ion des tangentes  ~ Z (~) avec l e s  courbes  c '~) a donc  en Q un 
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point triple oh deux branches sont tangentes k Z (3), tandis que lu troisi6.me 
a une tangente diff~rente de la tangente k Z (3). Une des branches tan- 
gentes h. Z (3) est c(V; Q ne  p e u t  do~c pas (~tre un point de rebroussement 
de c (~). I1 s'ensuit quc c (6) n e  peut uvoir des points de rebroussement 
qu'aux points d'intcrsection de Z (3) avec c (4) contenus duns le nombre s 2. 

Si c(4): contient une ~angente k Z (3), le point de contact est compris 
duns le nombre t, les deux points d'intersection dans le nombre s~. La 
tangente passe pur le point triple de c (4) et par deux autres points fixes 
du faiseeuu (c(~)). Si trois tangentes k Z (a) font partie de c (4), le reste de 
c (4) sera une tangente double ou une tangente d'inflexion h,Z (3). D'ailleurs 
les d6monstrations pr6c6dentes s'appliquant aussi aux cas, oh c (4) est  com- 
pos6e, on voit bien que pour r--=-3 C (~) ne peut avoir ,plus de six points 
de rebroussement. 

Si la droite 1 joignant  les (leux points d'intersection mobiles de c (~) avec 

une courbe c (3) passe constamment par  un point O, l '6quation de 1 peut s'6crire: 

,~f,(~) + y.f~(¢) = 0 

quand on choisit l 'origine des coordonn6es en O. 0 ne pourru pas dtre 
un point double de c ("), ear aloi's fj(~) et f2(7/) seraient du deuxidme degr6 
par rapport ~ 7/, et tu courbe ddcrite par les points d'intersection de  1 
avec c (:') serait du septidme ordre, c'est h dire elle serait eompos(~e de c (c') 
ct d'une droite, ee qui est impossible, puisque e l le  aurait un point qua- 
druple en O. Il est 6galement clair, que 0 ne pourrq pus (~4re ml point 
ordinaire de c (a). Si 0 n'est situ6 ni s u r c  (") ni duns le neuvi6me point 
fixe B du faisceuu (c('~)), f~(r/) et f2(~)seront du troisidme degrd par rapport 
il y/. La courbe ddcrite par les points d'intersection de l avec les courbes 
c (:~) seru comp()sde de c <c') et d'une courbe c (4) du quatri6me ordre passant 
par 0 et put les points doubles de c(C'), c (4) a un point triple en B, et 

peut dtre eomposde d'une courbe du troisi6me ordre h point double en 
B et d'une droite passant par O, B e t  deux autres points fixes d u  fai, 
sceau (c(3)). Los trois courbes c ('~1 correspondant h une droite 1 passent par 
les trois points d'intersection de l a v e c  c (4) diffdrents de O. Un point fixe 
Q du faisccau (c (3)) ne pourra done gtre un point de rebroussement de 
c ('~) que i ° si lu droite passant par Q est une tangente ~ c (4) ou 2 ° si c(4! 
contient un'e courbe du troisi6me ordre "~ un point de rebroussement en 
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B et  que Q soit situ~ sur OB; d 8) ne pourr~ donc pas avoir plus de 
cinq points de rebroussement. 

Si 0 coincide avec B, les points d'intersection de 1 avec les courbes 

c (~) ddcriront outre c (8) une courbe du quatriSme ordre h. un point quadruple 
en 0. Cette courbe est compos5e de quatre droites chacune contenant 0 
et deux autres points fixes du faisceau (c(8)). Des trois courbes c (3) corres- 
pondant £ une de ces droites 11 l 'une est composSe de 111 et d'une conique 
passant par les six points fixes du faisceau non situ5s sur l l ;  les deux 
autres sont tangentes ~ c (") en les points doubles situ(~s sur 11. C e s  d e u x  
courbes co:fncideront si l 'un des points doubles sur 11 est un point de 
rebroussemen~. 0 est un point d'inflexion de routes les courbes c(8); nous 
d~signerons par a la droite con tenan t  t o u s l e s  points de contact des tan- 
genres aux courbes  c (3) menses par O. Si l'on projette c (8) de mani~re 

que 0 devienne le point ~ l'infini dans la direction perpendiculaire ~ a 
toutes les courbes c (3) et par suite c (8) seront des courbes symStriques, dont 

a est l ' a x e  de sym~trie commun, c (8) ne peut donc avoir qu'un hombre 
pair de points de rebroussement. 

Nous avons donc d4montr~ que route courbe du 6 ~ ordre ayan~ 8 

points de rebroussement et 0 point double peut ~tre transformde homographique' 

ment en une courbe symdtrique. On vok aussi qu'il n~ a pas de courbes 

du 6 ~'~ ordre ~ 7 points de rebroussement et 1 point double. 
ConsidSrons la courbe k (8) du sixiSme ordre et de la sixi~me classe 

huit  points de rebroussement. Si l e s t  reprSsentSe par l '~quation y :  ax 

et si 72 est le param~tre de la courbe c (~), ~ laquelle la droite rep%sent~e 
par y ~ ~x est tangente en O, i l  y a entre a e t  7] une 5quation du premier 

deg% par r a p p o r t  ~ a et du troisiSme deg% par rapport  ~ ~2. Si l'on 
pose a ----- 7], cette ~quation donnera les paramStres des ~ quatre droites passant 
par 0 et deux autres points fixes du faisceau (c(8)). Soient  ces param~tres 
0, o,v, fl et y. Comme pour  a ~-- o,v l '4quation entre a et 7] r~solue par 

rapport  ~ 72 aura u n e  racine double 711 , elle pourra s'~crire: 

- r )  + - - = o 

a d(~signant une constante, g n  substituant a-----O,----~8 et ~ y  et en 

d iv isant  l '~quation respectivement par ~], 7 ] - - f l  et ~ ~ y, on aura trois 
~quations du second d e g r £  Comn~le chacune de ces 5quations a deux 

racines ~gales, on a:  
A c t a  m a t ~ e m a t i c a .  2. I m p r i m ~  2 A~'ril 1883. 1 ~  



90 C. Crone. 

4(1 d- a)(~' - -  a~) - -  (k9 "4-~" "4- 2a7],)' ----- 0 

4(i + ~)¢~ - -  (r + 2~¢,) ~ = 0 

4(1 + a)a~ --  (,8 ~r 2a~],) ~ = O. 

La soustraction de s  deux derni~res 6quations donne, le facteur /~--~- 
supprim~: /~-]- ~-~  ~ 4at/1 ; en ajoutant on a ~8 i- ----- - - 4 a r ] ~ .  Si dans la 

/~" et a = - -  (fl -[- ~,)2 premiere des trois ~quations on substitue 7 h - - f l  T ~" 4fl7" 

l '~quation se r~duit ~: 

D' + r i - B r =  o. 

Le rapport anharmonique des quatre droites joignant 2 points de reb~vus- 
sement symdtriqu.es de la courbe •k (6) est donc = une des valeurs imaginaires 

de ( - - 1 )  ~, c'est ~ dire, les quatre droites ont la situation dquianharmonique. 

II. 

D4signons par k (6), k (4) et k (8) l e s  trois courbes h examiner. En tour- 
nant autour de leurs axes de  sym~trie elles "engendrent trois surfaces de 
r~volution F (6), F (4) et F (3) de la sixi~me classe. Chacune des trois sur- 
faces a quatre 'cbnes circonscrits engendr~s par deux tangentes d'inflexion 
sym(~trique~ 2 '(~) a quatre cercles de rebroussement; F (4) a un cercle de 
rebroussement et est touch~e par un plan D perpendiculaire ~ l'axe de 
r~volution le long d'un cercle d (2). F (8) est couple par un plan V per- 
pendiculaire £ l'axe de r~volution suivant trois droites co~[ncidant £ l'infini. 

Je ddsignerai par X (2) route conique ayant avec une des courbes sym~tri= 
ques deux contacts stationnaires en deux points symdtriques. Si les deux 
points de contact sont soit deux points de rebroussement soit les deux 
points de contact d'une tangen[e double, la conique 2, (2) se r~duit ~ une 
conique infiniment aplatie dont les sommets occupent soit les points de 
rebroussement soit les points de contact de la tangente double. Si les 
points de contact de 2, (2) sont deux points d'inflexion sym~triques, Z (2) se 
compose des deux tangentes d'inflexion. Si le point ~ l'infini dans la 



Sur une esp~ce de courbes symgtriques de la sixi~me classe. 91 

direction perpendiculaire ~ l'axe de sym6trie est un point d'inflexion de 
la courbe sym6trique et qu e les points de contact de Z (~) se confondent 
en ce point, Z °) sera une oCOnique inf iniment  aplatie renferm6e dans la 
tangente d'inflexion, dont les sommets coincident ~ l ' i n f i n i l -  Si l'on fait 
tourner la courbe sYm6trique autour  de son axe  de sym6trie, on aura 
une surface d e  %~olution, dont la surface du second ordre engendrde par 
une conique Z(~) contiendra trois parall~les consdcutifs. Nous ddsignerons par 
II (2) cette surface du second ordre; ses g6neratricea sont les tangentes princi- 
pales ~ la surface, c'est ~ dire, lea asymptotes de '" " " " 1 mdmatrlce, e n  les points 
du cercle de contact. I1 faut remarquer, que si Z(2 ) est une conique in- 
finiment aplatie, dont lea sommets  coincident ~ l'infini, e l l e  engendrera 
une surface H (~) qui s e  r6duit aux deux points I e t  J ~ l ' infini sur le 
cercle dana un plan perpendiculaire ~ l'axe de %volution. 

Maintenant nous allona projeter chacune des surfaces F (6), F (4) et F (3) 
d'un centre de projection quelconque I ) s u r u n  plan perpendiculaire au 
plan pa'asant par P et par l'axe de r6volution. Le contour apparent sera 
done toujours une courbe sym6trique de la sixi~me classc. La trace d'un 
plan A passant par P sera u n e  tangente doilble ou une  tangente d'in- 
flexion dans les trois cas suivants: 1 ° si A est tangent ~ un cbne engendr6 
par deux tangentcs d'inflexion aym6triques ~ la courbe m6ridienne de la 
surface; alora la trace d e  A est une tangente d'inflexion; 2 ° si A eat un 
plan tangent ~ la surface, dont P e s t  lc point de contact; alors lea 
points de contact de la trace de A sont les traces des tangentes princ{- 
pales ~ la surface en P, et la trace de A sera une  tangente d'inflexion, 
si P eat choisi sur d (2) ou sur un cercle de rebroussement; 3 ° si A eat 
un plan perpen(ticulaire ~ l 'axe de r6volution et tangent ~ la  surface le 
long d'un cercle; alors les points de contact sont les traces des  tangentes 
men6es par P au cercle de contact. 

On voit donc, que, si /) n'est choisi ni su r  lea surfaces ni dans D 
ni dans V l e  contour apparent vu de P sera une courbe de la Sixi~me 
classe sans tangente double, mais qui aura hui t  tangentes d'inflexion, c'est 

dire, la courbe k (~). Si P est un point ordinaire d'une des surfaces, ou 
si /)  est choisi soit dana le p l a n  D soit duns le plan 17, le contour ap -  
parent sera une courbe de la sixi~me classe avec huit  tangentes d'in- 
flexion et u n e  tangente double, c'est ~ dire, k (4). Si /)  est choisi soit sur 
la droite h l'infini de F (3) soit sur d (~) soit s u r u n  cercle de rebrouasement 
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le contour apparent vu de P sera une courbe de ]a sixi~me classe sans 
tangeute double et ayant neuf tangentes d'inflexion, c'est ~ dire, k (3). 

Noua d6signerons par I et J les points "~ l'infini sur le cercle dans 
un plan perpendiculaire ~ l 'axe de r6volution d'une quelconque des sur- 
faces. Les  points I et J de la surface F (6) sont des points triples; ce  
sont de points doubles sur les surfaces F (~) et F ?  ). Les droites joignant 
I e t  J aux points d'intersection de la surface avec l'axe de r6volution 
sont contenues dans la surface. Ces droites sont projetdes comme les 
tangentes men6es" au contour apparent de la surface par les projections 
de I et de J. On volt donc, q u e  le contour apparent de F (G) ne passe 
pas par les projections de I e t  de J, tandis que le contour apparent de 
F (4) passe toujours par les projections de I e t  de J, si le centre de projec- 
tion n'est pas choisi dans le plan D. Les points / et J de F (3) sont 
projet6s comme des points de rebroussement d ' u n  centre de projection 
quelconque non situd dans V. 

Comme les points de rebroussement des contours sont ou bien les 
projections de points singuliers des surfaces ou bien les traces des  tan- 
gentes principales passant par le centre de projection, on volt, qu'on peut 
faire passer par un point arbitraire P quatre surfaces /1(~) circonscrites k 
une des surfaces F (6) ou F (4). Si ron consid~re la surface F (3), une des 
quatre surfaces H (~) se rdduit aux points I et J. Si zP est un point 
ordinaire d'une des surfaces, trois des quatre surfaces H (:) co,incident avec 
c elle d°nt  le cercle de contact passe par xP. Si P est choisi dans un des 
plans D ou V, trois des quatre surfaces H (~) se rdduisent h ce plan. 

Du th6orSme d6montr6 k la fin de la section I on d6duit les r6sultats 
suivants en d6signant par ¢ u n e  des valeurs imaginaires de ( m  l)i. 

Construisons les quatre surfaces H (~) circonscrites ~ F (6) ou ~ F (4), ou 

les quatre coniques Z (2) ayant deux contacts stationnaires avec k (G) ou k (4), qui 
passent par un point donng _P. Alors le rapport anharmonique des quatre 

plans tangents aux surfaces l I  (2) en _P, et de m~me le rapport anharmonique 

des quatre tangentes aux coniques Z (~) en P, sera = e. Ce thdor~me est 

encore vrai pour la surface F (8) et pour la courbe k (~) t~ cela pros, que par  

rapport  ~ ~(~) et h¢ k (3) s'op~re respectivement la rdduction d'une des surfaces 
II (~) et d'une des coniques Z (2) ~ un plan perpendiculaire t~ l'axe de rdvolution 

(c. ~t. d. passant par la droite loT) d'une part  et d'autre part  h une droite 
perpendiculaire ~ l'axe de symdtrie. 
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C o m m e  la courbe Correspondant ~ k (6) d'aprSs le principe de dualit~ 
est une courbe de la m~me esp~ce, le rapport anharmonique des quatre 
points d'intersection de l 'axe de sym~trie avec les tangentes d'inflexion, 
est aussi ~gal ~ ~. On a donc: 

L e  rapport anharmonique des sommets des quatre c6nes H (2) circonscrits 

aux surfaces F (6), F (4) ou F (~), et de mdme le rapport anharmonique des 

quatre po in t s  d'intersection de deux tangentes d'inflexion symdtriques aux 

courbes k (6), k (4) et k('~), est : ~. 

Ce thdor&ne est susceptible d'extension. Comme deux tangentes d'in- 
flexion sym4triques ~ u n e  section faite dans une des surfaces F (~), F (4) 
oll F (~) par un plan qfielconque sont deux g~n~ratrices d'une surface 11 (2) 

theoreme sous ]a forme s u i v a n t e :  tangente au plan, on a le " ' 
Etan t  donnds un plan et une des sur faces  F (6), F (~) ou F (~) on peut  

construire quatre surfaces 11(2)tangentes au plan. Le  rapport anharmonique 

d e s  points de coniact, est = ~. De mdme parmi  les coniques X (2) ayant avec 

une des courbes k (6), k (~) ou k ('~) deux contacts stationnaires il y e n  a quatre 

qui sont tangentes ~ une droite donn~e, et le rapport anharmonique des quat,re 

points de contact est : ~. 
Le contour d'une surface H (~) vu d'un point P e s t  une conique Z (2) 

deux contacts stationnaires avec le contour  de la surface, "~ laquelle 
H (2) est circonscrite, vu du m~me point P. On a donc le th~or~me 

suivant: 
Si  l'on consid~re une des surfaces F(6), ' F (4) ou F (8), on trouve quatre 

surfaces ]1 (2) tangentes ~ une droite donn~e. Le  ,rapport anharmonique des 

points de contact, ainsi que celui d e s  quatre plans tangents  aux surfaces H (2) 

en ces points de contact, est : ~. 
Pour cela on dolt consid~rer une section faite dans ]a surface par un 

plan passant par la droite, ou le contour  apparent de la surface vu d'un 
point sur la droite.(~) 

On pourra faire passer trois c6nes de r~volution circonscrits '~ la 
surface F (~) ,par le cercle de rebroussement k(2)., Ces c6nes portent dans 
mon m~moire citd plus hau t  ]e nom de c6nes kummdriens, parceqhe pour 
la surface F (4) ils jouent  le m~me rble que les cbnes kumm6riens des 
surfaces du quatriSme ordre ~ une conique double. Le contour de F (~) 

(1) Cette remarque m'a dtg communiqu6e par M. ZEUTItEN. 
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vu  d'un point P de k (~) est une courbe k(3); les traces des plans tangents 
en P "~ la surface et aux c6nes kumm6riens sont la tangente d'inflexion 
v et les trois tangentes ordin.aires '~ k (3) perpendiculaires .~ l'axe de sym6- 
trie, tandis q u e  les quatre droites de la surface passant par I sont projet6es 
comme quatre tangentes '~ k (8) mendes par un point sur la cou rbe .  Oil 
voit donc que les quatre sommets TT1T~T ~ d u  c6ne circonscrit "~ F (4) le 
long de k (~) et des cbnes kummdriens ont le m6me rapport anharmonique 
que les quatre points d'intersection A1A2A~A4 de F (4) avec l 'axe de r6volu- 
tion. L'involufion de couples de points ddtermin6e, p. ex. par les couples 
de points A~A 2 et AaA 4 contient un couple compos6 p. ex. des points 
T e t  T 1 et un couple composd de T~ et I'3, e t  l 'on aura (_.41A~A3A4)= 

1 
= ( T T ~ T 3 )  ou = (TTIT~Ta)' . .(i) On volt donc, que les quatre points 

d'intersection d'une courbe k (4) avec son axe de sym6trie ont le mgme 
rapport anharmonique que la tangente en u n  p o i n t . d e  rebroussement et 
los trois tangentes men6es '~ la courbe par le point de rebroussement. Le 
contour d e  la surface F (6), vu d 'un "point P sur la surface, et de mdme 
le contour d'une des surfaces ~(~) ou F (8), vu d'un point P pris soit sur 
la surface, soit dans le plan D, soit dans le plan IT, est. ]a courbe k (4). 
Les points d'intersection de k (4) avec son axe de sym6trie sont les projec- 
tions des sommets des quatre c6nes de r6volution circonscrits ~ la surface 
et passant par P .  Les points de rebroussement Q et Q~ de k (4) sont les 
traces des deux g6n6ratrices -PQ et PQ1 de la surface /](~) passant par P, 
mais dont le cercle de contact est different du parall61e passant par P;  
la tangente ~ k (4) en Q et les trois autres tangentea ~ k (4) mendes par Q 
sont les traces des quatre plans tangents communs "~ la surface et '~ ] r  ) 
passant par la g6n6ratrice PQ, dont le premier a un point commun de 
contact avec les deux surfaces; ce point eat situ6 sur leur cercle de 
contact. Le rapport anharmonique des sommets des quatre c6nes circon- 
scrits passant par P eat donc 6gal '~ celui des sommets des quatre cbnes 
circonscrits communs '~ la surface et '~ H(~); l 'un de ces c6nes est circon- 
scrit ~ lI (2) le long de son cercle de contact avec la surface. Le th6or6me 
d6montr6 pourra donc s'6noncer de la mani6re suivante: 

_Par le rapport anharmonique d'une conique Z (2) ayan~ avec une des courbes 

(~) Voir mon mdmoire eitd plus haut p. 78. 



Sur une esp~ce de courbes sym~triques de la sixi~me classe. 95 

k (8), k (4) ou k (6) deux contacts stationnaires en deux points sym~triques nous 

ddsignerons celui des quatre points d'intersection de l'axe de symdtrie avec les 

tangentes communes ~ Z (~) et ~ la courbe~ deux de ces tangentes dtant les 

tangentes ~ Z (~) aux  points de contact avec la courbe. Nous avons donc dd- 

montrd, que le rapport anharmo~iique d'une conique 2 ~) est dgal au rapport 

anharmonique des quatre tangentes mendes ~ la courbe par  un quelconque des 

points d'intersection de y (~) soit avec la courbe, soit avec la tangente double 

a k(4)~ soit enfin avec la tanffente d'inflexion v a k (~). 

Le hombre de coniques y (~) ayant  un rapport  anharmonique donn~ 
peut se trouver de la mani~re suivante .  Considdrons une courbe k (a) et 
choisissons pour raxe  des ordonn~es v et p o u r  l 'axe des abscisses l 'axe 
de sym~trie. Si par  deux points sym~triques de v determines p a r  y2 ~_~_/? 
on m~ne tes tangentes ~ k  (3), l es abscisses des points d'intersection~des 
tangentes avec l 'axe de sym4trie se d~termineront par une ~quation du 
quatri~me degr~ L~---0, dont les coefficients sont des polynbmes entiers 
et rationnels du troisi~me degr~ par rapport k fl. Le rapport anharmonique 
h des points d'intersection se d~termine par l%quation: 

(1) i s - -  24k . j '  = 0 

(1- -h  + 
oh k (-1 + h): (2 - -  h) 2 (1 - -  2h) 2' tandis que i e t  j sont les invariantes 

de L 0 du second et du troisiSme degr6 respectivement par rapport aux 
coefficients. Comme pour fl~---0 toutes l e s  racines de L =  0 s'6vanouis' 

sent de telle "' - = - -  mamere, que ]a  limite du rapport  y Vfl a q u a t r e  valeurs, 
x Z 

qui ne sont n i - ~  0 ni--~ ~ ,  il faut, que les coefficients de x et de x ° 
soient divisibles pa r fl~, d'oh s'ensuit, que i ~ et j2 sont divisibles par ~ .  
Ce faeteur supprim6 l '6quation (l) pou r ra  s'6crire sous la forme: 

(2) A s -  24k.  B s = 0 

A 3 et B ~ ~ t an t  du douzi~me degr~ par rapport  i~ ft. Pour  k ~  1 on a:  

A s - ' 2 4 B  s ~ _ D - - 0  

ou D ~- -0  d4signe, l e  discriminant de l%quation L :  0, divis~ :par  f16. 
L =  0 n 'a  de racines doubles que  pour y :  0 ou y----- ro rdonn4e  d'un 
point d'intersection de v avec une autre tangente d'inflexion. Soit yl une 
telle ordonn4e; fl--~y~ sera donc une  racine triple de D - ~  0, e t  ,D ~-~ 0 
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pourra s'~crire E ~  0, ou les racines de l'6quatio n du quatri&me degr6 
p a r  rapport  ~ • E ~  0 correspondent aux dits points d'intersection. On  
volt donc que l '6quation (2) pourra s'6crire: 

(3) (1--  k)AS + kE' ~ (1-- k) A + A + ,  + ~,~/ ~ = O. 

I1 y a une correspondance (1, 1) entre le param&tre ~ d'un couple de 
points sur v et le param&tre a, p. ex. l'abscisse commune des deux points 
de contact de la conique Z (~) passant par le couple de points sur v; comme 
le rapport  anharmonique des quatre droites passant par ies points de 
contact  de deux tangentes  d'inflexion sym6triques eat ~ e,(1) on voit, 
que le rapport  anharmonique des  racines de E :  0 a la m~me valeur. 
Conmderons une surface F (4) ou F (8) et son contour apparent  ]~(3) vu d'un 
point pris sur un cercle de rebroussement; il y aura done une correspon- 
dance (1, 1 ) e n t r e  le param&tre a de deux points sym6triques s u r k  (8) et 
le paraln&tre ~ du parallSle passant par les point.s de la surface, dont les 
deux points sur k (~) sont les projections. I1 existe donc entre fl et ~- une 
relation lin~aire par rapport ~ tous lea deux param&tres, et au moyen de 
cette relation on peut introduire ~-dans l '6quat ion (3) en 61iminant /~. 
Si pour param&tre d'une surface //(2) on ch0isit le par~m&tre du cercle 
de contact, on volt, que les param&tres des surfaces H (2) circonscrites 
une des surfaces F (3), F (4) et F (6), qui ont un rapport  anharmonique donn6, 
se determinent par une 6quation de la forme (3). I1 y a donc 12 co- 
niques ~ 'deux contacts stationnaires avec une des courbes k(3), k (~) ou ]c (6), 
qui ont un rapport  anharmonique donn6; si le rapport anharmonique est 

1 ou ~--e, le hombre de coniques Z (') se r6duit respectivement 
6 et ~ 4. Lea hombres de points sur k (6) ou sur  k (4), par lesquels on 
peut mener quatre tangentes ~ la courbe, dont le rapport  anharmonique 
a une valeur donn6e, sont donc 6gaux ~ 72 ou '~ 24; si la valeur donn6e 
est ~ - -  1, les nombres se r6duisent '~ 36 et ~ 12, si elle est ~ e ,  lea 
nombres se r6duisent ~ 24 et ~ 8. 

Copenhague 10 janvier 1883. 

(t) Voir 0LEBSC~: Vorlesungen tiber Geometries" 1 ]~d.~ Leipzig 1876~ p. 564. 


