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On sait & quelle classe importante de fonctions d’une variable conduit,
quand elle est. possible d'une maniére uniforme, I'inversion du quotient de
deux solutions d’une équation linéaire. du second ordre & coefficients algé-
briques. On peut procéder d'une maniére analogue pour obtenir une
classe remarquable de fonctions de deux variables indépendantes: con-
sidérons, & cet effet, un systéme d'équations linéaires simultanées aux
dérivées partielles:

r=ap + bqg + cz

s=ap+bg+ecz
t=a,p + byq + ¢,z

ou les a, b, ¢ sont des fonctions algébriques des deux variables indé-
pendantes = et y.

Ces équations ne peuvent avoir plus de trois solutions communes
linéairement indépendantes; supposons qu'elles existent effectivement et
désignons led par w,, w, et w,. Les cas ol les équations

donnent pour z et y des fonctions uniformes de # et » nous conduisent
a des fonctions de deux variables analogues & ces fonctions uniformes
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d'une variable obtenues par linversion du quotient de deux solutions
d’'une équation linéaire du second ordre.

Je me propose d'indiquer dans cette étude un exemple de fonctions
de deux variables pouvant étre obtenues par cette voie. Considérons

d’abord les expressions
" dt
Vit — 1) (t — =)
g

ou g et h désignent deux des quantités 0, 1, x et co.” Il est bien connu
qu’elles satisfont 4 I'équation linéaire du second ordre

d? d
(m’—m)aﬁi— + (1 — 2z)

dy g _
dm+4 0

et on sait quen prenant deux solutions convenables , et w, de cette
équation la fonction # de « donnée par I'équation:

@
J:u
(l)l‘

est uniforme et définie seulement pour la moitié du plan de la variable
u située au dessus de l'axe réel: c'est la fonction modulaire qui joue un
role si important dans la théorie ‘des fonctions elliptiques.

Envisageons maintenant les intégrales définies

f ’ dt
Vit — 10 — )i —9)

g

ou g et h désignent deux des quantités 0, 1, z, y et co. Ces expressions
considérées comme fonctions de z et y satisfont aux trois équations linéaires
simultanées aux dérivées partielles:

92(x — 1)(z — y)r = (— 52" + 4oy + 32 + 2y)3p — 3y(l —y)g + (¢ —y)2
e—yps=p—q
9y(y — Dy — @)t = — 3u(1 —a)p + (- by” + 4oy + 3y '+ 2w)g + (y — x)z;

ces équations ont trois solutions communes linéairement indépendantes.
Nous établissons qu'en désignant par w,, © trois solutions convenables,
les équations;

w

2’ 3
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1) w,
=, 2=

donnent pour = et y des fonctions uniformes de w et v, fonctions qui ne
seront définies, si on pose u = u -+ " et v = v 4+ W', que pour les
valewrs de w et v satisfuisant & Uinégalité

20 + ut w0

Ainsi, de méme que la fonction modulaire n'est définie que pour les
valeurs de la varfable u, telles que «” > 0, nos deux fonctions z et y
ne sont définies que pour les valeurs des variables indépendantes % et v
vérifiant l'inégalité précédente.

Ces fonctions x et y restent invariables quand on effectue sur u et »
une infinité de substitutions linéaires; nous donnons les substitutions fonda-
mentales de ce groupe. Je termine en montrant rapidement l'intérét que
peuvent présenter ces fonctions z et y dans I'étude des fonctions abéliecnnes
auxquelles conduit la relation algébrique entre 2 et ¢

2 = f{t — 1)(t — &)t —y).

relation pour laquelle le nombre caractéristique p est égal & trois. Nos
fonctions de w et de v jouent dams la théorie de ces fonctions abéliennes le
méme role que la fonction modulaire dans la théorie des fonctions elliptiques.

(1). Partons de la relation algébrique entre les deux variables # et ¢:

& = bt — 1)(t-— a)(t — y)

ou x et y désignent deux constantes.
Cette courbe est du troisiéme genre (p = 3); et on peut prendre
comme intégrales de premiére espéce les trois intégrales suivantes:

12
g:fif
z



Sur des fonctions de deux variables indépendantes analogues aux fonctions modulaires. 117

'3
W=f’—l—t,
z

ty

Soit #, un point quelconque du plan de la variable ¢, distinct seulement
de 0, 1, #, y. Quelle que soit la disposition des points 0, 1, x et y, on
peut joindre le point ¢, aux points 0, 1, x, y par des lignes ne se coupant
pas et se suivant autour du point ¢, dans lordre 0, 1, @, y; ces lignes
nous serviront & définir les lacets élémentaires comme on le fait habituelle-
ment dans la théorie des fonctions algébriques. Nous
considérerons enfin un’ cinquiéme lacet joignant le
point # -au point- co; nous le représentons sur la
figure que l'on peut supposer étre la sphére, et, je le
repéte, les lacets se suivent autour de ¢, dans l'ordre
0, 1, , y et co. Supposons que ¢ partant de ¢ , z
ayant la valeur 2z, ¢ décrive le premier lacet, soit
a, la valeur de l'intégrale @, désignons de méme par
a, et o, les valeurs de la méme intégrale quand pour
t = t,, 2 a successivement ses deux autres déterminations 2z, et z,. Nous
représenterons de méme par les lettres B 1 0, ¢ affectées des indices 1,
2 8 les valeurs analogues de la méme intégrale relatives aux autres lacets.

Considérons maintenant les six expressions:

c =Rt
a, =a, + 3, + 7,
S=h A+
==+ & +7)
a,=— (@ + 0 + )
=7t +5
c'est un systéme de périodes pour lintégrale £, puisque chacune de ces
quantités représente la valeur de £ le long d'un cycle fermé.

Prenons de méme lintégrale W; désignant par o, B, 7 et 0" les
quantités analogues aux a, 8, 7, 0 et posant
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A = +7,+7,

A, =d, +f,+7,

A, =8, +5, +7,
A==+ 8+ 1)
Ad=—G + 5+ 7))
A4

¢ 7,1 + a,z +/9’1

nous avons un systéme de six périodes de lintégrale W.
Nous commengons par chercher la. relation entre les périodes a
et A. Suivant la méthode habituelle, nois écrirons que lintégrale de

RIEMANN
Efmw

prise le 'long du contour simple formé par les cing lacets est nulle, la
somme 2 s'étendant aux trois déterminations z,, 2,, 2, de z pour ¢ = ¢,.

Jn calcul immédiat donne. tout d’abord pour l'expression précédente:
a(d, — ) + a(§, — &)
+ (2, + B)By — 7)) + (4 +.8)7, — B)
+ (o + By + 1) — 0 + (g + B + 10— 7
(o, + B+ + 0N+ )+ (g + B+ 1+ ), + & — )
on a d’ailleurs, bien évidemment
A+ B, A7+ =0
¢+ﬂf+ﬁ+3'+e-o
.+ A, +;2+3' +¢, =0

Dans cette relation apparalssent de suite les périodes de W, car les
différences telles que o, ~—f#,, f, — 71y, ... sont des périodes, puisque

di—f,=d, +F,+§, ..
il en est de méme pour les termes de la derniére ligne, en remarquant

que le lacet co ne permute pas les racines dans l'ordre 1, 2, 3 comme
les autres lacets, mais dans l'ordre circulaire inverse. On a d’ailleurs;
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a’x —/?,1 =, +f9’2 +lgls = A2 - As, ﬂls_a,s = Ae + 4, + A4

ﬂlz—‘fz:_A‘L : 7”1“—:@’1:_‘43_‘4;
7"3_6’3=A4+A3—A1 6,3_‘7'2=A3—A5
3,1+e,==_—‘42 e,2+ela_'b"3=_Aa_Ae

substituons ces valeurs dans l'expression précédente et ordonnons par
rapport & 4,, 4,, ... 4;. 1l vient

® .
— A\ (a, +,82+ 75) Az(al —(/'1_':82_7’3 —_()\1 + a4y — a2"—l@s__rl _82) +

+ Aa(—al + oy +ﬂz + Vs = Uy _1@3 + a4, +433 + 71) +
+ AA(_‘ ay —ﬂe + a'l +:‘92 + 7s +.a2 —az. _'/93) + Aa(_ az_ﬂs _71) +
+ Ae(az &y = ﬂa - 32)7

on a donc par suite
— Aya, + Aja, — Ao, + A0, — Ao, + A0, = EdeW =0

- Telle est la relation entre les périodes A et ¢ des intégrales @ et
W3 on voit que ces périodes sont précisément des périodes normales.

On va voir maintenant que Ton peut facilement évaluer trois des
périodes 4 au moyen des trois autres. En effet quand ¢ étant parti de
t,, avec une certaine valeur initiale pour 2 revient au point #, aprés
avoir décrit un lacet dans le sens indiqué par la fleche (fig. 1), la valeur
de 2 se trouve multipliée par A, A étant la racine cubique imaginaire
de l'unité

P AN
=
on en déduit de suite que
A =24, A, = —JA,, A, = PA,
et on trouvera pareillement relativement aux a

o, = La,, a, =— Lo, a,=la,

et la relation trouvée devient

(1) Ao, 4 + a4, + a4, =0
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En désignant par & les quantités analogues aux a relatives a l'inté-
grale U, on aura de méme

@) 2b, A, + b A, + Wb A, =0

et nous avons alors le tableau des périodes normales pour les trois inté-
grales £, U et W

a, @, —ia, a, Na, Ja,
b, b, — A%, b, X, b,
4, A, —24, A, 24, 24,

avec les relations (1) et (2). ‘
Passons maintenant aux intégrales normales, nous aurons le tableau

des périodes

2[4\ 2 A, , 4, A A
vooo TE(3)ritsr 07 reaE) - (3 ()
A A
2 8 2 3
1 (4, (4, 1 A, 2 (A4,)\? 2 A4,
090 ll-ﬁizf“bﬂr:? 3, itﬁ%Z)*trﬁz

les a et les b s'éliminent d'eux-mémes, en remarquant que les équations

(1) et (2) donnent
albs —_ a’sbl __ a’sbe _ a‘abs _— a’sbn — a‘xb:

P4, 4, 4,

1 2

tableau qui deviendra, en posant

A, 4,
A i
) £ . 1, V8
1 0 0 1_)\,%-*- 3 v —-Zu —i——:?u ——3—’0
(») o 1 o0 — u Py —
1, V3 A, 218
0 0 1 m;w_—T'v - U 1___‘22’05 + 3 v
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Si lon fait abstraction des trois premiéres colonnes ¢t que I'on- désigne
par a, (g9, h =1, 2, 3) le coefficient de ¢ dans le terme donné par linter-
section de la ligne de rang g et de la colonne de rang %; on sait que la

3

forme quadratique Emgmhag,, doit étre définie et négative, or ce tablean

des coefficients de i est en posant:

w=u + ", v=1 + 0

wWr— "t —  2V3 wV3 + o w?— "t = V3
! 3 [ Vg "9
ow'u 5 V3 + 7Y 3 o R V3 3
wV3 + u” V3 Y
———e —_— —_—
2 2
Cw L - Vg‘ v,‘/g o w? — //2)V_ 2y V'g
w'w @ 3 4 3 —3

Une série de calculs tout élémentaires montre que la condition néces-

saire et suffisante pour que la forme désignée par Emgmhagh soit définie
et négative, se réduit a

2’0’ + u/g + u/12<0

(2). Nous venons de voir que le tableau
des périodes des intégrales normales ne ren-
ferme que les deux rapports u et v

/u,=—i v =

4, A

Arrétons nous maintenant sur les quan-
tites .A4,, 4,, 4,. Il est clair qu'elles ne dé- (=<
pendent pas de la valeur de £,, ce sont des
fonctions des - seules quantités z et y et clest & ce point de vue qu'il est
intéressant pour notre objet de les considérer. Nous avons en effet

=8+ + 0 =  Hdy) =

= (L —2) %-—A(l b9 ~*.(1— dt ‘“

Acta mathematica. 2. Imprimé § Avril 1883, 16



122 Emile Picard.

les valeurs initiales de 2 dans ces intégrales étant 2z pour ¢ = {,.
On a de la méme maniére

0 1 x4
A =d, + 3, +,s=a'i+/‘fﬂ:+zr:=<1—mf+/:2<1—z“>f'+ w—n [ =
,0 td

Iy
A, = (— 1)[]'”—/1_‘

A, 4, et A, sont donc des combinaisons linéaires et homogénes d'inté-

fh dt
, Vit — D —m( — )

g, h des1gnant 0, 1, z ou .
On peut appliquer & ces intégrales un résultat général établi dans

mon mémoire sur une extension aux fonctions de deux variables du pro-
bléme de Riemany relatif aux séries hypergéométriques (Annales de I Ecole
Normale, 1881). J'y ai considéré les intégrales de la forme

= (@ =

et enfin

grales de la forme:

A
f O — 1 — )T — @) e

g

g, h désignant deux quelconques des quantités 0, 1, y, © et co. Ces ex-
pressions satisfont &4 un systéme de trois équations 111’]8&11‘63 simultanées
aux dérivées partielles ayant trois solutions communes linéairement indé-
pendantes et trois seulement; j'écris sculement deux de -ces équations:

(x—ys=(1~-Dbp+ (A—1)
() a@— 1) e —y)yr + [(6— 20— b, —b, — b)a* + (22 + b, + b, — d)ay +
+ A—84+b, +b)e— @A+ b —2ylp + (1— Yyl —y)g +
+@A—=1)8—2—b, —b, —b)z—y) =0
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ol p, ¢, r, s désignent, suivant l'usage, les dérivées partielles de 2 par

rapport -4 x et y. Ces équations, avec d’autres notations, ont été, a4 un

autre point de vue, rencontrées par M. ArrrLL dans son beau travail sur

les séries hypergéométriques de deux variables (C. R. 1880 et Journal

‘de Liouville). '
Dans le cas actuel, on a

1 2 3

o) 1O

b =b, =b, =1=
-

et en substituant ces valeurs dans les équations précédentes, on aura un
systtme de deux équations simultanées (¢) admettant trois solutions com-
munes linéairement indépendantes, auxquelles satisfont les périodes 4,
A, et A, considérées comme fonctions de x et y. Ce systeme déqua-
tions linéaires rappelle 'équation linéaire du second ordre & laquelle satis-
font les périodes de Pintégrale elliptique considérées comme fonctions du
module et cette analogie nous apparaitra plus étroite encore quand nous
ferons linversion des rapports des périodes.

3. Nous allons maintenant chercher le groupe des substitutions qui
permettent d’exprimer toutes les déterminations de 4,, 4,, 4, au moyen
d’un systéme' de ces valeurs. Laissant y constant, nous
allons d’abord faire tourner successivement y autour !
des points 0, 1 et # et chercher la substitution linéaire [y
correspondante. Nous avons trouveé plus haut les ex- t fr{
pressions de 4,, 4,, A, au moyen d'intégrales définies Y AN
prises suivant certaines lignes allant de £, au point
0, 1, z et co. Ces intégrales sont des fonctions uni-
formes et continues de y, tant que y ne franchit aucune o
de ces coupures. Z

Faisons décrire & y le contour C enveloppant le point &, la coupure
t,x a 6té franchie, voyons quelles variations vont en résulter pour 4,
4,, 4,. Des quatre intégrales

7 %7 1 0 ®
i fa [a [a
2 z’ P z

to t to to

la premiere seule prend une valeur différente.
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Soient y, et y, deux points de part et d’autre de la coupure infini-
ment rapprochés; la substitution que nous cherchons est la méme que
celle qui donnent les variations de 4,, 4,, 4, quand y, vient en ¥,
aprés avoir décrit le contour C: clest cette substitution que nous allons
chercher. Il nous faut pour cela trouver la variation de

dt
%
to

y étant sur le bord gauche puis sur le bord droit de la coupure ¢,z
Si y est sur le bord gauche (fig. I), on devra pour former l'intégrale

x f *
LA J

éviter le point y par un demi cercle ab situé a droite de
la coupure. Quand au contraire y sera sur.le bord droit

fo (fig. II), on I'évitera par un demi cercle ab situé 4 gauche
< de la coupure; la différence des deux intégrales ainsi éva-
(D luées s'obtient immédiatement, c’est
b

L]

ces intégrales ayant leur signification initiale.
En désignant par 4',, A',, A’, les nouvelles valeurs de 4,, 4,, 4,,
on tire du résultat précédent en se reportant aux valeurs de 4,, 4,, 4,
All = A1
A, =4, + (@ —1)d, — (A — 1)4,

Ay =4, + (A —1)4, — (21— 1)4,
et en posant

A i A4
U=-232, V=22
Al A 1
comme on -a posé
4, 24,
=g T4
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on aura:

U= 2 —(—1)
(S,) o , ,
Vo4 (A —(1—2)

En faisant tourner de méme le point y autour du point 1, nous
obtenons la substitution

A = 4,
A, = A, + (A — DA, — (1— 14,
A, =14, + (1 — 194,
ce qui nous donne:
U= 2u+ (12
(S,) . 2 2
V=v4 10— u—1—21%
Enfin en faisant tourner y autour du point 0, nous obtenons
A = A, + (1 — )(— 2d, + i4)
A, = A, — (1 — 1)(— Ad, + 24,)
Ay = A3
ce qui nous donne pour u et v la substitution correspondante

"

U=—zz+w-—1)u
o) w4 (22— 1
_ A+ @1
V“.—zz+(z=.—1)u

Nous venons de trouver les substitutions donnant les valeurs de 4,
A, et A, quand, z resté constant, y tourne successivement autour des
points 0, 1 et z; en combinant ces substitutions de toutes les maniéres
possibles on aura le groupe des substitutions donnant toutes les valeurs
de A4,, 4,, 4, quand, z restant constant, y décrit un contour fermé
quelconque.

Si laissant y constant, on fait décrire & z un contour fermé quel-
conque, ‘le groupe des substitutions correSpondaﬁtes; sera évidemment le
méme, & cause de la syméti'ie de z et ».

Nous devons enfin supposer que x et y varient simultanément. Soit
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x,, Y, un systéme de valeurs initiales de x et y. Si on donue pour
r = x,, y =1y, les valeurs de 2z, p, ¢, les équations aux dérivées parti-
elles (¢) [paragraphe 2] détermineront la - fonction intégrale ¢ dans le
voisinage de x = x, et y =1y,, et en allant ainsi.de proche en proche pour
une succession de valeurs de z et y, on aura pour un systeme (z,, %_)

la valeur de lintégrale 2z On voit de suite que dans

% le cas ou les deux lignes (v,8x,) et (y,ay,) ne se coupent

B pas, au lieu de faire varier simultanément z et y d’aprés
//)G la loi donnée, on peut d’abord, laissant y, constant, faire

o & aller x de x, en x, et ensuite @ étant en x,, faire varier

y de y, en y,.

Supposons maintenant que les deux lignes (v fr,) et (y,ay,) aient
un seul point commun; on pourra tracer un contour simple € ne com-
prenant pas les points 0 ou 1 et & lintérieur duquel soient les deux

chemins; il résulte de l'étude faite dans le mémoire cité

- . (paragr. 2) que dans Tlintérieur du contour C les équa-

C.’/ >Ty \  tions (¢) ont trois solutions linéairement indépendantes
Ve ! de la forme

Il 1 p
- (\_,/, Fl(m’ ?/): 1”2(‘”7 ','/)7 (m"—?/)al"a(‘”, 3/)

F,, F, ¢t I, étant des fonctions holomorphes de z et y quand ces vari-
ables indépendantes restent a lintérieur du contour. Partons du systéme
& = %, ¥y =Y, ¥, y marchent, suivant une loi queleconque, sur leur chemin
respectif et arrivent en «, et y, (on supposc bien entendu que l'on nait
jamais x =) et on obtient ainsi la valeur des intégrales précédentes
pour x = x, ¥y =y,

Iﬂt(wn yl)’ F-z(”n yx)a (mx - yl)BFs(mn yx)

le radical cubique ayant une détermination convenable; si au licu de faire
varier # et y simultanément, on fait d'abord varier x, puis ensuite y on
pourra obtenir pour ce radical cubique une autre détermination, mais il
est clair qu'en faisant tourner z autour de y restant fini en y, on pourra
ramener la détermination précédente, de telle sorte que lon peut faire
varier « et y séparément et en passer du systéme de valeurs ainsi
trouvé au systéme cherché en effectuant une substitution du groupe qui
vient d’étre étudié.
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On conclut facilement de la remarque précédente que, quelles que
soient les deux courbes C et (' et quelle que soit la loi de succession
des deux points # et y, on trouvera les valeurs de A’, A', et A’, en
fonction de A4,, A, et A, en faisant décrire a » le contour
C, y restant en ¥, ; puis ensuite, x restant en z, on fait

décrire a y d’abord le contour (', et enfin un contour o
fermé convenable. : \
’ . N . . vt ’ °
4. On déduit des considérations précédentes le théo- Yo

réeme suivant qui est essentiel dans notre étude:

52
w et v désignant un systeme de wvaleurs des rapports % et %‘44, toutes

. 1 )
les autres déterminations de u et v sont données en effectuant sur ces grandeurs

les substitutions du groupe définies par les trois substitutions élémentaires S, ,
S, et S, que nous avons précédemment obterues:

U= 2u—@Q—1)

) \ \
V=0v4+@—Nu—(1— 1)
U= 2+ (1-—2%

(S,) T .
V=v4+ 1—21Hu — (1 -— 1%
U= L

ol (=1

(8,) . |

v k21

T —1pw

De ce théoréme va résulter une conséquence importante. Nous avons
vu (paragraphe 1) que pour une des déterminations de « et de », on a
en posant

wo= g 4 v =17 4 '
2+ w0

Or en posant pareillement U= U + iU" et V= V' 4 iV”, on a
par T'une et l'autre des substitutions (S)) et (S,)

2V 4+ U § U" =20 + u* 4 o
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Sl gagit de la substitution (S,), on aura, comme le montre yn

calcul facile

2v 4+ v 4 o)

1
12 12 "2
2V + U+ T T mod?[— 22 + (* — 1)

Nous allons en conclure qu'en désignant par

_Mu+4+ Pv+ R, V= M, + Pv + R,
- Mgu + P+ R - My + P+ R,

une substitution quelconque du groupe, on aura:

1

r e "e
mod (M + Do F Ey 20 T+ ")

2'V'I + UIQ + U’I! —

Considérons a cet effet les substitutions
X="—UA—1)x
Y=0A— N + 91—z

Z =z

puis
X=24+01—-2
Y=01—-e+y—(1—-21)
7=z

et enfin
X==

Y=+ A—1)2
4= (" — 1)y — 2k
Pour ces trois substitutions on a
e85 XX, +YZ, + Y7 =wx, + yz, + 9,2
en désignant par z,, y, et z, les conjugués de z, y et 2 Si maintenant
X=M=z+ Py+ Rz2
Y= M2+ P,y + R,z
Z = Mux+ Py + Rz
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représente une substitution quelconque du groupe dont les trois substitu-
tions précédentes sont les substitutions fondamentales, 1'égalité (I) subsistera
évidemment, et on en conclut,

g.Y0+Z+¥£_‘zzo_zf.x;,+y+yo
Z 4, 7474, Zh\z %, & 2

ou bien, comme nous voulions I'établir:

1
mod*(M,» + P,v + R,

2V/ + I 2 + I‘ ”e — )(2,0 + u/2 + u/l?\

Pay suite pour toutes les déterminations de U et V, on a:
2V + U+ U <0

Ce point fondamental étant démontré, revenons aux valeurs de 4,
A,, A, définies au paragraphe (1). Nous avons implicitement supposé
dans ce qui précéde que A, n'était pas nul, de telle sorte que u et v
définis par les égalités

L/ A—— PP =

4, 24,

A4, A4,

avaient des valeurs finies parfaitement determmces Or on peut démontrer
que pour tout systéeme de valeurs z et y différentes entre elles et distinctes
de 0, 1 et co, 4, n'est jamais nul. Reportons fous & cet effet au tableau
des périodes normaleq des intégrales £, U et W (paragraphe 1); soient
particuliérement considérées les périodes

A A, A, A, A, A,

1

A, =24,, A, =— 14

32
4 3 5 19 AB-AA2

c’est un point bien connu dans la théorie des fonctions abéliennes qu’en
posant:
Ai=a; + pV—1
on a _
— Ba, + Ba, — Boa, + Ba, — fBa, + By, < 0

Acta mathematica. 2. lmprimé 12 Avril 1888, 17
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Or si Yon avait 4, = 0, et par suite A, = 0, I'inégalité se réduirait-a:

_ﬂsac + ﬂtaﬂ < 0
et comme

a +AV—1 =2, + £V—1)
on aurait .
V3
5 (a5 +85) <0
On ne peut donc supposer que A4, soit égal & zéro.
5. J'arrive maintenant & l'inversion des rapports des périodes; nous
allons montrer que les deux équations:
14,

=’M,
1 ‘Al

=

NS

donnent pour z et y des fonctions uniformes de » et ». Nous y par-
viendfons en cherchant & exprimer z et y a l'aide des fonctions 6 de
trois variables indépendantes.

Soient

U, #), UM, ), TS, 2)
les trois intégrales normales de premiére espéce correspondant a la relation
L 4
2t =it — 1)t —2)(¢ — v)

intégrales dont le tableau des périodes est le tableau (i) du paragraphe (1),
et qui sont prises depuis le point analytique (¢, 2,)(") jusqu’a un point
variable (¢, 2). Les équations différentielles abéliennes seront

U(l)(t]’ zl) + U(l)(tg’ z?) + U(l)(tﬂ’ zs) = ul

U, 2) + U, 5) + U9, 2) =,

U, 2) + U, o) + UV, 2,) =u,

(") Nous avons précédemment appelé z, lu valeur initiale prise pour z quand on a
t = t,, nous D'appelons maintenant z, afin de pouvoir garder plus de symétrie dans les
notations qui suivent,
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Nous allons nous servir des équations qui résolvent le- probléme de
Vinversion, en les prenant sous la: forme donnée par M. BriorT dans sa
théorie:-des fonctions -abéliennes (voyez: pour les' notations Brior, Théorie
des fonctions abéliennes, page 157). Je pars de la formule:

Til1 ¢ 22| 2 LY 60— U0E, 7 — 0]
k=1 o, ) B2 6fu — UOE, ") — 0

ou  E est une constante indépendante des £

Dans le. cas qui nous occupe la fonction @ est formée avec les élé-
ments du tableau (4) du paragraphe premier. Nous allons prendre ¢ == £,
¢ =1 et enfin 1 = — 1. - Dans le second membre nous aurons un produit
de trois facteurs comme dans le premier, et on peut écrire:

U, 72) = U0, 0)
U, 72) =T, 0)
Nous déterminerons C, par la formule (voir l'ouvrage cité, page 147)
20, = U0, 0) + U, 0) + U, 0) + U9y, 0)

toutes ces congruences ayant lieu par rapport aux périodes des intégrales
U. Ceci posé, faisons d’'abord dans la formule écrite plus haut

t,=n et f, =1 =00

Nous aurons dans le premier membre

()

et dans le second membre on devra remplacer u,, 4, et u, respective-
ment par

U@, 0) + 2U(co, o)
U, 0) + 2U%(c0, )

U®@, 0) 4+ 2UP(co0, o0)
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On voit alors que dans le second membre sous le signe @ ne figure-
ront que des différences de deux valeurs de lintégrale U®(f, 2) pour
t=0,1, z, y ou o0, et ces différences sont des combinaisons lindaires et
homogénes des périodes et par conséquent des fonctions rationnelles de
u et v; donc dans le second membre le produit || est une fonction uni-

forme de u et v. Il reste & considérer le facteur El; il suffit pour cela

de faire immédiatement dans la formule ¢ =, = ¢, = co: le premier
membre deviendra l'unité et on voit encore comme précédemment que le

coefficient de Ei est une fonction uniforme de u et v, il en est alors de

méme pour E. Ainsi donc 1-——5 est une fonction uniforme de » et .
Je ne m'arréte pas 4 trouver explicitement les valeurs de # ety en fonc-
tion de # et v; la méthode précédente poussée jusqu'au bout donnerait
évidemment ces expressions, mais je me suis seulement proposé de montrer
que x et y sont fonctions uniformes de w et v, fonctions qui ne sont définies
que pour tout systéme de valeurs des wvariables indépendantes w et v, satis-
faisant & Uinégalité
20 + w4+ uwt <0

en ayant, comme on sait,
= +tu’ et v=1 40

Les substitutions (S,), (S,) et (S;) considérées précédemment sont les
substitutions fondamentales du groupe (M, P, R) qui laisse invariables ces
deux fonctions z et y. Nous poserons

T = P(u, 'l)), Y= Q(u> ’U),
et on aura

p Mw+ Pv+ R, Mu+ Pv+4+ R\ P(u, v)
Mo + Py + R’ Mu + Pv+ R,) he
et

Q Mu+ Pv+ R, Mu+ Pov+ R, = Qu, v)
Mu+ Pov+ R, Mu+tPo+R,)  00°

6. Revenons aux substitutions (S,), (S,) et (S,). ~ On peut les écrire
en employant trois variables:
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X=2e—0—1)p
(S, Y=Q—Pp+y—(1—21)»

Z =z

X=+QQ--21

) Y= (1 2ty —(1— 2
7 =z
X ==

(8,) Y =y o (P — 1)

Z = (' — 1)y — 2

Ces substitutions transforment en elle-méme, comme nous l'avons dit
plus haut, la forme quadratique:

(E) wmy + Yz, + Y&

ou z,, ¥,, 4, sont les conjuguées de =, y, 2 et cette forme rentre dans le
type dont jai fait Uétude dans wn travail récent.(') Elle se rameéne immé-
diatement a la forme canonique, on peut écrire en effet:

1
@z, + Yz, + Y,z = 5(270% + wu, — vv,)
en posant
‘ u=y+z e v=y—z
Soit
X =Cwx+ By + 4,z
Y=Cuax+ B,y + 4,2
7 = 03£U + Bsy +Aaz
une substitution & coefficients entiers de la forme @ 4+ b4, ou @ et b sont

des entiers réels, qui transforme en' elle-méme lexpression (¢), on aura
les relations:

(*) Tome 1° de ce recueil.
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Cir, + Cory + Oy, = A8, + A58, + 4,8, =1
Aa,+ Aya,+ Aya, =0
B, + B, + B,S, =0
Ca, + Cay + Cpa, =0
Op + OB, + CB, =0

1

les lettres grecques étant, comme d’habitude, les conjuguées des grandes
lettres correspondantes.

Les substitutions \§,, §,, S, satisfont aux relations précédentes, mais
le groupe dont elles sont les substitutions fondamentales ne forme qu'un
sous-groupe dans le groupe général G des substitutions transformant en
elle-méme la forme (s).

! La substitution de

Cu+Bv+ 4 Cu+ By+ A,
C,u + Byv+'4, Cyu + B+ 4,

a-u ‘et’ v équivaut & une transformation des périodes, et par suite

P(Clu + Biv+ 4, { Cu+ Bv + 4, ¢ 0 Cu+ Bov+ A, C‘,u*-l-f‘B,v+-A",)
Cou + Bv+ 4,” Cou+ Bu+4,) ® “\Cu+ Bov+4, Cou+ B+ 4,
sont des fonctions algébriques de P(u, v) et Qu, v).

D’une maniére plus générale, au lieu de prendre une substitution

(4, B, C) dont les coefficients  vérifient les: relations (1), considérons les
relations

(,71?’1 +Cr+ Cr,=Apf + 4.5, + A8, =k

A+ Ayay, + dyay = 0
B3 + Bg, +#Bjp, =0
Cr,-+ Gy + Oy, =0
CiB+ Gt 4 G, =0

(2

ou k est un entier nécessairement réel. Divers problémes se posent alors
sur ces transformations relatives & un nombre %, je me réserve-d'y revenir
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et je terminerai en montrant que ce nombre % ne peut.pas étre un ehtier

quelconque; on tire en effet des deux derniéres équations (2)

0, _ 0 _ C,
alﬂs - asigx aslgz - aeﬂ:« azﬂx - anﬂz

Soit s la valeur: commune de ces rapports; en substituant, ces valeurs
de C, C, et C, dans la premiére des équations (2), on trouve, apres
diverses réductions

R

sq ==

o étant conjugué de s, et I'on conclut de cette égalité que % doit étre la
norme d’un nombre complexe formé . ayec les racines cubiques de l'unité,
cest & dire un nombre de la forme a® — ab 4 b*

Paris, le 1 Février. 1883.




