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On salt ~ quelle classe importante de fonctions d'une variable conduit, 
quand elle est. possible d'une mani~re uniforme, l'inversion du quotient de 
deux solutions d'une 6quation lin6aire du second ordre ~ coefficients alg6- 
briques. On peut proc6der d'une mani~re analogue pour obtenir une 
classe remarquable de fonctions de deux variables ind6pendantes: con- 
sid6rons, ~ cet effet, un syst~me d'6quations lin6aires simultan6es aux 
d6riv6es partielles: 

r = a p  + bq + cz 

s = at_ p + b~q + c~z 

t =a2p + b~q +c~z 

oh les a, b, c sont des fonctions alg6briques des deux variables ind6- 
pendantes x et y. 

Ces 6quations ne peuvent avoir plus de trois solutions communes 
lin6airement ind6pendantes; supposons qu'elles existent effectivement et 
d6signons le~' par wl, eo~ et 0 3. Les cas oh les 6quations 

fO 2 (O a 

(O t GO t 

donnent pour x et y des fonctions uniformes de u et v nous conduisent 
des fonctions de deux variables analogues ~ ces fonctions uniformes 
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d'une variable obtenues par rinversion du quotient de deux solutions 

d 'une 6quation lin6aire du second ordre. 
Je  me propose d ' indiquer dans cette 6tude un exemple de fonctions 

de deux variables pouvant ~tre obtenues par cette voie. Considdrons 
d'abord les expressions 

t(t - -  1) (t - -  x) 
g 

off g e t  h ddsignent deux des quantit~s O, 1, x et c~." I1 est bien connu 
qu'elles satisfont ~ l '~quation lin6aire du second ordre 

" d*Y ~xx Y 0 (x'--~)~+(1--2x) +¥= 

et on salt qu'en prenant  deux solutions convenables (/)1 et eo 2 de cette 
5quation 1~ fonction x de u donn~e par l 'Squation: 

0) 2 

0)1 

eat uniforme et d~finie seulement pour la moiti~ du plan de la variable 

u situ~e au dessus de l 'axe rSel: c'est la fonction modulaire qui joue un 
rble si important  dana la thSorie des  fonctions elliptiques. 

Envisageons maintenant  ]es int~grales d~finies 

1 ) ( i - -  x)(t - 
¢ 

oh g e t  h d6signent deux des quantit~s O, 1, x, y e t  c,v. Ces expressions 

consid~r~es comme fonctions de x et y saitisfont aux trois ~quations lin6aires 

simultan~es aux d~riv~es partielles: 

9x(x --  1)(x --  y)r - (-- 5~ ~ + 4xy + 3~ + 2y)3p - -  3y(1 - -  y)q + (~ - -  y)z 

3(z - -  y)s = ~o - -  q 

9y(y - 1 ) ( y -  x)t = - - 3 x ( 1 -  x):p + ( - - 5 y  ~ + 4xy ~- 3y'+ 2x)q .+ (y " x)z ; 

ces ~quations ont trois solutions communes l indairement ind~pendantes. 

Nous dtablissons qu'en ddsignant par  eo 1 , eo~, tog trois SolutionS convenables~ 

!es ~quations; 
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(-0, a (.0 a 

(01  ~()1 

donnent pour  x et y des fonctions Uniformes de u et v, fonctions qui ne 
,r 

seront ddfinies, si on pose u = u ' q - i u "  et v ~ - v ' q - w " ,  que pour les 

valeurs de u et v satisfidsant ~ l'indgalitd 

2 v ' + u  ' ' + u  ' ' 2 < 0  

Ainsi, de m6me que la i'onction modulaire n'est ddfinie que poor les 
valeurs de la variable u, telles que u " >  O, nos deux fonctions x et y 
ne sont d6finies que pour les valeurs des variables ind6pendantes u et v 
v6rifiant l'in6galitd pr6c6dente. 

Ces fonctions x et y restent invariables quand on effectue sur u et v 
une infinit6 de substitutions lin6aires; nous donnons les substitutions fonda- 
mentales de ce groupe. Je termine en montrant rapidement rint6rdt que 
peuvent pr&enter ces fonctions x et y dans l'Stude des fonctions ab61icnnes 
auxquelles conduit la relation algdbrique entre z et t 

i '  = t ( t - - 1 ) ( t - - * ) ( t - - v )  

relation pour laquelle le nombre caract&istique p e s t  ~gal g trois. Nos 

fonctions de u et de  v jouent  dans la thdorie de ces fonctions abdliennes le 

mdme r61e que. la fonction modulaire dans la thdorie des fonctions elliptiques. 

(1). Partons de la relation algdbrique entre les deux variables z et t: 

z s -~ t(t - -  1)(t . - -  x)(t - -  y) 

oh x et y d4signent deux constantes. 

Cette eourbe est d u  troisi~me genre (p--- -a) ;  et on peut prendre 
comme int4grales de premi&e esp&e les trois int4grales suivantes: 

12= dt 

to 

t 

J z ~ 
t* o 
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]4z= ~ 

to 

Soit t o un point quelco~.que du plan de la variable t, distinct seulement 
de 0, 1, x, y. Quelle qu.e soit la disposition des points 0, 1, x et y ,  on 
peut joindre ]e point t o a u i  points 0, 1, x, y par des ]ignes ne se coupant 
pas et se suivant autour du point t o dane rordre  0, l ,  x, ~j; ces lignes 
nous serviront b~ d6finir lee ]acets 616mentaires comme on ]e fait habituelle~ 
ment dane la thdorie des fonctions algdbriques: Nous 
eonsid6rerons enfin un" cinqui6me lacet joignant le 
point t0 au p o i n t  t-,v; nous le reprdsentons sur la ~ ( ~ x  ~)o. ~ '  
figure que ron peut supposer ~tre la sphere, et, je ]e ~ .~.[p.~/~.~o 
rep6te, lee lacets se suivent autour de t o dane l 'ordre i@___~%').~/z~/.~_~ 
O, 1, x, y et co. Supposons que t partant de to, z 
ayant ]a valeur Zl, t o  d~erive le ~ premier ]acet, soit j e.~.~ 
a I la valeur de l'intdgrale X2, d~signons de mSme par " ~  
% et a 3 lee valeurs de la m~me intdgrale quand pour 
t - =  tO, z a successivement see deux autres dSterminations z~ et z 3. Nous 
reprdsenterons de mSme par lee lettres /?, i', 3, e affectdes des indiees 1, 
2, 3 lee valeurs analogues de, la m~me intggrale relatives aux autres lacets. 

Consid6rons maintenant lee six expressions: 

a, = - - ( r ,  + fl~ + r~) 

% = r l  + a , + J ~  

c'est un syst6me de p6riodes pour l 'intdgrale ~, puisque chacune de ces 
quantitds repr6sente la valeur de $2 ]e long d'un cycle ferm6. 

Prenons de mgme l 'int6grale W;  d6signant par a', f l ' ,T '  et d' lee 
quantit6s analogues aux ~ a, /~, T, 3 et posant 
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t 

A~ = a', + ¢'~ + / 8  

A s = y , + y ~ + ' r ' .  

A, = - - ( / ,  + y ~  + /8) 
Q 

A~ = - -  (/, + ~'~ + Ys) 

Ao = / ,  + ~', +Y8 

nous avons un syst6me de six p6riodes de l'int6grale W. 
Nous commen~ons par chercher l a  relat ion entre 

et A. Suivant la m6thode habituelle, nods 6crirons 
RIEMANN 

~] f s ~ d  w 

les p6riodes a 
que l'intdgrale de 

prise le ' long du contour simple form6 par les cinq lacets est nulle, la 

somme y s'6tendant aux trois d6terminations z l ,  z 2, z~ de z pour t ----- t 0. 

:In calcul imm6diat donne, tout d'abord pour l'expression pr6cddente: 

~,(,~-', --Y,) + ~ , ( Y . -  cs) 

+ % + A)(Y, - -  r',) + % + .£) ( / ,  --Y,)  

+ (,~, + A + r~)(r'~- a'~) + % + A + r , ) ( x , -  f 0  

+ (,~, + A + n + ~,)(x, + ~',)+ % + A + r, + ~,)(~', + ~', - -  a'~); 

on a d'ailleurs, bien 6videmment 

a', +fl'~ +~'8 +3 ' ,  +¢'~----0 

a'.~ + p'..~ + r', + a'~ + ~'s = 0 

a' 8 +fl' ,  + ~ ' , + 3 '  8 + g ,  = 0  

Dans cet te  relation apparaissent de suite les p6riodes de W, car les 
differences telles que a'~ =--fl'l, f l ' 2 -  Y~, " "  sont des p6riodes, puisque 

~', - -Y,  =~ ' ,  + Y ,  +P'8 . . .  

il en est de m~me pour les termes de la derni&e ligne, en remarquant  
que le lacet cx~ n e  permute pas les racines dans l 'ordre l, 2, 3 comme 
les autres lacets, mais dans l 'ordre circulaire inverse. On a d'ailleurs; 
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a',--/~',  = a ' ,  +f l ' ,  +fl'~ = A~---- A.~, 

~, ---r'~ A, 

/ 8 - - 3 ' 3  = A, + A ~ - - A ~  

3'~ + z ' 2 = - - A ~  

f l '3--a'3 = A 8 + A~ + A 4 

r', - ~ ' ,  = - . 4 ~  - - A i  
t t 3 ~ - - r ~  = A s - - A  5 

. . . . .  = A,  Ao Ss *JI- ~ a - - - O  a 

substituons ees valeurs dans l'expression prdc6dente et ordonnons par 
rapport ~ A1,  A~, . . .  A~. I1 vient 

@ 

- -  ~,(~, + & +  r~) + A~(~, - - ~ . , - - & - - r ~ . - o ~  + ~ - - ~  " A  - - r ,  --~.~} + 

+ A3(--~, + ,~, + £ + r ~ - - ~ , - - &  + ~ ,  + A  + n ) +  

+ A , ( - - a , - - f l 3 +  £, + ~ ,  + "(~ + % - - a , - - f l . ~ )  + A~(--a,-- f l .~ - - r , )  + 

+ A o ( ~ , ~ - - , ~ - - A -  r, - -  ~.~), 

on a done  par suite 

- - A l a  ~ + A~al - - A ~ a  4 + A4a , - - A ~ %  + A .% f2dW = 0 

Telle est la relation entre les p6riodes A et q des int6grales ~2 et 
W; on voit que ces p6riodes sont pr6cis6ment des p6riodes normales. 

On va voir maintenant que l ' on  peut facilement 6valuer trois des 
p6riodes A au moyen des trois autrcs. En effet quand t 6tant parti de 
to, avec une certaine valeur initiale pour z, revient au point t o apr6s 
avoir d6erit un lacet dans le sens indiqud par la fi6che (fig. 1), la valeur 
de z se trouve multipli6e par 2, 2 6rant la racine cubique imaginaire 
de l'unitd 

- - 1  + i V g  
2 =  2 "; 

on en d6duit de suite que 

A[=2A~, A~ =--.2A1, A 6 =2~A~ 

et on trouvera pareit lement relat ivement a u x a  

O'4 = ~sas ,  c~5 ~ - - ' ~ ( ~ i )  a s = ~o,~ 

et la relation trouv6e devient 

(1) ,P%A 1 + alA ~ + ,~%A~ --  0 
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En ddsignant par b les quantitds analogues aux a relatives ~ l'intd- 
grale U, on aura de mdme 

(2) 2~b,A, + blA ~ + 2b~A s = 0 

et nous avons alors le gableau des p6riodes normales pour les trois int6- 
gra les  g2, U et  W 

al (~'3 

b, b.~ 

A~ A~ 

a eo  elatio s 0 ) e t  (2). 

- -2*a ,  % 2*a~ 2% 

~22bl  b~ 2~ba ]b~ 

- - 2 A  1 A~ 2A~ 22A~ 

Passons  m a i n t e n a n t  a u x  in t6gra les  no rma les ,  nous  a u r o n s  le t a b l e a u  

des p6r iodes  

1 0 0 1 ~ ~ 1 - -  2 ~ A t A t 

0 1 0 22A.~ 22 A.~ 
A 1 "A 1 

1 [As~ '  ( A , )  1 A 3 2 _ _ [ A . ~ + _ _  
0 0 1 1 - - 2 ~ , A , ] - - - ~  1 - - 2 '  A, 1 - - 2 ' ~ A ~ ]  

2. A~ 
1 :--  2 '~ A ,  

les a e t  les b s ' d l iminen t  d ' e u x - m d m e s ,  en r e m a r q u a n t  que  les 6qua t ions  

(1) e t  (2) d o n n e n t  

a~b~ - -  asb t = asb , - -  a~b.~ __ a ~ b ~ -  a~bj 
2"A, A~ ~A~ 

t a b l e a u  qu i  dev i end ra ,  en posan t  

A~2 ~ A.~ 

2' 2i1/3 
1 0 0 1 - -  2 - - - - - i  u~ + ~ v - -  2% 

0 1 0 - -  2~u 2 ~ 

1 iV3 
0 0 1 1 - -  2 ~ 'td - -  - i f - v  - -  u 

:1 iVg 
- - u  ~ - -  v 

1 - -  2 ~ 3 

2~Vg 
2 2 ~u2 + v 

1---. - 3 - -  
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Si l'on fait abstraction des trois prcmiSres colonnes e~ que l'on.d'6s!gne 
par % h ( g ,  h ----- l,  2, 3) le coefficient de i dans le terme d0nnd par l'inter- 
section de la l i the  de rang g e t  de l a  colonne d e  rang h; on sait que la 

forme quadratique ~m~m~,%h dolt 6tre d6finie et n6gative, or ce tableau 

des coefficients de i est en posant: 

u = u' + iu'", v = v' + iv" 

- -  2 i g  
~ "  ~ ~*"' V 3  + - 3 - -  v 2 6 3 

. ,*'V-ff + ,*" V-a 
2 2 

qgtt 

~." - -  u " '  v ' V g  _ ,,,, ( , . "  - -  , . " ' ) I N  2 . ' ~ , g  
u'u" 6 g-ft" 3 3 + -----if-- 

Une sdrie de calculs tout 61&nentaires montre que la condition n6ees- 

saire et suffisante pour que la forme d&ign~e par ~m~mhagh soit d6finie 

et n6gative, se  r6duit 

2v' + u" + u"' < 0 

(2). Nous venons de voir que le tableau 
des pdriodes des int6grales n0rmales ne ren- 
ferme que lea deux rapports u et v 

A:~ ,PA~ 
At  ' AI  

1 
Q o 

Arr4tons nous maintenant sur les quan- 
tit6s A1, A=, A a. I1 est clair qu'elles ne d& 
pendent  pas de la Valeur de to, ce sont des 
fonctions des seules quantit6s x et y et c'est h, ce point de vue qu'il est 
int6ressant pour notre objet de les consid&er. Nous avons en effet 

A ,  = ,8', + r', + a' ,  - -  - - ( g ,  + a' ,)  = 

f" 
J Z  
¢o to 

Aeta mathemaHea. "~. Imprtm6 ~ Avrfl 18~8. 

I f°¢] = 0 - ~) - -  + 

!- t. t, _I 
1(I 
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les Wfi~urs initiales de z d a n s  ces intdgrales gtant z~ 
On a de la mSme mani~re 

pour t ~ .  t o . 

A~ ' ,~ . . . .  ----- (1 - - , t  ') + ))(1 2 2) ),(1 - -  ----cL~ +~,~ + ~-~ = a  i + ),0"~', + ~r~ )?) 
to go to 

et enfin 

A1, A~ et A~ 
grales de la forme:  

I !  x fi-- I & = ( ~ , - -  1) - -  

t o 

sent done des combinaisons lin6aires et homogdnes d'int6- 

,]  ~ t ( t - -  1)( t--  x)( t--  y) 

g,  h d 4 s i g n a n t  0,  1, x o u  y. 
On peut appliquer h, ces int~grales un r~sultat g4n~ral 5tabli dana 

men m~moire sur une extension aux fonetions de deux variables du pro- 

bl~me de RIEMANN relatif  aux s(~ries hypergSom~triques (Annales de l'Ecole 
Normal.e, 1881). J 'y  ai considdr5 les intSgrales de la forme 

f hth--l(t __ 1)b=--l(t __ y)h--l(t - -  m)~'-ldt .q 
g, h ddsignant deux .quelconques des quantit6s O, l, y, x ct oo. Ces ex- 

pressions satisfont h, un systdmc de trois 6quations linSaires simultanges 
aux ddrivdes partiellcs ayant  trois solutions communes lin~airement ind& 

pendantes et trois seulement;  j'(~cris seulement deux de "ees 6quations: 

(~) 

( z -  y)s ---- (1 - -  b~)_p + (2 - -  1)q 

• ( ~ - - -  1)(~ - -  y)r  + [ ( 5 -  2), - -  b, - -  b~ - -  b~)~' + (2R + b, + b~ - -  t),~y + 

+ ( 2 - - 3  + b, + b ~ ) x - - ( 2  + b , -  2)y]IP + (1 - - 2 ) y ( 1 - - y ) q +  

+ (2 - . 1 ) ( 3 - -  2 - -  b, - -  b, - -  b~)(~--  y)~ = 0 
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off p, q, r, s d6signent, suivant l'usage, los d6riv6es partiellcs dc z par 
rapport ~ x et y. Ces 6quations, avec d'autres notations, ont dt6, ~ un  
autre point d e  vue, rencontr6es par M. AI"I"ELL dans son beau travail sur 
les sdries hyperg6om6triques de  deux variables (C. R. 1880 et Journal 
de Liouville). 

Dans le cas actuel, on a 

2 
b 1 = b,~ = b  3 = 2 = -  

, , 3  

/~t en suhstituant ces valeurs dans les ~quations pr6c6dentes, on aura un 
systSm e de deux 6quations simultan6es (s) admettant trois solutions com- 
munes lin6Mrement ind6pendantes, auxquelles satisfont les p6riodes A1, 
A~ et A s considSrdes comme fonctions de x et y. Ce systSme d'6qua- 
tions lin6aires rappelle l'~quation lin6aire du second ordre h laquelle sat is- 
font les p6riodes de l'int6grMe elliptique consid6rdes comme foncti0ns-du 
module et cette analogie nous apparaitra plus 6troite encore quand nous 
ferons l'inversion des rapports des perlode~. 

3. Nous allons maintenant chercher ie groupe des substitutions qui 
permettent d 'exprimer toutes les d6terminations de A1, A~, A 3 au moyen 

allons d'abord faire tourner successivement y autour ~.  ~ 
des points 0, 1 et x et chercher la substitution lin6aire 
correspondante. Nous avons trouv6 plus haut lea e'x- ~ " ~ . \ I  
pressions de 2tl, A~, A 3 au reopen d mtegrales d6finies 
prises suivant certaines l ignes allant de t o a u  point 
0, 1, x e t  oo. Ces int6grales sont des fonetions uni- 
formes et continues de y, tant que y ne franchit aucune / 

de ces c0upures. 
Faisons d6erire b~ y le contour C enveloppant le point x, la coupure 

toX a 6t6 franchie, voyons quelles variations vont en r6sulter pour A1, 
A2, A 3. Des quatre int6grales 

dt t 

d ~ 
to to to to 

la premiere seule prend une valeur diff6rente. 
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Soient Yl et y~ deux  points de part  et d'autre de l a  coupure infini- 
ment rapprochds; la substitution que nous cherchons est la m&ne que 
cello qui donnent los variations de A~, A~, A a .quand y~ vient en Y2 
apr& avoir ddcrit le contour C: c'est cette substitution que nous allons 
chercher. I1 nous faut pour cola trouver la variation de 

te 

y 6tant sur le bord gauche puis sur le bord droit de la coupure fox. 
Si y est sur le bord  gauche (fig. ,I)i ~ on devra pour former l ' int6grale 

(I) 5 

X 

(II)\- b 

f 
~ 

t0 

~viter le po in t  y par un demi cercle ab situg ~ droite de 
la coupure. Quand au eontraire y sera sur . le  bord droit 
(fig. II), on l'dvitera par un demi cercle ab situ~ g gaucho 
de la coupure; la difference des deux int~grales ainsl dva- 
lu4es s'obtient imm~diatement, c'est 

()`,--1) I / * - - - /  1 

ees intfigrales ayant  leur signification initiale. 
En d&ignant  par A'I ,  A' , ,  A'a. los nouvelles valeurs de All, A2, As, 

on tire du r6sultat prdc~dent en se reportant aux valeurs de A 1, A 2, A a 

et en posant 

eomme on .a pos(i 

A'I ~ A1 

A', = A., + (2' - -  1)A 3 --  (2 - -  1)A, 

.4'~ = A. + ()`' --1).4~ - -  (a - -  1)A, 

U =  ' ,  V---- 2'A'~ 
- -  ! A t !  

A.~ ),',4, 
~:=  A--~" v - -  A~ 
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on au ra :  

(S,) 
U = )?u - -  (2 - -  1) 

V -" v +  (i - -  ,P)u - -  (1 - -  ),') 

En  faisant t ou rne r  de m6me  le point  y au tou r  du  point  1, nous 

obtenons la subst i tut ion 

ee qui nous donne:  

(s,) 

t A, = A  t 

A', = A, + (A 1)A, - -  ( 2 - -  1)A~ 

A'~ = 2~A~ + (1 --,P)A~ 

U = ))u + (1 - - ) ) )  

V = v + (1 - -  2')~ - -  (1 - -  ,~) 

Enfin cn faisant  t ou rne r  y au tour  du point  0, nous obtcnons 

,4', = A,  + ( 1 - - ) , ) ( - - ) , A ,  + ),A,) 

A', = A.~ - -  (2' - -  1)(-- ),A, + 2A,) 

A'~ = A~ 

ce qui nous donne pour  u et v la subst i tut ion cor respondante  

(S~), 

U =  
- -  22 + ( , , P - -  1)v 

2v + ()2 - -  1) 
V =  

- -  2,~ + ( , t ' . -  1)v 

N o u s  venons de t rouve r  les subst i tut ions donnan t  lcs valeurs  de AI, 
A ~  et A~ quand,  x rest6 constant,  y tourne  successivement  au tour  des 

points 0, 1 et x;  en combinan t  ces subst i tut ions de toutes les mani6res  

possibles on aura  l e  g roupe  des subst i tu t ions  donnan t  toutes  les valeurs  

de A1, A~, A~ quand,  x r e s t a n t  constant ,  y ddcrit  un contour  ferm6 

quelconque.  

Si laissant y constant,  on fai t  d6crire .~ x un  con tour  ferm6 quel-  

conque, l e  g roupe  des subst i tut ions correspondantes  I sera 6v idemment  l e  

m~me,  ~ cause de la sym6tr ie  de x et y. 

Nous devons enfin supposer  que x et y var ient  Simultandment .  Soit 
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Xo, Y0 un syst6mc de valeurs initiales de x et y. Si on donne pour 
x = x0, y--=Y0 les valeurs de z, p, q,  les  6quations aux d6riv6es parti, 
elles (e) [paragraphe 2] d6termineront l a  fonction int6grale z dans lc 
voisinage de x = x 0 et y = Y0, et en allant ainsi d e  proche en proche pour 
une succession de valeurs de x et y, on aura pour  un syst6me @1, Yl) 

la valeur de l'int6grale z. On voi t  de suite que clans 
",×~ le cas oh les deux lignes (XoflXl) et (yoay~) ne se coupent / 

f i / /  pas, au lieu de faire varier simultan6ment x et y d'apr6s 
( / ~ z  la loi donn6e, on peut d'abord , iaissant Y0 constant, faire 

- X  o y ~ - ~  al ler  x de x 0 e n  x~ et ensuite ,x 6tant en xl,  faire varier 

y de Y0 en Yl' 
Supposons maintenant que les deux lignes (xo[~x~) et (yoay~)aient 

un seul point c o m m u n ;  on pourra tracer un contour simple C ne com- 
prenant pas les points 0 ou 1 et "~ l'~nt6rieur duquel soient les deux 

chemins; il r6sulte de l '6 tude  faite dans le m6moirc tit6 
/ ",, "(paragr. 2) que darts Tint6rieur du contour C les 6qua- 

/ X I \  \~ 
c[ / ~  ~ tions (~) ont trois solutions lin6airement inddpendantes 

\, ~ ,  ix ° / de la forme 

.... ~ ._ . .  ~,(~, y), ~'~(~, y), (~--y)~'~(,~, y) 

F~, F~ ct 1,[~ 6taut des fonctions holomorphes de x et y quand ces vari- 
ables ind6pcndantes restcnt ~ l'int6rieur du contour. Partons du syst6mc 
x ---- x 0, y = Y0 x, y marchent, suivant une loi quclconque, sur leur chemin 
respectif et arrlvcnt cn x~ et y~ (on suppose, bien entendu que l'on n'ait 
jamais x - - ' y )  et on obtient ainsi la valeur des int6grales pr6c6dentes 

pour x ~ x ~ ,  y = y ~ ,  

Ft(z,, y,), ~(x, ,  y,), (z,--y,)tFs(x,, y,) 

le radical cubique ayant une ddtermination convenable'; si au lieu de fairc 
varier x et y simultandment, on fait d'abord varier x, puis ensuite y on 
pourra obtenir p o u r  ce radical cubique une autre d6termination, mais il 
est clair qu'en faisant tourner x autour de y restant fini en Yl on pourra 
ramener la d6termination prdc6dente, de telle sortc que l'on peut faire 

t p varier x et y separement et en passer du sys t6me  de wleurs  ainsi 
trouvd au syst6me cherch6 en effectuant une substitution du groupe qui 
vient d 'etre  6tudi6. 
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On conclut facilement de la remarque pr~c6dente que, quelles que 
soient les deux courbes C et C' e t  quelle que soit la loi de succession 
des deux points x et y, o n  trouvera les valeurs de A'~,  A ' :  et A'~ en 
fonction de 2tl, 212 et A~ en faisant dScrire k x le contour 
C, y restant en Y0; puis ensuite, x restant en x 0 on fait 
d~crire ~ y d'abord le contour C', et enfin un contour x o ~ ~ c ,  
ferm5 convenable. 

4. On d6duit des considdrations pr~.eddentes le th~o- Y. 
r6me suivant qui est essentiel dans notre 6tude: 

• 2 A u et v ddsignant un  systOme de valeurs  des rappor ts  A~ et ~'~-'~, to,ires 
A~ A 1 

les autres d~terminations de u et v sont donn~es en effectuant sur  ces g randeur s  

les substi tutions du  groupe d~finies par  les trois substi tutions 6l~mentaires $1 ,  

S 2 et S~ que nous a.vons prdcddemment  obte~mes: 

(s,) 

k 

I U =  )`~u-- ()`-- 1) 

V = v  + (~ - -  ),~)u - -  (1 - -  ),') 

(s~) 
I U---- )`~.u -t- (1 )`') 

[ V v -t- ( 1 - -  )`~)u - - ( 1  - -  2 ~) 

(s~) 
I - -  2), + (),~-- 1)v 

I V =  ) ,vT) ,~- - I  
• - -  2), + ( ) , '~  1)v 

De ce th4or~me w rdsulter une consSquence importante. Nous avons 
vu (paragraphe l) que pour une des ddterminations de u et de v, on a 
en posant 

u ---- u' + iu" v ~ v' "k iv" 

2v' + u '2 + u ''~ < 0 

O r  en posant pareil lement U ~  U' n u i U  '' et V ~  V ' - 4 - i V " ,  on a 
par l 'une et Yautre des substitutions ($1) et (s~) 

2.V' + U '~ + U ''~ = 2v' + u '~ + u ''~ 
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S'il s 'agit 

calcul  facile 

de la 

Emile Pieard. 

subst i tu t ion (S:~), on aura,  comme  le mon t re  11n 

2 V ' +  U ' ~ +  U " ~ =  rood'[--  22 + (2 ' - -  1)v] (2v' + u"  + u ''~) 

Nous allons en conc lu re  qu 'en ddsignant par  

U -  Mlu + P,v + R l V = M2u + P~v + R~ 
M.~u + P3v + R.~' M3u + P3 v + R 3 

une subst i tut ion que lconque  du  groupe,  on aura :  

2 V ' +  U ' ~ +  U ' '2-- 1 
mod'~(M3u + P.~v + R'~) (2v' + u'~ + u''2) 

Consid6rons 'k cet effet les subst i tut ions 

X = 2 ~ -  (2 - -  1)z 

Y = ( 2 - -  2')~ + y ~z_ (1 - -  2')z 

Z-----z 

puis 

et enfin 

(1) 

en d6signant par  x0, Y0 

X = 2~x + (1 - - 2 ' )  

Y - -  (1 - - )2 )x  + y - -  (1 - -  2') 

Z-----z 

i ~  

Y = 2y + (2 ~ -  1)z 

g = (2' - -  1)y'-- 22z 

P o u r  ces trois subst i tut ions on a 

XXo + YZo + Yo g = ~ z  o + yzo + yo z 

et z 0 les conjuguds de x, y e t  z. 

X -----" M~z + P~y + R~z 

Y ~ M ~  + P~y + l:l~z 

z = M~z + P~y + 1L~ 

Si ma in t enan t  
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repr6sente une substitution quelconque du grqupe dont les trois substitu- 
tions pr6cddentes sont les substitutions fondamentales, l '6galit6 (l) subsistera 
6videmment, et on en conclut, 

X Yo + Y Ys z zo(x_.Xo + Y + Y o )  

ou bien, eomme nous voulions l '~tablir:  

2 V ' +  U '~+  U ''~-- 1 
mod*(M.~u q- P~v-1- R~)(2v' -t- q~'* -F u ''~) 

Par suite pour toutes les d~terminations de U et V, on a: 

2V' + U '2 + U ' '~<0 

Ce po in t  fondamental dtant ddmontr~, revenons aux valeurs de A1, 
As, A a d6finies au paragraphe (1). Nous avons impl ic i tement  suppos6 
dans ce qui pr6c6de que A 1 n'6tait pas raft, de telle sorte que u et v 
d6finis par les 6galit6s 

A, 2~A~ 

avaient des valeurs finies parfaitement d6termin6es. Or on peut d6montrer 
que pour tout .~ ' ,.ysteme de valeurs x et y diff6rentes entre elles et distinetes 
de 0, .1 et co, A 1 _n'est jamais nu]. Reportons rlous k eet effet au :tableau 
des p6riodes normales des int6grales ~2, U et W (paragraphe 1); soient 
partieulib~rement consid&6es les p&iodes 

off 
A, A. A5 A, A, A s 

A~ =2A~, A 5 - - - -2A1 ,  A s =,UA~ 

e'est un point 
posant: 

o n  a 

bien eonnu dans la th~orie des fonctions ab6liennes qu'en 

Ai = a, + fliV Z- 1 

Aeta faathematiea, fL Imprim6 19 Avril 188,~, 17 
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Or s i  l'on avait  A i = 0, et par suite A 5 ----- 0, l'in6galit6 se r6duirait~: 

- - / ~ a ,  + ~ , a  s < 0 

et eomme 

on aurait 
a, + / ~ , V - -  1 = ).(% + &V----i-)  

~ - ( ~  + &~) < o 

On ne peut done supposer que A 1 soit 6ga l  k z6ro. 
5. J'arrive maintenant ~ l'inversion des rapports des p6riodes; nous 

allons montrer que les deux ~quations: 

A s ).*A, 
A 1 A, 

donnent pour x et y des fonctions uniformes de u et v. N0us y par- 
viendt.ons en cherchant A exprimer x et y ~ l'aide des fonctions 0 de 
trois variables ind6pendantes. 

Soient 

V(~)(t, z), U(~)(t, z), V(3)(t, z) 

les trois int6grales normales de premi6re esp6ce correspondant ~ la relation 

z '  = t ( t  - -  1)(t - -  z)(t  - -  y)  

int6grales dont le tableau des pdriodes est le tableau ~) du paragraphe (1), 
et qui  sont prises depu!s le point analytique (to, z0)(~) jusqu'~ un point 
variable (t, z). Lea 6quations diff6rentielles ab6liennes seront 

U(l)(t,, z,)+ U°)(t, ,  z~) + U°~(ts, zs) = u, 

U(2)(t,, z,) + U(2)(t,, z,) + Ve')(ts, z~) = % 

U(S)(ta, Z , ) +  U(3)(t~, z~) + U(3)(ts, zs) = U s 

(~) Nous avons pr6e~demment appel~ z I la valeur initiale prise pour z quand on a 
t ~-to~ nous l'alspelons maintenant z o afin de pouvoir garder plus de sym6trie daas les 
notations qui suivent. 
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"Nous allons nous servir  des 6quations qui r6solvent  l e  probl~me de 
l'inversion, en les prenant sous ta~ forme donn6e~par M. BmoT dans sa 
th6orie~.des fonctions.'ab61iennes (voyezpour  tes notations BmOT, Th6orie 
des fonctions ab61iennes, page i 157). Je pars :de ta formule:  

~(tk, z~)_l /~'~= - -  V(°(~h, ~)  oh, • - o , ]  

o h . E  e s t , u n e  constante ind6pendante des t. 
Dans le_ cas qui nou.~ occupe la fonction 0 est form6e avec  les, dl6- 

ments du tableau (#) du paragraphe premier. Nous allons prendrc ? ~= t, 
~- 1 eL e n f i n 2  ~ - -  1. 'Dans  le second membre~nous aurons tm produit 

de trois facteurs comme dans l e  premier, et on  p eut dcrire: 

V(°($h, ~h) = U(°(0, 0) 

U ~°'~¢h,'' 7]'h) ~ U(°(1,"O) 

Nous ddterminerons C~ par ]a formule (voir l 'ouvrage citd, page; 147) 

2C~ E U{°(0, 0) + U{°(1, O) + U{°(x, 0) + U(°(y, O) 

mutes ces congruences ayant  lieu par  rapport  aux p6riodes des int6grales 
U. Ceci pos6, faisons d'abord dans la formule 6crite plus haut  

t I ----- X eL t~ ~ t a ----- 

Nous aurons dans le premier membre 

et dans le second membre on devra remptacer ul,  % et u s respective- 
ment  par 

U(~I)(~, ' 0) + 2U(1)(~x~, ~ )  

b:(:)(z, 0) + 2U(~)(c~, ~ )  

U(8)(z, 0) + 2U(8)(c¢, cx~) 
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On volt  alors que dans le second membre sous le signc O n e  ~igure- 
ront q u e  des diff6rences d e  d e u x  valeurs de l ' int6graleU(O(t,z) pour 
t = 0, 1, x, y o u  cxv, et ces diffdrences sont des combinaisons lindaires et 
homog6nes des p6riodes e t  par consdquent des fonctions rationnelles de 

u et v,; donc dans le second membre le produit  | |  est une fonction uni- 

1 forme de u et v. I1 reste g considgrer le facteur N ;  i l  suffit pour cela 

de faire imm~diatement dans la formule t I = t~ = t a = 6,o: le premier 
membre deviendra l'unitd et on voit encore  comme pr6c6demment que le 

coefficient de 1 est une fonction uniforme de u et v, il en est alors de 

m6me pour E. Ainsi donc 1 - - 1  est une fonction uniforme de u et v. 

Je  ne m'arrdte pas k trouver explicitement les valeurs de x et y e n  fonc- 
tion de u et v; la m6thode pr6cddente poussde jusqu'au bout donnerait 
6videmment ccs expressions, mais je me suis seuiement propos6 de montrer 
que x et y sont fonctions uniformes de u et v, fonctions qui ne sont ddfinies 
que pour tout systdme de valeurs des variables ind@endantes u et v, satis- 
faisant tt l'indgalitd 

2v' + u" + u ''~ < 0 

en ayant, comme on sait, 

u = u' + iu" et v = v' T iv" 

Les substitutions (S,), (S~) et (S~) consid6r6cs pr6cdde,nment sont les 
substitutions fondamentales du groupe (M, P, R) qui laisse invariables ces 
d e u x  fonctions x et y. Nous poserons 

et on aura 

et 

z = P ( u ,  v), y = Q ( u ,  v), 

[M,U + P,v + R, M,u + P,v + R.,) = P(u, v) 
PkMsu + Vsv + R 8' Mau 3r Pay ,+ R~ 

{M,u + P,v + R, M,u + P~v + R~). 
Q ~ M~u + P3v + R 3' Mau + Psv + -~8 = Q(u, v) 

6. Revenons aux substitutions ($1) , (82) et (Sa). O n  peut les 6erire 
en employant  trois variables: 
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X = 2% " (it --:- 1)z 

(S,) Y A (,t - -  ~t~)x + y - -  ( 1 - -  ~t')z 

Z = z  

X = 2 % + ( 1 - - J l  ~) 

(S,) Y = (1 - -  ~')x + . y  - -  (1 - -  ~t') 

Z = z  

($3) 
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Y = ~y + ( ~ - -  1)z 

Z = (A'-- l)y--2~z 

Ces substitutions transforment en elle-m6me, comme nous l'avons dit 

p lus  hau t ,  la f o r m e  q u a d r a t i q u e :  

@) XXo + yz o + yo z 

oh  X0, Y0, Zo sont  les con jugudes  de x, y, z et  cette f b r m e  rentre dans :le 

type dont j ' a i  fair l'dtude duns ui~ travail rdcent. ( ')  E l l e  se r a m 6 n e  irnmd- 

d ia t emen t :  £ la f 0 r m c  canonique~ on p e u t  6crire  e n  ef fe t :  

1 
xx o + yzo + yoz = ~(2xXo + u% - -  vvo) 

u = . y + z  et v = y - - z  

en p o s a n t  

Soi t  

X = Ctx + B~y + A,z 

Y = C ~  + B.~y + A.,z 

Z = Q z  + Bay + A~z 

u n e  s u b s t i t u t i o n  ~ coeff ic ients  ent ie rs  de  la  f o r m e  a + b,t, ou a et  b s o n t  

des  en t ie rs  rdels, q u i  t r a n s f o r m e  e n  e l l e -m6me  1 'express ion (¢), on  a u r a  

les  r e l a t ions  : 

(') Tome 1 er de ce recueil. 



134 

(1) 

E m i l e  ~ P i e a r d .  

C,r~ + C.~T~ + C~r.~ = A,~, +-A.~t~ . +A,fi~-- 1 

Ata I -+'Aha~:+ A.~a3 ~ 0 

B : ,  + B &  + B &  = o 

o : ,  + o : ,  + o , , ,  = o 

o,#, + c &  + c . g  = o 

les lettres grecques 6tant, comme d'habitude, les conjugu6es des grandes 
lettres correspondantes. 

Les substitutions ~1, 6'2, 6"a satisfont aux relations pr6cddentes, mais 
le groupe dont elles sont les substitutions: fondamentales ne forme qu'un 
sous-groupe dans le groupe g~n6ral G des substitutions transformant en 
elle-mgme l a  forme (e). 

~L~ ~substituti~)n'de 

C,,u + B,v + A, C,,u + B,v + A, 
C, au + Bav~+:A. ' C.u + B.v + A. 

k , , u e t  v $quivaut k. une transformation des I p~riodes, et" par suite 

{ c , u +  B ,v+ A , ~ O , u + B , v  + A~) Q(O,w+ B,w+A,  C',W..~B,v+A;) 
P ~ C . u + B . v + A . '  C . u T B . v + ~ 8  et ~ C . u + B . v + A . '  C.u+ B.v+ 

sont des fonctions alg6briques de P(u, v) e t  Q(u, v). 

D'une 
(A, B, C) 
relations 

mani6re plus g6n6rale, au lieu de prendre une substitution 
dont les coefficients vdrifient les: relations (1), consid6rons les 

C,r. + c,r,. + c,r, = a,.E + A,¢, + a,¢, = 

(2) 

Aja1..t- A.a 2 ..b'A~a 8 = 0 

B,E + ' B : ;  ÷ B : ,  = 0 

~ : , +  c : , , ÷  ~':., = 0 

o,~,!+ o ,£~+ c : , - , , o  

oh k est un entier n6cessairement r6el. Divers probl6mes se posent alors 
sur ces transformations relatives k un nombre k, je me r&erve,d'y revenir 



Sur des fonetions de deux variables ind6pendantes analogues aux fonetions modulaires. 135 

et je terminerai en montrant que ce nombre k ne peut. pas ~tre un ehtier 
quelconque; on tire en effet des deux derni6res 6quatlons (2) 

Soit s la  valeur: commune de ces .rapporta;~ en ~ t l  ~ a ~  ~ ~ c e s  valeurs 

de C1, C~ et c 3 dans la premiere des ~quations (2), on trouve, apr~s 

diverses r~ductions 
1 
k 

6tant conjugu6 de s, et l'on conclut de cette dgalit6 que k doit gtre la 
norme d'un hombre complexe form~..a~cec les racines cubiques de l'unit6, 
e'est ~ dire un nombre de la  forme a ~ -  a b d - b  ~. 

Paris, le ler Fkvrier 1883. 


