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Etnlettung. 

Unter den Satzen, die yon ebenen Curven gelten, sind schon seit 
lange viele solche Satze bekannL die yon Constantenzl~hhmgen abh'~ngen, so 
z. B. der Satz von der Anzahl von willk~rlichen Punkten, durch welche 
man eine ebene Curve gegebener Ordnung legen kann, der CAYLCY'sche 

Satz, dass eine Curve n ~e~ Ordnung durch (p+q--n--1)(_p+q--n--2) 
• 2 

Punkte yon den Schnittpunkten einer Curve ffe~ und einer Curve qte~ Ord- 
mmg gehen muss, well sie dutch die t~brigen geht, und viele andere. 
Von den Raumcurven sind beinahe keine solchen Satze bekannt. Die 
wichtigsten sind die, welche HALPHES (Comptes rendus, tom. 70, p. 380) 
ohne Beweis verSffentlicht hat, nebst dem Satz yon BRILL und NOETHER 
(Mathematische Annalen, Bd. VII, p. 308) und dem S'~tz von NOETHER 
(Mathematische Annalen, Bd. VIH, p. 510). 

Erst in der neuesten Zeit haben mehrere Gelehrte sich wieder damit 
abgegeben, solche S~tze yon den Raumcurven zu finden. So hat Pro: 
lessor STURM mehrere solche S'~tze gefunden, die in dem ))Repor.t o f  the 
british association 1881)) verOffentlicht sind; und zwei Arbeiten yon HAL- 
PHES und NOETHER, die ohne Zweifel auch solche Satze enthalten, sind 
dieses Jahr mit dem Steinerschen Preis gekrOnt worden. 

Die Absicht dieser Arbeit ist auch solche Satze zu finden. Sie ist 
anfangs im Jahre 1881 als Doctordissertation(~) an der Kopenhagener 

(~) Unter dem Titel:  Bidrag til Rumcurvernes Theori. 
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Universitat geschrieben, hier abet bedeutend erweitert und umgearbeitet. 
Der erste Abschnitt enthMt die Satze, die als Grundlage meiner Unter- 
suchungen i~ber die Raumcurven dienen. Von /liesen sind mehrere wohl- 
bekannt, namlieh die Satze (4), (5), (6), (7) und zum Theil (1S), (19). 
For den Satz (4) habe ich den Beweis mitgegeben. Dieser Satz giebt 
an, unter welchen Bedingungen eine Curve, die dutch das vollstandige 
Sehnittpunktsystem zweier anderen Curven getlt, noch jede yon diesen 
Curven in einem vollstandigen Schnittpunktsystem schneiden muss. Der 
Beweis far  diesen Satz ist zuerst yon NOETHEr~ (Mathematische Annalen, 
Bd. VI, p. 351) gefahrt. Meinen Beweis habe ich hier mitgegeben , well 
er sich nut auf Constantenzahlungen stl]tzt, und ich nicht glaube, dass 
ein solcher Beweis fri~her gefahrt ist. 

Dagegen habe ich reich begni]gt auf die Beweise der Herrn BI~ILL 
und NOETHER for die Satze (5), (6), (7)hinzuweisen, da diese Beweise mir 
einfach scheinen, und sich nur auf den Satz (4) sti~tzen. Von den nicht 
vorher bekannten Satzen findet im Folgenden der Satz (11)viele An- 
wendungen, und ich will darauf aufmerksam machen, dass der Satz (12) 
eine Umkehrung des oben angefohrten CAYLEY'sehen Satzes enthMt. 

Der zweite Abschnitt handelt yon tier Darstellung der Curven. Hier 
babe ich n'tch dem Vorgang yon CAYLE~ in ))Comptes rendus)), tom. 
LIV. p. 55, die Raumcurven als Raumgebilde dargestellt, die Punk t  far  
Punkt ebenen Curven entsprechen, was ich wie CAVLEY mlttelst Kegeln 
und Monoiden - -  Flaehen m ~ Ordnung mit einem ( m -  1)-fachen Punkt 

erreiche. 
Die Hauptsatze dieses Absehnittes sind: 
Wenn man durch die Linien, die man aus einem willkiir!ichen Punkt 

a zu der Curve ziehen kann, die diese in zwei Punkten treffen (die Doppel- 
strahlen), einen Kegel legt, so giebt es immer eine Monoide, deren Scheitel 
in dem Pankt a liegt, welche den Kegel zum Unterkegel hat und die Curve 
entMilt. ( ~) 
und 

Wenn die "Anzahl h der Doppelpunkte einer ebenen Curve n t~È Ordnung 

grO'sser als ( n - - 2 ) ( n  - -  3) ist, ist jede ebene Curve Projection einer Raumcurve 
2 

(t) Wenn die Gleiehung der Monoide Fro- -aFro-1  = 0 ist, nennt man ~m den 
Oberkegel, ~m-1 den Unterkegel. 

Aeta mathematlea. ~.' ImPrlm6 1~ Avril 188~. 18 
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n ~ Ordnung; ist dagegen h <_ (n--2)(n--3) ,  finder dieses nur start, wenn die 
- 2 

Doppelpunkte so liegen, dass eine Curve ( n -  4) t~r Ordnung durch einen 
derselben gehen muss, weil sie durch die i~broen geht. 

Der dritte Abschnitt behandelt die Lage der Doppelstrahlen, be- 
sonders die niedrigste Ordnung, welche ein Kegel haben kann, der dutch die 
aus einem willktirlichen Punkt ausgehenden Doppelstrahlen. geht, sammt 
die Frage, durch wie viele yon diesen Linien ein Kegel gehen muss, well er 
dutch die iibrigen, geht. Ich will nut hier den einfachsten Satz anffihren: 

Wenn eine Raumcurve, c., h - - - - d ~ x  scheinbare Doppell~unkte hat, kann 
man immer durch die Doppelstrahlen einen Kegel m t~È Ordnun.q legen, der 
wenigstens noch x Bedingungen erfiillen kann, wenn 

d = m(m + 3) + (n  - -  m : - -  2 ) (n  - -  m - -  3) n - -  2 > m _> (n  - -  2) 
2 2 ' - 2 

W e n n  aber die Curven auf Fl'~chen gegebener Ordnung liegen, finden 
speciellere Siitze statt. Der allgemeine hier angeftihrte Satz ist auch von 
STURM gefunden (siehe den citirten report of the british association). 

Der vier te  Abschnitt handelt yon den Schnittpunkten der Curven 
und der Flachen. Die Si~tze dieses Abschnittes sind wohl die wichtig- 
sten der ganzen Abhandlung. Die Hauptsatze sind: 

l~Venn man durch eine Raumcurve c., die h scheinbare Doppelpunkte hat, 
zwei Fidchen Fp und Fq,  lo re" und qte,. Ordnung, legen kant, ist es mit 

( P + q - - 4 ) n - - (  (n-1) (n-2)2  h ) + i  

Bedingungen eqvivalent, dass e~;~e Fl(iche F~+q_4, (p + q ~ 4) ter Ordnung, 
c. enthalten soll~ wenn F~ und Fq sich noeh in einer unaufl6sliche~ Curve 
cpq_. schneiden. (~) 
u n d :  

Unter denselben Bedi~igungen wie im vorlgen Satz, muss F~+q_4 durch 
elnen der Schnittpunkte yon c. und c~q_. gehen, well sie durch die iibr~iqen 
geM. 

Dieser letzte Satz ist dem angeftihrten CAYLF.Y'schen Satz yon ebenen 
Curven analog. 

(~) Vgl. Satz (6) yon SruRM in dem report,  und den obefi e i t | r ten Satz yon NOETHER. 
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Aueh finden sieh in diesem Abschnitt unter andern Resultaten dig 
meisten von den St~tzen, die HALPHEN in ))Comptes rendus)), tom. LXX 
verOffentlicht hat. 

In dem 5 t°~ Abschnitt finden sich Satze, die davon handeln, wie 
viele Bedingungen Raumcurven erfiillen konnen, die auf verschiedene 
"Weiscn definirt sind. Die Resultate dieses Abschnittes sind nicht viele 
und Ineistens bekannt; neu sind wohl nur die  Resultate meiner Unter- 
suchungen fiber, wie viele Bedingungen Curven erftiilen k0nnen, die auf 
Flachen gegebener Ordnungen l iegen.  Ich hoffe aber,  dass die Unter- 
suchungen selbst, und die Versuche i~ber die bekannten Resultate hinaus- 
zuschreiten nicht ohne Interesse sind. Die meisten Versuche sind auf den 
geringen Kenntnissen, die man yon der Lage der Doppelpunkte der ebenen 
Curven hat, gescheitert. 

Kopenhagen, October 1882. 

I .  

J ~ i n l e i t e n d v  ~ d t t z e .  

Im Folgenden wird man immer einen Kegel oder eine ebene Curve 
nte ~ Ordnung F, nennen; es muss dann aus dem Texte gesehen werden, was 
gemeint wird. Ebenfalls nennt man eine Raumcurve n t~r Ordnung c., 
eine Flache n ~er Ordnung F.  und eine Fl'Ache n re" Ordnung mit einem 
( n -  1)-fachen Punkt M._I. Die letztgenannte Flt~che wird eine Monoide 
genannt, und der ( n -  1)-fache Punkt ihr Scheitel. Wenn nichts andcrs 
gesagt  wird, wi rd  vorausgesetzt, dass alle Kegel und Monolden ihre 
Scheitel in demselben Punkte haben. Es werden hier als einleitende 
S~tze mehrere S~tze angefi]hrt, die zum Theil wohlbekannt sind, well 
man sie im Folgenden immer braucht. 

1) Wenn eine Curve F .  durch alle Schnittpunkte a yon zwei andern 
.Curven Fp und Fq geht, und F. noch Fp in allen ihren Sehnittpunkten 
fl mit einer F._q schneidet, wird Fq auch yon F. in allen ihren Schnitt- 
punkten y mit einer F._~ geschnitten, wenn Fp nicht yon zwei Curven 
$,~, und f~, zusammengesetzt ist, durch deren Schnittpunkte ~z,, geht. Es 
wird vorausgesetzt, dass F. weder F~ noeh Fq enthalt. 
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Dass ~. durch die st zusammenfailenden Punkte geh~, worin fp 
und ~q in einem Punkt, tier s-fach auf 9p, t-fach auf ~q ist, einander 
schneiden, wird sagen, dass ~. i n  diesem Punkt sowohl ~p als ~q in st 
zusammenfallenden Punkten schneider. 

Solche Punktgrupien wie a, fl, T werden vollstandigc Schnittpunkt- 
systeme zweier Curven genannt, a und fl bilden zusammen das ~-ollstandige 

Sehnittpunktsystem von ~,, und Yr" Es ist immer gleich n/o (p---l)(p--2) 
2 

Bedingungen, dass ~. durch a und fl gehen soll. 
Wir nehmen zuerst an, dass n > p  + q. Man kann dann eine Curve 

~._p durch q(n--9) (q --1)(q - -  2) willki~rliche Punkte yon ~ legen. 
2 

Geht nun ~, durch a und /3, und kann man sie nicht durch mehr 

als q(n--T)-- ( q -  1)(q--2) willkfirliche Punkte von ~q gehen lassen, miis- 
2 

sen ihre tlbrigen Schnittpunkte mit ~q auf einer Curve ~,_p liegen; denn 
durch so viele Punkte kann man eine Curve ~--e legen, und ~,_r und 
~p bilden zusammen eine Curve ~,. L'~sst man aber ~, durch mehr als 

q(n_p)_ (q - -1 ) (q - -2 )  willkilrliche Punkte yon ~q gehen, muss sie ~q 
2 

enthalten. Denn lasst man ~,. durch k weitere Punk~e von ~q gehen, ist 
sie vollkommen dadurch bestimmt, dass sie dureh 

n(n2 +3 )  nT+ (9 l)(92 --  2) --  ~(n --  9) + (q-1)(q2 - - 2 ) - - k =  

=(n--q--P)(n--q--P + 3) + 2 - - k  

willki~rlich gegebene Punkte gehen soll. Da aber eine Curve ~._q, die 
durch /~ geht, auch durch eben so viele willktlrliche Punkte gelegt werden 
kann, wird also ~. in diesem Fall yon ~q und ~._q zusammengesetzt sein. 
_~hnlicher Weise sehen wir, dass der Satz auch Gtlltigkeit hat, wenn 
n < p  + q, indem wit zeigen, dass wir eine Curve ~'n, die durch a und 

fl geht, nur durch ( n -  p)(n--9 + 3) willkt~rliehe Punkte von Fq legen 
2 

k0nnen. Der Beweis wird ganz wie im vorigen Fall gef~hrt. 
2) Eine Curve ~. ist nur  den Bedingungen unterworfen durch die 

Schnittpunkte von zwei Curven ~., und ~q Zu gehen (q < n), von denen ~,,. in 
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eincm Punkte a einen s-fachen Punkt hat, und ~t cinch Punkt, der wenig- 
stens s-fach ist. ~ inuss dann auch im Allgemeinen in a einen s-fachen 
Punkt haben, und wir ksnnen zeigen, dass von den s ( s - -  l) ersten dem a u n d  
cinander benachbarten Punkten [ ( s ~  1) auf jedem Zweig yon ~,~ genom- 
men], durch welche ~,~ nicht nothwendig gehen muss, weil sie durch die 

Schnittpunkte von ~ ,  und ~q geht, s(s--1) durch die i~lbrigen bestimmt 
2 

sind. Wir werden die dem a auf ~,~ benachbarten s Punkte s~ nennen, 
die diesen benachbarten Punkte s2, u. s. w. 

Yon s I kann man nur einen Punkt willki~rlich wahlen. ~,~ kann 

namlich nut  durch (~*---q+ 1)(n--q + 2) willktirlich gew~hlte Punkte ge- 
2 

legt werden;  wenn 2 yon den Punkten s 1 willk~'trlich gevc~hlt waren, 
wt'~rde sich ?= in ~,q und eine ?~:_q, d ie  durch a ginge, auflOsen. Denn 

?~ kOnnte nur noch durch (i~. --  q)(n --  q + 8 )  1 willkt'lrliche Punkte gelegt 
2 

werden, und eine ~,~_q, die dutch a ginge, wi~rde mit ~,q zusammen 
eine ?~ bilden, die alle gegebenen Bedingungen erft~llte und noch durch 

(u - -  q)(~ - -  q + 3) - -1  willknrliche Punkte gelegt werden konnte. Auf 
2 

eben dieselbe Weise sieht man, class nur 2 yon den Punkten s 2 will- 
ki~rlich "gew~hlt werden k5nnen, wenn" die Punkte s~ bestimmt,sind. Denn 

w'ahlte man 3 Punkte s: willkt~rlich, k5nnte ?n nut noch (~,--q)(u--q+3) 3 
2 

Bedingungen erfollen, und eine ?~_~, von der a ein Doppelpunkt ware, 
k0nnte eben so viele Bedingungen erft~llen, so dass ?~ yon einer solcheq 
?~_q und ?~. zusa.mmengesetzt sein~ mnsste. Es ist auch leicht zu sehen, 
dass wenn n . - -q  > 1, wirklich 2 yon den Punkten s~ willk0.rlich gewahlt 
werden k(~nnen; denn sonst m~sste ?~ sich in ?q und eine ? , _ q ,  die einen 
doppelten Punkt in a hatte, auflOsen; dieses ist aber unmoglich, da ?.  noch 

(n--q)(n--q+ 3 ) _ 2  Bedingungen erft~llen kann, ?~_q nut (n-- q ) ( n - - q + 8 ) .  3. 
2 2 

Auf dieselbe Weise sieht man, dass man hochstens r Punkte yon s~ will- 
ki]rlich wahlen kann, wenn r < s, und dass man, wenn n - - q ~ r - - 1 ,  
wirklich so viele Punkte willkiirlich wahlen kann. 

Man sieht hieraus, dass es h5chstens s ( s - -1)Bedingungen  for ?n ist, 
2 

durch die s ( s  ~ 1) dem a benachbarten Punkte auf ?~. zu gehen, wenn 
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~,, eine bestinnnte gegebene Curve ist. Man kann aber leicht zeigen, 
dass es wirklich so viele Bedingungen sind, wenn n ~ q - l - s - - 1 .  Denn 
man kann ~ durch einen willkiirlichen P u n k t  von ~q gehen lassen. ~, 
muss dann ~q enthalten und ihr abriger Theil eine ganz willk{~rliche 
Curve (n--~/)ter Ordnung sein: Diese muss aber, um dutch die genannten 
s(s m l )  Punkte zu gehen, einen (s--1)-fachen Punkt in a haben, und 

s(s--1) Bedingungen, und also ist es far ~., we- dieses giebt far ~,,_q 2 

nigstens s(s--1) Bedingungen hierdurch zu gehen. Da es nun sowohl 
2 

hschstens wit wenigstens s ( s -  1) Bedingungen sind, muss es gerade s(s - -  1) 
2 2 

Bedingungen sein. 

3) Zwei Curven f,.,, und ~,. sind nur den Bedingungen unterworfen, 
durch alle Schnittpunkte a von den Curven ~p und ~q zu gehen und 
ausserdem ~p in den vollstandigen Schnittpunktsystemen ~8 und ~-zu 
schneiden. Ein Punkt a~t ist s-fach auf ~p, t-fach auf ~q, und s < t .  
~,~ und ~. massen dann auch einen s-fachen Punkt in a,t haben, und es 

ist dann, wenn n > p -{- s - -  2, mit s ( s -  1) Bedingungen eqvivalent, dass 
2 

~, durch die s ( s - -  l) Punkte S gehen soll, wenn S auf einer gegebenen 
Curve ~ liegen, a,c benachbart sind, nicht zu a hsren und ( s - - l )  yon 
den Punkten S auf jedem Zweig von $,,. liegen. 

Nehmen wit an, dass /~ und T die vollst'~ndigen Sehnittpunktsyste- 
!he yon ~ und beziehungsweise ~,~:_q und ~._q sind, dann bilden f,. mit 

.... q zusammen, ~m mit ~._q zusammen zwei Curven ( m - } - n - - q )  t~ 
Ordnung, ~m+.-q und ~',.+._q, die 'beide das vollstandige. Schnittpunkt- 
system a + / ~ - t - i "  mit ~ haben. Wenn nun kein Punkt von fl oder 
T in a,t fallt, so dass weder ~,~_q noch ~,._q durch a,t  geht, wissen 

wit, 2) zufolge, dass es mit s(s--1) Bedingungen eqvivalent ist, dass eine 
2 

~,,,+._q durch die: s ( s - - l )  dem a.t auf ~',.+._~ benachbarten Punkte S ge- 
hen soll, wenn ~'~+._q eine gegebene Curve ist, und m - } - n ~ q > p - { - s - - 2 ;  
man muss aber immer m + n - - q > _ p - 4 - s - - 2  haben, da m > q ,  und es 
gegeben ist, dass n > p  A - s - - 2 ,  Daraus folgt aber, da ~mLq und $,._q 

nicht durch S gehen, dass es far ~. hochstens mit s ( s -  1) Bedingungen 
2 
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eqvivalent ist durch S zu gehen. Es mtissen aber auch wenlgstens So viele 
Bedingungen sein, denn der Beweis am Schlusse von 2) zeigt, dass, wenn 
alle die Schnittpunkte von. ~, und ~p bestimmt sind, immer die ersten 
s(s 1) yon den Punkten auf ~n, die den Schnittpunkten benachbart sind, 
welche in einen Punkt fallen, der s-fach s0wohl auf ~p als auf ~n ist, 

durch :q(8--1) unte r ihnen bestimmt sind. Wenn also nur die Schnitt' 
~ , 

punkte von ~n und ~m zum Theil  bestimmt sind, mlissen also die ge- 

nannten Punkte durch wenigstens . s ( s -1)  unter ihnen bestimmt sein. 
2 

Wenn ~m oder ~, die ~p i n  Punkten sehneiden, die in ast fallen, ist 
es leicht zu sehen, dass der Satz auch in diesem Fall r i ch t ig  ist, was aus 
dem Continuit•tsprincip folgt, l~'brigens ist es leicht einen directen Beweis 
zu ffihren, indem man es ganz wie i n  den fibrigen Fallen thun kann, 
wenn man nur, was erlaubt ist, ~p mit einer andern Curve pt~ oder q~¢~ 
Ordnung vertauscht, d i e  durch a geht und von deren abr igen Schnitt- 
punkten mit ~m keiner in a , t  fallt. 

4) Wie in 3) nennen wit das vollsti~ndige Schnittpunktsystem von 
zwei Curven ~p und ~q a, and  jeden Punkt, der s-fach auf ~p, t-fach 
auf ~q ist, a,t. Eine Curve r t~ Ordnung, die durch a geht und in jedem 
a,~ einen s- oder t-fachen Punkt hat ,  je nachdem s<>t, und die ~p noch in 
einem vollstandigen Schnittpunktsystem schneidet, nennen wir ~ .  

Wir haben dann den folgenden Satz: Wenn eine Curve ~;~ durch a geht, 
a n d  "" m jedem P u n k t  a,t jeden Zweig einer ~ in den Punkten sehnei- 
det, in welchen dieser auf einmal ~q und ~p beri~hrt, und a.usserdem in 
(s + t - - l )  in a~t zusammenfallenden Punkten, muss ~n ausser in a ~ p  in 
einem vollstandigen Schnittpunktsystem schneiden. Die Curve ~ kann 
far jeden P.unkt a,t eine verschiedene sein, auch ihre Ordnung kann 
wechseln. Die bier aufgestellten Bedingungen sited zugleich nothwendig 
daffir, dass ~ ausser in a ~ in einem vollstandigen Schnittpunktsystem 
sehneiden soll. In dem Beweis wollen wir der Einfaehheit wegen vor- 
aussetzen, class in einem a~t kein Zweig von ~ einen Zweig yon ~q be- 
rfihrt, da es leicht zu sehen ist, dass der Satz immer richtig ist, wenn er 
in diesem Fall richtig ist. ~ ist dann nur den Bedingungen unterworfen 
in jedem a,~ jeden Zweig einer ~ in s ~ t - - 1  zusammenfallenden 
Punkten zu schnelden. Wit  wollen zuerst den Beweis ft~hren, indem wi r  
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n > p  q - q - - 3 ,  und so gross annehmen, dass alle die Bedingungen, denen 
~. unterworfen ist, yon einander unabh~ngig sind. 

Nehmen wit an, dass s < t .  
Eine Curve n ter Ordnung, die ~p in a und noch in einem vollst'~n- 

digen Schnittpunktsystem schneidet, nennen ~fir F~,. 
Es mtissen immer Curven ~r  existiren, deren Zweige yon einer F~. 

in a,t in s A - t - - 1  zusammenfallenden Punkten geschnitten werden. Denn 
im Allgemeinen hat ff~. in  a,t einen s-fachen Punkt und beri~hrt jeden 
Zweig yon ~ ( t -  s)'fach, und da auch jede ~ dieses thut, muss jede 

r el3 ¢ ~l~ jeden Zwel~ von einer ~ .  in a,t (t ~ s)-fach beriahren. 
Nach 3) kann aber ~r ,  wenn r hoch genug, dazu gebracht werden 

jeder] Zweig yon ~ .  in a,t noch in ( s - - 1 )  Punkten zu berahren. Dann 
schneidet abet ~ ,  jeden Zweig yon ~ in a,t in (s + t - -  l) zusammen- 
fallenden Punkten, indem sie einen s-fachen Punkt hat .und jeden Zweig 
( t -  1)-fach berlahrt. 

Ebenso sieht man, dass es Curven ~ giebt, die in a,t jeden Zweig 
yon ~ .  in (s q- t -  l) zusammenfallenden Punkten sehneiden, wenn s > t. 
Es ist also hiermit bewiesen, dass, wenn n hoch genug, die Bedingungen 
nothwendig sind. Wit wollen jetzt zeigen, dass sie zul'~nglich sind. Wit 
wollen daher sehen, wie vielen Bedingungen eine ~. unterworfen ist, wenn 
sie die im Satze gegebenen Bedingungen erfnllen soll, indem n stets zu- 
l'anglich gross angenommen wird. 

Wit nehmen wieder an, dass in einem a,t s < t. 

In a,t soll ~, erstens einen s-fachen Punkt haben, was mit sfs+l) Be- 
2 

dingungen "eqvivalent ist, zweitens soll sie jeden Zweig yon ~p in ( t - - s )  
Punkten berfihren, was mit s( t  s) Bedingungen eqvivalent ist, und drittens 
soll sie noeh s ( s - - l )  in a,, zusammenfallende Punkte S mit einer ~ 

gemein haben, was mit s (s - - ! )  Bedingungen eqvivalent ist, da naeh 8) 
2 

s(s--1)  yon den Punkten 8 beliebig gew'~hlt werden kSnnen. Dieses ist 
2 

im ganzen mit 

s(s +2 1) + s(t --s) + s(s______2___--- 1) = st 

Bedingungen eqvivalent. 
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Ebenso sehen wir, dass es mit st Bedingungen eqvivalent ist, wenn 
s > t, dass F~ in a,, jeden Zweig einer Fi, in s + t -  1 zusammenfallen- 
den Punkten schneiden soll. 

F, i s t  a l so  im ganzenXst oder 2~q Bedingungen unterworfen, oder 

kann noch n(~2: + 3) 2q Bedingungen erfallen., Eben so vlele Bedingun- 

gen kann eine ~j~ erfallen, s ie  kann ni~mlich durch (n--q)p--(P--1)(p--2) 
2 

willkiirliche Punkte yon ~ ,  und, wenn ihre Schnittpunkte mit ~p be- 

stimmt sind, dutch (n--p + 1)(n--p + 2) willkarliche Punl~te gelegt wer- 
2 

den, also im ganzen noch 

(p --  1)( T --2)  + ( n - - p  + 1)(n--p + 2) n(n + 3) 
2 -- 2 ~P 

Bedingungen erfiillen. 
Da aber die Curven ~i,, alle die Bedingungen erfallen massen, wel-  

chen die Curven F, unterworfen sind, und eine F~ nicht durch mehrere 
wil lkarl iche Punkte gelegt werden kann als eine FI~; mfissen die beiden 
Gruppen yon Curven zusammenfallen. 

Damit ist also der Satz bewiesen, wenn n zulanglich g r o s s .  Man 
kann aber zeigen, dass der Sat z f a r  ( n - - 1 )  richtig ist, wenn er far n 
richtig ist. Denn der. Satz muss fi]r eine :Curve gelten, die yon einer 
F~-I, welche dureh a geht  und in jedem a~t jeden Zweig yon einer ~ ,  
in ( s +  t I l)zusammenfallenden Punkten schneider, und yon einer will- 
kt]rliehen geraden Linie L zusammengesetzt ist. Die Schnittpunkte yon  
dieser zusammengesetzten Curve und 9~,, die n ich t  in a fallen, mt'~ssen 
also auf einer Curve F,,_~ liegen. 

Wenn nun n - - g ) p ,  sieht ~ man, dass L, ausser in ihren Sehnitt- 
punkten mi t  C~,, von ~,,__~ in einem volls/~ndigen Schnittpunktsystem 
geschnitten wird, und l) zufolge massen dann auch die Schnittpunkte yon 
Fp und ~z,_q, die n ich t  auf L liegen, ein vollst~ndiges Schnittpunktsystem 
bilden und auf einer F,,_q_~ liegen, wodurch in diesem Fall der Satz be- 
~iesen ist. W e n n  ( n i q ) < p ,  muss F ~  L enthalten, und die abrigen 
Schnittpunkte yon Fp und F~_q auf einer F~_q_~ liegen, wodurch der Satz 
ebenialls in diesem Fall bewiesen ist, so dass wir jetzt bewiesen haben, 
dass e r  in allen FMlen gilt. 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  2. Imprim(~ 16 Avr i l  1883. 19 
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Aus diesem Satz folgt: 
Dass, wenn eine Curve ~ dutch alle Schnitti0unkte von zwei Curven 

~p und ~q geht ,  und in jedem Punkt ast, der s-fach auf ~p, t-fach 
auf ~q ist, einen (s d - t - - 1 ) - f a c h e n  Punkt hat, wird sie noeh ~ in 
Punkten schneiden, die auf einer ~_q liegen.(1) 

5) Aus 4) kann die allgemeine Residualtheorie abgeleitet werden. 
W e n n  eine Curve  ~p durch eine Gruppe yon punkten a geht, die 

auf einer ~q liegen, und wir annehmen, dass kein Punkt von a Doppel- 
punkt auf ~ ist, und ~q noch die Curve ~p in einer Punktgruppe fl 
schneidet und einen (t 1)-fachen Punkt in jedem Punkt bt von fl 
hat, der t-fach auf Fq ist, und wir durch a eine Curve F, legen, die 
gleichfalls einen ( t - -1) - fachen  Punkt in jedem bt hat, und ausser a Fp 
in einer Punktgruppe ~- schneider, alsdann wird jede Curve F',, die durch 
~- geht und ebenfalls einen ( t - -1) - fachen Punkt in jedem bt hat,  Fq 
noch in einer Gruppe a' schneiden, durch die man eine Curve ~'p legen 
kann, die durch fl g e h t  u n d  einen ( t - -1) - fachen Punkt in jedem b, 
hat. (2) 

6) Wir nehmen im Folgenden an, dass alle Curven ~ '  ( t - - l ) - f a c h e  
Punkte in gewissen gegebenen t-fachen Punkten b~ yon ~, haben, durch die 
sie alle geheni und dass die Punktgruppen im Allgemeinen keinen Dop-  
pelI)unkt von ~p enthalten. Wir haben dann das Theorem: 

Wenn eine Curve ~'p die Curve ~ (ausser in den gegebenen t-fachen 
Punkten) in den Gruppen a und /~ schneidet, und fl eine feste Gruppe 
ist, a a b e r  q willkiirliche Punkte von ~ enthalten kann und von Q 
Punkten besteht, so wird eine Curve ~',-8 durch alle Punkte a gehen, 
wenn sie durch Q ~ q  willkt~rliche von diesen Punkten geht.  (Siehe Ma- 
thematische Annulen, Bd VII, p. 272.) 

7) Aus 6) folgt der RInMA~N-Rocn'sche Satz: Wenn ~',_a, ausser in 
den Punkten b,, ~, in den Punktgruppen a und /? schneidet, die bezie- 
hungsweise von Q und // Punkten bestehen, yon denen q und r Punkte 
willkiirlich gewahlt werden k(~nnen, bestehen zwischen diesen Zahlen fol- 
gende Gleichungen: 

(~) Vgl. die Abhandlung von NOETUBa~ Mathematisehe Annalen~ Bd. VI~ p. 341. 
(~) Vgl. die Abhandlung yon BatLL und NOETHErt~ Mathemathisehe Annalen~ Bd. 

VII, p. 273~ wo der Beweis sich finder, und die Abhandlung yon N0~TnEa~ Mathematische 
Annalen~ Bd. XV~ p. 517. 
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(r~ --  1)(n --  2) ~-~ t(t - -  1) 
P :  2 ~,~ 2 ' 

= p - -  (R--  r ) - -  1 r = p - -  (Q-- ~) -- 1, 

~ t ( t - - 1 )  wird taber alle Punkte bt ausgestreckt. 
2 

Dieser Satz sagt eigentlich nur aus, dass es eben mit Q - - q  Bedingun- 
gen eqvivalent ist, dass eine Curve ~'~_a durch eine Punktgruppe gehen 
soll, die von Q Punkten besteht,: von denen q willkt~rlich gewi~hlt werden 
kSnnen. (Siehe Mathematische Annalen, Bd. VII, p. 280.) 

Aus diesem Satz folgt, dass es immer mit 2 t ( t 2  1)Bedingungen 

eqvivalent is¢, dass ~'n-8 ( t -  1)-fache Punkte in gewissen t-fachen Punkten 
von ~,~ haben soll. Denn es k0nnen nicht mehrere° Bedingungen sein, 
und w~ren es' weniger,' wtirde man eine F'n--a dutch alle Schnittpunkte 
einer andern ~'n-3 mit ~n gehen lassen k0nnen und noch durch mehrere 
Punkte von ~n, was unmSglich ist. 

Speciell sieht man, dass, wenn ~,n Doppelpunkte hat, kOnnen sie hie- 
reals so liegen, dass eine ~ -a  durch einige unte/" ihnen gehen muss, well 
sie durch die t'lbrigen geht. 

8) Zwei Curvenschaaren ~p und ~q gehen durch eine Punktgruppe ft. 
Wir setzen voraus, dass p > q, und dass wir ~q noch dutch s willkt~rliche 
Punkte legen kSnnen. Eine willkiarliche Curve ~q trifft eine willkfir- 
liche Curve ~p in einer Gruppe a. Wenn von den Punkten einer solchen 
Gruppe a immer noch ein Punkt P auf einer geraden Linie liegen muss, 
weil k Punkte yon a dieses thun, muss ~q die ganze Linie L enthalten, 
wenn k yon ih ren  Punkten auf L liegen, und also alle die 19 Punkte, 
worin L ~p schneider, zu a geh0ren, well k yon diesen Punkten, a~, dieses 
thun. Wir kSnnen annehmen, dass keiner von den i~brigen Schnittpunk- 
ten einer geraden Linie und einer willklirlichen Curve ~p nothwendig 
zu a gehsren muss, wenn n u t  kx yon diesen Schnittpunkten zu a ge- 
horen, indem k~ < k .  Denn sonst konnten wir far k eine kleinere Zafil 
kx setzen, und dann den Beweis fiih.ren,.indem die Annahme fi~r kx statt 
fande. 

Wenn ~q nicht L enthalten miisste, well sie durch k der Schnitt- 
punkte yon ~p und L ginge,, mi~sste auch ~p durch P gehen, well sie 
durch fl und a 1 ginge, da es sonst nicht immer nothwendig wi~re, dass 
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Fq durch P gehen mt'tsstc, well sie dutch fl und a I ginge. Aber es ist 
unm~glich, dass Fp durch P gehen muss, well sie durch fl und ~1 geht; 
denn d~nn mt~sste eine Curve zusammengesetzt y o n  einer Curve F~, die 
dureh fl und k- -10  d -q  wil lkarl iehe Punkte ~1 ginge, und von einer 
willkQrlichen Curve Fp_q, die durch die abrigen p - - q  Punkte ~i ginge~ 
aueh durch P gehen, und da Fp-~ nicht nothwendig durch P gehen 
masste, mt'lsste Fq dieses thun. Dieses streitet aber gegen das, was vor- 
ausgesetzt ist, d~ 7~ d~nn dureh P gehen mt'lsste, well sie durch eine 
geringere Zahl der Punkte ~1 als k ginge. 

9) Eine Punktgruppe a ist dadurch bestimmt, dass sie auf einer 
Curve F. liegen soll, und dass durch sie eine Curve Fp geht, die noeh 
7s in der festen Punktgruppe fl sehneidet. Wenn nun alle die Punhte, in 
welehen eine gerade Linie L 1 ~. schneidet, zu ~ gehsren massen, weil k unter 
ihnen dieses thun, so wird a noch die Punkte enthalten, worin eine neue 
gerade Linie L 2 F. schneidet, wenn noch (k ~ 1) von diesen zu ~ gehsren. 

Wenn a alle die Punkte enthMt, in denen eine gerade Linie ~. 
schneidet, werden ihre t'lbrigen Punkte eine Gruppe % bilden, die mit fl 
zusammen auf einer Carve F,-~ liegen. Umgekehr t  wird jede Curve 
Fp-~, die durch fl geht, eine Gruppe ~1 ausschneiden, die zusammen mit 
den Punkten, worin eine willkarliche gerade Linie ~.  schneidet, eine 
Gruppe a bildet. 

Wenn wir also eine Curve 7~,__~ dutch fl und ( k -  1) willk('lrliehe 
Punkte einer willkarlichen geraden Linie L 2 legen und eine gerade 
Linie L durch einen der abrigen Schnittpunkte P yon L 2 und ~., 
werden L und ~p_~ eine Curve Fp bilden, die eine Gruppe a aus- 
schneider, welche k yon ihren Punkten auf der Linie L.~ hat, und also 
alle Sehnittpunkte yon L 2 und von ~,,, enthalten muss. Lassen wit nun 
L nicht mit L 2 zusammenfallen, sieht man, dass ~,p_~ dutch die t'tbrigen. 
n ~ k Sehnittpunkte von F, und L 2 gehen muss, und da P willkt'~rlich 
gewt~hlt ist, auch durcll diesen. Daraus sieht man, .dass alle Schnitt- 
punkte von L~ und ~,,~ zu a 1 geh5ren miissen, wenn k - - 1  Punkte yon 
einer Gruppe % auf L~ liegen, land damit ist der Satz bewiesen. 

Da a~ alle die Punkte enthMt, worin eine gerade Linie F. schneidet, 
wenn k ~  1 von diesen zu a I gehoren, sieht man, dass sie noch a l l e  die 
Punkte enthalten muss, worin eine-neue, gerade Linie,L~ ~-. schneidet, 
wenn k - - - 2  von diesen Punkten zu a~ gehoren, so dass a die. Punkte, 
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worin drei willkarliche gcrade Linien ~,~ sclmciden, enthaltcn muss, wenn 
k Punkte ~zauf der ersten liegen, k - : - 1  auf der zweiten und k ~ 2 auf 
tier dritten. 

Indem wir immer auf dieselbe Weise fortfahren, werden wir zu 
dem folgenden Satz gefahrt. Wenn alle die Punkte, worin cine gerade 
Linie F~ schneider, zu a gehoren, well k yon diesen Punkten dazu gehoren, 
wird a alle die Punkte enthalten, worin r gerade Linien ~. schnciden, 
wenn k yon den Schnittpunkten der ersten Linie, k -  1 yon denen der  
zweiten, k - - 2  yon denen der d r i t t e n , . . . . . ,  ( k - - r - l - 1 )  von denen der 
r ~" zu a geh~ren. 

Unter den gegebenen Voraussetzungen ist e s  also hOchstens mit 

k(k + 1) (k--  r)(k-- r +  1) 
2 2 

Bedingungen eqvivalent, dass a die Schnittpunkte yon r geraden Linien 
und yon ~ enthalten soll, oder, wie man leicht sieht, wenn so vielc yon 
den Schnittpunkten einer willkarlichen Curve mit ~, zu a geh0ren, mf~ssen 
sie alle dieses thun. 

10) W e n n  q Punkte einer Punktgruppe a, die auf ~ liegt, wilt- 
ktirlich, gew~hlt werden konnen, und alle Schnittpunkte einer willkiir- 
lichen geraden Linie mit ~ zu a gehSren mt]ssen, weil k yon diesen Punk- 
ten dieses thun, muss man haben 

k(k + 1) 
2 

Hatte man n~mlich k(k + 1) -2 ~ q' k5nnte man k willkt~rliche geradc Linien 

wi~hlen und k Punk~e yon a auf der ersten, ( k - -  l) auf der zweiten, 
. . . .  , 1 auf der letzten liegen lassen, und alle die Punkte, worin diese 
Linien F~ schnitten, mfissten dann nach 9) zu a gehSren. Es ist aber 
unmoglich,  dass alle die Punkte ,  wori.n eine willkarliche gerade Linie F~ 
Schneider, zu einer Punktgruppe gehsren mtissen, well einer unter  ihnen, 
P,: dieses ~hut. Denn dann m'assten die Punkte, worin jede Linie durch 
P F~ schneidet, zu a geh0ren, und a folglich alle Punkte yon F~ enthalten, 

was unm6glich ist. Wit  k(~nnen also nicht k(k "4-I)= 2 < q haben. 



150 tI. Valentiner. 

11) Gageben sind mq -4- k Punkte a (q > k), yon walchan angenomman 
wird, dass keiner in einen Doppelpunkt fMlt, die auf einer Curve ~q liegen. 
Eine Curve n~  Ordnung (n > m)i die durch a geht, kann noch durch x 
willkarliche Punkte yon ~ gelegt werden: 

Welcher ist der gr5sste Werth, den man x geben kann, und welche 
Lage hat a in diesem Fall? 

Wi t  wollen zuerst den grSssten Werth yon x suehen und dann in  
12) und 18) versuchendie zweite Frage zu beantworten. 

Wit nehmen 'zuerst an 

(A) .~t>m+~--3. 

In diesem Fall kann man zeigen, dass man immer 

z = ( n - - m ) q  " ( q - 1 ) ( q - 2 )  k 
2 

hat, und dass folglich ~. dureh keinen Punkt von a gehen muss, wail 
sie durch die i:brigen geht. 

~. schneidet noch ~q in einer Punktgruppe fl yon n q - - m q - - k  

Punkten bestehend, und da x yon dan Punkten fl willki:rlich gewMdt 
werden kOnnen, ,g, ird nach 6) eine Curve (q - -3 )  ~e" Ordnung (lurch alle 
die Punkte fl gelien, wenn sic (lurch n q - - m q - - k - - x  willkt~rliche 
Punkte unter ihnen geht. Da aber die Anzahl der Punkte fl grSsser als 
q(q , - 3 )  ist, kann keine Curve ~_ ,  durch fl gehen. Man muss daher 
haben 

rif t--  mq - -  k - -  x > - -  
q(~/-- 3) f f (q-  3) 

2 ' x < n~ 2 mff --  k. 

Da as aber ffir ~,, hochstens mit mq A - k  Bedingungen eqvivalent ist, dass 
Sic durch u gehen soll, muss man auch hubert 

n ~ / - -  (ff - - -  1 ) (q  - -  2)  _ _  m ~ / - -  k < x ,  
2 

und man sieht, dass man immer ft'tr x den obengenannten Werth be- 
kommen muss. Zweitens nehmen wir an 
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a) Wir nehmen Zuerst an, dass m > q. Wi t  nennen die Punktgruppe  
fi, worin f,. ~,q ausser in a schneidet, fl besteht yon (n  ~ m ) q  ~ k Punkten.  
Um eine untere Grenze for den hSchsten Wer th  yon x zu finden, konnen  
wit  zuerst annehmen, dass a auf  einer Curve ~m+l liege. 

W e n n  a auf  einer ~,a+l, lage, kOnnte man ~. durch die t~brigen 
Schnit tpunkte yon ~,~+~ und ~q gehen lassen, und ~, wtirde dann ausser 
in diesen Punkten ~q in ihrem vollstandigen Schnit tpunktsystem mit einer 
Curve ~n--~,--~ sehneiden. Da ~.-.,-1 willkt'lrlich gewlthlt werden k0nnte, 

kSnnten (~ - -  ,h - -  1)(n --  m + 2) 2 von ihren Schnit tpunkten mit F. willkfir- 

lich gew'~hlt werden. Daraus sieht man, dass  man 

(n--  m - - 1 ) ( n ~ m  + 2) + h 2 

setzen kann, indem h ~ 0. 
Eine Curve ~q-3 wird (nach i~)) durch alle Punkte fi gehen, wenn 

sie (lurch (n  ~ m ) q  - -  k ~ x g willktirliehe Punkte  unter ihnen geht, 
und wird dann noch Fq in einer Grul~pe y schneiden, die yon 

q(q - -  8) - -  rq - -  q + k = ( q - - r - - 4 ) q  + k 

Pt~nkten besteht, i n d e m  r ~ - - - n - - m - - l .  Von den Punkten y konnen 
7) zufolge 

q ( q  - -  3 )  ( q  - -  r - -  a ) ( q  - -  ~)  
+ h - -  ( q  - -  ~ )  

2 ' g =  2 ~ 

willki~rlieh gewi~hlt werden. 
Lassen wit  jetzt  r + 1 Punkte  fl und q - -  r - -  3 Punkte  F auf einer 

geraden Linie L liegen, wird Fq-.~ L enthalten, da L in mehr als q -  3 
Punkten von Fi-3 geschnitten wird. Dann m('lssen aber die beiden tibri- 
gen Schnittpunkte yon L und ~q wenigstens zu einer von den zwei 
Gruppen fl oder 1- gehsren 8) zufolge, indem es leieht zu sehen ist, dass 
die da aufgestellten Bedingungen bier erftlllt  sind, 10) zufolge ml]ssen 

w i r  dann haben, dass wenigstens eine yon den folgenden Ungleichhei ten 
statt finder 

( r +  l)(r+2)>r(r+3____ ) + h ,  h < l  
(1) 2 2 
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oder 

(2) (q - -  r - -  3)(q - -  r - -  2) > (q - -  r - -  3)(q - -  q-) 
2 2 - - ~ t + : k T h ,  h < r - - k + 3 .  

Wenn nun r -  k + 3 ~ 0, kann (2) nicht statt finden, d a h  nicht kleiner 
als 0 sein kann, und wir mi~ssen dann  haben h < 1, odes: h = 0. W e n n  

r . - - -k  -4- 3 > 0, sehen wir (2) zufolge,  dass d e r  h0chste Werth,  d e n h  
haben kann, h ---- r - - k - 4 -  2 - - - - n - -  m ~ k A: 1 ist. 

D i e  hschs ten  W e r t h e ,  die x haben kann, sind dann, 

wenn n < m + k - - 1 ,  

und 

wenn n ~ m + k - - 1 ,  

(n - -  m - -  1)(n - -  m "F 2) 

+ n - - m . ~ k +  1, 

die man in die Formel  

z = (n --*-.~(...,n - -  m + 8) _ k + ~(m + k --  n - -  1) 
2 

zusammenfassen kann, w o z  = { ~ ,  je nachdem ~ < m  + k - - 1 ,  

Daraus sieht man, dass F. hochstens durch 

( q + m - - n - - 1 ) ( q + m - - n - - 2 )  
+ ~ ( m + k - - n - - l )  

yon den Punkten a gehen muss, well sie durch die librigen geht. 

/?) Wir nehmen jetzt an dass m < q. Man sieht durch dieselben 
Betrachtungen wie in a ) ,  dass die Formel for  den hochsten Werth  yon 

x unge'~ndert bleibt. 
D ie  Formel  ftir die hschste Anzahl der P u n k t e  a ,  durch welche 

~, gehen muss, well sie dutch die tibrigen g e h t ,  b le ib t  ebenfalls ungean- 

deft, wenn n > q ,  w~hrend man,  wenn n < q, sieht, dass diese Anzahl 

m(q - -  n) + r e ( m - -  3) 2 + ~(m .+ k n -  1) ist, wo ~ dieselbe Bedeutung wie 

in a ) h a t .  

12)  In dem, was yorhergeht,  sind die Formeln ffir den hSchsten 

W e r t h  von x entwickelt. Wi t  wollen jetzt untersuchen, welche  Lage 
eine solche Punktgruppe  ~ haben muss, wenn x diesen hschsten Werth hat. 
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Zufolge 11) (A) .hat  x immer denselben Werth, welche Lage auch a 
hat, wenn n > m  + q - - 3 ,  und wit ksnnen hier aus dem Werth yon x 
nicht schliessen, welche Lage a hat. W i r  fangen also damit an zu unter- 
suchen, welche Lage a hat, wenn m ~ q - -  3 ~ n > k -{- m - -  1, und wit 
wollen zeigen, dass wenn x seinen grSssten Werth hat, wird eine Curve 
~., die ~q in einer Gruppe a schneidet, noch ~q in einer Gruppe /? yon 
(n - -  m)q - -  k Punkten schneiden, durch welche man eine Curve (n - -  m) ter 
Ordnung legen kann. Wenn wit dieselben Bezeichnungen wie in 11)(B) 

gebrauchen, sehen wir, dass (q - r --  4)(q --  r --  1) Punkte der Gruppe i" will- 
2 

karlich gewi~hlt werden ksnnen, indem T die Punktgruppe ist, in welcher 
eine F~-3, die durch fl geht, noch ~ schneidet. Da die Ungleichheit 
l l )  (2)~ (nicht aber 11) (1)) befriedigt ist, mfissen nach 1!) (B) und 8) 
alle die Punkte, in welchen eine willkt'lrliche Gerade L Fq schneider, zu 
i" gehoren, wenn q - - r - - 3  unter ihnen dieses thun. Aber dann wird 
gesehen (dem Schlusse yon 9) zufolge), dass ~- die Punkte, worin q - -  r - -  4 
willkiirliche gerade Linien Fq schneiden, entha:lten kann, und da eine Fq-s 
immer dutch eine willkarliche Gruppe i" und eine willkarliche Gruppefl  
geht, sieht man, dass fl auf einer Curve (r-t- 1) ~e" oder ( n - - m )  t~r Oral- 
hung liegt: 

Umgekehrt sehen wir, dass, wenn wir  eine CurVe F.:~ durch k Punkte 
yon Fq legen, und durCh.die i~brigen Punkte worin ~._~ Fq schneidet, eine 
Curve Fn, F~" noch ~ in einer Gruppe a der genannten Beschaffenheit 

schneidet. Denn ~_~ kann noch' durch ( n - - m ) ( n - - m 2  + 3)__ k willkfir-. 

liche Punkte yon ~ gelegt werden, und der Residualtheorie zufolge, kann 
eine Curve ~ ,  die durch a geh..t, durch eben so viele willktirliche Punkte 
yon ~q gelegf werden. 

• Hierdurch sieht man, dass es wirklich immer Gruppen a giebt, 
du tch  welche man Curven ~ legen kann, die noch dutch x willki~rliche 
Punkte yon ~q gelegt werden ksnnen, wenn x den genannten hschsten 
Werth hat. 

E s  ist leicht zu sehen, w e n n  wir dutch k willkiirliche Punkte eine 
Curve ~p legen kSnnen, dass wir uns eine Gruppe a auch dadurch her- 
vorgebracht denken ksnnen, dass w i r  durch die Punkte, in welchen ~p 
noch ~q schneidet, eine Curve ~+p legen. Hieraus folgt, dass a auf einer 

Acta mathematica. 2. Imprim6 17 Avril 1883, 20 
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Curve (n ___p)ter Ordnung liegt, wenn man dutch die k willkiirl ichen Punkte 
eine Curve (n - -  m - -  p)te~ Ordnung legen kann. 

Wenn k----0, wird die Gruppe a dadurch hervorgebracht,  dass man 
eine Curve ~m+p dutch das vollst indige Schnit tpunktsystem yon ~q und 
einer Curve ~ legt," und a ist dann das vollst indige Schnit tpunktsystem 
yon ~q und einer Curve ~,n. Wenn k ~ 1 oder ~ 2 ist, sehen wit, dass 
man sich eine Gruppe a immer dadurch hervorgebracht denken kann, dass 
man dutch einen oder zwei willkfirliche Punkte  von ~q eine gerade Linie 
L legt, und durch die i ibrigen Schnittpunkte yon L und ~q eine Curve 
(m-~  1) te~ Ordnung. 

13) Wenn n < k - ] - m - - l ,  wollen wir  zeigen, dass a immer auf  
einer Curve ~.+~ liegt, wenn x seinen hSchsten Werth hat, und dass 
eine Curve ~ ,  die durch a geht, ~q noch in denselben ( q - - k )  Punkten 
schneiden wird, in denen ~.+~ noch ~q schneidet, Da in diesem Fall 
nu t  die Ungleichheit (1) 1]) (B) start findet, sehen wir nach 11) (B)  
und 8), dass alle die Punkte, worin e ine  willkiirliche gerade Linie L 
~q schneidet, zu fl gehsren mt~ssen, wenn r ~ 1 unter ihnen dazu gehS- 
ren; dann abet sieht man, dem Schlusse yon 9)zufolge,  dass eine Gruppe 
/~ die Punkte  enthalten kann, worin r ~ n - -  m - -  1 gerade Linien ~q schnei- 
den, und da /9 m i t a  zusammen auf  einer Curve n t~' Ordnung liegt, dass a 
auf  einer Curve (m ~ l) t~" Ordnung ~+~  liegt. ~ muss auch dutch die 
tibrigen Schnittpunkte yon ~.+~ und ~q gehen,' denn yon ./9 kSnnen nut  

(n--m--1)(n--m + 2) Punkte  willkfirlich gewahlt  werden, und da eine 
2 

Curve zusammengesetzt y o n  ~+~ und yon einer wi l lkf i r l ichen Curve 
~n--m--~ durch eben so viele willkfirliche Punkte  yon ~q gelegt werden 
kann, sieht man, dass die Behauptung richtig ist. 

Wenn n ---- m ~ k -  1, ist h ---- 0, wenn x seinen hSchsten Werth hat. 
Die beiden Ungleichheiten l l )  (1) und (2) sind be f r i ed ig t ,  a gehSrt ent- 
weder zu der einen oder der andern Art von den bier genannten Punkt- 
gruppen. 

14) Wenn man fiir alle Wcrthe yon n, n > m, eine Curve ~ ,  die 
dutch a geht, noch dutch eine Anzahl willkfiriicher Punkte  yon ~q, 
die so gross wie msglich ist, soll legen kOnnen, liegt a auf einer Curve 
~+~ ,  die noch ~q in (q~k)Punkten schneidet, die auf einer geraden 
Linie liegen. 
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Wenn k --  1 oder --  2, ist d e r  Satz schon in 12) bewiesen . .Wi ' r  
nehmen je tz t  an, dass k >  2. 13) zufolge muss a auf einer Curve 
(m + l) re" Ordnung liegen, indem wir n < m + k - -  1 wahlen konnen. 
Wenn k - - - - n ~ l  oder : n ~ 2 ,  ist n ~ k  gleich 1 oder 2, und da wir 
immer dutch so Viele Punkte eine gerade Linie legen k~)nnen, ist der Satz 
in diesem Fall bewiesen. Wenn 2 < k < n ~ 2 ,  giebt kS immer, wenn 
n willki~rlich hoch, eine Gruppe /?, d ie  aus den q -  k Punkten/?1,  worin 
F,,+~ noch ~q schneider, und aus den Punkten, worin eine willkfirliche 
Curve (n ~ m - - 1 )  *e' Ordnung ~q schneidet, besteht. Da /~ aber, wenn 
n > m + k - -  1, auf einer Curve (n - -  m) *~" O.rdnung liegen soll, muss/71 
auf einer Geraden liegen. 

Umgekehrt  ist's leicht zu sehen, dass, wenn /71 auf einer geraden 
Linie liegt, x immer seinen hochsten Werth hat. 

15) Wenn eine Punktgruppe a, die aus mq + k Punkten besteht 
( m >  q >  k), eine solche Lage hat, dass eine Curve n t~" Ordnung, wenn 

n ~ k + m - -  1, dutch mehr als (q + m - -  n - -  1)(q + m n - -  2) Punkte von 
- -  2 

a gehen muss, weil sie durch  die iibrigen geht, oder so, dass sie, wenn 

n< k + m - -  1, wenigstens durch (q + ,m - -  ~ - -  1)(q + m --  n ~ 2) 2 + m T k - - n - - 1  

Punkte yon a gehen muss, weil sie dutch die tibrigen geht, muss a auf 
einer Curve qte,. oder niedi'igerer Ordnung liegen, indem wit  annehmen, 
dass nicht jede Curve yon einer gegebenen Ordnung, die wit  dureh a 
legen konnen, eine Curve enthalten muss, die durch einige yon den 
Punkten a geht, ohne dutch alle die Punkte a zu gehen. 

Wir  nehmen zuerst an, dass n => m + k ~ 1; ~,,, kann dann, ausser- 
dem dass sie durch a geht, wenigstens dutch 

n(n2 + 3) m g - - k + ( m + q - - n - - 1 ) ( m 2  + q - n - 2 )  + 1 =  

= ( n - - q ) ( : ~ - - q  + 3) + ( n - - m ) ( n - - m +  8 ) _ _ k +  2 
2 2 

willkarl iche Punkte gelegt werden. 
Wenn nun Fn eine Curve enthalten muss, die durch a geht, findet 

der Satz statt. Denn da Fn, ausserdem dass sie diese Curve enthalten 

muss, wenigstens durch (n - -  q)(n - -  q + 3) willkorliehe Punkte  gelegt wer- 
"2 
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d e n  kann, muss diese Curve, die ein Theil yon ~. ist, hschstens von qt"" 
Ordnung sein, da ~,~ sonst nur  durch eine niedrigere Anzahl yon will- 
kftrlichen Punkten  gelegt werden konnte. Wenn ~, sich nicht auflOsen 
muss, kSnnen wit  durch a eine neue Curve ~,'. legen, die noch ~, in 
n ~ m q -  k Punkten /3 schneidet, wovon wenigstens 

n(n + 3) 
2 m q - - k  + 2 

(m "4" q - -  n - -  l)(m + q - - n - - 2 )  

willki;trlich gew~hlt werden k0nnen. Eine Curve-~_3  muss dann durch 
alle die Punkte  /3 gehen, wenn  sie hOchstens durch 

. ( n  - -  3) ( m +  q - - n - - 1 ) ( m  + q - - n - - 2 )  
2 2 

unter ihnen geht. Eine solche Curve wird noch ~'n in e inet /Punktgruppe 

~- schneiden, wovon wenigstens (m + q --  n - -  1)(m + q --  n - -  2) Punkte  will- 
2 

ki]rlich gewahlt  werden k0nnen. 
y muss 1 0) zufolge nicht daher alle die Punkte  enthalten, worin 

eine Willki]rliche gerade Linie L Fn schneidet, well (m + q - -  n - -  2) yon 
diesen Punkten zu 7 gehsren. Lasst man also m + q - - n - - 2  Punkte 7 
und 2 n -  m -  q Punkte  /3 auf L liegen, muss die Curve ~n_a, die durch 
y und 13 geht, L enthalten, und die 2 Punkte,  worin' L noch ~n schneider, 
m~ssen entweder zu /? oder zu 7 gehoren, und da sie nicht zu [ gehsren 
konnen, weil diese dann nach 8) alle Schnittpunkte von L und ~ ent- 
hal ten mfisste, mftssen sie zu /~ gehSren. /~ enthalt  dann nach 8) alle die 
Punkte,  worin eine willkfirliche gerade Linie ~ schneider, wenn 2 n - - m - - q  
willki~rliche Punkte  tinter diesen zu fl geh0ren. Man kann dann durch a 
eine Curve ~_~ legen, die wenigstens noch d u r c h  

(n--1)(n2 + 2 ) _ _ m ~ _ _ k + ( m + q - - n ) ( m 2 - 4 -  q - - n - - l )  + 2  

wiltktirliche Punkte  gelegt werden kann, oder die durch 

( m + q - - n ) ( m + q - - n - - 1 )  
+ 2  

Punkte  v6n a gehen muss, weil sie durch die ~brigen geht. 
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Wenn n > m + k ~  l, ist also der .Satz  far  n richtig, wenn er ft'lr 
n -  1 richtig ist. Aber  auch wenn n ~_<m + k -  1, ksnnen wir  zeigen, 

dass der Satz flir n richtig ist, wenn er fiir n - - 1  richtig ist. Setzen 
wir n -~ m + k - -  l ,  sehen wir  auf  dieselbe Weise wie fraher ,  dass, wenn 

~ durch (m + q - -  n - -  1)(m + q - -  ~ - -  2) 2 + 1 Punkte  yon a gehen muss, 

weil sie durch die fibrigen geht, muss ~_~ durch 

( m +  q - -  n ) ( m  + q ~ n - -  1)  
+ 2  

yon den Punkten  ~ gehen, well sie durch die t'lbrigen geht. Auf  die- 
selbe Weise sehen wir, wenn r e + k - - 1  > n > m +  l,  und ~ durch 
( q + m - - g - - 1 ) ( q + m - - n ~ 2 )  + m + k - -  ~ - -  1 yon den Punkten  a gehen 

2 
muss, well sie durch die ~'~brigen geht, dass ~n-1 dutch  

(m + i f - -  ~)(m + q - -  ~ - -  1) + ~ a + k - - n  
2 

yon den Punkten a gehen muss, well sie durch die ~]brigen geht. Also 

auch in diesen Fallen ist der Satz for  n richtig, wenn er fflr ( n - - l )  

richtig ist. 
Wir wollen a l s o  zeigen, dass der Satz fi~r n ---- m + 1 richtig ist, um 

zu zeigen, dass er in allen FMlen richtig ist. 
Wi t  brauchen daher nur  zu zeigen, dass, wenn eine Curve F,,,+I we- 

nigstens durch ( q -  2)(q - -  3) 2 ~- ~(k - -  3) + 1 Punkte  yon a gehen muss, weil 

sie durch die iibrigeri geht, muss a auf, einer Curve qt,r oder niedrigerer 

indem e = [ 1 ,  je nachdem k > 3 .  F~+I kann nech we- Ordnung liegen, 

nigstens durch ( m - - q  + 2 ) (m--q  + 3) 2 + (~ - -  1)(k - -  3) wil!ki]rliche Punkte  

gelegt werden. Wie vorher  sieht man, dass, wenn Fm+l eine Curve ent- 
halten muss, die durch a geht, diese yon niedrigerer Ordnung als der gt,n 

sein muss. 
Wenn F~+I nicht eine solche Curve enthalten muss, schneidet eine 

neue Curve F'~+I, die  durch a geht, ~'m+l in einer Gruppe fl, die von 
(m -~ 1 ) ( m - - q  + l) + q - - k  Punkten  besteht, von welchen wenigstens 
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(m--q  + 1)(m--q + 4) 
2 + ( ~ -  1)(k--3) wil]ktirlich gewi~hlt werden konnen, 

und wie frfiher sieht man, dass diese Gruppe die Punkte, worin eine 
willkfirliche gerade Linie ~.+1 schneider, enthalten muss, wenn m - - q  + 2 
willki~rliche Punkte unter diesen zu /~ gehoren. Es ist also (dem Schlusse 

yon 9) zufolge) h0chstens mit (m--q  + 1)(m--q + 4) Bedingungen eqviva- 
2 

lent, dass fl alle die Punkte enthalten soll, worin m - - q  + 1 willk•rliche 
gerade Linien ~,,+1 schneiden, und da wenigstens eine so grosse Anzahl 
yon den Punkten fl willkiirlich gewahlt werden k0nnen, muss a auf einer 
Curve ~q liegen. 

16) Eine Raumcurve c, liegt ganz auf einer Fli~che F. ,  wenn sie 
so yon n Ebenen geschnitten werden kann, dass n ebene Cur'/en, wovon 
jede jede andere in n Punkten schneider, durch die nm Schnittpunkte 
gelegt werden konne n .  Der Satz ist dadurch einleuchtend, dass diese n 
ebenen Curven zusammen eine vollst'~ndige Durchschnittcurve von zwei 
Flachen Ce,. Ordnung bilden.(i) 

17) Wenn zwei Fli~chen /~ und Fq einander schneiden, und eine 
Flache Cer Ordnung Fn durch ihre vollstandige Durchschnittcurve geht, 
und F.  die eine Fl[~che /;~ noch in einer vollsti~ndigen Durchschnittcurve 
schneider, muss sic auch die andere in einer vollst~ndigen Durchschnitt- 
curve schneiden. 

Dieser Satz wird wie der analoge yon ebenen Curven bewiesen. 
18) Wenn cp~ die vollsti~ndige Durchschnittcurve yon zwei Flachen 

Fp und Fq ist, und wenn eine Flache F~, die eine t-fache Curve in 
jedem Theil c ~ yon c~q hat, welcher t.fach auf Fp ist, dutch cpq geht, 
und wenn F,  jedes Netz von Fp langs c '~ (s - -1)- fach bert~hrt, wenn 
c *~ s-fach auf ~q ist, so schneidet F.  noch Fp in einer Curve, dutch 
welche man eine Flache F,_q legen kann, die eine ( t - -1 ) - l a the  Curve 
in c '' hat. Schneiden wir cpq mit einer Reihe yon r Ebenen P~, und 
legen wit durch die Schnittpunkte yon den r Ebenen und c~q eine 
Fli~che F., die jede P~ in einer Curve f schneidet, welche einen t-fachen 
Punkt in jedem der Schnittpunkte a] yon P~ und c ~ hat, und welche 
in einem solchen Punkte jedes Netz von Fp ( s -  1)-fach berl~hrt, und 
nehmen wir ani dass /)~ die Fl~che Fp in ~ ,  die Flache Fq in ¢~ 

(~) Siehe eine Abhandlung von mir: Mathematisk Tidsskrif h Kj~benhavn 1879~ p. 24. 
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schneidet, so kSnnen wir zeigen, dass Fn noch die r Curven ~ in Punk- 
ten schneider, die auf einer Fl~che F~_q liegen, die jede Ebene P~ in 
einer Curve g~ schneider, die einen ( t - -1)-fachen Punkt in jedem a~ 
hat. Da dieses start findet, wie I gross auch r ist, ist hiermit auch der 
urspriingliche Satz bewiesen. Wir kOnnen ni~mlich F~ m i t  der in dem 
ursprt~nglichen Satz erwi~hnten Fl~che zusammenfallen lassen; und da r 
so gross gemacht werden kann, wie wir  wollen, muss  eine willkiirliche 
Ebene P die Flhche Fn__ q in einer Curve g schneiden, die einen (t ~ 1)- 
fachen Punkt in jedem Schnittpunkt von P und c ~ hat, und die durch die 
abrige Durchschnittcurve der /~ mit F~ ausser cpq gehen muss, da sie diese 
Curve in mehr als (n - -  q)=p Punkten schneiden muss, und die also mit der 
in dem urspranglichen Satz erw~hnten Fl~che Fn_q zusammenfallen muss. 

Wir fangen damit an n so gross anzunehmen, dass es far F .  und 
F~_q unabhi~ngige Bedingungen sind, dass ihre Schrlittcurven mit den 
Ebenen P~ t- und (t ~ 1)-fache Punkte in den Punkten a~ h a b e n  sollen, 
und dass f in diesen Punkten die Zweige von ~ (s ~ 1)-fach bert'lhren 
sollen, so wie auch dass Fn und /;~_q nieht dieser Bedingungen wegen 
durch einen Punkt ausser den gegebenen gehen muss. Dass wir wirklich 
n so gross annehmen kSnnen, ist leicht zu sehen, wenn wit uns F n und 
Fn_q yon Ebenen zusammengesetzt denken, yon denen beziehungsweise 
t q - s -  1 und t ~ 1 durch die Punkte at~ gehen. 

T'~ kann dureh 

n •  J 

2 
( p  - -  1 ) ( p  - -  2)  -~ + t(s--- 1>) = 

(p - -  1)(ip - -  2) _ _ ~  t ( t  - -  1) q) 2 A_J 2 

willk~rliehe Punkte yon ~:~1 gelegt werden, ohne dass sie ~1 enthalten 
muss. Wenn die Schnittpunkte von F, n und ~1 bestimmt sind, und keiner 
yon ihnen in einen Schnittpunkt yon f l  und ~: f~llt, kann Fn dureh 

° E io(n - -  q - - 1 )  - -  (P  - -  1)(1°2 - - 2 )  • t(t2--1)+l 
willktirliehe Punkte yon ~ gelegt werden, ohne dass sie ~ enthalten muss. 

Die Linie LI~ , worin /)1 und P= einander schneiden, bildet ni~mlich 
zusammen mit ~ eine Curve (p + l) ter Ordnung. Legen wir dann eine 
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Curve f~ n ~e~ Ordnung dureh die n Punkte, in welehen f~ P~ schneidet, kann 

diese noch durch ~/o T(/~ 1) willki~rliche Punkte yon ~ gelegt werden, 
2 

indem man f~ im ganzen durch n(p + 1) T ( p -  1) willkarliche Punkte  
2 

einer yon L12 und f2 zusammengesetzten Curve legen kann. Soll nun ~ 
t-faehe Punkte in den Punkten a~ haben und die Zweige yon F~ in solehen 
Punkten ( s -  1)-Neh bert~hren, kann sie noeh dureh 

~o(u - -  q - -  1) (p - -  1)(p - -  2) ~ t(* - -  1) 
- -  2 - -  ~ + 1  

willkt~rliche Punkte von F~ gelegt werden. Hieraus sieht man aber, dass 
i~'. durch ebenso viele willktirliche Punkte yon F2 gelegt werden kann, 
da zwei Curven n ~" Ordnung, die einander in n Punkten schneiden, die 
vollstt~ndige Durchschnittcurve von ihren Ebenen und einer Fli~che F.  
bilden. 

Auf dieselbe Weise wird gesehen, dass wir F.  durch 

T(n - -q  -- r +'1) --  (P --  1)(T2 -- 2) __~'t(t --_2 1) + 1  

willktlrliche Punkte von ~ legen k0nnen, wenn die Schnittpunkte von 
F,  und ~1, ~ ,  ~8 .. . .  ~-1 bestimmt sind. :Nennen wir die Durehschnitt- 
linie von P~ und P~ L~. Die Curven f~, f2 . . . .  f~-i bilden zusammen 
die vollstandige Durchschnittcurve yon den Ebenen /)1, P~ . . . .  P~_I und 
einer Flache F. ,  also bilden ihre Schnittpunkte mit einer Ebene P~ 
ein vollstandiges Schnittpunktsystem a einer Curve n re" und einer Curve 
( r -  1) te~ Ordnung, und es  ist ffir eine Curve f., die n re" Ordnung ist, 

mit n(r--1) ( ~ - - 2 ) ( r -  3) Bedingungen cqvivalent, durch a gehen zu 
2 

sollen. 

Nun bilden Ll,., L ~ . . . .  L(~_l), mit ~ zusammen eine Curve 
(p q - r -  l) ~ Ordnung, und da man f~ im Ganzen durch 

n ( p + ~ ' ~ l ) ~  (p + r - 2 ) ( p + r - 3 )  
• 2 
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willkt~rliche Punkte  einer solchen Curve legen kann, kann also f. dorch 

~ (p + r --  2)(/o2 + r -- 3) + (r --  2)(r2 --  3) == (n --  r)2 P(P --2 5) 

willk~rliehe Punkte von ~ gelegt werden, ausserdem dass sie dutch das 
Schnittpunktsystem a geht, oder sic kann, ausserdem dass sie t-fache 
Punkte in den Punkten a~ hat und die Zweige yon G. in diesen Punkten 
(s ~ 1),fach berohrt, noeh dureh 

p ( n - - q - - ~ - +  1)'-- (1°-  1)(1°2 --2) ~t ( t - -2  1 )+1  

willkarliche Punkte yon  F~ gelegt werden, r Curven n re" Or&iung, von 
welchen jede jede andere in n Punkten trifft, bilden' aber zusammen eine 
vollstandige Durchschnittcurve yon einer Flache F.  und yon den Ebenen 
dieser Curven, und es ist daher einleuchtend, dass man F n dureh die 
erwahnte Anzahl von willkfirlichen Punkten gehen lassen kann. 

Auf dieselbe Weise wird gesehen, dass man F~_q du tch  eine eben 
so grosse Anzahl willktirlicher Punkte yon jeder Curve ~1, ~2 . . . .  ~ 
gehen lassen kann, und da T;,_~ mit F~ zusammen eine Fli~che Fn bildet, 
sieht man, dass F~_~ dutch alle die Schnittpunkte yon F.  und F1,F2 ' ' . '  ~G 
gehen muss, die flicht in die Schnittpunkte yon Fq und yon. diesen 
Curven fallen, wenn m a n  K.  und F,,_q dutch dieselben willkiirliehen 
Punkte dieser Curven gehen lasst. Wenn die Schnittpunkte von F._q und 
von ~1, F~ . . . .  G. bestimmt sind, kann man noch F,,_q dutch 

willklirliche Punkte gehen lassen. 
Wir wollen jetzt zeigen, dass der Satz far ( n w  1) richtig ist, wenn 

er ftir n richtig ist, vorausgesetzt, dass es eine Flache F.=I giebt, die (lie 
in dem Hauptsatz angegebenen Bedingungen befriedigt. F._I wird immer 
init einer willkl~rlichen Ebene P zusammen eine Flache F n  bilden, und 
der Satz wird also far diese zusammengesetzte Fl~che richtig sein; wir 
ksnuen aber zeigen, dass wit immer far F._q eine Fl~che w~hlen konnen, 
die von P und einer Fl~che F._q_l zusammengesetzt ist. Wir nehmen 

Acta mathematica. 2. Imprim6 2l Avril 1888. 21 
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immer an,  dass r >  p, und f a n g e n  damit an r so gross anzunehmen, dass 
wir, wie wir eben gethan haben, den Satz direct beweisen ksnnen, und 

dass F,~_q noch 

Bedingungen erf~llen" kann, ausserdem dass ihre Sehnittpunkte mit 
F~, ~2 . . . .  9~ bestimmt sind, und dass n ~ q > r -{- p - - -  3. Fn_ q 

muss dann P enthalten, wenn sic durch (n --  q)(~-- q + 3) 2 - - p r  + 1 will- 

kt'lrliche Punkte /~ von P geht. Denn F,,_q schneider P, ausser in den 
Punkten /?, in den rp Punkten, in welchen P ~1, F2 . . . .  9',. schneider, und 
da es mit  rp Bedingungen eqvivalent ist , d a s s  eine Fli~che hoherer als 
( r A - p  ~ 3) t~'' Ordnung hierdurch gehen soll, wird also F~_q P enthalten 

und noch durch 

(; - -  ~ ~,~ - -  q - -  l )r_p rp(r +2 p ] 

willkt~rliche Punkte gelegt werden kt~nnen. Durch  b,_q willkfirliche 
Punkte k a n n  man also immer eine Fl'~che F~_q legen, wenn es eine 
Fl'Ache F,, giebt, die die in deTu Hauptsatze genannten Bedingungen er -  

fl]llt, und n - -  q > r -1- p - -  3. 
Wenn n ---- p A- q + r - -  3, kann F~_q noch 

( r + p  2 

Bedingungen erfiillen. F,,_q wird dann eine willkiirliche Ebene P ent- 

halten, Wenn sie durch (r + p - -  3)(r -[- ~o) -[- 1 - -  q'3~ -I- 1 willklirliche Punkte  
2 

derselben geht, indem es mit r p - - 1  Bedingungen eqvivalent ist, dass 
eine Fl'~che ( r +  p - - 3 ) '  ~'' Ordnung dutch die Schnittpunkte yon P und 
von F~, 92 . . . .  9,. gehen soll. In diesem Fall wird also F~_q._~ noch 

6 --~t,( + r - - 4 ) r l ~ - -  2 1 
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Indem wir auf dieselbe Weise fortfahren, sehen wir durch Induc- 
tion, dass Fn_q wenigstens 

(2 + r - - k +  1)( 2 + ~ ' - - k +  2)( 2 + r - - k  + 3) (k --- 1 ) (k - -2 ) (k - -3 )  
6 6 

Bedingungen erft~llen kaml, wenn n - ~ p A - q - 4 -  r - - k > r + q .  Denn 
diese Formel ist ftir ( n -  1) r icht ig ,  wenn sie f(lr n richtig ist, da F~_~ 
P enthalten wird, wenn sie dutch 

(n  - -  q)(n - -  q -I- 3) (k --- 1)(k - -2 )  
2 - - r 2 +  2 + 1  

willkt ' trliche Punkte derselben geht. Wenn n ~ r A- q, 
F iloch 

( r +  1)(r + 2)(r+3) ( 2 - - 1 ) ( p - ' 2 ) (  2 - 3 )  [ rlp(p 

6 6 

(r--19 + 1) ( r - -2  A- 2 ) ( r - -2  "4- 3) 
= 6 + 1  

sehen wit dass 

? ' - -  4)) = 

Bedingungen erftillen kann. 
F,,_~ wird in diesem Fall P enthalten, wenn sie durch 

• ( r - - 2  A- 1 ) ( r - - p  A- 2) 
+ 1  

2 

willkt'lrliche Punkte  derselben geht, und F,,_~_i muss in diesem Fall noch 

(r - -  2)(r - -  p + 1) ( r - -2  + 2) 
6 

Bedingungen erf~'dlen k6nnen. 
Wenn n = r + q ~ 1, muss F~_q die Ebene P enthalten, wenn sie 

dureh (r  - -  p ) ( r  - -  p + 1) willk~rliehe Punkte derselben geht, und F~.~_i 
2 

wird dann noeh " 
( r - - 2 -  1)(r--2)@---P -t- 1) 

6 

witlkt~rliche Bedingungen erfallen k~snnen. 
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Wie vorher konnen wit dann dutch Induction zeigen, dass T~_q 
wenigstens 

(r---/o - - k  + 1 ) ( r - - p - -  k '+ 2)(r--_p --- k + 3) 

Bedingungen erffillen kann, wenn n ~ r +  q - - k  >= q + p,  indem Fn_q 

P enthalten muss, wenn sie durch ( r - - p  - -  k + 1)(r --  p - -  k + 2) willkt'lr- 
2 

liche Punkte  derselben geht. 
Wenn n < q  +4-P, und Fn yon einer Ebene P und einer Fli~che/~_~ 

zusammengesetzt ist, muss 1~'~,_~ immer diese Ebene enthalten. Der Satz 
ist jetzt in allen Fallen bewiesen, indem es, wenn n=>p + q, von der 
Anzahl der Bedingungen, die Fn_q noch crffillen kann, gesehen wird, dass 
sie nicht Fp enthalten muss, und sie es nicht t h u n  kann, wenn n < p  + q, 

indem in diesem Fall F ,,_q von niedrigerer Ordnung als Tp ist. 
Aus dem Hauptsatz folgt, dass, wenn eine Flache F,  eine andere 

Flache Fp in einer vollstandigen Durchschnittcurve cp,~ schneidet, wovon 
kein Theil auf Fp doppelt  ist, muss der i~brige Theil der Durchsclinitt- 
curve von F~, und F ,  auch eine vollstt~ndige Durchschnittcurve sein. 
Wenn n > p  + q - - 4 ,  ist es daher mit  

pq(p + q - -  4) (~q --  1)(pq - -  2) 
+ h + l  npq 2 -= 'n~q - 2 

Bedingungen eqvivalent, dass F ,  cp~ enthalten soll, indexn h die Anzahl von 
scheinbaren Doppelpunkten auf Cpq ist, w~,hrend es, wenn n ~ p  + q - - 4  mit 

p q ( p + q - - 4 )  (p + q - - n - - 1 ) ( p  + q - -  n - -  2)(/0 + q - -  n - -  3) 
n T q - -  2 + 6 

Bedingungen eqvivalent ist. 
Es wird gesehen, dass die Formeln ftir 

r q- ~/-- 1, 

~== jo + q - - 2  

j o + q  3 

zusammenfallen. 
19) Wir nehmen an, dass zwei Flachen /~\ und ~ einander in den 

Curven c,. und cp~_~ schneiden, und dass kein Theil yon c~ auf F~ mehr- 
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fach ist, wahrend jeder Theil d von c~,,_,., der auf F,, t-fach ist, auf Fp 
( t - -1) - fach  ist, (wenn t >  l). Ferner nehmen w i t  an, dass alle die 
Flachen, von welchen im Folgenden die Rede ist, ebenfalls ( t - -1)- fache 
Curven in c ' haben. 

Wenn wit eine Flache F¢ dureh c,. legen, und diese noch F,, in der 
Curve Cq,,_,. schneidet, konnen wir dutch jede Curve c',., worin eine neue 
Flache F'q (lurch cq~_,. F,, schneider, auch eine Flache/;"p legen, ~tie dureh 
c~,,_,, geht.  

F'q bildet namlieh mit F~ zusammen eine Flgtche /~+q, die durch 
die Durchschnitteurve yon Fq und F,, geht, und eine ( 2 t - -  2)-fache Curve 
in jedem Theil yon dieser hat, der t-fach auf F,,, ( t - -  l)-fach auf 1'~ ist, 
und also muss der t'lbrige Theil der Durchschnittcurve von I*~+,~ und/~'~, 
18) zufolg% auf einer Flache F'~, liegen. 

II. 

D q r s t e ! l a n g  d e r  Raa t t t ca ,J ' ven  ¢tls Schni t tv t t , t . ven  y o n  K e g e l n  ,at~d 
Monoidett. 

20) Eine l~aumcurve •ter Ordnung ca kann immer dazu gebracht 
werden, dass sie Punkt for Punkt einer ebenen Curve entspricht. Wenn 
man nli, mlich einen Kegel Fn, der seinen Scheitei in einem willkOrlichen 
Punkt hat, durch cn legt, u nd man F,, mit einer Ebene P schneider, kann 
man sich denken, dass jeder Punkt p. der Raumeurve dem Punkt p' 
der Ebene entspricht, in welchem die Erzeugende yon F,, dureh p P 
schneidet. Nehmen wir an, dass die Gieichung der Ebene x 4 ~ 0 ist, indem 
wir ein allgemeines 4-Plan-Co0rdinatensystem brauchen, und dass der Schei- 
tel des Kegels in x 1 - :  x~ : x 8 = 0 liegt, so ist die Raumcurve durch 

~4 = ~ . ~ u n d  ~ n = 0  
- ~ - - m l  

bestimmt, indem wir annehmen, dass ~ ,  S~_~, ~,~ homogene Functionen 
beziehungsweise der Ordnungen m, m ~ 1 und n von x~, x~, x s sind. 

~ ~ 0 ist die Gleichung des Kegels, der durch en geht, und ~, - ¢~ 

giebt an, dass jedem Punkt xl :x  2 :xs, ~ worin eine Erzeugende yon 
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~,~ x~ -- 0 schneider, ein Punki der Raumcurve entspricht, indem dicser 
bestimmt i s t ,  wenn wir die X l : X 2 : X  3 entsprechende Coordinate x 4 be- 
stimmt haben. Man sieht auch, dass x 4 eine rationale Function von x 1 :x2:x ~ 
sein muss, da sonst jedem Punkt xl : x~ : x 3 mehr als ein Punkt der Raum- 
curve entsprechen wt'lrde. Man kann also auch die Raumcurve als Durch- 
schnittcurve eines Kegels n! e" Ordnung, und einer Flache Mm_~ mit einem 
( m -  1)-t~achen Punkt in dem Scheitel des Kegels auffassen. Diese 
Flache M,n_~(~,, ,-  x4~m_~-= O) wird wie vorher gesagt eine Monoide ge- 
nannt, ~ = 0 (oder kiarzer ~m) wird der Oberkegel von M,,,_~ genannt, 
~,,_~ = 0(~_~) der Unterkegel.(~) Man sieht, dass im Allgemeinen ein 
Kegel und eine Monoide mit den Scheiteln in demselben Punkt a ein- 
ander nicht in einer Raumcurve n re'' Ordnung, sondern in einer Raumcurve 
mn ~ Ordnung mit einem n(m- -1 ) - f achen  Punkt in a schneiden. Die 
Flachen .~, und M~_~ mt~ssen also speciell sein oder wenigstens in be- 
sonderen Beziehungen zu einander stehen. Da der Scheitel ~ willklarlich 
gewahlt werden kann, kt~nnen wir annehmen, dass c,~ nicht durch a geht. 
Die vollstandige Durchschnittcurve yon ~. und M~,~ muss sich dann in 
cnund  in eine Curve c,,( .... ~) mit einem n(m--1)-fachen Punkt in a auf- 
l~sen. Dann muss aber c~ aus n ( m -  l) geraden Linien 1 bestehen. Denn 
jede Ebene, die durch a und noch einen Purikt yon cn(.,_ , geht, muss 
einen Theil dieser Curve ganz enthalten, da c,(,_~) von der Ebene in 
mehr als n ( m - - 1 )  Punkten geschnitten wird. D a x  4 fi'tr die Punkte 
der Linien 1 unbestimmt sein muss, hat man. for Punkte dieser Linien 

~,,~ = O, ~,~_~ = O. 

~,n-~ und ~ sehneiden einander eben in n ( m -  1)geraden Linicn, 
und man muss also, wenn ~ = 0 ,  ~ , ,_~=0 ,  auch ~ =  0 haben. Es 
wird dann gesehen, dass ~ Doppellinien haben niuss. Ware namlich 
m < n, mfissten sonst ~ = 0 und ~m~ = 0 eina~der in mehr als m ( m ~  1) 
Linien schneiden, und ware m > n, hatte man 

~,~a + ~,~-lb ~ ~ .... 

indem a eine ganze homogene Function (m ~ n) t'" Ordnung yon xl :x~ :xa, 
b eine solche Function 1 'e'~ Ordnung sind, und man ksnnte dann die 
Gleichung der Mono3de 

(~) Siehe CAYLEY: Comptes rendus~ tom. LIV~ p. 55. Considdrations gdndrales sur 
les courbes en espace. 
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( x , -  b)~,, ---- ~na 

schreiben, welche zeigt, dass dann die Curve eben sein mi~sste. 
Die Monoide muss alle die geraden Linien enthalten, die durch a 

gehen und cn zweimal schneiden, (die Doppelstrahlen), weil die Monoide 
diese in (m + l) Punkten schneiden muss: Wenn sich keine wirkliche 
Doppelpunkte auf cn finden, sieht man, dass die Monoide durch alle 
Doppe!linien von ~ gehen muss. Dagegen braucht die Monoide nicht 
durch die Doppellinien von ~n zu gehen, die durch wirkliche Doppel- 
punkte yon c~ gehen, wenn diese Doppelpunkte nicht hSherer Ordnung 
als der zweiten sind. In dieser Abhandlung soll abet nut  auf solche 
Curven Rt]chsicht genommen werden, die keine solche Specialiteten dar- 
bieten. 

21) Wenn V~ die Projection einer Raumcurve ist, ksnnen die Dop- 
pelpunkte yon ~n entweder Projectionen yon wirklichen oder schein- 
baren Doppelpunkten sein. Wenn c,~ die Durchschnittcurve yon Mm-1 
und einern Kegel ~ ist, der durch die ebene Curve ~ geht, wollen wir 
untersuchen, wann das eine und warm das andere der Fall ist. Wir 
n e h m e n  an, dass keine Linie auf ~n mehr als doppelt ist, und dass die 
Tangentenebenen in einer solchen Linie nicht zusammenfallen. 

Nehmen wit an, dass Mm_l in einer Doppellinie D yon ~ die Netze 
von ~n in p und q zusammenfallenden Linien schneidet, so mt]ssen sowoh][ 
der Ober- wie der Unterkegel diese :Netze in D in eben so vielen zusam- 
menfallenden Linien schneiden. 

Jeder  Kegel m re" Ordnung ~'~, der durch alle die Durchschnittlinien 
von ~ und ~.,_1 geht, muss M.~_~ in einer ebenen Curve schneiden; denn 
~'m schneider M~_~ in allen ihren Durchschnittlinien mit ~m.-~, u n d e s  
kann durch einen willkt~rlichen ebenen Schnitt yon M.,_~ ein ~'~ gelegt 
werden, da ~'m noch drei Bedingungen erft~llen kann. Soll nun c~ einen 
wirklichen Doppelpunkt d haben, muss jede Ebene P, die hierdurch 
geht, c,, in zwei zusammenfallenden Punkten schneiden, oder die Durch- 
schnittcurve yon /) und M~_~ muss die beiden Netze yon F,, in d p-real 
und q-mal bert~hren, und also muss ein ~'~, der dutch einen solchen 
ebenen Schnitt geht, dasselbe thun. 

Da nun die St~ze yon den ebenen Curven auf Kegel mit gemeinschaft- 
lichem Scheitel unmittelbar t~bertragen werden konnen, sieht man, 2)zu- 
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folge, dass die auf einer ~',~ D benachbarten Linien durch einen unter ihnen 
bestimmt sind. Es giebt also im Allgemeinen kein ~'m, der in D die 
beiden Netze von 9,, P" und q,fach berlahrt, so dass, wenn keine be- 
sonderen Bedingungen statt finden, D ein Doppelstrahl zu e, ist. Die 
nothwendige und zulangliche Bedingung dafiar, dass ca auf D einen wirk- 
lichen Doppelpunkt d haben, soll, ist, dass es einen Kegel ~'m giebt, der 
in D die beiden Netze yon ~, p - u n d  q-fach berfihrt. Dann mlassen 
namlich alle ~'m, die z. B. das eine Netz von ~, p-lath berlihren, auch 
das andere  q-fach bert~hren. Alle diese ~',~ mlassen M~_~ in ebenen Curven 
schneiden, die die Netze yon ~ in p uud q Punkten in D beriahren, und 
deren Ebenen also c~ in zwei in D fallenden Punkten d schneiden, und 
da diese Schaar von ~',~ doppelt unendlich ist, muss cn einen wirklichen 
Doppelpunkt in d haben. 

Wenn D nur eine einfache Linie a u f  M~_~ ist, und c,, einen wirk- 
lichen Doppelpunkt haben sol.l, muss es ein ~'~ geben, der in D eine 
Doppellinie hat. Dazu ist aber nur nothwendig und zulanglich, dass 
~m-1 aile ~'~ in zwei in D zusammenfallenden Linien schneidet. Dass 
dieses nothwendig ist, sieht man daraus, dass der ~',~, der eine Doppel- 
linie ill D hat, ~_~ in zwei in D zusammenfallenden Linien schneiden 
muss, und dass also al le ~'~ dieses thun milssen. Dass die Bedingung 
zulanglich ist, sieht man daraus, dass alle ~'m die Tangentenebene /? zu 
~_~ in D beriahren miissen. Da wenigstens d ie  eine Tangentenebene /)1 
des ~ in D von P verschieden sein muss, muss ein ~'~, der auch /'1 
beri~hrt, eine Doppellinie in D haben. 

Wenn D einfach auf M~_~ ist, und wenn c,; einen wirklichen Dop- 
pelpunkt auf D haben soll, ist es leicht zu sehen, dass man auch die 
nothwendige uud zulangliche Bedingung daftir dadurch ausdrt'mken kann, 
dass Mm_ 1 einen Doppelpunkt auf D haben soll. 

IJbrigens lassen sich die angestellten Betrachtungen mit geringen 
Modificationen auf den Fall anwenden, wo D eine Rt~ckkehrlinie von F~ ist. 

22) In dem, was vorhergeht, haben wir gesehen, dass man sich jede 
Raumcurve c,, als Durchschnittcurve von einer Monoide und einem Kegel 
denken kann. Wit nehmen an ,  dass 

Mm=~ ~-- 9~-1 ~4 -- ~m = 0 

die Gleichung der Monoide ist, indem F~ und F~-~ dieselben Bedeutungen 
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wie in 20) haben. Legen wir jetzt einen neuen Kegel F~,_, durch die 
Doppellinien D von Fn, durch welche Fm-~ geht, so ist es erlaubt an- 
zunehmen, dass diese Linien nicht d oppelt auf ~'m,-~ sind, indem es leicht 
zu sehen ist, dass es solche 7'~,-~ giebt, wenn m~ hoch genug ist. 

Die Kegel 7'm und F~I-1 bilden zusammen einen Kegel F~+m,-~, der 
in jeder D jedes Netz y o n  F,~ in einer Linie mehr schneidet als Fro-,. 
Da D nur doppelt auf ~ .  ist, sieht man, 4) zufolge, dass 7'.,+.,,-~ noch 
7',, in Linien schneider, die auf einem Kegel Fro, liegen. 

Wir mi~ssen dann haben 

wo a eine Constante ist, u eine ganze homogene Function (in-f-m I - - n - - 1 )  '~ 
Ordnung yon Xl, x2, x~; denn jeder Kegel des Bundes 

das gebildet wird durch Variation von ~t, schneidet n~mlich ~,~ in den- 
selben (m -t- ml ~ 1)n Linien, und bestimmen wir 2 so, dass der  ent- 
sprechende Kegel durch eine willkhrliche Erzeugende yon ~'n geht, muss 
dieser Kegel ~ enthalten. Hieraus folgt abet, dass 

Und da dieses die Gleichung einer Flache ist, die durch c,, geht, und 
die Fn in derselben Durchschnittcurve wie 

~_l(~,n,_lz 4 + a~.,~) = 0 

schneidct, und da F~-I nicht cn enthalten kann, muss 

dieses thun. 
Wir nehmen jetzt an; dass wir einen neuen Kegel ~ _ 1  haben, der 

nur durch die Doppellinien h, die Doppelstrahlen zu c,, sind, zu gehe 0 
braucht. 

~m-i und ~ ,  bilden einen Kegel ~,~,+,_~, der durc~h die Durchschnitt- 
curve yon ~. und ~ , _ ,  gehg in jeder Linie h eine Doppellinie hat und 
in den abrigen Doppellinien ~,,~,-1 in denselben Linien WiG ~,, schneider 

Ac ta  ma themat i ca .  2. I m p r i m 6  30 Avri l  1883. ~2  
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(dem Schlusse yon 21) zufolge). ~,~+~-1 muss dann noch ~,. in Linien 
schneiden, die auf einem ~ liegen, und man h a t  wie vorher 

wo a~ und u 1 i~hnliche Bedeutungen wie a und  u haben, und ebenso dass 
c~ auf einer Monoide liegen muss, deren Gleichung 

~m2-1x4  - -  a a l ~ , , , 2  = 0 

ist. 
Wir haben also den Satz: 
Wenn man dutch die geraden Linien, die man aus einem willkiirlichen 

_Pankt za der Curve cn ziehen kann, und die die Curve in zwei _Punkten schnei- 
den (die DoplJelstrahlen), einen Kegel legt, so giebt es immer eine Monoide, 
die diesen Kegel zam Unterkegel hat, die die Curve enth(ilt. 

Da eine Curve c,, hschstens nur (n - -1 ) (n - -2 )  scheinbare Doppel- 
2 

punkte haben kann, und da man durch eine solche Anzahl von Linien, 
die dutch denselben Punkt gehen, eincn Kegel ( n - - 2 )  ~" Ordnung legen 
kann, so liegt eine Curve c; immer auf einer Monoide ( n - - 1 )  ~ oder 
niedrigerer Ordmmg. 

23) Wir  wollen jetzt suchen die folgende Frage zu beantworten: 
Wann konnen wir eine ebene Curve F~ als Projection einer Raum- 

curve c~ auffassen? 

Nehmen wit zuerst an, dass die Raumcurve c~ mehr als (n--2)(n--3) 
2 

seheinbare Doppelpunkte h hat, indem h sowohl die Anzahl der Doppel- 
strahlen aus einem willkiirlichen Punkt a als diese selbst bezeichnet. 
c. liegt au f  einer M._=. 

Man sieht, dass ~i~ in diesem Fall immer als die Pro]ection-einer Raum- 
curve c,, aufgefasst werden kann. Wenn wit ni~mlich dutch die Doppel- 
linien eines Kegels gn, (let die cbene Curve projicirt, einen Kegel ~._= 
legcn, schneidet ~.-2 noch ~ in h~ = n ( n - - 2 ) ~  2h Linien, welche Li- 
nien auch selbst dutch h~. bezeichnet werden. Durch h und h~ ksnnen 
wit cinen Kegel g._~ legen, der nicht ~,,_~ enthMtl; denn die Anzahl 
der Linien h und h 1 ist kleiner als 

~(,~ - -  2 )  - -  ('~ - -  2 ) ( ~  - -  u )  _ _ ( ~  - -  2 ) ( ~  + u )  = ( ~  - - 1 ) ( n  + 2)  2 ,  
2 ' 2 2 
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also h0chstens gleich (n--l)(nd-2) 2 --3 ,  SO dass ~.-1 wenigstens noch 3 

Bedingungen erfi~llen kann, wahrend er nur 2 erfollen k(~nnte, wenn er  

~_~ enthielte. 

Nehmen wir an, dass die Gleichungen der besprochenen Kegel be- 
ziehUngsweise ~,, ~ 0, ~.-1 = 0, ~._~ = 0 sind, so ist eine Raumcurve 
c~ Dm'chschnittcurve von ~, ~ 0 und ~, , - -1-  a~,_~ = 0, wo a eine ho- 
mogene Function erster Ordnung der Coordinaten ist .  

Im Allgemeinen hat c. h scheinbare Doppelpunkte. In speciellen 
Fallen kann  es geschehen, dass die Curve c. statt einiger yon diesen wirk- 
liche Doppelpunkte hat, und in einigen noch speciellcren Fi~llen miissen 
immer einige yon den Doppelpunkten der ebenen Cu:ve ~ Projectionen 
von wirklichen Doppelpunkten auf c~ sein, wie wir im Folgenden sehen 
werden. 

Wenn h ~ (n --  2)(~ - -  3) und die ebene Curve ~,, Projection einer 
2 

Raumcurve ist, kann man sich immer denken, dass c. auf einer Monoide 
M~'3 liegt, wie man, 22) zufolge, leicht sieht. Da der  Unterkegel yon 
M._3 ein willk~drlicher Kegel ~_~ sein kann, wenn er nut  durch alle 
Doppelstrahlen der cn geht, ksnnen wir uns diesen aus einer Ebene P, 
die durch einen der Doppelstrahlen d geht, und einem Kegel ~',~-4, der 
durch die Ctbrigen Doppelstrahlcn geht, zusammengesetzt denken. Der Ober- 
kegel ~z._2 muss dann aber auch P enthalten, da e r  P in d und den i~bri- 
gen (n - -  2) Linien, worin P den c. projicirenden Kegel ~,~ sehneidet, sehnei- 
den muss. Wenn aber sowohl der Unterkegel als der Oberkegel P ent.hi~lt, 
muss die Monoide auch P enthalten, und an der Stelle yon M~_3 kSnnen wir 
dann eine Monoide M,_4 setzen, die ~ -4  zum Unterkegel hat. Da aber der 
Unterkegel durch alle die Doppelstrahlen gehen nmss, die durch den Scheitel 
der Monoide gehen, muss ~ -4  auch durch d gehen. Man sieht also, dass 
jeder Kegel ~ -4  immer durch einen Doppelstrahl aus einem willkorlichen 

Punkt gehen muss, weil er durch die obrigen geht, wenn h ~ (~ - - 2 ) ( n -  3) 
2 

Auf  der ebenen Curve ts~, die die Projection yon c. sein soll, miissen also 
die Doppelpunkte so liegen, dass eine Curve ~-:4 durch einen gehen muss, 
weil sie (lurch d i e  ctbrigcn geht. 

Umgekehrt sehen wir, dass ~ als die Projection einer Raumcurve 
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c,, aufgefasst werden kann, wenn F,, h Doppelpunkte hilt, die  so liegen, 
dass eine ~,-4 durch einen untcr i hnen gehen muss, well sic durch die 
iibrigen geht. 

Denn wit kSnnen einen Kegel F,, du tch  die ebene Curve legen. Ein 
Kegel Fn-4, welcher durch die Doppellinien h yon 9',~ geht, schneidet 
dann noch F,~ in einer Gruppe yon Linien a, die ( n - - 4 ) n -  2h Linien 

enth~lt, wovon (~* --  4)(n - -  1) _. h ÷ 1 willkt'lrlich gew~hlt werden kSnnen. 
2 

Dann wird aber ein ~',,-3, welcher durch h geht, durch alle die Linien 
a gehen, wenn er durch 

( (n~4 )n - -  2h)- - (  (n-4)(n-1)2 h + l)  - - n ( n -  

willkt~rliche Linien untcr  ilmcn gcht (siehe 6)). lYa ~._~ noch 3 Bc- 
dingungen crfclllen kann, ist es nicht nothwendig, class er 9~,,_~ enthtclt. 

Wie vorher sehcn wir also, dass es einc e. giebt, die die Dureh- 
schnittcur,ve yon ~ , - - : -0  und ~ , , - 8 -  a~,,_~ ~ 0 ist. 

Wir  haben also den Satz: 

Wenn die Anzahl der Doppelpunkte einer ebenen Curve ~, gleich oder 

kleiner als (n 2)(n--3) ist, ist es die nothwendige und zuld'ngliche Bedingan q 
2 • 

dafiir, class diese Curve als.Pro]ection einer Raumcurve n ~" Ordnung c, auf- 
gefasst werden kann, dass eine Curve (n ~ 4i ~ Ordnung dutch, einen Do~- 
pelpunkt gehen muss, weil sie durch die i~brigen Doppelpunkte geht. 

Eben so wie im vorigen Fall bekommen die Raumcurven im All- 
gemeinen h scheinbarc Doppelpunkte, die doch bisweilen durch wirklichc 
Doppelpunkte ersetzt werden konnen, und in specicllen Fallen sind immer 
einige dcr Doppelpunkte yon ~. ,  wenn ~. dic Projection yon Raum- 
curvcn c. sein kann, Projectionen von wirklichcn Doppelpunkten auf c.. 

24) Nehmen wir an, dass eine Curve ~. h + D Doppelpunkte 

(n - -  2)(n - -  3) und dass D Doppelpunkte von ~,, Pro- hat, dass D + h > 2 ' 

jectionen yon wirklichen Doppelpunkt6n jeder Raumcurve c,, deren Pro- 
jection F, ist, sein mi~ssen; welche Lage miissen dann die DoplJelpunkte 
auf Fn haben? 

Als Antwort  bekommen wir den Satz: 
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Wenn eine ebene Curve h -{- D Doploelpunkte hat, und man diese in zwei 
Gru2oloen, .h und D, yon h und D Pankten theilen kann, so class eine ~,,-4 durch 

h + D " ( n - 2 ) ( ~ - 3 )  
2 

yon den Punkten h gehen muss, weil sie durch die i&roen geht, ,und dass 
sie dutch keinen der Pankte D gehen muss, well sie durcli die ~brigen Pankte 

D uud h gehtl so sind~ wenn h > (u -- 2)(u -- 3) diese Bedingungen nothwendig 
2 

und zuldnglich, damit die Punkte D Projectionen yon wirklichen Do ppelpunkten 
jeder Curve c,~ sein massen, dei'en Projection ~,~ ist. 

Wit wollen durch die ebene Curve ~,, einen Kegel ~,, legen, dessen 
Doppellinien wir auch h und D nenncn, je nachdem sie durch die Punkte 
h oder D gehen. 

Wit  konnen dann, nach dem, was vorausgesetzt ist, cinen Kegel ~,,-4 
dutch h und D - - 1  Linien D legen, und eine Ebene P durch die letzte 
,Linie D .  

~,~__~ und P bilden dann einen Kegel ~,~-a. Nehmen wit diesen zuln 
Unterkegel ft'lr die Monoide M,,_3, welch.e eine Curve Cn enthglt, deren 
Projection ~,, ist, (und nach 23) giebt es immer eine solehe Curve), muss 
der Oberkegel g~-2 dutch die u---  1 Linien gehen, worin P g~ schneider, 
und also P enthalten. Start M~_a kt~nnen wir dann eine M~_4 setzen, die 
c~ cnthi~lt, deren Unterkegel g,,-4 gar nicht dureh die eine Linie D geht. 
Also muss c~ auf dieser Linie einen wirklichen Doppelpunkt haben. Da 
aber dasselbe for alle Linien D gilt,  muss c~ auf jeder D einen wirk- 
lichen Doppelpunkt haben. 

W i t  sehen also, dass die Bedingungen zulgnglich, sind; wir wollen 
jetzt zeigen, dass sie nothwendig sin& 

Wenn die Linien D wirkliche'Doppelpunkte von jeder c~ enthalten 
sollen, muss jeder ~_~,  der (lurch h und D geht und in D einfaehe Li- 
nien hat, yon jedem ~,,,, der dutch h und D und die i:tbrigen Linien t h 
geht, in welchen ~,,_~ F,, schneider, in jeder Linie D beriihrt werden; da 
wenn dieses nicht der Fall wgre, die Monoiden, welche ~ und g~__~ zu 
Ober- und Unterkegeln haben, F, in .Curven c,~ sehneiden wfirden, die 
scheinbare Doppelpunkte in einigen Linien D haben wiirden (siehe 21) 
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Wenn m > n ~ 3 ,  kann 9,,,,, ausserdem dass er durch die Linien h, D 
und h 1 geht, wenigstens noch durch 

( n - - 1 ) ( n ~ 2 )  n ( m - - 1 ) + h + D = ~ - - T +  D 
g//Ob 2 

(n  - -  1)(n - -  2)  h willkfirliehe Linien von 9,. gelegt werden, indem wir p = 2 

setzen. 

Wenn 9,,~, und 9,~,-1 Kegel sind, d i e  dureh I h gehen, aber nicht 
durch D, kann man durch jede Gruppe g von n Linien, worin 9,m ausser 
in den genannten Linien noch 9,. schneidet, einen 9,.., legen, dessen fibrige 
Durchschnitt l inien mit 9,. auf  einem willkiirlichen 9'm,-~ liegen. Denn ein 
wil lk0rl icher 9,.~,_1 bildet mit 9,m zusammen einen Kegel 9,,,~+,,,,_~, der 
dutch alle Durchschnitt l inien von 9,m-1 und 9', geht, und der, nach 
4), noch 9,, in Linien schneidet, die auf einem 9,,,, liegen, welcher durch 
g geht. 

Die Linien in welchen 9,m,-~ 9,~ schneider, die nicht in h fallen, 
werden j genannt. Da durch jede Gruppe g ein Kegel 9,,,.. gelegt werden 
kann, der dutch h und ] geht, muss, nach 6), ein 9,n_~ durch g gehen, 
wenn er durch h und n ~ ( n - - p  + D ) = p - - D  willkQrliche Linien 
der Gruppe g geht. Nun k~snned g d i e  Linien sein, worin eine will- 
kt~rliche Ebene P, die durch den Scheitel yon 9,, geht, 9,, sehneidet, und 
in diesem Fall  muss 9,.-3 P enthalten. 9,,~-3 muss dann aus P und aug 
einem 9,,,-4, welcher noeh 

(p --  1)--  (p - -  D) ----- D - -  1 

Bedingungen erffillen kann und durch h geht, zusammengesetzt sein. 
9,._~ muss dann dutch 

h - -  (n - -  2)(n - -  3) -I- D 
2 

von den Linien h gehen, well sie durch die i]brigen geht. Wir  bemerken 
aber, dass diese Bedingung auch erffillt ist, wenn 9,n-4 durch 

h - -  (~ - -  2)(n - -  8) 
2 + D + k  

von den Linien h _gehen muss, well e r  durch die iibrigen geht. 
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Wir nehmen also an, dass. ~'~-4 durch 
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h 4- D --  (n --- 2)(~ - -  3)4- k 
2 

der Linien h und durch keine weiterefi gehen muss, weil er durch die 
iibrigen geht. 

Wenn nun ein ~±4, welcher durch h und D - - 1  von den Linien 
D geht, auch daher dutch den letzten gehen muss, k s n n e n  wir zeigen, 
dass ~n nicht immer Curven c~ projicirt, die wirkliche-Doppelpunkte auf 
D haben. Gesetzt namlich, dass dieses der Fall sei. Dann muss jeder 
~ .~ ,  welcher durch D, h und d i e  librigen Linien geht, worin ~_~ ~ 
schneider, ~ - 4  in den Linien D beri]hren. ~n--4 kann ausser durch h und 
D durch k willkfirliche Linien yon ~n gelegt werden, und ein ~ - 3 ,  
der dutch h, D und die i]brigen Linien geht, worin ~.-4 ~ schneidet, 
schneidet ~ noch in einer Gruppe g yon n Linien, wovon 

n(n - -  3) 
( ~ -  4)n -4" h "4" D + k 

2 

wil lkarl ieh gewahlt werden kSnnen. 
.Muss nun ein ~n-3 ~,~-4 in alien den Linien D beriihren, kann man 

durch h einen ~'~-3 legen, der durch eine Gruppe g gehen muss, wenn er 
durch 

n - - [ n ( ~ 2  3 ) ( n , 4 ) n . 4 - D T h + k ]  

willkftrliche Linien derselben geht, (was man wie oben sieht). 
Da aber die Linien g in  einer Ebene liegen kSnnen, und ~'~_~ ausser 

durch g und h noch dutch D A-k willkfirliche Linien yon ~ gelegt 
werden kann, muss es also ein ~.-4 geben, welcher durch  h geht, und 
noch durch D - 4 - k  willkfir!iche Linien von ~ gelegt werden kann, oder 
der durch • 

h 4- D - -  (n --  2)(n --  3) 4- k 4- 1 
2 

Linien yon h gehen muss,' well er durch die i]brigen geht. Dieses ist 
aber im Streit mit dem~ was vorausgesetzt ist, und also unm0glich: Also 
kann ~n nicht immer Curven c,, projiciren, die wirkliche Doppelpunkte 



176 H. Valentiner. 

auf D haben, wenn ~,._, durch eine von den Linien D gehen muss, well 
er durch h und die iibrigen geht. 

Der Beweis ist geft~hrt, indem wir angenommen haben, dass ~,~,_~ 
keine Doppellinien in den Linicn D hat, es ist aber nicht schwierig den 
Beweis auf ahnliche Weise zu f~hren, wenn dieses dcr F.all ist. 

Auf i~hnliche Weise sieht man :  
Wenn eine ebene Curve ~. h + D Doppelpunkte hat, die man so in 

zwei" Gruppen h und D, von h und D Punkten bestehend, theilen kann, class 
eine ~,,-4 durch einen Punkt yon h gehen muss, weil sie dutch die iibrigen 
geht, und dass ~.-4 durch keinen _Punkt yon D gehen muss, well sie durch 
h und die iibrigen Punkte D geht, so sind diese Bedingungen, wenn 

h + D ~  (-n-  1)(n- 2) ~ :  

nothwendig und zuldnglich dafiir, dass die Doppelpunkte D Pro]eetionen yon 
wirklichen Doppelpunkten yon jeder Raumcurve c~, deren Projection ~ ist, 
sein miissen. 

25) Wenn eine Monoide M~_I c~ cnth~lt, werden im Folgenden-die 
Linien derselben, die c. in zwci Punkten schneiden (die Doppelstrahlen), 
iInmer h, die Linien, welche c~ in einem Punkte schneiden, h~, die Linien, 
welche gar nicht c~ schneiden, h 0 genannt, indem h, h 1 und h 0 zugleich 
die Anzahl dieser Linien bezeichnen. 

Wenn wir wie gewOhnlich den Oberkegel yon Mm_l ~.., den Unter- 
kegel ~,.,_1 nennen, ksnnen wir durch h I und h o einen Kegel ~2~-. legen, 
der ~'m-1 in dcn Linien h o beri~hrt; denn F~ (F= zweimal genommen) 
schneidet ~,._~ in a l len  densclben Linicn wie F.,, und durch die t~brigen 
Durchschnittlinien von F~ und F.=_I muss dann t in  ~m_. gchcn.(~) 

(1) Vgl. mit dem Satz 25) Satz 3 yon ~On some new theorems on curves of double 
curvature by Professor STURMa, Report of the british Association 1881~ der sich leieht 

aus 25) ableiten "litsst. 
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III. 

]Ton de~ _Lage t ier  D o p p e l s t r a h l e n .  

26) Aus dem Satz 23) folgt: 

Wenn eine Raumcurve, cn, h ~ d x scheinbare Doppelpunkte hat, kann 

man immer dutch die Do ppelstrahlen h einen Kegel ~ legen, der wenigstens 

noch x Bedingungen erfi~llen kann, wenn 

d -- m(m + 3) + (n - -  m - -  2)(n - -  m - -  3) 
2 2 

n _ 2 > m ~ ( n - 2 )  
- -  2 

Wenn m ~  ( n - 2 )  kann man nicht durch alle die Doppelstrahlen h einen 
- -  2 ' 

Kegel Fn--m--4 legen; denn kSnnte man dieses thun,  miisste cn auf  einer 

Mn',~-_4 liegen. Nun ist n - -  m - -  4 < (n - -  2) ~ ;  es kann  aber keine Monoide 

niedrigerer Ordnung als ~ existiren, die c~ enth~ltl Denn der Oberkegel 

muss durch, h und die librigen Linien gehen, in welchen der Unterkegel 
den Kegel F~ schneidet, der c~ projicirt. Wenn abet  die Monoide (m-I- l) ~er 

Ordnung ist, ist die Anzahl  dieser Linien r a n - - h ,  und wir m~ssen also 
haben 

mn .... h ~_~ m(m q- 1),. 

und d a  F., durch h geht, 

• 2 h ~  ran, h ~  mn 
~ 2 

und also 
mn ~ m(m + 1) 
2 -- 

m ~ 1. 

Man kann also unter  den Linien h 

Acta  mathemat ica .  2. Impr im6  4 ~ a i  1888. 

(n - -  ra --4)(n ---qn:-- 1) whhlen, die so 
2 

23 
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liegen, dass F . . . . .  4 durch keine unter ihnen gehen muss, well er durch 
die t~brigen geht. Diese Liniengruppe wird h' genannt. 

Durch die t~brigen ~n(m + 3) 2 -z + 1 Linien h, die h" genannt  werden, 

kann man einen Kegel Fm legen, der noch x Bedingungen erft~llen kann. 
Denn es muss wenigstens eine LiMe L unter den L i n i e n h "  geben, durch 
welche F . . . .  4 nicht gehen muss, well er d u r c h  h'  geht, da Fn--,n--~ nicht 
durch alle die Linien h gehen kann. Legt man durch die Linien h" mit 
Ausnahme yon L einen Fro, kann dieser noch x Bedingungen erfiillen und 
muss such durch L gehen. Denn  F~ und F . . . .  ~ bilden zusammen einen 
Fn-4, der durch alle die Linien h mit  Ausnahme yon e iner  geht, und 
nach 23) muss er ~ such durch diese g e h e n .  Nun geht F.-m-4 nicht durch 
L, also muss F,~ dadurch gehen. 

F,. muss aber auch durch alle die Linien h' gehen, wenn er durch h"  

gehti denn l~sst man einen F . . . .  4 durch alle die Linien h' mit  Ausnahme 
von einer gehen, bildet F._~_~ mit  F~ zusammen wieder einen F._~, der 
durch alle die Linien h mit  Ausnahme von einer, Z', gelegt ist, und der 
also such durch diese gehen muss. Da ~"-~-4 nicht durch L '  geht, muss 
F ~  dadurch gehen, und da L '  ganz willkt~rlich unter  den Linien h'  gew~hlt 
ist, muss F~ durch alle die Linien h' gehen. 

Wenn n e i n e  gerade Zahl ist, ist n ( n -  2) die geringste Anzahl von 
4 

scheinbaren Doppelpunkten, die c. haben kann; -denn  hat c. diese oder 
eine kleinere Anzahl y o n  scheinbaren Doppelpunkten, muss c. auf einer 
M._s liegen, und man muss also haben -y- 

(n--2).2 n ~ h ~ 2 )  . n 

- -  2 ) ~  

Wenn n elne ungerade Zahl ist, ist die geringste Anzahl yon schein- 

baren Doppelpunkten (n - -1 )  2 " wenn n'~mlich c. diese oder eine geringere 
4 

Anzahl von scheinbaren Doppelpunkten hat, muss sie auf einer M._i 

liegen, und also ist 
(n - -  1)n h < (" - -  1 ) (~  + 1) 

2 = 4 
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27) In 26) ist erwiesen, dass: ein Kegel F~ wenigstens durch 
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( n - - m  2) (n - -m--3)  

der Doppelstrahlen aus einem willkiirlichen Punkt zu einer c~ gehen 
muss. weil er durch die i~brigen geht; wir wollen aber zeigen, dass F~, 
wenn m ~ n - - 5 ,  immer durch eine noch grSssere Anzahl der Doppel- 
strahlen gehen muss, well er durch die tibrigen geht, wenn c~ nicht auf 
ciner Flache zweiter Ordnung liegt. Nehmen wir ni~mlich an, dass F~ 

nut  durch (n -- m --  2)(n -- m- -  3) der Doppelstrahlen gehen muss. wei} er 
2 

durch die iibrigen geht, und dass cn 

_ h m(m + 3) -{- d 
2 2 

scheinbare Doppelpunkte hat, so muss c. auf einer Mm liegen, die ihren 
Scheitel in einem willkfirlichen Punkt hat, und deren Unterkegel noch d 
Bed!ngungen erfiillen kann. 

Von den Linien h~ ksnnen d willk(irlich gewi~hlt werden. Die Linien 
h~ bilden dann auf ~., dem c. projicirenden Kegel, eine Gruppe yon h~ 
Linien, von denen d willkfirlich gewahlt werden kSnnen, und ein Kegel 
~._~, der durch h geht, wird dann, 6) zufolge, durch alle die Linien h~ 
gehen, wenn er durch h x -  d willkt~rliche Linien unter ihnen geht. 

Ein solcher Kegcl kann noch 

n(n--3)  h - - ( h , - - d )  n(n - -3 )  
r =  ~ -- 2 

( n - - m - - 4 ) ( n - - ~ - - l )  
= ( n - - ~ - - l ) ( n - - m - - 3 ) =  2 

mn .-i- h -~- d = 

( n - -  m - -  2 ) ( n - -  m - -  l)  
+ 2 

Bedingungen erft~llen. Diese Zahl zeigt aber, dass der Fn-~ durch alle 
die Linien h o gehen muss, well er (lurch h und h I geht, denn ein Kegel 
Fn-3, der durch alle die geraden Linien der Mm geht, kann noch eben so 
viele Bedingungen erft'lllen. Dann muss aber, wenn n - - 3 ~ m - { - 2 ,  
jeder Kegel Fm+~, der durch die abrigen Linien der M~ geht, auch durch 

h 0 gehen. 
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Ein Kegel ~ + : ,  der durch alle gorade Linien der M~ geht, schneidet 
aber noch M~ in einer Curve, die auf einer willklirlichen Fli~che F 2 
liegt, da er durch die vollst~ndige Durchschnittcurve des Unterkegels und 
der Mm geht, und da ~+2 nur 8 Bedingungen erfi~llen kann, muss c~ 
auf einer F 2 liegen. 

Umgekehrt kann ein Kegel ~,~ ~licht durch eine grSssere Anzahl der 
D0ppelstrahlen, als bier angegeben, gehen, well er durch die abrigen 
geht, wenn c~ auf einer F~ l iegt ,  c~ muss zwei Erzeugende von F: ,  die 
zu verschiedenen Reihen gehsren, zusammen in n Punkten schneiden, well 
die Erzeugenden zusammen einen ebenen Schnitt yon /~': bilden. Wenn 
c~ also j e d e  Erzeugende der einen Reihe in k Punkten schneider, muss 
sie jede Erzeugende der anderen Reihe in ( n - - k ) P u n k t e n  schneiden. 
Wenn man einen Punkt P von F: zum Augenpunkt nimmt, sieht man, 
dass c~ in der einen Erzeugenden yon F: ,  die durch P geht, einen 
scheinbaren k-fachen Punkt hat, und in der anderen einen scheinbaren 
(n - -  k)-fachen Punkt hat, und dass sie keine andere scheinbare Doppel- 
punkte hat. c~ hat also 

h~.k(k--1) (n- -k) (n- -k- -1)  
2 + 2 

scheinbare Doppelpunkte. 
Ein Kegel niedrigerer Ordnung als der ( n - - k - - 1 )  t~" kann, wenn 

n -  k >__ k, nicht durch die Doppelstrahlen aus einem willkarlichen Punkt 
gelegt werden; denn c~ warde sonst auf einer Monoide niedrigerer Ordnung 
als der ( n -  k)~*" liegen, was unm0glich ist, da diese jede Erzeugende der 
einen Reihe in ( n - - k )  Punkten schneiden warde, und also F~ ganz ent- 
hal ten wtirde. Eine Monoide, die ihren Scheitel in einem Punkt hat, der 
nicht auf F 2 liegt, kann aber F 2 nicht enthalten. Ein Kegel m *'' Ord- 
hung, der dutch h geht, kann, 26) zufolge, noch durch 

+ 3) - -  - -  - -  - -  3) 
h + 1 2 2 

willkarliche Punkte von cn gelegt werden, indem n 3 "> m => n - -  k - -  1. 
Die Monoide Mm kann also, ausserdem dass sie cn enthMt, noch l Be- 
dingungen erfallen. 

Bezeichnen Pl, 2~ . . . .  u. s. w. ebene Schnitte yon F~, konnen ~ i r  
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eine solehe Mm dureh (2m n + 3) Punkte yon p,, dureh ( 2 m -  n + 1) 
Punkte yon P2, • • • ", dureh (n ~ 2 k +  3)Punkte von P(~+k-.+i) legen, und 
man sieht dann, dass Mm p~, p~, . . . .  ,P..+k-.+l enthalten muss, und dass 
sie noeh dureh n - - 2 k  willk~rliehe Punkte gelegt werden kann. 

Lasst man Mm noeh dureh n - - 2 k  willkt~rliehe Punkte P~ von F~ 
gehen, sieht man, dass M~ j ede  Erzeugende der einen Reihe f ,  welehe 
dureh einen P~ geh¢, und c.. in (n k) Punkten schneider, enthalten muss; 
denn f~ sehneidet M.. in P~, in den (n k) Punkte.n, worin f c. sehneidet, 
und in den Runkten, worin f p~, 192, . . . .  , Pro+k--n-4-1 schneider, zusammen 
in (m + 2) Punkten. 

Eine M:~; die c. enthMt i kann nicht mehrere Bedingungen, als oben 
angegeben, erfiillen. Denn k~Snnte sie noeh eine erfilllen, kSnnte man 
M~ noeh durch einen willktirlichen Punkt yon F~ legen, und sie milsste 
dann die eine Erzeugende, die dutch diesen Punkt ginge, enthalten, und 
also F~ in einer Curve hsherer Ordnung als 2(m + 1) schneiden, was 
unmsglich ist, ohne dass sie F 2 en th~l t .  Wie oben sieht man aber, dass 
M,. F 2 nicht enthalten kann. 

28) Wir wollen in den folgenden Paragraphen die Principien ent- 
wiekeln, nach welchen man vorgehen muss, um die niedrigste 0rdnung 
des Kegels zu finden, den man durch die Doppelstrahlen h eine~'.gegebe- 
nen Raumcurve legen kann. 

Nehmen wir an, dass c,, auf einer M.~ liegt, deren Unterkegel f. ,  
und deren 0berkegel fm+l ist. Eine willkllrliche Fl~che Fp schneidet 
jede gerade Linie, die auf M , .  !iegt, in /) Punkten, und also hat die voll- 
st~ndige Durchschnittcurve c(~+l)p von Fp und M~ einen scheinbaren p-  
faehen Punkt in jeder geraden Linie der Monoide M~, wenn man den 
Seheitel a zum Augenpunkt nimmt. 

Umgekehrt liegt jede Curve c(~+a)p, die einen seheinbaren p-fachen 
Punkt in jeder geraden Linie der M ~  hat, auf einer Fp; denn der ~(~+~)~, 
weleher c(~+~)p projicirt und seinen Scheitel in. a hat, hat eine /)-fache 
Linie in jeder geraden Linie der Monoide und schneidet also M., in den- 
selben Linien wie f~ (f~ /)-real genommen). Die ~]brige Durehschnitt- 
linie y o n  F(~+l)p und M~ muss als0, 18) zufolge, auf einer Fp liegen. 

Nennen wir den Kegei, der c. projicirt, f . ,  sehen wir, dass f(~+l)p 
f .  in denselben Linien schneidet wie f~-~, und, da f~+a)~ sowohl in.den 
Linien h, die (to 1)-faeh auf ~-a - -  ~ , doppelt auf ~, sind, als in den 



182 H. Valentiner. ' 

Linien hi, d i e  ( p - -1 ) - f ach  quf ~-1,  einfach auf ~n sind, p-fache Linlen 
hat, dass, 4)zufolge,  die abrigen Durchschnittlinien v o n ~ n  und ~(m+l)p 
auf einem ~,~+p, der durch h und h, geht, liegen mi'lssen. 

Das Resultat dieser Untersuchungen ist also: 
Wenn cn auf einer Mm liegt, liegen die Schnittpunkte yon ~ c~ und Fp 

auf einem Kegel ~m+p, der durch h und hl geht. 
Der umgekehrte Satz gilt nicht immer; im nachsten Abschnitt soll 

etwas n~her untersucht werden, wann dieses der Fall ist. 
29) Indem wit die Bezeichnungen yon 28)beibehalten, nehmen wir 

an, dass ~m+p, ausser den Punkten, die auf h und h I liegen, Cn noch ifi 
einer Gruppe  Hp schneider, die aus n_p Punkten besteht, yon denen man 
z~ willkfirlich wahlen kann. Wenn ein ~,-3 dutch Hp gelegt werden kann, 
und wenn ~n-8 durch h geht und noch x Bedingungen erfi~llen kann, 
kann man durch h einen ~n-p-3 legen, der noch x Bedingungen erffillen 
kann. Denn dutch H~ geht ein ~m+p, und ~ -3  bildet mit ~., zusammen 
einen ~÷=_~, der durch alle Schnittlinien von diesem ~+p und von ~. 
geht, und der I)oppellinien in allen den Linien h hat. Also muss, nach 
4), ~.+z-3 ~ noch in Linien schneiden, die auf einem ~=-p-3, welcher 
dutch h geht, liegen, und der Residualtheorie zufolge weiss man, dass 
~_~ durch eben so viele willki~rliche Linien yon ~ gelegt  werden kann 
wie ~.-p-3. 

Nach 6) geht aber ~,_~ dutch eine Gruppe Hp, wenn er dutch np ~ z ~  

willktirliche Punkte dieser Gruppe gelegt wird; und da ~ -3  n(~E3)  h 
2 

Bedingungen erffillen kann, ist die nothwendige und zul'~ngliche Bedingung 
daffir, dass m a n  einen ~ -3  durch eine Hp legen kann, dass 

zp ~ np (n --  1)(n --  2) 
- -  2 + h + l .  

Man hat also den Satz: 
Wenn ein ~m+p, der dutch die Linien h und hl einer Monoide M,, geht, 

welche eine Curve c~ enthdilt, noch zp Bedingungen erf~llen kann, geht ein 

~-p-3 ,  der noch z~ --  n p + (u --  1)(n -- 2) h --  1 Bedingungen erfiillen kann, 
2 

dutch h, wenn 
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- -  ( n  - -  1 ) ( n  - -  2) 
z P T n T  2 + h + l .  

Da man durch jedes vollst~ndige Schnittpunktsystem einer Fp und 
einer c~ einen F~+p legen kann, kann F~+p wenigstens durch ebenso viele 
willkt~rliche Punkte yon c~ gelegt werden wie /~ .  Wenn also /~'p durch 
yp wil lk~r l iche Punkte yon c~ gelegt werden kann, kann man durch h 
einen Fn-~-3 legen, wenn 

( n - - 1 ) ( n - - 2 ) + h +  1.. 
Y~ ~ n2 - -  2 

30) Wir  wolten jetzt eine untere Grenze dafar bestimmen, durch 
wie v i e l e  Punkte einer Raumcurve c~ wir immer eine Fp legen kSnnen, 
wenn wir annehmen, dass c. auf einer F~ liegt, und dass 

n mq + k ( q >  k), p ~ m +  q - - 3 .  

Wi t  wollen zuerst m > q annehmen. E i n e  Fl~che /~, kann nicht cn 
enthalten,  wenn p < q, und eine solche Flache kann man also durch 

(p -I-- 1)(p -I- 2)(p -I- a )  1 
6 

willki]rliche Punkte :con .cn legen. 

Wenn q < p < m, kann eine Fl'~che Fp nicht c~ enthalten ohne sich 
in Fq und e ine Fp_~ aufzulosen. 

Fp kann also durch ebenso viele willki~rliche Punkte yon cn wie yon 
Fq gelegt werden,  ohne dass sie c,~ enthalten muss. F~ kann daher durch 

(q --~l)(q - -  2)(q - -  3) pq(p - -  q + 4) 
6 + 2 

willkt~rliche Punkte  yon c. gelegt werden. Wenn k = 0, gilt  diese 
Formel nicht far _p = m. 

Wenn endlich /9 > m (oder wenn k-----0 auch = m), kann eine /~p, 
ausserdem dass sie cn in n Punkten schneidet, die in einer Ebene liegen, 
wenigstens dutch eben so viele willki]rliche Punkte yon cn gelegt werden 
wm eme F~_~. Ist es wenigstens ap Bedingungen for Fp durch die Punkte 
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gehen zu sollen, worin eine Ebene cn schneider, und 
durch y~ willkl~rliche Punkte  yon cn legen, hat man 

und wie leicht zu sehen 

kann iilan Fp 

P 

YP -- 2 % YP-~ ~ + . 
p - - r +  l 

:Nun wissen wir (siehe 11)), dass eine Curve p,er Ordnung hSchstens durch 

(q + r e - = T - -  1)(~ + m - - p - -  2) + e(m + k - - T - -  1) 
2 

P u n k t e  einer Gruppe a yon n Punkten  gehen muss, weil sie durch die 
llbrigen geht, wenn a auf einer unauflSslichen Curve qter Ordnung liegt, 

i -  

Daraus folgt dass 

% ~ n _ _ ( ( q + m - - p - - 1 ) ( q T m - - p - - 2 )  ai m k 1)) 
2 + + - - T - -  , 

und da 

(q - 1 ) ( q .  2)(q - -  8) mq(m - q + 4) 
Y~= 6 + 2 ' 

YpTY" + ap (q-l)(q-2)(q6 - 8 )  + mq( -q2 + 4) 
roT1 

P 

m + l  

(q + m - - - p - - 1 ) ( q  + m - - T - - 2 )  ¢(m + k - - p  --- 1)) 

= ( q  - -  1)(q - -  2)(q - -  8)  

6 2 

p q ( p - - q  + 4) + 

(p - -m) (p  --  m + 1)(p - -  m + 2) 
6 - -  ~'1 2 

( . p ~ k - - ~ +  1 ) ( . p ~ k ~ m +  2) 

f ~  

wo z 1 = l [ ,  je nachdem p - - k - - m +  1 < 0. 

Nehmen wir jetzt  an, dass m < q .  Dann kann eine Fp, wenn 
p < m - t - 1  und. k > 0  (und w e n n p < m ,  k = 0 )  c~ nicht enthaltefi, und 
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sie kann daher  durch (p + 1)(p + 2)(p + 3) -6 1 willkiirliche Punkte der e. 

gelegt werden. Wenn p > m, mt'lssen wir auf dieselbe Weise verfahren 
wie in dem Fall, wo p > m > q. Wenn wir dieselben Bezeichnungen be- 
halten, wissen wir, 11) zufolge, dass, wenn q > p > m, 

indem s = 

- -  + z(m + k - - T - - 1 ) ) ,  

0, je nachdem m + k - - - p - -  1 < O, und da 

(m + 1)(m + 2)(m + 3) 
- - 1 ,  Y" = 6 

~ (  ~n(m-- 3) 
yp ~ ym + n - -  m(q - -  p) 2~ 

m + l  

¢(m + k - -  T --  1)) 

m ( m  - - l ) O n  - -  2 )  p ( m + l ) ( p  m + 3 ) _ . _ ~ ( _ p - - m - - k +  1 ) ( p - - m - - k +  2) + 
6 2 2 ' 

indem ~1 --  J 0 je nachdem p - -  m - -  k-1- 1 < O. 
- - i 1 ,  

Wenn k = O, ist die Formel auch fiir p ~---m richtig. 
Wir  nehmen jetzt an, dass m - 4 - q - - 3 > p > q .  Wir  haben dann, 

11) zufo!ge' 

% ~ n  --(q + m - - r -  1)(q + m - - 2 "  2 )  Z(m + k - - p - -  1) 
2 

indem ~----I O, je n a c h d e m  m - 4 k - - p - - 1  ~0 ,  

( (q + m - - p - - 1 ) ( q 2  + r e - ' v - 2 )  ~ ( m + k - - p - - 1 ) i  yp ~ yq-1 "{'- u - -  

= m(m - -  1)(m 2) + p(m "4- 1)(/9 - -  m "4- 8) 
6 2 

( ig--q T 1 ) ( T - - q  T 2 ) ( p - - q  + 3) ( . p - - k - - m  T 1 ) ( p - - k - - m  + 2) 
6 ~ 2 

w o e  1 ----- , je n a c h d e m p - - k  m-4- 1 <0.  

Acta mathematica, 2. Imprtm6 7 Mai 1883, 24 
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3 l )  Iq'achdem wir in 30) Formeln  dafar  entwickelt haben, wie 
gross man immer yp annehmen kann, und in 29) gesehen haben, dass 
man durch  h einen ~,,-~-a legen kann, wenn 

( n -  1)(n 2) 
YP ~ 2m 2 + h + 1, 

h ~ yp - -  io~ + 
(n - -  3)n 

2 

finden wir die folgenden S~tze: 
Wenn c,, auf  einer Fq liegt, und n = mq -{- k, m > q > k, wissen wir, 

dass wir durch die Doppelstrahlen aus einem wiUkiirlichen Punkt einen 

F~-p-a legen kO'nnen in den FCillen : 

1) Wenn 2J < q und 

=n(n- -3)  (p + 1)(y + 2)(p + 3) 1 
h< 2 nlJ + 6 " 

2) Wenn m > p > q und 

h~n(n--2 3) np +(q--1)(q'--6 2) (q- -3)+pq(p- -2  q + 4 )  

3) Wenn m ~- q ~  3 > p > m und 

hTn(n 2-- 3) np + (q - -  1)(q --6 2)(q__-- 3) + Pq(P ~2 q. + 4) 

( p - - m ) ( p - - m  + 1 ) ( p - - m + 2 )  ( p - - k - - m  + l ) ( p - - k - - m  + 2) 
6 ~ 2 

indem ¢~ ~ I O, j e nachdem p - - k - - m  + 1 <> O. 

Wenn m < q, u~d sonst dieselben Bedingungen wie im Falle ,m > q 
bestehen, k6nnen wir dutch die Doppelstrahlen aus einem willMirlichen P,tnkte 

einen ~-p-3  legen in den Fdllen: 
• 1) Wenn 1~ ~ m, und 

_ n ( n -  3) (p + 1)(p -t- 2)(p + 3) 1. 
h< ~ n p +  6 



Zur Theorie der Raumeurven.. !87 

2) Wenn  m < p < q, und  

h ~ n ( n - - 3 )  np + 
2 

re(m-- 1 ) ( m - - 2 )  p(m + 1)(to-- m + 3) 
6 + 2 

( p - - m - - k +  1 ) ( i o - - m - - k - F  2) 
2 

3) Wenn  m + q - - 3  > p > q und 

h<=n(n-2-- 3) pn -l- m(m - -  1)(m6 " 2) -t- p(m + 1)(P2-- m + 3) 

(p - -  ~ - -  k + 1)(~ - - -~  .-- k + 2) (p - -  q + 1)(v - -  q + 2)(p - -  q + 3). 
- -  e ,  2 - -  6 ' 

I ° indem q = , j e  nachdem p m ~ k  + 1 <>0. 

Man hat in diesen Formeln nieht darauf  gneksieht  genommen, dass 
k = 0 sein kann, es ist aber leieht zu sehen, wie man dieses t hun  kann. 

Die bier  gefundenen Formeln draeken nur  aus, was immer start 
finden muss, nieht aber, dass man niemals dureh h einen Kegel ( n - - p ~  3)t~ 

Ordnung legen kann, wenn die Anzahl der Doppelstrahlen grSsser, als hier 
angegeben ist.. (') 

32) Wir  wollen }'etzt zeigen, dass wenn p > m + q -  3, ein fm+~, der 

dutch h und h~ geht, immer durch 

(~ - -1 ) (~ - -2 )  
n p - -  + h J 

2 

willkiirliche Punkte  yon cn gelegt werden kann, indem c,, a u f  einer Mm liegt. 

Wit  brauchen dieselben Bezeiehnungen wie in 29). ~,~+p ist nur  den 
Bedingungen unterworfen dutch h und h 1 gehen zu sollen, und wenn p 

zul~ngl{ch hoch, ist .dieses mit h + h i Bedingungen eqvivalent. Also kann 

man, wenn p zulangiich hoch und m - 4 - P  > n ,  ~.,+p durch 

(n 1 )(n 2) 
~(~ + P) 2 (h +h~) 

willki]rliche Punkte  yon c, legen. 
Nun bilden h und h I zusammen die Schnittlinien des Unterkegels 

~ und des c, projicirenden Kegels f,., und, da h Doppellinien auf f,, 

sind, muss man 2h -I- hi ~ ran, h -t" h~ = m n  ~ h haben. 

(1) Wir wollen spiiter zu diesem Punkt zurtiekkommen. 
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Also kann ~,~+p durch 

(n -- 1)(n--2) 
n p ~  2 "4" h 

willktlrliche Punkte yon ca gelegt werden. 
Nun kann man zeigen, dass, wenn dieses far p richtig ist, es auch 

f a r  p -  1 richtig ist, wenn es mit n Bedingungen eqvivalen t ist, dass 
~a~=p durch die Punkte gehen soll, worin eine willkiirliche Ebene c. 

schneidet. Eine ~+p,  die durch eine Gruppe H,, geht, schneidet namlich 
noch c, in einer Gruppe Hp_p. Denn durch Hpl geht ein ~,~+~,, und ~+p 
und ~ bilden einen ~ + p ,  der durch alle die Durchschnittlinien von 
f~÷~, und von f= geht, und da f~+p Doppellinien in den Linien h hat, 
die doppelt auf ~ sind, schneidet ~a+p noch ~ in Linien, die auf einem 
~+~_p, liegen. 

Auf  dieselbe Weise sieht man, class zwei willkt~rliche Gruppen 
Hp_p, und H~, zusammen eine Gruppe H~ b i l den .  Nehmen wit jetzt 
an, dass man f~+p durch zp willkarliche Punkte von cn legen kann. 
Ein ~m+~, der durch die Punkte geht, worin eine willk~rliche Ebene c~ 
schneidet, kann, da die Ebene c~ in Punkten schneidet, die eine Gruppe 
//1 bilden, noch durch eine willkt~rliche Punktgruppe H~_~ gelegt werden. 
Wenn es nun mit a~ Bedingungen eqvivalent ist, dass ~+p durch die 
Punkte gehen soll, worin eine willkt~rliche Ebene ca schneidet, hat man 

Zp ~ ~p -~ Zp__ 1 Zp--  1 ~ Zp - -  C{p 

und, wenn ap = n, zp = pn- -  (n--1)(n 2) + h, ist also 

zp-1 " (~  - -  1 )n  " ( n  - -  1 ) (n  - -  2)  
2 + h .  

Nun bilden die Punkte ,  worin eine willkiirliche Fp ca schneidet, eine 
Gruppe Hp, und da, 11) zufolge, Fp, wenn p > m ~ q -  3, durch keinen 
der Punkte, worin eine willkl~rliche Ebene ca schneidet, gehen muss, weft 
sie durch die iibrigen geht, muss keiner von diesen Punkten zu einer 
H~ gehsren, weft die t~brigen dieses thun. Wenn p > m -t- q - -  3, ist also 
% = n, und nach dem, was vorher gesagt istl hat man auch 
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( ~  - -  1 ) ( n  - -  2 )  
zl, = 2on - -  2 + h,  

wenn p > m  A - q - - 8 .  

( n - - 1 ) ( n - - 2 ) + h ,  kann man Da also, wenn p ~ m + q -  3, zp = p n -  2 

niemals eine ~.-8 durch eine Hp legen, wenn p ~ m - f - q - - 3 ,  und man 

kann also niemals einen Kegel niedrigerer Ordnung als 

~ - - 3 - - ( , m  + q - - 4 )  = n - - m - - q  + 1 

durch h legen. 
Da nach 

als T~, 

und d a  
mehrere 

dem, was hier angefnhrt  ist, ~ + p  niemals durch weniger 

(n - -1 ) (~- -2 )  + h willki~rliche Punkte yon c,, gelegt werden kann, 
2 

man durch h einen Kegel ~.-p-3 legen kann, wenn ~+~  durch 
willkiirliche Punkte yon c. gelegt werden kann, sieht man, dass 

( n  - -  1 ) ( ~ - -  2 )  
+ h .  % = n p  2 

wenll  

( n - - p - - 3 ) n < 2 h  

(~ - -  p - -  3),~ 
h '>  

2 

indem ,nan sonst durch h einen Kegel ~,-p-8 legen ksnn te ,  der F. in 
mehr als ( n - - p -  3)n Linien schneiden wiirde. 

33) Wir  werden jetzt die i m  Vorhergehenden entwickelten Formeln 
dazu verwenden,  den kleinsten Werth  yon h zu finden, wenn c. auf einer 
Fq l{egt, n ~ mq -4- k, m > q. 

W i r  wissen (30)), dass 

_ ( m  A- q -  3)q(m A- 1) 
ym+q-~ ~fi 2 - -  

und (32)) aas  

= + q - -  8 ) .  - -  - -  2 )  
2 

und da nach 2S) 

zm+q-a ~ ym+q-a, 

(q ~ k - -  2)(q --  k - -  1) 

+ h, 
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mi~ssen wir also haben 

h ~  ( ~ -  q +k ) (n  m - - k )  
2 

34) Wenn h seinen kleinsten Wer th  hat, 
einer F~+I. 

(') 

und  q < m, liegt c~ auf  

In diesem Fal l  kann  namlich  eine F,,+~ nicht  durch  mehr  als 

(~ - -  1)(q - -  2)(q 3)  ( m  + 1 )q (m - -  q + 5) (2 - -  k) (3  - -  k )  
6 + 2 - -  1 - -  ¢, 2 

"willktlr l iche P u n k t e  von c~ gelegt  werden ohne diese zu enthalten. Denn 

kSnnte man  Fm+~ noch durch x willkt'lrliche P u n k t e  ,con c~ legen, k snn te  
man  auch eine Flache Fa+o. durch  

(q - -  1)(q - -  2)(q - -  3) (m + 2)q(m - -  q + 6 )  2~ (3 - -  k)(4 - -  k) 
6 + 2 "-- - - ~  2 + ~ 

P u n k t e  von c, legen u. s. w., so dass man  eine Fl'a,che F~+q_3 durch 

( m +  q - - 3 ) q ( m +  1) ( q ~ k - - 2 ) ( q - - k - - 1 )  + z  
2 2 

willkt~rliche P u n k t e  yon cn legen ksnnte ,  was man  durch  das v e r f a h r e n  

yon 30) sieht, indem z x dieselbe Bedeu tung  wie in 30) hat. Dieses ist 

aber  unmsgl ich ,  denn wir haben  

ym+q--;.~ ~ ZmTq--3 

(m + q -- 3)q(m + 1) (q - -  k - -  2)(~/-- k --  1) 
2 2 

(~ - -  l ) ( ~  - -  2 )  
(m + q -  3 ) n -  2 

und  dieses kannl 

werll3 X ~ 0. 

Da man eine F durch m + l  

(q - -  1 ) ( q -  2)(q - -  3) 
6 

+ h ,  

wgnn h seinen kleinsten Wer th  hat, nu r  statt finden, 

÷ (m + 1 ) q ( m - - q  + 5) 

willk~]rliche P u n k t e  yon Fq legen kann, geht  also immer  eine F~+~ durch  

(~) Dieses ist zuerst yon HALPr~N gefunden, Comptes rendus, tom. LXX~ p. 380. 
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C,. Die F,,+~, welehe durch c,, geht, schneidet noeh Fq in einer ebenen 
Curve Cq_~. Denn nimmt man an, dass cq_k h' seheinbare Doppelpunkte 
hat, weiss 1nan (siehe S.~LMO~, Geom. of three d4m. 3 ed..p. 315), dass 

h - - h ' = ( n - - q  + k ) ( q - - 1 ) m  
2 

_ (n - -  q + k ) ( n -  m - -  k) 

und dass also h'-----0 ist. 
Daraus folgt, dass wenn k = 0, und h seinen kleinsten Werth hat, 

c,~ die vollst~ndige Durchschnittcurve einer Fq und einer Fm ist. 
Wenn h seinen kleinsten Werth hat, zeigt 32), dass man durch h 

einen 9'.-m-q+t leg en~ kann. Wenn k -- 0, ist n ~ m ~ q - t -  1 -= (m--1)(q--1) ,  
so dass man d~trch die Doppelstrahlen aus einem willkgrlichen Punk t  zu der 

vollstgndigen Durchschnittcurve einer Fl@he m t~ Ordnung und  einer Flgche 

q~r Ordnung einen Kegel ( m - - 1 ) ( q  ~ 1 )  t~ Ordnung legen kann. 

IV. 

D i e  L e h r e  voIt  de t t  S c h ~ t i t t p u J t k t e t t  d e r  RaaJ t t c t t~ , ven  u n d  

de~" ~ ' ldche i t .  

35) In dem vorhergehenden Absehnitt haben wir gesehen, (29)), dass 
alle die Punkte, worin eine Fl~che Fp eine Raumeurve c~, die auf einer 
2~I., liegt, sehneidet, auf einem f.,+p, der dutch h und h~ geht, liegen. 
Wenn ein soleher f,,,+p c~ in einer Punktgruppe Hp, wovonzp Punkte 
willknrlieh gew~hit werden ksnnen, sehneidet, und wenn eine Fp dureh 
yp willkiirliehe Punkte yon c. gelegt werden kann ohne c,~ zu enthalten, 
muss yp ~ zp sein. Liegt nun c. auf einer /7'q, wissen wir, dass 'siehe 32)) 

(n- -  1)(n 2) 
ze = l~n ~ 2 + h, 

wenn ,, 
n = m q + k  (,/>k), 

p > m + q - - . 4 .  " 
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Unter denselben Voraussetzungen haben wir also 

• yp~T n _ ( n - 1 ) ( n 2  --2)  +h.  

]~S ist aber leicht zu zeigen, dass, wenn p zulanglich hoch ist, y p = z p .  

Denn, wenn die Schnittpunkte von ~m+p und cn bestimmt sind, kann man 
immer, wenn p zul~nglich hoch, ~m+v noch dutch h 0 legen, ohne dass 
~,,+p daher den Kegel ~ ,  der c,, projicirt, enthalten muss. ~+p geht 
dann durch alle die geraden Linien der M~, und da diese Linien zu- 
sammen die vollstandige Durchschnittcurve von M,~ und dem Unterkegel 
~,~ bilden, muss der t~brige Theil der Durchschnittcurve yon ~,~+p und 
M~ auf einer Fp liegen, so dass die Schnittpunkte y o n  c~ und ~,n+p, die 
nicht auf h oder h~ liegen, auf einer F~ liegen. 

Wenn also p so gross wie hier angenommen ist, muss man yp----zp 
haben. 

Wit  wollen jetzt zeigen, dass wenn p - - n -  2, kann man immer 
~+p ,  wenn seine Schnittpunkte mit c~ bestimmt sind, durch h 0 legen. 
Wir k0nnen m ~ n - - 2  annehmen. Dann muss ~+~_~ dutch keine der 
Linien gehen, worin ~m und ~m+~ einander schneiden , well sie durch die 
t~brigen geht, d a m  -t- n ~  2 :> m + (m -b 1 ) ~  3 (siehe 11)). 

Es ist also far einen ~ + . - 2  mit m(m-{-- 1) Bedingungen eqvivalent 
dutch alle die geraden Linien der Monoide gehen zu sollen. ~+ . -2  kann 

dann noch dt~rch Zn--~ = (n - -  2)~ --  ('~ - -  1)(n --  2) 2 + h willkt~rliche Linien 

von 9. gelegt  werden ohne ~n ZU enthalten. Denn ~+n-2 kann, ausserdem 
dass er durch h, h~, h o und z._~ willkt~rliche Punkte yon cn geht, noch 

(m ~- n - - 2 ) ( m - b n ~ -  1) 
2 - -  m(m Jr 1) . -  ( n -  2)n + 2 

(n ---= 1)(n --  2) 
h 

=~n(n--3)  re(m--3) h=u~_~ 
2 

willkiirliche Bedingungen erft~llen. K0nnte nun ein ~,~+~_~, der durch 
alle die geraden Linien der Monoide ginge, nicht durch z~_~ willkorliche 
Linien von ~n gelegt werden ohne diesen zu enthalten, mosste er sich in 
diesem Falle in $,~ und einert ~ _ ~ ,  der durch h 0 ginge und noch un_2 
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Bedingungen erfallen ksnnte, auflOsen. Ein ~:-2, der durch h o ginge, 
masste also durch Un--: willkarliche Punkte van ~ gelegt werden ksnnen. 

~m_~ und ~ warden aber zusammen einen ~+~-2 bilden, der durch 
alle die Durchschnittlinien van ~,~ und ~+1 ginge, und als0 noeh ~.~ 
in Linien, die auf einem ~,~-3 lagen, welcher durch h ginge, schneiden 
mtisste. Man masste also einen solchen ~n-3 durch u~_~ willkarliche 
Punkte van ~n legen k6nnen. Es ist aber far einen ~,,-3 h Bedingungen 
durch alle die Linien h gehen zu sollen (7)), und im Ganzen kann e in  
~_~ durch 

(~ - -  U ( m  - -  2 )  
(n --  3)m 2 

willk~:,rliche Linien van ~ gelegt werden; ein ~,,-3, der durch 'h  geht, 
kann also nur noch durch 

m ( ~  - -  a )  - -  
(m ~ 1)(m -- 2) 

wiilki~rliche Linien van Fm gelegt werden, und es i s t  unmSglich, dass ein 
Fm_~ durch h o und u,_2 willk~'lrliche Linien Van ~ gelegt werden kann. 
Daraus sieht man, dass ein F,,+n-~, der durch zn-2 willkarliche Punkte 
r a n c h  geht, nicht cn enthalten muss, well er durch h o gelegt wird. Da 
die Schnittpunkte van cn und Fro+.-2 durch zn_2 unter ihnen bestimmt 
sind, kann man also, was zu beweisen war, einen wi l lka r l i chen  F ~ , , ~ ,  
dessen Sehnittpunkte m i t c .  bestimmt sind, dureh h o 4egen, ohne dass er 
daher Fn enthalten muss, 

Es ist leicht zu zeigen, dass wenn die Formel 

Y~, = T n (n --  1)(n 2) 
2 + h  

far p = n - -  2 gilt, sie aueh f a r p  > n - -  2 richtig sein muss. Man kann 
es zum Beispiel durch Induction thun. Wir wissen dass 

yp+l ~ Yv + n, 

wenn p so gross ist, dass es far eine Fp+l mi t  n Bedingungen~eqvivalent 
ist, dutch alle die Punkte gehen  zu sollen, worin eir~e Ebene c~:schneidet; 
denn eine Fp+i,  welche durch alle die Punkte geht, worin' eine Ebene. c. 

Aeta mathematica. 2.  I m p r i m d  9 M a i  1883. '. ~ 5  
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schneider, kann wenigstens noeh durch eben so viele willkarliche Punkte 
von cn gelegt werden wie eine Fp, da die Ebene und eine /;~o zusammen 
eine F~+~ bilden. Wenn nun 

(~ - -  1 ) ( ~ "  2) + h, YP = 2 )n-  2 

wissen wit also, dass 

y~+l~(p + 1)n 

Da aber auch 

und . 

(n - -  1)(n - -  2) 
2 

Yp4-1 ~ Zp+l } " 

+ h .  

zp+ l= (p+  1)u - ( n - 1 ) ( n - 2 )  
2 + h ,  

muss man yp+~ = zp+l haben, und der Satz ist far p-f- 1 richtig, wenn 
er ffir p richtig ist und p ~ n - - 2 .  Wit  haben also jetzt bewiesen: 

Wenn p ~ n - - 2 ,  sind die Schnittpunkte einer Fp und einer c,,, die 
h scheinbare Doppelpunkte hat, durch 

" (n-- 1)(n--2) 
pn 2 + h 

unler ihnea bestimmt. 
Die Methode, welche hier verwendet ist, um die Zahl yp zu finden, 

welche angiebt, dutch wie viele Punkte die Schnittpunkt_e einer cn und 
einer F p  bestimmt sind, ist aber ausser den F~llen p ~ ( n - - 2 )  selten 
brauchbar, und wir mt~ssen also andere Methoden suchen. 

36) Wit  wollen jetzt einige Hfilfssatze fiber vollst'~ndige Durchschnitt- 
curven zweier Fl'~chen entwickeln, well wir diese S'atze im Folgenden 
brauchen. Diese Satze sind Sittzen von ebenen Curven ganz analog, auch 
die Beweise sind analog. 

Eine Fidche F,, welche dutch das vollstdindige Schnittpunktsystem a 
einer Fldicbv F~ und einer vollstdindigen Durchschnittcurve ctq zweier Fldchen 
Fp und Fq geM, schneidet noch Cpq in dem vollstdindigen Schnittpunktsystem 
yon cpq und einer F~_,.. 

Wit setzen voraus, das s F~ dutch keinen Punkt geht, der doppelt so- 
wohl a u f / ~  als ~q ist, und &ss F,. kelnen Doppelpunkt auf cpq hat, so 



Zur Theorie der Raumeurven. 195 

dass es immer Vollsti~ndig bestimmt ist, wie man es verstehen sol[, dass 
F~ durch die Durchschnittpunkte yon F,. und cpq gehen soll. 

Uebrigens kann cpq s o w o h l  unaufloslich wie aufl(~slich sein, wie auch 
Theile davon mehrfach auf einer der Flachen Fp oder Fq  sein l~Snnen. 

Erstens ist der Satz richtig, wenn s so hoch ist, dass es fiir eine 
Fli~che F~ mit p q r  Bedingungen eqvivalent ist dutch a gehen zu  sollen, 
und wenn s > p  + q + r - - 4 .  Denn, w e n n s > p  + q - - 4 ,  kannF~ (18)) 
im Ganzen durch ~ • 

spq P~(P 4" q - -  4 )  1 
2 

willki~rliche Punkte von cpq getegt werden; wenn h'. also durch a geht, 
und s so gross ist, dass F~ durch keinen Punkt yon a gehen muss, well 
sie durch die t~brigen Punkte derselben geht, kann sie noch darch 

• (s - -  r )pq - -  pq(p  4" q - -  4) __ 1 
2 

willkfirliche Punkte yon cpq gelegt werden. Durch so viele Punkte kann 
aber auch eine F~_r gelegt wcrden, da (s - -  r ) >  p + q - -  4, woraus man 
sieht, dass der Satz in diesem Fall richtig ist, da eine /~ und eine F~_ r 
zusammen eine F, bilden. 

Darnach kSnnen wir zeigen, dass der Satz fiir ( s - - 1 ) r i c h t i g  ist, 
wenn er fi~r s richtig ist. 

Der Beweis wird geffihrt, indem wir zeigen, dass eine Fl~che T~, 
die cpq in p q  Punkten schneidet, die auf einer Ebene liegen, noch cpq in 
Punkten schneiden wird, die auf einer F~_I liegen. Denn der Satz wird 
ffir eine Fs, die aus einer F~_I, welche durch a geht:, und einer will- 
ki;wlichen Ebene P zusammengesetzt ist, gelten. Diese zusammengeseizte 
Fl~che wird cpq ausser in a auch in Punkten schneiden, die auf einer F~_,. 
liegcn; und ,  da /~'~_~ durch alle die Schnittpunkte yon P und Cpq geht, 
liegen, wenn der oben .angefilhrte Satz richtig ist, ihre fibrigen Schnittpunkte 
auf einer F,_~_~. Hierdurch ist abet bewiesen, dass unter der gemachten 
Voraussetzung der Satz fiir s -  1 richtig ist, wenn er f t i r s  riehtig ist, 
und wir wollen jetzt die Voraussetzung beweisen. 

:Nennt man a~ die Anzahl der Bedingungen, mit welchen es eqviValent 
ist, dass eine 2'~ dutch alle die Punkte fl gehen soil, worin eine will- 
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kiirliche Ebene P cpq schneider, wahrend man die Anzahl willkt~rlicher 
Punkte yon c~q, durch welche man eine F~ legen kann, a ~  nennt, sieht 
man aus den in 18)entwickelten Formeln, dass 

a, tpq ~- a(t--Dpq @ ~t .  

Diese :Formel sagt abet aus, dass eine Ft, welehe dureh /3 geht, noeh 
dutch eben so viele willkorliehe Punkte yon eeq gelegt werden kann wie 
eine F~_~, und also dass eine Ft, welehe dureh /3 geht, e~ noeh in Punkten 
sehneiden wird, die auf einer ~_~ liegen. 

37) Aus 36) folgt die Residualtheorie f~r vollst~ndige Durehsehnitt- 
c u r v e I L  

Indem dieselben Voraussetzungen wie in 36) yon epq, /~ ,  ~ u. s, w. 
stattfinden, wollen wit beweisen: 

Wenn eine Fl(iehe F,. eine vollstandige Durehsehnitteurve ei~ in zwei 
Punktgruppen a und t3 schneider, die zusammen das voilstandige Sehnittpunkt, 
system yon F~ und ep~ bilden, und wir dutch ~ eine F, legen, die epq noch 
in der Gruppe ~ sehneidet, so schneidet eine neue Flaehe s '~ Ordnung F , ,  
welehe dutch T geht, epq noeh in einer Punktgruppe ~', dureh welehe man 
eine Fldehe r '"~ Ordnung, t i " ,  die dutch fl geht, legen kann. 

Der Beweis.wird dadureh gef~hrt, dass F ' ,  und F,. zusammen eine 
F,.+~ b'ilden, welehe dureh das vollstgndige Sehnittpunktsystem a und T 
von %q und F, geht, und deren ~brige Sehnittpunkte mit ep~, ~' und /3, 
also auf einer F ' .  liegen mQssen. 

38) Man kann nun aueh einen dem RIEMANN-Rocn'sehen Satz analogen 
Satz f~r vollst~ndige Durehsehnitteurven finden, den ieh aueh den RIE- 
MA~-RocH'schen Satz nennen werde. 

Wenn eine F1Ciche F~ eine vollstgindige Durchschnittcurve, cpq, zweier 
Fldchen F~ und Fq in zwei Punktgruploen schneidet~ wovon die eine a fest 
ist, w(ihrend die andere t3, die yon Q Punkten besteht, q' variable Punkte 
enthalten kann, geht eine Fp+q_4 dutch alle die Punkte 13, wenn sie dutch 
Q -  q' willkiirliche Punkte unter ihnen gelegt wird. 

Wir setzen voraus, dass Q -- q' < pq(p + q - -  4) und wollen sparer 
• 2 

zeigen, dass dieses immer stattfinden muss, wenn 13 auf  einer Fp+q_4 
4b 

!!egen soll. 
Whhlen wit ( q ' - -  1) willk~rliche feste Punkte T auf c~q, so bilden 
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die  iabrigen Punkte yon jeder Gruppe ~, welche ~" enthMt, eine Gruppe 
fl' aus Q - -  q' -Jr" 1 Punkten bestehend, wovon ein Punkt P willkt'lrlieh 
gewi~hlt werden kann. 

Wenn man nun (lurch einen Punkt /9 yon /3', der nicht zu allen 
Grfippen 13' geh6rt, eine Ebene E legt, und wenn man durch die i~brigen 
Q - - q '  Punkte ff eine Fp+~_4 legt, bilden E und  F~+~_ 4 zusammen eine 
/~+qL3, die cpq ausser in fl' in einer Gruppe T' schneider. Der Residual- 
theorie zufolge muss  nun jede Fp+¢_,, die durch T' geht, aus c~¢ eine 
Gruppe //' ausschneiden. 

T' besteht theils aus den Punkten i z', worin die Ebene E c~,¢ ausser 
in P schneidet, theils aus den Punkten T'", worin Fp+q_4 noch cp¢ schneider, 
ausser in den Punkten, wodurch sis gelegt is t .  Nun muss jede F~÷¢_3, 
die durch y '  geht, a u c h  durch ' P  gehen, da T" und P zusammen das 
vollsti~ndige Schnittpunktsystem zweier ebenen Curven Fp und F¢ bilden, 
und /~+q_~ E in einer Fp+q-~ schneidet, welche durch alle die Schnitt- 
punkte von Fp und Fq P ausgenommen gelegt ist und also auch durch 
P gehen muss, da jed c ebene Curve Fp+q=~ dutch einen der Schnittpunkte 
yon Fp und Fq gehen muss, weil sie dutch die i]brigen g e h t .  

P muss also zu ~-' oder zu jeder Gruppe fl' gehoren, und da es ge- 
geben ist, dass er nicht zu jeder Gruppe ] geh0rt, muss er zu y gehOren. 
Da nun P nicht zu den Punkten y" gehsrt, worin E cpq schneidet, muss 
er zu ~'" gehoren, und F~÷q_ 4 also durch P gehen. 

/~'p+q-4 muss also durch alle Punkte /9' gehen. D a  es aber in einer 
bestimmte~l Gruppe fl = fl 'q-~- vollsti~ndig willki]rl[ch ist, ob wir uns 
einen Punkt  P yon fl' variabel denken und die Punkte yon $- lest, oder 
ob wit uns P lest und einen Punkt P'I yon T variabel denken, sehen wir, 
dass Fp+¢_ 4 auch dutch einen willkfirlichen Punkt yon T gehen muss, 
weil sie durch die Q ~ q '  Punkte ,8' geht, und ais0 die ganze Gruppe ,8 
enthalten. 

W i r  wollen jetzt zeigen, dass man niemals Q--q '>  pq(p + q -  4) haben 
2 

kann, wenn fl auf einer Fp+q_~ liegen soll. Denn Fv+q_ 4 schneider c~ noeh 
in einer Gruppe 3, die aus R = (p -4- q -  4)p~/-- Q Punkten besteht. Es 
ist nun flir Fp+q-4 hschstens mit R Bedingungen eqvivalent dutch (~ gehen 

zu solien i u n d  da Fp+q:_4 im Ganzen durch Pq(P + q--4)Wil lki i r l iche 
2 
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Punkte yon c,~ gelegt werden kam b hat man also ~l'~ pq(p + q- -4 )  
2 ~ R, 

und da Q=l~f f (p+f f - -4 )  ' It, Q~ff '=Pq(P + q - - 4 ) '  
< 2 

Wit haben bewiesen, dass  F~+q_~ durch d i e  ganze Gruppe /~ gehen 
muss, well sie dutch Q ~ q' ]:)unkte derselben gtlegt wird, wit ksnnen aber 
auch zeigen, dass sit nieht dureh die ganze Gruppe fl zu gehen braucht, 
weil sic dutch weniger a l s  Q ~ f f '  Punkte der fl gelegt wird. Denn F~+~_~ 
schntidet cvq noeh in R = (io q - q -  4)pg ~ Q Punkteri ~-, dtren 

= pq(p -b q -  4) r>  
2 - - ( q - -  ~') 

willk~'wlieh gtw'ahlt werden kisnnen, da es ja h~Schstens Q - - q '  Bedingun- 

gen fiir li'p+~_ 4 ist dutch fl zu gthtn, und sic im Ganzen durch pq(p + q - - 4 )  
2 

willkfirliche Punkte yon c~ gelegt werden kann. Da aber die Grupl)e r 
r variable Punkte enth~lt; geht F hierdureh, wenn sit dureh p+q--4 

oder 

9, . . . . .  ( e -  q') 

(1) R - -  r ~ ~q(P + ~ - -  4) t 

2 

Punkte der ~- geleg t wird. Eint /~4q-4, die durch i" geht, schneidet also 
cvq noth in einer Gruppe fl, deren wcnigstens 

pq(p + q - - 4 )  
• 2 - -  ( I t - - r )  

Punkte willki~rlich gewiihlt werden k5nnen, und da wit wissen, dass nur 
q' Punkte fl willk~'wlich gewahlt werden k5nnen, mfissen wir haben 

(2) ~'q(P + q 4) 
2 ( n - - r ) ~ ' ,  

Und indem wir ( 1 )un d  (2) vergleichen, sehen wir, dass 

, = pq(p + q - -  4) 
2 ( i t  - -  r). 



Zur Theorie der Raumcurven. 

Wenn nun cpq h scheinbare Doppelpunkte hat, und wir 

199 

setzen, haben wir 

p = (pq - -  1)(pq - -  2) _ h 
2 

R - - r  = P - - q '  -- I 

Q - - q ' - - P - - ' r - - 1  

n + Q = 2(P- -1)  

n -  Q = 2ff - -  q'): 

Far  das Folgende ist es wichtig zu bemerken, dass man diesen, so 
wie die vorhergehenden Satze, verwenden kann, wenn cp~ eine auflOsliche 
Curve is~. 

38) Wir  Wollen j e t z t  unter eins die folgenden zwei Sii, tze beweisen: 
1) Wenn zwei Fldchen F v und Fq einander in den unaufldslichen Curven 

c. und On, schneiden, w o n  + na ~ pq, muss eine Fv+q_4 .durch einen Sc]mitt- 

punkt v°n c. u n d c , ,  gehen, well sie durch die ~brigen geht. 

2) Wenn c. h scheinbare Doppelpunkte hat, sind ( n - - l ) ( n -  2 ) h  
2 

ihrer Schnittpunkt'e mit einer F~+q_~ durch die iibrigen bestimmt, w~'ihrend 

yp+¢:4 ~ n(p + g - -  4 ) - -  ( n - -  1)(n-- 2) 2 + h yon diesen Schnittpunkten wiUkiir- 

lich gewdhlt werden k6"nnen, indem dieselben Bedingungen wie im vorigen 

Satz stattfinden. 

Wir nehmen an, dass c., h' scheinbare Doppelpunkte hat. Ca und c., 
schneiden einander in t Punkten, die t genannt werden, und wit  haben 

Setzen w i r  jetzt 

sehen wir, da sowohl 

als 

t = 2 h  - -  n ( ~  - -  p - -  q + 1).  (1)  

= P q - - ~ = ~ , q + ~ l  " ( p - - m - - 1 ) q + ( q - - k ) ,  

p T q - - 4 > m + q - - 4  

p + q = - 4 > m  1 + q - - 4 ,  

o 

(1) Si~he z. B. SALMON: GeOmetry of three dimensions, third ed. p. 316. 
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35) zufoige, dass es far FpTq_ 4 hSehstens mit 

yp+q-4 4. 1 -- (p + ~/-- 4)~ (n 1)(~ - -  2) 
2 

y'p+q-4 + 1 = (p + q - - 4 ) n  I 

4 .h4 .  1 

( n ,  --1)(n, - -2 )  
+ h ' + l  

eqvivalent ist die Curve cn I enthalten zu sollen. Wir  kSnnen Bedingungen 
~nj J 

I also annehmen, dass es mit  yv+e-4 + 1--fl~ Bedingungen far /;'p+q-4 eqvi- 
y'p+~-4 + 1 --,~ 

valent ist c~ enthalten zu sollen, indem 0. 
Cnl ~a > 

Wir wollen jetzt eine Fp+q_4 durch t legen und annehmen, dass sie 
durch x Punkte  t gehen muss, weil sie durch die fibrigen geht... F,+q_4 
muss dann c~ enthalten, wenn sie noch dutch yp+q_, + 1 - - i l l - - ( t - - x )  

willkarliche Pulikte der c, gelegt wird, und ebenso muss sie auch c., 
enthalten, wenn sie noch durch y'p+q_,-4-1 - - [ ~ - - ( t - - x )  willkfirliehe Punkte 

der c., gelegt wird. D u e s  nun (18)) far  eine Fp+q_, mit (p + q - - 4 ) p q  + 1 
2 

Bedingungen eqvivalent ist die vollstttndige Durchschnlttcurve von Fp und 
Fq enthalten zu sollen, muss man haben 

(yp+.-4 4. 1 - - £  - -  ( t - - z ) )  + (y'p+q-4 + 1 - - A - - ( t - - z ) )  4" t : x  

2~  (p - - -  yp+q--a 4" y'p+q--4 --29~ - - ~ 2  - -  t 4" z 4" 4" q - -  4)pq 4" 1. 
2 

Nun hat man aber die Relation 

oder 

und also 

h - -  h' (n - -  n')(p - -  1)(q - -  1) 
= 2 (') 

- -  n l ) (p  + q - -  4) 
2 

yp+q-4 + y'p+q-4 - -  t = (p + q - -  4)pq m (n - -  1)(n - -  2) + 2h 

+ ( n - -  nl)( p + q - -  4)__ (2h--  n (n - -  p - -  q + 1)) 
2 

== pq(p + q - -  4): - -  2. 
2 

(~) Siehe SALMOS: Geometry of three dimensions~ third ed. p. 315. 
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Daraus sieht man, dass 

0e - -  /9, - -  /9, 71  , 0e7/91 +/9, + 1. 

Nehmen wir jetzt an, dass c, auf einer M0noide 2~m Iiegt, dann wissen wir 
(28)), dass die Punkte Gp+q_~, worin eine F~+q_~ c~ sehnddet, auf einem 
Kegel gm+p+q-=i, der durch l~ und h 1 geht, liegen, und dass (6)), wenn sieh 
Gp+q_4 in zwei Gruppen t und /3 theile, ein C~-8, welcher dureh h geht, 
dureh /3 gehen wird, wenn er durdh O - - q '  Punkte  der fl gelegt wird, 
indem /3 Q P-unkte enthMt, wovon q' willk~rlieh gewghlt werden kSnnen. 

Nun schneider, wenn h :< (~* --  1)(~ - -  2) eine Fp+q ~ welehe dureh t ~ . - -  

geht, c~ noch in einer Gruppe /3 aus n ( n - - 3 ) ~  2h Punkten bestehend, 

n(~ --  3) h + 0e --~/9~ - -  1 willk~arlich von welchen q' = yp+~-4- fl, - -  t + ~ -- 

gewghlt werden kSnnen; denn aus dem Vorhergehenden sehen wir, dass 
eine Fp+~_4, die durch t geht,  noch durch so vlele willkfirliche Punkte 

yon c~ gelegt werden kann, und dass sie nieht, wenn h < (n - -1 ) (n - -2 )  
= 2 

c~ enthalten muss, du q ' ~  0, well x >/31 q- 1 und in diesem Fall 

n(~ - - 3 )  h > 0. 
2 -- 

Ein ~,-3, der dureh h geht, geht also auch dureh /3, wenn er durch 

2 2 

willknrliehe Punkte der /3 geht. Nun mnssen wir aber 

n(n - -  3) - -  3) h z-/9, + ~e - -  1, z ~/~, + 1 2 h+f l* - -m+l>n(n2  

haben, well  sonst ein C,-3, der durch h geht, durch alle Punkte einer 
willk~rlichen Gruppe /3 gehen miisste, well sie durch eine geringere An'  
zahl unter ihnen ginge, als man willkt~rlich wghlen k~Snnte; was unmSg- 
lich ist. 

Man hat also 
~v~fl,-]-fl, + 1 

was nur stattfind~n kann, wenn / 3 = -  O, x =/3~ q-- 1. 
A c t a  m a t h e m a t i e a .  ~. I m p r i m ~  16 M a i  1883.  2{J 
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2 
Satz ist aber :gleichwo~ richtig. Wit  haben in diesem Fall 

• ' '"  H ,  V a l e r a t i n e r ;  

Auf  dieselbe Weise sehen wir, dass /31 -~ 0. ' " :  

Wenn h---- (u ~ l ) (~--2)  kann kein ~._~ durch h gelegt werden; der 

oder 

p + q ~ 4 < q  

q < 4  

p < 4  

haben. Den Fall wo p ~  2, q ~  2 k6nnen wit auslassen, da die Flltche 
Fp+q_4 dann gar nicht  existirt. Ebenso konnen wir den Fall p ~ 3, q = 1 
auslassen. Wit  mfissen also entweder p =  3, q ~  3 oder p =  3, q =  2 
setzen. 

Wenn p =  3,  q =  3, ist Fp+q_4= F~ und entweder n oder n ~ 4 ,  
so dass wenigstens eine der Curven c. oder c.~ auf einer /~'~ liegt. Es 
ist leicht zu zeigen, dass der Satz richtig ist. " 

t = ( n : l ) ( n - - 2 ) - - n ( n ~ p - - q  + 1 ) : n ( p +  q---4)+2. 

Wie vorher finden wir, dass 

Wir ksnnen d a n n  nicht /~ > 0 haben, c~enn F,+q_4 muss• c. enthalten, 
wenn er durch t geht, und. das ware nicht nothwendig, wenn /3~ > 0, da 
F.p+q_~ dann, ausserdgm dass sie durch t ginge, durch 

- -  3) 
2 h . £  + ~ - - 1 ~ ( ~ :  h + £ ~ o  

' ( ~ , -  1X~, - -2)  willkl~rliche Punkte ~von c. gelegt werden konnte. Wenn h' < 2 ' 

sieht man wie vorher, dass/~1 = 0 ,  und wenn h' = (% --  1)(% - -  2) sieht 
2 

mall wie hier, dass t31 ~ 0. 
Wir  haben jetzt den Satz in allen FMlen bewiesen, wenn man nur 

dutch die vollst~ndige Durchschnittcurve yon Fp und t~ eine F~+q_ 4 legen 
kann. Wi t  wollen je¢zt sehen, o b d e r  Satz (1) pag. 199 auch richtig ist, 
wenn dieses nicht der Fall ist. 

Wi t  mt~ssen d a n n  
p + q ~ 4 < p  
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Wenn p =  3, q =  2, kann n und n~ die Werthe(1, 5) , (2 ,4) , (3 ,  3,) 
haben, I m  ersten und; zweiten Fall sieht man, dass: der Satz richtig ist, 
dagegen sieht man, dass er im dritten Fall nieht richtig ist; denn Fp+q_~ 
ist ~--F 1 und ist also eine Ebene, und die beiden Curven c~ und ca, sind 
Raumeurven 3 ter Ordnung, die sieh in 5 Punkten schneiden, und durch 
deren Schnittpunkte keine Ebene geleg£ werden kann. 

Wenn c.~ eine zusammepgesetzte Curve ist, mtissen in  allen Fallen 

richtig sein, und also /~ ~ 0, x ~ / ~  -[- 1 sein, wenn nut Ca eme nicht 
auflt~sliche Curve ist, und kein Theil yon c., D0ppe]curve auf den beiden 
Fiachen Fp u n  d Fq is/. 

3) Es ist also, wenn c,~ ~nauflOslich ist und kein Theil von C~, Doppel- 
curve auf  den beiden Fldchen Fp und Fq isi, immer mit Y v+q-4 + 1 Be- 
dingungen e qvivalent, dass eine Fp+q_4 die cn residuale Curve ca, enthalten soll, 
u n d  

:~) Eine Fp+q_4, die durch die Schnittpunkte zweier Curven C~ und c;: 
.qe]~t, schneider immer ca noch .in einer Gruppe yon n(n 3 ) -  2h Punkten~ 

wovon n(n --  3) h willki~rlich gew~ihlt werden kb'nnen. 
2 

Der letzte Satz wird dadurch bewicsen, dass F~+q~ ausser dutch t 
dutch yp+q_4--~81 " ( t - - x )  wiilki~rliehe Punkte yon ca gelegt werden 
kann. Er  ist auch in dem Fall richtig , wo Theile yon c,, Doppelcurven 
auf den beiden Flachen /~:p und F~ sind.(.1) : 

(1) Da ich nicht sonst die Falle behandele, wo Theile yon c,~ Doppelcurven auf den 
beiden Fliielmn Fp und /?q sind~ wer de ieh nut in dieser Note den Beweis ftir d i e  ge- 
maehte Behauptung ftihren. Ich nehme also an, dass der Beweis wie oben gef.iihrt ist for 
den Fall~ wo kein Theil yon c, 1 Doppeleurve auf den beiden Fliiehen Fp und F q  ist. 
Wenn nun r so gross ist~ dass eine-Fr, die dureh cn geht, dutch keine I)oppelcnrve yon 
Fq Zu gehen bedarf, denken wit uns eine solehe Fr  dureh ca ,gelegt~ and dass Fr noeh 
Fq i n c~,~ wovon kein Theil doppelt auf Fq ist, schneider. Eine Fq+r-4~ welehe ~lureh 

n ( n - -  3) h willktirliehe Punkte yon ca gelegt werden. Wenn cn,-geht ~ kann noeh dfireh 2 

wit nun aber statt ca' eine Curve setzen9 die aus Cn~ gnd einer willktirliehen vollstandigen 
I)urchschnitteurve c(r-v)q .yon Fq und einer F r ' p  besteht~ sieht man9 dass eine Fr+q-4~ 

welohe hierdureh geht, wenigstens dureh n(.r~-- 3) h willkiirliehe l)unkte von cn gelegt 
2 
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~: 39) Indem wi t •s te ts  voraussetzen, dass kein Theil von c,~ oder c,, 
Doppelcurve auf den beiden Fl~chen Fp und Fq ist, und dass c~ u n d c , ,  
zusammen die vollsti~ndige Durchschnit tcurve yon Fq und Fp bilden, 
werden wir entwickeln, wie die Anzahlen yon willkiirlichen Punkten in 
mehreren Punktgruppen auf c~ und c,, von einander abh~ngen. 

Erstens wollen wir eine Beziehung zwischen den Zahlen yp+q_~ und 

y'p÷q_, entwickeln, wennlY, v+q-4 angeben, durch wie viele willkfirliche Punkte 
! y'p+q-4 

das vollstgndige Sehnittpunktsystem yon und Fp+q_4 bestimmt ist. 
cn, 

Die Curven c~ und c,, kSnnen zusammengesetzt oder unaufl~Sslieh sein, 
wie aueh Theile yon ihnen enehrfaeh auf einer der Flaehen Fp oder Fq 
sein ksnnen. 

Fp+q_4 kann im Ganzen dureh pq(p + q - 4 )  willk~irliehe P u n k t e  yon 
2 

cpq, die vollst~ndige Durehsehnitteurve v0n Fp und Fq, gelegt werden. 
Wenn also die Sehnittpunkte yon Fp+q_ 4 undc, ,  bestimmt sind, kann 
F~+q_~ noeh. dureh 

pq(p -t- q -  4) 
2 ~ y p + q - 4  

2 
37) folgt abet, 
wenn sie durch 

willktirliche Punkte von c,,, gelegt werden. Fp+~_ 4 schneidet also auf 
cn, eine Punktgruppe a aus, d i e  aus nl( p ~ q - - 4 )  Punkten bes'teht, yon 

welchen Pq(P + q - -  4) - -  yp+q-4 willkt~rlich gewMllt werclen k0nnen. Aus 

dass eine Fp+q_ 4 dutch die ganze Gruppe a gehen muss, 

+ q - -  4) - -  ( Pq(P 

willkl~rliche Punkte der a geht. 

+ q --,4) 
2 Yp+~-4 ) 

° 

werden kann. Da aber eine F,.+q-4~ die dureh c(,._p)q geht, Fq noeh in einer Curve sehnei- 
det: dutch welehe man eine Fp+q_4 legen kann~ sieht mau~ "dass aueh eine/~+q-4, die durch 

c~ geht, wenigstens noch dutch n ( n -  3)  h willklirliehe Punkte v0u cn gelegt werdeu 
2 

kann~ und dass also dasselbe ftlr eine Fp+q-4, welehe durcht geht I stattfinden muss. Wie 

vorher zelgt mango dass eine ~p+q-4~ die durch t geht~ nieht durch mehr als n(n~---3) h 

willktirliche Punkte von cn gelegt werden kann. 
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• Da a aber auch das vollsti~ndige Schnittpunktsystem yon Fp+q_ 4 und 
c., ist, und die Schnittpunkte yon c,~ und Fp+q_~ dutch ' " Y p+q-4 unter ihnen 
bestimmt "sinci, muss es ftlr Fp+q_4 mit Y'p+q-4 Bedingungen eqvivalent 
sein durch a zu gehen, und also hat man 

Y 'P+q- t  == n l ( l )  + ff - -  4. ) - - ( p q ( p  "k- q - 4)  ' ) 
2 Yp+q-4  i 

(n, - -  n)(p + ~ -  4) ¢ 

Y p+q--~ - -  Yp+q--4 -~- 2 

Wenn wit annehmen, dass c, und c,~ beziehungsweise h und h' Doppel- 

punk te  hat, und wit (~ - -12  )(~ --  2) - - h  und (% - -  1)(%.--2 2) h"beziehungs- 

weise das Geschle.cht yon c, und c~,, nennen und mit g und g' bezeichnen, 
haben wi r  

' ~' 
y p+q--4 - - -Yp+q--4  ~ - -  g. 

Wenn c,~ eine unauflOsliche Curve ist, wissen wir, dass es ffir F~+q_4 
mit (p + q - -  4)n~ - - g '  + 1 Bedingungen eqvivalent ist c,, enthalten zu 
sollen, und wenn diese Zuhl k :grSsser als ' y p+q_~ ist, finden wir 

y~+q__~=(p + q - - 4 ) n ' g - - - k  ~ 1. 

Wenn Cn, nur aus Curgen besteht, die einander sehneiden, und yon 
denen keine doppelt auf F~ oder /~q ist, ist es leicht zu sehen, dass k = 1, 
und also 

" Yp+q-4 = (p  + q - -  4 ) n - - g .  

Wenn k grSsser als 1 sein soll, muss alsg" c,, entweder aus mehreren 
Curven, die nicht einander sehneiden, bestehen, oder C,~ muss Theile ent. 
halten, d ie  doppelt auf einer der Fl'~chen F~ oder F~ sind. 

40) Wir  haben schon fri;lher die Bezeichnungen y,. und % gebraucht. 
y,. ist die ~ Anzahl yon willklirlichen Punkten auf c~, durch welche man 
eine F,. legen kann. z,.. ist die Anzahl yon willki~rfichen Punkten aui"c,~, 
durch-welche  man eine ~,,~+~, der durch h und h~ geht, l egen  kann, in- 
dem man sich denkt, dass c. auf  einer Mm liegt. 

Nennt man die Gruppen yon nr  beweglichen Punkten, worin F~ und 
~ + ~  Cn schneiden, G,. u n d  H,., weiss man, class die Gruppen G,. z u  den 
Gruppen H,. gehOren, und' dass die Gruppen G~ und Hr, wenn r zulanglich 
hoch, zusammenfallen. 
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wir auch, dass 

(n -.  1)(n -- 2) 
z,. = r n -  2 + h,  

wemJ r ~  ml + q ~ 3, und dass, wenn 

Wenn n = miq + k, und c,, auf einer unaufl~sslichen F~ liegt, wissen 

sowohl r ~ m , ÷ q - - 3  als y r = r u  
(~ 1)(n - -  

- 2 2 )  4 -  h ,  

die Gruppen G, und H, zusammenfalten. 
: Da eine H,. aus einer willkarlichen H, und einer willkiirlichen H,._, 

zusammengesetzt sein kann, wenn s <  r, muss auch, wenn r zulgng- 
lich hoch, eine F,., welche dutch eine Gs geht, c, noch i l l  einer willki~r- 
lichen H;._s schneiden k~snnen. Daraus sieht man, dass.man die Grup- 
pen H ganz unabhgngig yon den Monoiden, die durch c,, gehen, definiren 
kann, Im Folgenden werden die Bezeichj,mngen Yr, z,., G,., H,. immer 
dieselbe Bedeutung wie hier haben. Wir k~snnen jetzt die Residualtheorie 
auf Raumcurven t'lbertragen, auch wenn sie nicht vollstandige Durch- 
schnittcurven sind, wenn nur die Zahlen r und r I so gross sind, dass 
G~ und //,., G,. und fir,. identisch s i n d .  Unter dieser Voraussetzung hat 
man: Wenn durch eine Punktgruppe a, die "auf c, liegt, zwei Flachen/~;. 
und F,. gehen, die c,, beziehungsweise in den Punktgruppen /? und /~: 
sehneiden, und , wenn man durch f l  eine neue Fl'~che r '~'' Ordnung T",., 
die c~ in a, sehneidet, legt, kann man auch dureh /~ eine neue Fl'~che 
r~"" Ordnung F,., die durch a~ geht, legen. 

Der Beweis wird ganz wie der ft~r den analogen Satz yon voll- 
stgndigen Durchschnittcurven gef*]hrt. Fallen nut  die Gruppen G, und 
H~ zusammen, nicht aber die Gi'uppen G,. und H,., kann man wohl dureh 
jede neue Gruppe % ,  die von einer F',. ausgeschnitten wird, eine:F,, legen, 
nicht aber. eine F',. durch jede Gruppe al, die yon einer F',. ausgeschnit. 
ten wird. 

41) Indem wir dieselben Bezeichnungen wie in 4:0) ft~r die Zahlen 
und Gruppen , die zu c,, gehsren, brauchen, und die entsprechenden Zahlen 

t ~ !  ! t und Gruppen, d i e  zu c,,; gehsren, y , ,  ~ ,., G ,.,/T~ nennen, wollen wir zeigen, 
wie die Zahlen, die zu c~ geht~ren, yon denen, die zu % gehsren; abhgngen. 

Die vollstgndige Durchnittcurve zweier Flgchen, Fp und Fq, wird cp~ 
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genannt, und die Anzahl ~ willkt~rlicher Punkte auf cp~, dutch welchu man 
eine xw legen kann, wird a,.pq genannt. 

Durchi eine ;Gruppe G~ legen wit eine F,.. wird dann cn, in einer 
Gruppe.!G',i:schneiden und kann noch (lurch a~.~q -:-  y,. willkiirliehe Punkte 
yon c~ gelegt werden. Eine Fp+q_4 wird dann (87)) durch G'; gehen, 
wenn sie durch n l r - -a , .pq-~  y, Punkte der G'~ geht. Nehmen wir jetzt 
an~ dass c~ und c,,  tinaufl0slich sind oder wenigstens nicht aus mehreren 
Curven, die doppelt auf einer der Fl~chen F~ oder awq sind, oder die 
nicht einandcr-schneiden, zusammengesetzt sind, wissen wir, dass eine 
F~4q_ , du tch  

yp+q--4 ----- n , ( p  4 .  q 4) (¢~, --- 1)(n,2 ~ 2) + h 

willktirliche PunkCe yon c~, gelegt werden kann, und dass ulso Fp+q_4, 
ausserdem duss sie durch G',~ geht, noch durch eine willktirliche Gruppe 
H'~÷q_,. ~ gelegt werden kann. Eine H '  ist aber durch z' , p ÷ q - - r - - 4  p T q - - r - - 4  

willkfirliche Punkte bestimmt, und /~,+q-4 kann, ausserdem dass sie durch 
G'~ geht, noch durch 

. . . .  Y~+q--4 - -  ( n t r  - -  arpq -Jr yr) 

willkorliche Punkte yon c,,, gelegt werden, so dass 

r t 
• Zp+q--v--4 ~ yp+~[--4 - -  ~bl?" .3~ arpq ~ y r .  

Ebenso findet man entspreehende Formeln, indem man n und hi, y u n d  
y',.,Z und z' vertt~uscht. 

42) ,Wit fragen jetzt, unter welchen Bedingungen 

( n -  1)(n 2) z,. > ~'n . . . .  ' + h 
2 

o 

ist? Wit nehmen an, dass p "so hoch ist ,  dass e~ 
Curve ist. 

Wir haben dann (41)) 

( ~  - -  1)(~ - -  2) ÷ h, un4. also, wenn z~ > rn  2 
¢ , • 

eine unauflOsliche 

Y'p+q-r--4  

2 + h < Yp+q--4 - -  n ( p  4- q - -  r ~ 4) + a(p+q--r-a)pq q y ~ p 4 q _ , _ t  
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o(]er 
a(p+q--r--4)pq :'--'y'p+q--r--4 ~ O. 

Nun is t  es mit Y 'v+q-r~  ~ - l  Bedingungen eqvivalent, dass eine Fz,+~_r_ 4 
c., enthalten soll, und mit a(p+q_r_4)pq- ~ ] Bedingungen eqvivalent, dass 
eine /~+q_._~ %~ enthalten soll. 

Die Ungleichheit 
~b(p-}-q--r--4)pq - -  y'p+q--r--4 ~ 0 

oder 
a(p+q_r_A)pq "4- 1 > y'p+q--r--4 -[" 1 

giebt a]Fso an, dass eine Fv+q_,._ ~ c.1 enthalten kann ohne c. zia enti~alten, 
oder dass c. mit einer Cn+(q__r_4) q corresidual ist. Nun wissen wit, dass, 
wenn 

. z~ > rn .-- (n  1 ) ( ~  - -  2)  
2 + h, 

wit durch die Doppelstrahlen aus einem willkiirlichen Punkt einen ~ . . . .  3 
legen konnen, oder dass c. a u f  einer M,,_,._3 liegt, die ihren Scheitel in 
einem willkfirlichen Punkt hat. 

Die nothwendige und zuldngliche Bedingung dafiir, dass e. auf  einer 
M,_._~, die ihren Scheitel in einem willkiirlichen Punkt hat, liegen soll, ist 
also, dass c. mit einer Cn.~(q_r_4) q corresidual ist, wenn c. auf einer Fq liegt. 

Wenn man also die niedrigste .Ordnung der Curven kennt, cue c, 
corresidual sind, kennt man auch die niedrigste Ordnung der Monoide, 
die man dutch cn legen kann. ~ 

Man sieht auch umgekehrt, dass, wenn. man den niedrigsten W~rth 
der Ordnung der Monoide, die m a n  durch eine Curve c. legen kann, 
kennt, kennt man auch die niedrigste Ordnung der Monoide, die man 
durch eine willkfirliche c. corresiduale Curve legen kann. Man muss 
doch bemerken, dass wenn die Scheitel der Monoiden specielle Lagen 
bek0mmen, diese S~tze nicht  immer gelten, indem dann die Doppelstrahlen 
mehr als zweifach werden ksnnen. 

Wenn man r ~ p  setzt, giebt 

a r p q -  y'r . 

an, dutch wie viele Punkte man eine c,, corres iduale Curve c'. legen 
kann; nenp, en wir  diese Zahl q., wenn die Curve c,~ auf einer Flt~che q~"" 
Ordnung liegt, hat man 
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ff,~ = zq-4 (q --  4)n 1)(n 
• - 2 ÷ h -  

209 

Setzen wir (~ --  1 ) (n -  2) 
2 

h =2, ,  bekommen wir ffir q-~-4 

. 4~ = 2~. 

Also wenn eine c,~ auf einer F 4 liegt, kann man eine c~ corresiduale 
Curve c'n durch p, willk0r!iche Punkte legen. Man kann abet zeigen~ 
dass alle Curven, d ie  dutch Variation ihrer Constanten in c n iibergehen 
k0nnen, und die auf derselben Fq wie cn liegen, c~ corresidual sind, wenn 
Fq keine mehrfachen Punkte hat. 

Wenn c~ auf einer F 8 liegt, existirt keine Hq_4, und zq_~ hat keinen 
Sinn. Man weiss aber, dass es mit 

(% - -  1 ) ( n ,  - -  2)  
+ h + l  Tnl - -  2 

Bedingungen eqvivalent ist, dass $~ cn, enthalten soll, und da Fp ira Ganzen 

durch 3/0(p + 1) willk0rliche Punkte yon F 3 gelegt werden kann, dass die 
2 

c~ corresidualen Curven c'~ dutch 

3,, = ( n - - 1 ) ( n - - 2 ) - - h + n - - 1  
2 

willk0rliche Punkte yon F~ gelegt werden k0nnen, oder, wenn ihr Geschlecht 
_Pl genannt wird, dass 

3n--2,  + n - - l '  

Auf dieselbe Weise bekommen wir 

2~=2~ +2n--1" 

Wir wissen, dass die ebenen Curven durch n(~ + 3) d willk0rliche 
2 

Punkte gelegt werden konnen, wenn d die Anzahl ihrer Doppelpunkte 
bezeichnet, n ihre 0rdnung, und wir k0nnen also auch 

1~----2~ + 3 n - - 1  

schreiben. Wir sehen dann eine merkwordige Analogie zwischen den 
Zahlen l~, 2,~, 3,~, und dass diese Analogie fiir 4~ ~ a u f h b r t .  

Acta mathemaCica. 2. Impr im~ 8 J u i n  1883. '27 
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4 3 )  Wir wollen jetzt die meisten dieser Resultate auf eine andere 
Weise ableiten, u m  dadurch sine Verification der gefundenen Resultate 
zu finden. 

Wir nehmen also an, dass eine c, auf einer F~ liegt, h scheinbare 
Doppelpunkte hat und unauflsslich ist, und dass Fq keine Doppelcurve 
hat. Welter nehmen wir an, dass wir wissen, dass, wenn p ~  (n - -2 ) ;  es 
mit 

(,~-- 1.)(~ 2) 
Fn 2 + h + l  

Bedingungen eqvivalent ist~ dass F~ e. enthalten soll. 
Durch c, legen wir eine Fp, die Fq noch in % sehneidet. 
Wenn r zulanglich hoch, wird die vollst'~ndige Durchschnittcurve 

%q von Fp und F~ vollstandig bestimmt sein durch ihre Sehnittpunkte 
mit C~q, die vollst~ndige Durchschnittcurve yon Fq und F~. Eine e,, resi- 
duale Curve c'. ist dann durch ihre Schnittpunkte mit c~q .vollst~ndig 
bestimmt, und dann wird nach 37) eine F~+q_ 4 durch die Schnittpunkte 
Y o n  c '  n und % gehen, wenn sie durch n r - - q ,  unter ihnen geht, indem 
c'. durch qn willkfirliche Punkte Y O n  Fq oder % gelegt werden kann. 

Wcnn  nun r > n -  2, schneidet F~+q_ 4 c. noch in einer Gruppe Hq_4, 
worin Zq_4 Punkte  willktirlich gew'~hlt werden kSnnen, und man hat, da 

~+q-4 im Ganzen durch ff + q __ 4)~ --  (n --: 1)(n - -  2) 2 + h willkt~rliche 

Punkte yon c, gelegt werden kann,. 

(r + g - -  4)n - -  (~ ~ 1)(n 2) 
2 

oder 

+h----nr--q .+z~._4 

q n = z q . ~ _ ( ( ~ _ 4 )  n (n - -  1)(n-- 2) ) 
- -  2 + h  , 

wie wir in 42)gefunden haben. 
Legen wir durch % eine Fp+,, so schneidet Fp+~ Fq noch in einer 

c~+~q, die nicht aus mehreren Curven, die eina'nder nicht schneiden, zu- 
sammengesetzt ist. 

%+. kann durch 

qrq+~:=z,,q_~__((g__4)(r~ t + n)- (rq +n--1)(rq2 + n ' - - 2 )  + h " )  
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willki~rliche Punkte  von Fq gelegt werden, indem wir alle Z~hlen und 
Gruppen, die zu %+. gehsren, mit zwei Marken bezeichnen. 

Wenn es nun mi t  vp~ Bedingungen eqvivalent ist, dass Fp+~ e., ent- 
halten soll, haben wir nun aueh, wenn F~+~ im Ganzen durch % + ~  will- 
korliche Punkte  yon F ) g e l e g t  werden kann, 

a(p+r)q - -  Vp .kr ~ qrq+n • 

Wir wollen jetzt suchen, wie gross z "  i s t ,  wenn r < q -  4. q--4 • 

Wenn Fp,+q_ 4 (PI > n q- rq - -  2) durch das volisthndige Schnittpunkt- 
system einer F~, und einer cn+~q geht, giebt Z"q_4 + 1 an, mit  wie vielen 

Bedingungen es eqvivalent ist, dass eine solche Fpi+~_ 4 cn+~q enthalten 
soll. Nun kann eine e,+~.q aus e, und einer vollstandigen Durchschnitt- 
curve % yon Fq und F~. zusammengesetzt sein. Da eine F~l+q_4, welche 
durch das vollsthndige Schnittpunktsystem einer solehen e,+,.q und einer 
Fp, geht, % noch in einem vollsti~ndigen Schni t tpunktsys tem a mit einer 
Fq_~ schneider, und aa a ein vollsti~ndig willkiirliches Schnittpunktsystem 
yon % und einer Fq_4 sein kann, sieht man, dass es mit  a(~_4)rq + 1 Be- 
"dingungen eqvivalent ist, dass Fp,+~_ 4 % enthalten soll. 

Wenn nun Fp,+q_ 4 e,.q enthhlt, schneidet sie Fq no ch {n einer c(p~+q_~._~)~, 
die auf  einer F~+q . . . .  4 liegt und dutch das vollstlindige Schnit tpunktsy- 
stem yon c, und Fr~ geht, und die nur diesen Bedingungen unterworfen 
ist. Eine solche c(~,+q_,._4)~ kann noeh durch zq_,._4 willkt~rliche Punkte  
yon c, gelegt werden, u n d e s  i s t  also noch mit  z~_~_4+ 1 Bedingungen 
eqvivalent, dass F,,+q_ 4 c, enthalten so l l .  Wir  haben also 

z"~_~ + 1 = (Cl,(q_4)rq dr 1)  "-1-" (Zq_r_  4 "JF 1), 
Z"q--4 = a(q--4)rq + Zq--r--4 + 1. 

D a  h" = h + n r ( q  - -  1) + q(g - -  1)r(r  - -  1) f i n d e n  w i r  n a e h  einigen Be-  
2 

rechnungen , 

(1) z¢_~-4 + vp+,. = (p + q -  4)n ( n -  1)(n--2) 2 + h "-  n(; + p) + a(r+p)pq q- 1. 

Wenn r > q - -  4, finder man auf dieselbe Weise wie wenn r < q  ~ 4, 

dass z"q_4 = a(,q_4)rq, indem F~+q_ 4 dann cn enthalten muss, wenn sie C,.q 

enthMt, und beim Ausrechnen finden w i r  

(2) = (p  + _ - - 2 )  + h' + L  
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Die bier gefundene Formel (1) is t  mit der in 41)gefundenen Formel 
identisch, wenn m a n  da p - t - r  statt r setzt und die Buchstaben y, z, n 
mit y', z', n 1 vertauscht, wenn c., nicht aus Curven zusammengesetzt ist, 
die einander nicht schneiden, indem unter diesen Bedingungen vp+r~y'p+,.~ 1. 
Dagegen sieht man, dass die Formel (1) bier nur flit r 'posi t iv bewiesen 
ist, w'~hrend die Formel in 41) immer richtig ist, wenn p ~ r > 0. Anderer- 
scits gilt die Formel in 41) nicht, wenn c., aus Curven zusammengesetzt 
ist, die einander fiicht schneiden, w'~hrend die Formel (1) auch in diesem 
Fall richtig ist. 

Wenn r ~ - ( q - - 4 ) ,  giebt (1) einen neuen Beweis fttr den Satz 38)3), 
wi~hrend (2) nur eine leichte Folge aus dem Satz 38) 3) ist. 

44) Wenn eine F~+q_4 durch die oft genannte Gruppe t geht, schneidet 
sie c. noch in einer Punktgruppe G, die n(n ~ 3 ) ~  2h Punkte enthMt, 

wovon n(~ - -  3) 2 h willki~rlich gewi~hlt werden k0nnen. 

Ein F,--8, der durch die Doppelstrahlen h aus einem willkfirlichen 

Punkt geht, wird G enthalten, wenn er durch n(n--2 3) h willkiirlicl~e 

Punkte der G geht. Nun schneidet F,-3 c., aussei- in den Punkten, die 
auf den Doppelstrahlen h liegen, in einer eunktgruppe H, die n(n--3)--2h 
Punkte enthalt, wovon n0~--3) h willkt~rlich gewahlt werden konnen. 

2 
Die Punktgruppen G und H sind also identisch, d a jede Gruppe G zu den 
Gruppen H gehsrt, eben so v ide  Punkte wie H enthalt und dutch eben 
so viele willkt~rliche Punkte wie H bestimmt ist. 

Wenn eine Punktgruppe Hr sich in zwei Gruppen ~ und fl theilt, " 
wovon f l  lest ist, a aber q willkiirliche Punkte "enthhlt, wird ein F.-3, 
der durch h geht, wenn a aus Q Punkten besteht, dutch a gehen, wenn 
er dutch. Q - - q  willkfirliche Punkte der a geht. 

Dieses kann man auch so ausdrt~cken: eine Gruppe H wird alle 
Punkte einer Gruppe a enthalten, wenn Q - - q  willkiirliche Punkte a Zu 
H gehsren. Da die Gruppen G und H identisch sind, muss aber dasselbe 
yon G gelten, und man hat also den Satz: 

Wenn eine Gru~vpe H~ aus zwei Gruppen a und fl zttsammengesetzt ist, 
und wenn t3 eine feste Grulol)e ist, a aber q willkiirliche Punkte enthalten 
kann~ wird eine Fp+q_4, die dutch t geht, wenn a Q Ptmkte enth(ilt, dutch 



Zur Theorie der Raumcurven. 213 

alle die Punkte ~ gehen, wenn sie dutch Q - - q  willkiirliche Punkte unter 
ihnen geht. 

Man kann aber  auch diesen Satz direct beweisen, wenn man nur 
weiss, dass, wenn p zulanglich hoch, F~+q_ 4 durch einen Punkt von t gehen 
muss, well sie dutch die fibrigen geht, und dass m a n  unter derselben 

Voraussetzung F~+q_4 durch (p + q -- 4)u (~-- 1)(n-- 2) 2 + h willkiirliche 

Punkte yon c, legen kann und die Residualtheorie verwenden, wenn die 
Fl~chen, yon denen die Rede ist, ( p  + q - - 4 )  te~ oder hsherer  0rdnung 
sind. Zuerst kann man bemerken, dass, wenn t das Schnittpunktsystem 
der Curven c. und c.,, die zusammen die vollsthndige Durchschnitt- 
curve yon F~ und Fq bilden, ist, bildet t zusammcn mit den Punkten a, 
worm eine willkfirliche Ebene /~ e,, schneidet, das Schnittpunktsystem. tl 
zweier Curven e .  und c.,÷q, die zusammen die vollsti~ndige Durchschnitt- 
curve yon Fq und einer F~+ 1 bilden. Denn /) schneider Fq in einer 
ebenen Curve Fq, und diese bildet m i t c .  und c., die vollsti~ndige Durch- 
schnittcurve yon F~ u n d  einer Fp+~, die aus Fp und P besteht. Also 
muss eine F~+q_ 3 durch einen Punkt yon t~ gehen, well sie dutch die 
i;lbrigen geht. 

Indem wir dieselben Bezeichnungen wie im Vorhergehenden brauchen, 
sehen wir der Residualtheorie zufolge, dass eine willkiarliche Gruppe a, 
wenn ra zul~nglich hoch, durch eine F,., d i e  c. noch in einer festen 
Gruppe /31 schneidet, ausgeschnitten werden kann. 

n(n-- 3) h, und denken uns eine Wir nehmen zuerst an, dass (2 --  q < 2 

:Gruppe a, die noch aus ( Q -  q) Punkten 9 besteht, durch q willkilrliche 
Punkte ~- bestimmt. Durch einen Punkt P yon T legen wir eine Ebene 
E und durch 3 eine Fp+q_4, die dutch t geht, und nehmen an, dass p so 
gross ist, dass Fp+q_~ durch einen Punkt yon t gehen muss, weil sie dureh 
die i/b,'igen geht. Die  Punkte, worin E und Fp+q-'4 noch c. schneiden, 
nennen wir a~ und b. Eine F~,, die durch F mit Ausnahme yon P geht, 
wird e. noch i.n einer Gruppe % schneiden, die aus Q - - q  + 1 PunkCen 
besteht, wovon einer willkiirlich gew~hl~ werden kann, und der Residual- 
theorie zufolge muss jede Gruppe a I durch eine Fp+q,3, die durch t, a 1 
und b geht, uusgeschnitten werden, d a  Fp+q_ 4 und E zusammen eine 
Fp+q_~, die dutch eine % geht, bilden. 
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Eine Fp+q_3, die dutch t und a 1 geh~, muss abet .quch durch P gehen, 
da  die Punkte b und die Punkte a, worin E c n schneidet, eine Gruppe 
t 1 bilden, und Fp+q_~ durch einen Punkt einer Gruppc t 1 gehen muss, 
well sie durch die fibrigen geht. Dann muss P abet zu b gehOren. Denn 
P muss entweder zu jeder Gruppe al oder zu den festen Punkten, worin 
Fp+~_3 cn schneidet, gehOren. Zu jeder Gruppe % kann er nicht gehOren, da 
nicht jede F~., die dur'ch fl und ~ mit Ausnahme yon P gelegt ist, dutch 
P gehen muss, da alle die Punkte ~ willkfirlich gew~hlt sind. Es ist 
gegeben, dass P nicht z u  a I gehSrt, also muss er zu b gehOren. Wir  haben 
also bewiesen, dass Fp+q_ 4 dutch noch einen Punkt  der Gruppe a gehen 
muss, well sie durch Q - - q  willkfirliche Punkte dieser Gruppe geht, und 
wie in 37) beweisen wir, dass Fp+q_ 4 dutch alle die Punkte a gehen muss, 
Und dass sie nicht nothwendig durch a gehen muss, weil sie dutch eine 
geringere Anzahl als Q - - q  willkiirliche Punkte der a geht, ebenso wie, 

dass Q - - q  nicht grSsser als n(~--3) h sein kann, wenn a auf einer 
2 

Fp+q_4, die durch t geht, liegen soll. 
Wit  haben jetzt den Beweis geffihrt, wenn p + q - - 4  so gross, dass 

Fp+q_ 4 durch einen Punkt von t gehen muss, well sie durch.die ftbrigen 
geht. Da aber eine F~,+q_4, die durch eine Gruppe t' geht, immer we- 

nigstens noch durch n(n ..~ 3) h willkfirliche Punkte von c n gelegt werden 
2 

kann, (was man  wie in 38) beweist), wenn t' eine '~hnliche Bedeutung 
far Fp,+q_ 4 wie t far Fp+q,~ hat, und da sie cn, ausser in t', noch in 
n(n ~ 3 ) - - 2 h  Punkten G' schneidet, muss eine Gruppe G mit einer G' 

zusammenfallen, wenn n0*--3) -h yon den Punkten G' zu G geh(~ren, 

und also mt~ssen die Gruppen G und  G' identisch sein. 
45) Wit wollen jetzt suchen die Frage zu beantworten: 
Wenn Cn und % zusammen die vollsti~ndige Durchschnittcurve yon 

Fp und Fq bilden, durch wie viele Punkte t~ der Schnittpunkte t v o n  
e~ und %. muss dann eine Fp+q_~_ 4 gehen, well sie durch die ~ibrigen geht? 

Nehmen wir erst an, dass p - I - q - - r ~  4 so gross ist, dass die 
Schnittpunkte von 2~+q-~=4 und c~ durch 

y~+q-r-4 = (P + q -  r -  4 ) n -  (n - .  1)(n-- 2) 
2 + h 
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unter ihnen bestimmt sind, und dass die Gruppen Hp+q_r__4 und G~+q_~_4 
identisch sind. 

Wir denken uns eine Fp+q_,_ 4 durch t .gelegt . .  Wenn F,+q_~_4 nicht 
c. enthalten muss, well sic dutch t geht, kann man durch die Schnitt- 
punkte yon cn und F,+q_~_4 eine F,+q_4 legen, die c. noch in einer Gruppe 
/t,. schneider. 

Umgekehrt  sieht man, dass eine Fp+q_4, die durch eine H~ geht, cn 
noch in einer Gruppe G,+q_~_4 schneidet, so dass die nothwendige und 
zuli~ngliche Bedingung daffir, dass man eine ~+q__,,~ durch t legen kann, 
ohne dass sie daher c. enthalten muss, ist: dass man durch eine Gruppe 
H~ eine Fp+~_4, "die durch t geht, !egen kann, ohne dass daher F~+q_ 4 c~ 

enthalten muss. Nun besteht H, aus rn  Punkten, yon denen z~ willki~r- 
lich gewi~hlt werden kSnnen, u n d  44) zufolge wird eine Fp+q_,, die durch 
t geht, dutch H~ gehen, wenn sie dutch n r - - z , ,  willkctrliche Punkte 
der H, geht, und  

n~" - -  z~ < n(n - -  3) h, 
= 2 

( n  - -  1 ) ( n  - -  2)  
zr ~ n r - -  + h. 

2 

In diesem Fall kann F,+q:4 noch durch 

n(n 3) h - - n r  + Zr 
2 

wiilkfirliche Punkte von e~ gelegt werden, und da die Residualtheorie 
verwendet werden darf, kann eine Fv+q_,_~ durch eben so viele wil!kl]r- 
iiche Punkte yon c~ gelegt werden. • 

Da Fp+q_~_ 4 im Ganzen durch Yp+~-~-4 willk~rliche Punkte yon c~ 
gelegt werden kann, und es mit t -  t,. Bedingungen eqvivalent ist, dass 
Fp+~_,_4 durch t gehen soll, hat man 

n(n ~ 3) h nr + z~ + t - -  tr 
Yp+q-~--4 -- 2 

oder 
tr = z~ + 1 .  

(n --  1 ) (n -  2) z~ kann niemals kleiner als n r - -  + h sein, und wenn sie 
2 
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diese Grosse hat, muss eine Fp+~.~_~ c .  enthalten, w e i l  sie durch t geht, 
und man muss also 

• (r~ - -  1 ) ( ~  - -  2 )  
yp+q--,.-4 + 1 =- t ~  G, t~ = rn ~ 2 + h + 1 = z, + 1 

haben. 
Wir haben also den Satz: 
Eine F~+q_,._4 geht (lurch z,-4- 1 Punkte von t, weil sie durch die 

t'tbrigen geht, wenn p + q ~ r -  4 so gross ist, dass 

y p + ~ - ~ - 4  = n ( p  + q - -  r - -  4 )  - -  ( n  - -  l ) ( , , ,  2 )  
2 + h, 

und die Gruppen Hv+q_,._4 und Gz~q_,_ 4 identiseh s i n d .  
W i r  woUen j e t z t  zeigen, dass in allen Fallen,  wenn m a n  eine Fp+q_,._4 

durch t legen kann,  

t~=(p  + f f - - r - - 4 ) n  ( n - - 1 ) ( n - - 2 i  h 
2 

--yp+q-~-4 + z~ + 1. 

(n --.1)(n - -  2) Erstens nehmen wir an, dass  z, > ru 2 + h, und wollen 

dann zeigen, dass F~+q_r_4 durch t u n d  n ( n -  3) 2 rn - -  h + z,. willkt~rliche 

Punkte  yon c. gelegt werden kann ohne c. zu enthalten. Wie vorher 
finden wir, dass eine Fp+q_~, die dutch alle Schnit tpunkte einer Fp+q_,._4, 
die durch t geht, gelegt ist, noch durch eine willki~rliche Gruppe Hr gelegt 
werden kann.  

Umgekehr t  weiss man aber nicht, dass eine Fp+q._4, die durch eine H. 
und t geht, c. ausser in H. noch in einer Gp+q._,._~ schneiden muss; denn 
man darf die Residual theorie 'nicht  verwenden. Da es mit  n r  ~ z,. Be- 
dingungen eqvivalent ist (44)), dass eine Fp+q._4, die (lurch t geht, (lurch 
I t .  gehen soll, und da eine Fp+q_~, die auch durch H.  geht, noch durch 

n(~ - -  3) _ h - -  ~r + zr willkt~rliche Punkte yon e, gelegt werden kann, kann 
2 

eine Fp+q_._4, die durch t geht, also hochstens durch n(n--3)  h - - n r T z r  
2 

wiIlkCtrliche Punkte von c. gelegt .werden, und man h a t  also 

= ~ ( n  - -  3 )  
yp+q_r_~- t + t~ < 2 h - -  nr + zr : 
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Nun haben wir in 41) gesehen, dass wenn c~ und c~, unauflSsliche 
Curven sind, und zusammen die vollstandige Durchschnittcurve yon Fq 
und Fp, bilden, 

zp'+q_:-,,-4 ~-- Y V  + q - 4  - -  n r  -k  a,,v'q - -  y ' r  , 

oder, wenn man r statt p ' +  q . - - r - - 4  setzt, 

Zr = yp '+q- -4  - -  ~ ( ~ '  "31- q - -  ~" - -  4) Ol- a(p,47q_r_4)p,  q - -  Y'p'+q--r--4, 

indem wir die Gr(sssen, die sich auf cn, beziehen, dutch Marken bezeichnen. 
Man kann diese Formel auch so schreiben 

a ( p ' + q - r - 4 ) p q - - ( . ~ l p ' + q - r - 4 " ~ l )  Z r - - (  n(n - -  3) ) ' --~ n r  2 + h , 

wo a(v,+;_,._4>q--(Y'p'+~-,.-4 q-1)  ausdrt~ckt, dutch wie vide Punkte yon 
cn man eine Fz,,+~ .. . .  ¢, die c~, enth~lt, legen kann, ohne dass sie c~ ent- 
halten muss, und wo die Gleichung ausserdem zeigt, dass eine F~,+q_r_ ~ 
dutch c,, gelegt werden kann ohne c, zu enthalten, da 

( n(n--  3) ) 
2 ~ - -  n r  2 - [ - h  >=0.  

Indem wir p ' >  p annehmen, kann c~,, da man durch c~ eine Fp legen 
kann, ~aus c~ und der vollst~ndigen Durchschnittcurve c(p,_j)q einer will- 
ktirlichen Fp,_p und einer Fq zusammengesetzt scin. 

Da eine Fp,+q_,._4, die durch c(,, p)q geht, Fq noch in einer Curve 
c(p+~_r_4)q, die auf einer Fp+q_r_ 4 liegt, scllneidet, sieht man, dass man 
durch % eine F~+q_,._~ legen kann, die noch durch 

n(n - -  3) r n  - -  h -Jr- z ,  
2 

willkfirliche Punk te yon c~ gelegt werden kann, ohne class sie daher cn 
enthalten muss. Eine Fp+~_,._4, die durch t geht, kann also, ohne c,, zu 
enthalten, wenigstens dutch 

~(~ - -  3 )  
r n  + z r - - h  

2 

willki~rliche Punkte yon cn gelegt werden, u n d  da sie auch hschstens 
durch so vide willki~rliche Punkte yon  cn gelegt wecden kann, kann sie 

Ac ta  ma thema t i ca .  2. Impr imd  19 J u i n  1883. 28 
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durch eben diese Anzahl  willkfirlicher Punl~te yon c~ gelegt werdcn, ohne 
dass sie c~ enthalten muss. Man hat also in diesem Fall, 

(n--- 1)(n 2) 
wenn z , . > n r - -  2 + h, 

oder 

yp+q_,._t --  t + t,. n(n - -  3) 

t,. = ( p  + q - -  r - -  4 ) n  
(n --  1)(n - -  2) 

+ h -  yp+q-~-4 + z,: + 1, 

was wir beweisen wollten. 
( ~ -  1)(~ --2) Wenn z~ = r n - -  2 +h, kann keine Fp+q_~_.4 (lurch t gelegt 

werden ohne cn zu enthalten. Denn wenn 29' zulanglich hoch, weiss man 
aus dem Vorhergehenden, dass keine F¢+q_,._ 4 durch die Gruppe t' gelegt 
werden kann ohne Cn ZU enthalten, indem wir durch Marken die Grossen 
bezeichnen, die sich zu p' referiren. Nun kann abet  t' aus t u n d  dem 

Schnittpunktsystem a yon einer F~,,p und c~ zusammengesetzt sein, und, 
wenn wir  durch t eine Fp+q_,._4 legen kOnnten, die nicht Cn enthielte, kOnnte 
man dutch eine solche t' eine F¢+~_,__4, die nicht  c, enthielte, legen. Da 

dieses gegen unsere Voraussetzungen streiten wi~rde, muss also, wenn 
(n - -  1)(n - -  2) + h, eine Fp+q_~_~, die durch t geht, c~ enthalten, 

Z r  ~ ~ ' ~  - -  2 

und wir haben a l s o  

oder 

tr----(2 A - q - - r - - 4 ) n  ( n - - 1 ) ( n - - 2 )  
2 

t - -  t,.  = yp+q-,.-4 + 1 

+ h -  y~+q-,.-4 + z,. + 1, 

so dass auch in diesem Fall  der Satz bewiesen ist. 

Man kann diese S~tze so zusammenfassen:  
IVenn eine Fp+q_,._4 durch die Punkte geht, worin zwei Curven c n und 

c,x, die zusammen die vollstdindige Dttrchschnittc~trve zweier Fldchen Fp und 

Fq bilden, einander schneiden, ist es immer mit 

( ( ~ - - 1 ) ( ~ - - 2 )  + h)  
Z r - -  ~ r  - -  2 

Bedingungen eqvivalent, dass Fp+~_~_4 Cn enthalten soll. 
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Diese Shtze haben viele Aehnlichkeit  mit dem CAYLEY'Schen Satz 
yon ebenen Curven,  namentlich, wenn 

und 

(r + U(r + 2)(r+ 8) 
- - 1  , Zr  ~ 2 

yp+~_~_~ -~ (20 + ~ --- r - -  4)n (n - -  l)(n --- 2~'+~ h. 
2 

ein Fall,. der oft eintrifft, wenn r sehr niedrig; denn dann hat man 

+ + + 8) 
t,. ~ 6 ' 

und dieser Satz ist dem CAYLEY'Schen Satz ganz analog. 
46) Ehe ich weiter gehe, will ich zeigen, wie man die in diesem 

Abschnitte gefundenen Shtze naturgemass entwickeln kann, ohne die 
Theorie d e r  Monoiden zu benutzen. 

Erst k a n n  man die Residualtheorie und den RIE~ANs-RocH'schen 
Satz fl]r vollsti~ndige Durchschnittcurven entwickeln, wie es hier in 37) 
und 38) gethan ist. 

Darnach kann man den  Satz 39), dass 

! 

(1) yp+~-4 --  y p+q-4 = 2 ' 

entwiekeln. . 
Indem wir hier p "4- 1 start p setzen, haben wir 

(2) 
(n - -  n, - -  q)(2 + q - - 3 )  

3 " 3 YP+q- - - Y  P+q- ---- 2 

wo Y"v+q-8 sich zu der Curve  e.~+q, worin eine F p + l ,  die durch c~ geht, 
noch Fq schneidet, referirt. 

Wenn nun %, nicht aus mehreren Curven, die einander nicht schnei- 

den, .besteht, geben a b e r  

a ( p + q - - 4 ) q -  (yp+q-4 + 1) 
und 

a(p+~_~)~- (y"p+~-3 + 1) 

beide an, durch wie viele Punkte yon F~ mun die sowohl der c,, wie der 
c~,+q residuale Curve c~+(q_4)q legen kann, indem wir dutch a,.q die Anzahl 
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der willkfirlichen Punkte auf Fq bezeichnen, durch welche die vollsti~ndige 
Durchschnitteurve yon F~ und /~ bestimmt ist. 

Wit  mt~ssen also 

(3) t tt 
a ( p + q - - 4 ) q - -  y p+q--4  ~-- a ( p + q - 3 ) q - -  y p + q - 3  

haben. 
Indem wlr (1), (2), (3) combiniren, finden wir 

und also 

~p+q--3  ~ y p T q - - 4  "Jl- n 

(4) y p + q + r - 4 ~ y p + q - 4  + r~. 

Mit Hi~lfc der Gleichung (4) ist es msglich die Residualtheorie f('w Raum- 
curven zu entwickeln, indem die  Fli~chen, von denen in dieser Theorie 
die Rede ist, doch (p + q -  4) ~er oder hSherer 0rdnung sein mi~ssen. 

Wenn eine Fl'~che F r niedrigerer 0rdnung als (p + q - - 4 )  ist, kann 
man doch zeigen, dass wenn zwei Flachen F,. und Fp+q+s_~ ( s T  0) durch 
eine Punktgruppe ~ auf c, gehen and e. noch in den Gruppen /3 und T 
schneideo, kann man durch, jede Gruppe ~', die dutch eine F',., welche 
durch /3 geht, ausgeschnitten wird, eine F2,+q+s_ ~ legen. 

Aus der Residualtheorie folgt: 

(5) Wenn eine tep+q+~_ 4 (s ~ O) (lurch einen Punkt ei~e,r Punktgruppe 
a, die auf  e,, liegt, gehen muss, well sie dutch die iibrigen geht, und eine 
F~+~+r_4 ( r ~  O) c, in einer festen t)unktgruppe /3 schneider, wahrend die 
iibroen Schnittpunkte yon c, und _b'p+q+,. 4 eine Gruppe r bilden, die aus 
Q Punkten, wovon q' willkiirlich gewCihlt werden k6nnen, besteht, wird eine 
Fp+~+~_4, die dutch a geht, dutch alle Punkte r .qehen, wenn sie durch 
Q -  q' willkiirliche Punkte unter ihnen geht. 

Dagegen kann man noch nicht zeigen, dass es £fir Fp+q+~_~ nicht 
mit weniger als Q - - q " B e d i n g u n g e n  eqvivalent ist durch ~-gehen zu 
sollen, wenn Fp+~+~_ 4 nut durch einen Punkt yon ~ gehen muss, well sie 
durch die ~;lbrigen Punkte a geht. 

Darnach werde ich zeigen , da.ss, wenn r zul~nglich gross, F~ noch 
durch y,. ~ t willk~rliche Punkte yon e, gelegt werden kann ohne c, zu 
enthalten, wenn F~ % enthMt. 
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Denn legen wir durch Ca, eine F,.I, wo r 1 so gross ist, dass ~'~, 
nicht cn enthalten muss, well sie durch G, geht, dann ist  es leicht zu 
sehen, dass wir uns r so gross denken kOnnen, dass F,. dutch keinen 
Punkt  yon a, worin F,.' G ausser in t schneider, gehen muss, well sie durch 
% und die i~brigen Punkte  a geht. Es ist also for F~ mit  r l n - - t  Be- 
dingungen eqvivalent durch a gehen zu sollen. 

Wenn r -  r I zuli~nglich gross, und in allen F~llen r ~  ra ~ p  q-q  4, 
sehen wit welter, dass die ( r -  r~)n Punkte fl, worin F,,. G ausser in t u n d  
a schneidet, auf einer Fr_,. ~ liegen mtissen, und dass diese F,. , .  vollstandig 
willkhrlich sein kann, da eine /~., die durch % geht, zusammen mit  
einer willktarlichen F,._,. eine F,. bildet. Wir sehen also, dass die Schnitt- 
punkte yon /"~ und G dureh 

rln- t q- y,.,_,. 

Bedingungen bestimmt sind, oder dass man eine so grosse Anzahl unter 
ihnen willkt~rlich wahlen kann. Nach (4) haben wir aber 

y,._,., q- r,n ~-- y, 

und sehen also, dass man y , . -  t der Schnittpunkte yon .F,. und e,~ will- 
kfirlich wi~hlen kann. 

Da es mit  y',.-}- 1 Bedingungen eqvivMent ist, dass -~ % enthalten 
soll, und da es mit y , - -  t -4- 1 Bedingungen eqvivalent ist, dass F, noch 
G enthalten soll, ist es also mit  y,. q - y ' : ~ -  t - } - 2  Bedingungen eqviva.lent, 
dass -~5 sowohl G wie % enthalten soll. Da aber G und % zusammen 
die vollsti~ndige Durchsehnittcurve cpe einer Fp und einer _/"q bilden, und 

Tq(p + q -  4) Bedingungen eqvivalent ist, wir wissen, class es mit r p q - -  2 

dass F, % enthalten soil, hat man 

y,. + y '~ - -  t + 2 = rTq 

und da 

ist also 

pq(p + q -  4) 
2 

y,. = ( r -  (p + q -  4))~ + yp+q_~ 

y', = ( r -  (p + q -  4))~, ÷ y'p+~-4, 

y p q - q - - 4  "dl- y ' p + q - - 4  - -  t dl" 2 = pq(p + q - -  4). 
. ) . 
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r yp+q--4 - -  y p+q--4 (n - -  nl)(p + q 4) 
2 

yp+q-4 = (~ + q --  4)u - -  
(n - -  1)(,, --2- 2) 

+ h, 

y'p+q-4 = (P + q - -  4)n, - -  (% - -  1)(% - -  2) + h'. 
2 

Man sieht, dass wenn wir noch beweisen ksnnen, dass Fp+q_~ dutch einen 
Punkt  yon t gehen muss, well sie durch die i~brigen geht, haben wir das 
Material dazu alle die Satze zu entwickeln, die in diesem Abschnitt  ent- 
wickelt sind. 

Dieses ist aber leicht zu zeigen. ' D e n n  nehmen wir an, dass es 
mit ( t -  x) Bedingungen eqvivalent ist, dass Fp+q_ 4 (lurch t gehen soll, 
dann sehen wir, wie in 38), dass 

(Yv+q-4 + 1) + (Y'p+q-4 + 1) - -  t + • ~ pq(p + q - -  4) 2 + 1, 

- m 

7' und indem wir die Werthe von Yv+q-4 und Y v+~-4 einsetzen, dass x ~ l .  
Indem wir den Satz (5) brauchen, ist kS aber leicht zu zeigen, auf ~hn- 
liche Weise wie wir es in 38) durch Anwendung des RIEm~N-Roc~'schen 
Satzes gethan haben, dass x = 1. (1) 

47) Zum Schlusse werde ich einige F0rmeln angeben, die den Formeln 
31) analog sind und angeben, mit  wie vielen Bedingungen es hOchstens 
eqvivalent ist, dass eine Fp die Raumcurve cn enthalten soll, wenn man 
nut  von cn weiss, dass sie auf einer unauflOslichen Fq liegt und h schein- 
bare Doppelpunkte hat. 

Wir h a b e n  schon gezeigt (32)), dass, wenn n = m q  + k (q > k), ist 

(n - -  1)(n --  2) 
+ h, z , ,  = r n -  2 

wenn zugleich 

und da wir wissen, dass 

haben wir den Satz: (:) 

r ~ m - t - q - - 3 ,  

y,.-~ z~, 

(t) Vgl. mit den Sittzen 38)--46) NOETHERS Abhandlung, Math. Ann. Bd. VIII~ p. 510. 
(~) Der Satz ist in 35) bewiesen~ hier zum Vergleich mit dem Folgenden wiederholt. 
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<1) Wenn G = nl)-- ( (n- -  I)(n--2 2) h) gesetzt wird, n=mqq-k  (q>k), 

und wit annehmen, dass c. auf einer Fldche q'~" Ordnung liegt, wird es, wenn 
p > m + q ~ 4 ,  far eine Fldche ff~" Ordnung mit hSchstens b~ ~ 1 Be- 
dingungen eqvivalent sein G enthalten zu sollen. 

Wenn wit eine F~ durch alle die Punkte a legen, worin eine Ebene 
P c, schneider, kann sie wenigstens durch eben so viele willktirliche 
Punkte yon G gelegt werden wie eine Fp_~. Ist es nun mit % Be- 
dingmlgen eqvivalent, dass Fz~ dutch a gehen soll, haben wir 

Yp ~ yp-1 Jr- ap 

Yp-1 ~ yp -- ap. 

Setzen wir jetzt ftlr % eine Grosse tip, die gleich oder kleiner als % ist, 
haben wir ebenfalls 

yp-1 < yp - -  tip. 

Nun wissen wir aber (11)), dass wenn 

m + q ~ $ > / 0 > m + l ,  

kann Fp nicht durch mehr als 

(q + m - - ~ - - 1 ) ( q  + m - - p  ~ 2) + e(m + k - - p - -  1)  

unter den Punkten gehen miissen, Worin eine Ebene cn schneider, weil 

Fp durch die fibrigen geht, indem e = { 1 ,  je nachdem m q- k - -p . - - -  1 XO, 

und m > q. Es muss also in allen F~llen wenigstens 

(q + m - - p - - 1 ) ( q + m - - p - - 2 )  

Bedingungen fi~r Fp sein durch die Punkte, worin eine Ebene cn schnei- 
der, gehen zu sollen. Wir k5nnen also diese Grosse fi~r tip setzen, und 
haben also 

y~- l<yp- - (n  (q + m - p - 1 ) ( q  + m - p - 2 ) - z ( m +  k - - p - - l ) )  
2 

indem io ~ q -{- m -  3. 
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Man sieht, dass 

und also, d a  

y v _ , , < y p - - a p  - -  ap--1 . . . .  ap--, .+l 

y . ,+q-3  ~ (m + ~ - -  3),~ - -  
(n--1)(n--2)  

+ h = b i n + q - a ,  

re+q--8 

p+l  

( q + m - - p - - 1 ) ( q + m - - p - - 2 )  --e(m+k--p--1)) 

-----bp+ 
( q + m - - p - - 1 ) ( q + m - - p - - 2 ) ( q + m - - p - - 3 )  + 

+ a ( m +  k - - p - - 1 ) ( m +  k - - p - - 2 )  

WO 
I 1  

J° + k - p - 1  
Fi]r q > m gilt diese Formel auch, wenn 
Wenn m < p < q - -  1, wissen wir, dass eine 

m-4-q--3>p>q--1. 
Fli~che Fp hOchstens durch 

~ ( q  - ~ )  + - -  + ~ ( m +  k - - q - - l )  

der Punkte, worin eine Ebene cn schneider, gehen muss, well sie durch 
die i~brigen gcht, so dass es also wenigstens 

n - -  (m(q - -  p)+ re(m2-- 3) + , ( m +  k - - T - - l ) )  

Bedingungen ft'w F~ sein muss dutch eine solche Punktgruppe gehen zu 
sollen. Wir kisnnen also diese Grosso fflr /?p setzen. Diese Grssse kann 
abet auch als 

n--. ((q+m--p--1)(q+m--p--2)2 +z(m+k--p--1)--(P-~q+ 1)(p --  q + 2 ) ) 2  

geschrieben werden. Wit finden 

~-~ ( v - - q  + 1 ) ( v - - q  + 2) _ 

2 
p + l  

(q - -  v - -  1)(~ - -  p - -  2)(q l '  - -  3) 
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und 

y~ ~ bp + 
( q + m - - p - - 1 ) ( q + m - - p - - 2 ) ( q + m - - p - - 3 )  

+ ~(m + k - - p - -  1)(m + k - -  p - -  2) (q- -  p - -  1)(q-- p - -  2)(q-- p 3). 
2 6 

Wir haben also den folgenden Satz: 
(2) Wenn eine Curve c~ auf  einer unauflO'slichen Flgiche Fq liegt, und 

n = mq q- k, q > k, ist es hSchstens fiir eine Fp mit 

bp -{- 
( q + m - - - p - - 1 ) ( q - k m - - p - - 2 ) ( q + m - - p  3) 

(~ + } - -  p - -  ~ ) ( ~  + ~ - -  p - -  2 )  
+ 1  

Bedingungen eqvivalent, dass sie c~ enthalten soll, wenn m > q, 

m + q - - 3 > p > m +  1. 

Wenn r e < q ,  ist es, wenn ra q- q - -  3 > p > q - -  1, h6chstens mit 
eben so vielen Bedingungen eqvivalent, dass F~ c. enthalten soll, und wenn 
q > p > m -4- 1, wird es hSchstens mit 

bp + (q + m - -  p--1)(q + m - -  p - -  2)(q + m - - p - -  3) 
6 

( m +  k - - p - - 1 ) ( m + k - - p - - 2 )  (q - -  p --1)(q - -  p - -  2)(q - -  p - -  a) 
+ ¢  + 1  

2 6 

Bedingungen eqvivalent sein. bp hat dieselbe Bedeutung wie in (1), und 

=I°1' ~e ,,~chd~m ,~ + ~ - -  p - -  1 ~ O. We,,n k = O, ~et~t , ~ ,  d ~  ~e 

entwickelten Formeln auch fiir 10= m gelten. 
48) Wi t  wollen nun die in 47) entwickelten Formeln dazu brauchen , 

zu suchen: 
Wie niedrig kann man jedenfalls die Ordnung p einer Fp annehmen, 

wenn Fp dutch eine c., die auf einer unaufloslichen Fq liegt, gehen soll? 
Die Ordnung, die man dutch diese Formella finder, ist aber nicht immer 

die niedrigste, indem sie nur y o n  h , n  und q abhangen, w~hrend es noch 
andere Umstande giebt, die darauf  Einwirkung haben., So z. B. wenn 

Acta mathematiea. 2. Imprimd 19 Juin 1883. 29 
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n----S, h-----21, q = 4, wird im Allgemeinen die niedrigste 0 rdnung  von 
Fp 4 sein, in speciellen Fi~llen aber 3: 

Wenn cs hochstens dp Bedingungen far  Fp ist Cn enthalten zu sollen, 
und _~ dutch apq willkfirliche Punkte yon Fq gelegt werden kann, wird 
Fp c. enthalten kOnnen, wenn 

apq - -  dp >~ O, 

ohne dass daher Fp Fq enthatten mass. Daher sieht man:  
Wenn 

p > m T q - - 4 ,  

wird man (47))eine Fldiche pter Ordnung dutch c. legen k6nnen, wenn: 

(q--1)(q--6 2)(q--3)~+_~p(p--2 ff +4)>=up (n~l)(u2 ~ 2 ) + h + 1 '  

oder wenn 

(1) h : (q  - -  1)(~/--6 2)(q - -  3) + Tq(P --2 q + 4) - - n T + ~ n ( n  - -  3) 

Wenn m + q - -  3 > ~ >~m + 1, r e > q ,  haben wir (47, (2)), dass c. 
auf einer Fldche Fp liegen wird, wenn m > q und 

(q - -  1)(q --6 2)(q - -  3) + qP(P --2 q + 4) >np  __ (~ - -  1)(n2 - -  2) 

+ h + l +  

oder wenn 

(2) 

n(~ - -  8) + - -  
2 

( q + m - - p - - 1 ) ( q + m - - p  2 ) ( q + m - - p - - 3 )  
6 

+ z ( m +  k - - p - - 1 ) ( m +  k ' p - - 2 )  

h<_(q_ - -  1)(q --6 2)(q - -  8). + Pq(P --2 q + 4) _ ~p 

( q + m - - p  1 ) ( q + m - - p - - 2 ) ( q + m - - p - - 3 ~  
6 

_ _  ~ ( m  "Jr k - -  p -  1)ira + k - -  p - -  2)  

2 

WOe-----[~ , ]e nachdem m + k - -  p - -  i <>0. 

Die Formel i21 m u s s  abe? auch gelten, wenn m < q, ind~em, wenn 
m + q - - 3  > p > q - - 1 ,  der Ausdruck fi~r die knzahI  wiilki~rIicher 
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P u n k t e  yon Fq, du tch  welche Fp gelegt  werden kann,  und ebenfalls (47 

(2)) der Ausdruck  fnr  die Anzahl  der Bedingungen,  die Fp hschstens er- 

fiillen muss um c. zu enthat tenl  derselbe wird ftir m < q, als for  m > q, 

und wenn m + 1 ~ p  < q - - 1 ,  zu beiden Grossen das Glied 

(q - -  p - -  1)(q - -  p - -  2)(q - -  p - -  3) 
6 

h inzukommt ,  welches also wegfMlt, d'~ es auf  beiden Seiten des Ungleich- 

heitszeichens vorkommt .  W i e  in 47) sieht man  auch "hier, dass die ent- 

wicke!ten Formeln,  wenn k = 0, auch f i i r p  = m gelten miissen. 

49) Wir  wollen jetzt  auch die hier gefundenen Fo rme ln  dazu ver- 

wenden,  den kleinsten W er th  zu finden, den h haben  kann, wenn c~ 

au f  einer unauflosl ichen Fli~che F¢ liegen soll. 

Wenn  
h =m(q - -  1)(qm --  q + 2k) (k - -  2)(k - -  3) 

< • 2 -t-e 2 ' 

wo s = 1, wenn k < 2, sonst = 0 ist, sieht man  (48 (2)), dass c,. auf  e ine r  

Fm+l l iegen muss, indem n = mq + k. 

Fm+~ schneidet noch F~ in einer Curve cq_p, und wenn c~_p h' schein- 

bare Doppe lpunkte  h a t ,  ha t  m a n  

h - -  h' = (~ - -  q + k )m(q  - -  1) 
2 

Nun  kann h' nicht  kleiner  als 0 sein, und  also muss der kleinste Werth,  

den h haben kann 

( n - - q  + k ) m ( q - -  1) _ m(q  ~ 1)(qm q + 2k) 
mq~-- 2 - -  2 

sein: 
Wenn h ' =  0, ist cn_ q eine ebene Curve,  und Wir haben also: 
Wenn  cn auf  einer Fl~che qte~ Ordnung  l iegt  und  h seinen kleinsten 

Wer th  hat, kann man  durch  c, eine Fro+ i legen, die F~ noch in einer 

ebenen Curve schneider. 

Wir  k6nnen auch mq unter  anderen  Formen schreiben, wie 

2 . (1)  

(') Yergl. mit 49) und 50) die Resultat% wozu ttALP~tEN gekommen ist: 0omptes 
rendus~ tom. 70~ p. 380. 
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50) Bezeichnen wit  mit mq dasselbe wie in 49), sehen wir, dass 

~n,q ~ m m + l .  

Denn n = (m -4- 1)(q--  1) + ( m ~ q  + k -I- 1), so  dass wir m~+~ bekom- 
men, indem start q m-I- l, statt m q - - l ,  und start k ( m - - q q - k - } -  1) 
gesetzt wird, was m~ ungegndert lgsst .  

Wenn q < r < m q- 1, n ~ mq -+- k, mllssen wit 

haben; denn cine Curve c~, die h = m , .  hat und auf einer unaufl0Slichen 
Fli~che F~ liegt, muss auch auf einer Flache F~,+~ liegen, indem n = r m ~ + k ~ ;  

aber m~ < m, so dass, wenn h = m, und c~ auf einer unaufl0slichen F,. 

liegt, muss sic auch auf einer unauft0slichen F~+~ liegen, und da c, nicht 
auf einer Fq liegen kann (sie miisste dann die Durchschnittcurve yon Fq 
und F~ sein, was unm0glich ist, da rq < n)~ muss mail mq < m  r haben. 

Wenn dutch eine unaufi0sliche cn eine Fl'ache (m-4-1)"" oder niedri- 
gerer Ordnung gelegt werden harm, sieht man hieraus, dass c, auch auf 
einer Fl'ache q~e~ oder niedrigerer Ordnung liegt, wenn h ~ m q .  

Wenn illfl.n 
(m + 1)n < (m + 2)(m + 3)(r~ + 4)__ 1, 

6 

(m+ 1 ) '+  6(m+ 1)+ 11 
n <  

6 

hat, sieht man, dass immer eine FPache (m + 1)"" oder niedrigerer Ordnung 
durch c n gehen muss. 

Aber auch in vielen Fallen wenn n gr0sser als diese Zahl ist, kann 
man zeigen, dass c n immer auf einer Flache q,e, oder niedrigerer Ordnung 
liegt, wenn h ~ mq. (1) 

Wissen wir yon einer Fl'ache F,, dass ihre Schnittpunkte mit cn durch 
p , - - 1  untcr ihnen bestimmt sind, und dass es n - =  a, Bedingungen far 
F,. ist, durch alle die Punkte, worin eine Ebene P c,~ schneider, gehen zu 
sollen, so muss F~_ 1 cn enthalten, wenn sie durch p~ - -  n -4- a, willkiirliche 
Punkte von c~ gelegt wird; denn dutch die Schnittpunkte yon cn und einer 
FPache zusammengesetzt aus P und F,._I kann immer eine F,. gelegt werden, 

(*) Wahrscheinlich thu~ sie es immer. 



Zur Theorie der Raumcurven. 229 

yon d e n  S c h n i t t p u n k t e n  von  F,. u n d  e,,  die n ich t  in P fallen, konnen  abe t  

p,  - -  n + a , . -  1 wi l lk i i r l ich  gewi~hlt werden,  u n d  Fr_l k a n n  also h(~chstens 

d u t c h  so v i d e  w i l l ka r l i che  P u n k t e  von e, ge leg t  w e r d e n  ohne  c. zu enthal-  

ten. w i r  haben  also 

c, muss  a u f  e i n e r  Fr l iegen,  w e n n  

( v +  1 ) ( r + 2 ) ( r + a ) _ _ l = _ p ~ = u , > O .  
6 

W e n n  nun  n ---- mq -4- k, m > q > k ,  a , . = O  f a r  r ~ m + q - - 3 ,  und  

wenn  f o r  m + q - - 3 > r > m +  1 

a . ~  (m + q - -  r - -  1)(m + q - - r - - 2 )  
2 

+ e(k + m -  r 1), 

wo e-----i O, je n a c h d e m  k + m - - r - - 1  X O, sehen wir, da 

wenn  r ~ n - - 2 ,  u n d  da  

dass, w e n n  die 

r < m + q ~ 3, 

WO ~-----  

~r_k  ~ ~gr ~ kTb "~ 0:,. dl- Olr-- 1 . . . .  (Zr__k+l , . 

o b e n g e n a n n t e n  GrOssen f a r  a, gesetzt  werden  

~ + q - s ' "  - -  r - - l ) )  -I-~ ((m+q r - -  1)(m -t- q - -  r - -  2) 
2 + ~(k + m 

r-t-1 

2 

+ ( m  + q r - - 1 ) ( m + q - - r - - 2 ) ( m + q - - r - - a )  
, 

(k + m - -  r - -  1)(k + m - -  r - -  2) 
"b~ 2 ' 

{o- , n a c h d e m  k + m r 1 ~. O. " {o- j e  " ~ 

u n d  
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Wcnn h ~ mq, muss dann c~ auf einer F,,+I liegen , well  wit dann habcn 

( 2  - -  l ~ ) ( u  - -  1~) u m + l ~ ( m ~ q +  2)(m--q + 3)(m--q + 4) q_ e~ 
6 2 

wo el ~ 1 0 ,  je nachdem k ~ 2 .  

Ist k ~-0 ,  kann man unter denselben Voraussetzungen auf dieselbe 
Weise sehen, dass c. auf einer F~ liegen muss. 

Abet dann sieht man aus den vorhergehendcn Bemerkungen, dass 
unter denselben Voraussetzungen muss auch e,, auf einer Flache q,e~ 
Ordnung liegen. 

Wenn also c~ nicht auf einer Flache q'e~ oder niedrigerer Ordnung 
liegen soll, miissen also wenigstens einige Grsssen a~ gr0sser als bier an- 
gen0mmen sein. 

Dann muss abet (15)) eine willkt~rliche Ebene c~ in Punkten schneiden, 
die auf einer ebenen Curve niedrigerer Ordnung ale der q~ liegen mi~ssen. 

Wit  sehen also: 
Wenn h ~ mq, schneider eine willki~rliche Ebene c~ in Pankten, welche 

auf einer Curve q~ oder niedrigerer Ordnung liegen. 
Wenn h ~ ms, muss c~, wenn ~ sie existirt, immer auf einer Fl'~che 

zweiter Ordnung liegen. 

Kopenhagen d. 10 Marz 1883. 

D. 10 M~rz habe ich yon Herrn NOETHER eine Abhandlung ))Zur 
Grundlegung der Theorie der algebraischen Raumcurven)) empfangen, babe 
abcr darauf keine Rflcksicht nehmen k0nnen in den bier verSffentlichten 
4 Abschnitten, da sie yon meiner Hand schon damals fertig waren. Da- 
gegen hat die Abhandlung des Herrn NORTHER reich dazu veranlasst den 
5 ten Abschnitt meiner Abhandlung, ))Von der Anzahl der Bedingungen, die 
eine Raumcurve erfiillen kann)), vorlhufig nicht zu verSffentlichen, indem 
die Resultate des Herrn NOETHER welter gehend als die meinigen sind. 
Da aber eben bier noch viel zu thun f ibr ig scheint, hoffe ich sparer die 
Resultate meiner weiteren Untersuchungen hiertiber zu verSffentlichen. 

Kopenhagen Mai 1883. 


