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L'objet de ce travail est l'int6gration d'une 6quation diff~rentielle ~0 
coefficients doublement p6riodiques qui comprend comme Cas particulier 
l'6quation de LAM~. Dans une lettre adressde ~ M. HEINE,(') M. HERMITE, 

qui l'on dolt la solution compl6te de l'6quation de LA~,  (o.) en a achev6 
l'6tude par Fexamen du cas oh le module est ggal ~ l'unit6, et a fait 
connaitre en m6me temps trois 6quations lin6aires qui ont pour int~grales 
des fonctions doublement pdriodiques de seconde esp6ce. C'est l'une de 
ces ~quations dont je m'occupe ici; elle peut s'dcrire 

d " X  _ ),' (z) d X  
(1) dz ~ 2m ~ da - - - - -  [ ( n -  m + 1)(n + m)k%t~(z) + h , ] X  

m et n 6tapt des entiers positifs, h 1 une constante quelconque, et 2(z) la 
fonction elliptique au module k. 

La propri6t6 qu'ont en ggn6ral deux des int6grales de cette 5quation 
d'etre des fonctions de seconde espSce conduit naturellement ~ l'introduc- 
tion de leurs ddriv6es logarithmiques qui sont des fonctions de premiSre 

(i) Journal de (~relle, Tome 89. 
(~) Aunali di matematica ~ Serie II Tome IX et Comptes R~ndus~ Aun6es 1877 et 

suivantes. 
Aeta mathematlea.  2. Imprim~ 10 ~Iai 1883. 30 
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esphee, et ~ l e u r  expression par les fonctions 0.(1) ̀  Mats on n'obtient 
ainsi que la forme des int6grales, et les arguments des fonctions 0 qui 
restent inconnus doivent 4tre d6termin6s par d'autres consid6rations. 
M. FUCHS a indiqu6 pour cet objet, et relativement ~ l'6quation de LAM~, 
une m6thode bas6e sur les r6sultats obtenus par lui dans un important 
m6moire sur l'intggration des 6quations diff6rentielles lin6aires du second 
ordre par des fonctions alg6briques.(~) La transform6e ~ laquelle donne 
lieu l'6quation de LAM~, quand on change de variable ind6pendante en 
substituant la fonction 2(z) ~ son argument, se trouve 4tre ainsi un cas 
particulier d'une classe d'gquations lin6aires 6tudi6ds par M. FUCHS et dans 
les int6grales desquelles figureraient les fonctions 0 ab~liennes. 

Lorsqu'on reste dans le domaine des fonctions doublement p6riodiques, 
on peut darts un assez grand nombre de cas arriver directement ~ la solu- 
tion compl6te de la question en cherchant l'expression de la ddriv6e loga- 
rithmique au moyen de la fonction 2(z)et de sa d~riv6e, sous la forme 
qui r6sulte du th6or6me bien coimu de LIOUVIZLE. C'est ce que je me 
suis propos6 de monirer dans ce qui suit, en prenant comme exemple 
l'6quation (1). La premi6re partie contient la recherche de l'int6grale 
g6n6rale quand deux solutions sont des fonctions de seconde esp6ce. La 
deuxi6me est relative aux solutions doublement p6riodiques de premi6re 
espdce. Dans la troisi6me, j'6tudie les cas particuliers oh le module est 
6gal ~ Funk6 ou ~ z6ro en mettant ~ profit la forme analytique donn6e 
par M. HERMITEI 

IQ 
dX  1. En faisant disparaltre de l'6quation (l) le terme en ~ par le 

proc6dd ordinaire qui consiste ici ~ prendre 

x = 

(1) FVCHS~ Jourfial de M. R~SAL 1878. 
(~) Journal de Crelle~ Tome 81. 
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on ram6ne l'6quation '~ celle-ci 

d*Y [ n ( n . . l . . 1 ) k 2 ~ , ( z ) + h + m ( m ' 4 - 1 ! ] y ,  
( 2 )  d ~  ~ - -  ' ~'(z~) 

off l 'on a pos6 h ' - - h l -  m2(k2+ 1). 
(2) la substitution 

y = 

elle deviendra 

(3) 

Faisons maintenant dans l'dquation 

1 d Y  
Y dz ' 

dy y~ -- - -  n(n + 1 ) k b t ~ ( z ) -  h 
dz~ 

m(m + 1) 
~(~) 

La recherche des solutions doublement p6riodiques de seconde esp6ce pour 
les 6quations (2) ou (1) revient ~ celle des solutions de l '6quation (3)qui  
sont des fonctions doublement  p6riodiques admettant  les deux p6riodes 
to et to' de la fonction 2~(z). O n  peut ajouter aussi, d'apr6s le beau 
th6or6me de M. PICARD, qu'elle revient en g6n6ral b~ savoir dans quels cas 
les 6quations (1) ou (2) ont leurs int6grales uniformes. 

Le second membre  de l'tlquation ( 3 ) n ' a d m e t  que les deux p61es 0 

et -ff qui sont  du second ordre avec les coefficients w m(m "4-1) et 

--n(n q- 1). On en conclut ais6ment que y doit admettre le p61e simple 
t 

z - -  0 avec Fun des deux r6sidus m ou - -  (m -4- 1), le p61e simple z - -  co 
2 

avec l 'un des deux r6sidus n ou - - ( n  :4-1), et en outre d'autres p61es 
simples avec le r6sidu - - 1 .  Soit en effet z = a  un infini de y, et 

A 
admettons que ( z -  a) p soit le premier terme du d6veloppement en s6rie 

co' la diff6- de y aux environs de z = a .  Si ~ est diff6rent de 0 et de -if, 

r e n c e  d y _  y~ dolt 6tre finie pour z = a. Or le terme qui a 6t6 6crit 

• A l o  A ~ .  
donne les deux suivants, - (z - -  a) ~+1 et (z --  a) ~p entre lesquels il faut 

d'abord qu'il y ait r6duetion, d'ofi l'on eonelut q u a / )  doit 6 t re  dgal b. 1. 
I1 faut ensuite qua la eonstante A satisfasse ~ l '6quation A "4-A ~ --= 0, 
ee qui ent ra ine  la eohdition A = - - 1 .  Lorsque a~--0,  on volt de  la 
mgme fagon que /0 doit encore ~tre l'unit0, et que I'on dolt avoir 
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A - } - A  : ~  m(m + 1), ce qui donne pour A l 'une des valeurs m ou 
(O r 

- - ( m - ] - 1 ) ;  et quand a ~ - ,  on trouve de m~me p ~ 1 avec l 'une des 

valeurs n ou - - ( n  T 1) pour A .  
2. On conclut de ce q u i  pr~cSde trois formes possibles d 'une intS- 

grale doublement  I)~riodique pour l '6quation (3). 1 ° Une fonction admet- 
CO j rant les pbles simples 0 et ~- avec les r6sidus m e t  n. D'apr~s une pro- 

position fondamentale  de la th6orie dos fonctions doublement  pSriodiques, 

une telle fonction devra admettre en outre m + n pbles simples avec le 
t 

r~sidu - - 1 .  2 ° Une fonction admettant  les  pbles 0 et 2 avec les r~sidus 

m et (n-1- 1), qui devra admettre  en outre m -  n ~ 1 p61es simples 
¢Op de rdsidu - -  1. 3 ° Une fonction admettant  les pbles 0 et ~- avec les 

r4sidus - - ( m - } -  1) et n, et en outre n -  m - - 1  p61es simples de rdsidu 

- - 1  Il est clair qu'on n e  peut admettre  l 'existence des pbles 0 e't co- 
• 2 

avec les r~sidus - -  (m ~ 1 ) e t  - -  (n -I- 1), ce qui serait inconciliable avec 
l ' exis tence d'autres pbles dont les r~sidus doivent dtre tous n6gatifs. 

Consid~rons la premiSre forme qui, comme nous le verrons un peu 

plus loin, est la seule admissible. Posons u ~- 22(z), u, ---- 22(z,); la fonction 

dui d~ 
1 du i=m+" 1 1 i=m+n dzl + m-d-~zz 

i = 1  i = 1  

admet les m Jr-n p51es simpies zl, z2, . . .  zm+, avec le rSsidu - - 1 .  Si 

A du~ gardent  la ddtermination dans cette meme fonction, off les constantes 

qu'elles avaient d'ab~)rd, on remplace~z par - - & ,  les deux termes infinis 
se detrmsent, et la fonction reste finie. Pour  z ~ 0, le seul terme 

1 du devient infini avec le rdsidu 2, et par su i te  la fonction devient in- 
~ dz  

co' 1 d u  1 deviennent finie avec le rdsidum. Pour  z : ~ - ,  les termes 2 d z u - - u ~  

1 d u  
tous infinis avec le r~sidu ~ l,  et ~dzz avec le r~sidu - - 2 ,  en sorte que 

la fonction devient hlf inie 'avec un rSsidu 6gal ~ m ~ - n  ~ m--~n. En se 
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rappelant la propri~t6 fondamentale des fonctions uniformes doublement  
p6riodiques, savoir qu'une telle fonction se r6duit k une constante quand 
elle ne devient plus infinie, on voit que t'expression (4) ne peut diffdrer 
que .par une constante de l'int6grale que nous cherchons pour l'6quation 
(3). Or il est ais6 de Voir que ce t te  constante est n u l l e .  

3. Pour qu'une fonction doublement p6riodique y satisfasse ~ l'6qua- 
tion (3), il faut en effet que  l'expression 

dy y~ 
dz + n(n + 1)kbP(z) + h + m(m + 1) 

~(z) 

ne devienne plus infinie, et jusqu,k present nous avons r~alis6 seulement 
pour eette fonetion la propriSt5 de ne presenter, dans les d~veloppements 
en sSrie relatifs ~ ses diff6rents p61es, aueun terme infini du second ordrel 
Soit aux environs d'un de ees pbles, z = ¢" 

Cb 

Y z --  if+ b + . . .  

La d6riv6e dy ne donne effectivement qu'un seu l  terme infini qui est du 

2ab qui dolt ~tre nul. second ordre; mais le cart6 de y d o n n e l e  terme ) - - -~  

La constante a est 6gale k - -  1 pour les m - { - n  pSles z~, en sorte que 
l'on doit avoir b =  0. On arrive k la m~me conclusion pour les pSles 

(O t 
0 et ~-, a ayant les valeurs m e t  n. Restreignons-nous ~ lu consid6ra- 

w' Les termes tion du pSle z~--~-. 

du 
(t) j 1 dz devient, en posant z = + ' 2 u - - u i  ~ z ,  

d u i  

1 dzi 
2 ~ - -  q~i 

s'annulent. L'expression 

• ) : ( z ' )  

~(z') - -  k~(zd~(z ') 

dont le d~veloppement ne contient pas ~videmment de terme ind@endant  

de z'. I1 e n e s t  de m~me pour l'expression mu_dz.du Done il n 'y a aueune 

constante k ajouter k l'expression dgjk trouv~e pour y: 
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4. Appel0ns ~(u) le polyn6me du degr5 m + n dont les racines 
sont u l ,  u~, . . .  u,,+~; l'expression (4) prcnd la forme 

t 

1 d~du 1 ¢ +  mdu 
(5) Y = 2~ du dz 2 ~ 2'--~ d--z 

oh ¢ d6signe un polyn6me en u qui est au plus du degr6 r e + n - - 1 .  
Or nous pouvons d6terminer imm6diatement ce polyn6me par carte seule 

remarque que la diff6rence dy y~ dolt ~tre rationnelle en u et ne pas 

contenir la premi6re puissance de d u  Observa~rt en effet que 
o 

d u  ~ 
dz 2 = 4u(1 - -  ~)(1 --- k%) 

d 2 ~  
dz 2 -- 213k~t ~ -  2(k ~ + 1)u + 1] 

la diffdrence d y  y~ donnera ;comme coefficient de du 

m¢, 1d¢ 
2 u• 2~ du 

et en l '6galant ~ z6ro, on obtient la condition dO- = m--du, ou bien 

¢ ~ Nu ~, N 6tant une constante arbitraire. 
Les consid6rations qui prdc6dent mettent  an 6vidence l'impossibilitd 

d'une intdgrale rdpondant ~ la deuxi6me et ~ la troisi6me formes indiqudes 
dans le n ° 2. La fonction y relative b~ la deuxi6me hypoth6se est en 
effet " " reprasentee par les formulas (4) et (5), an supposant que le signe 

se seulemcnt '~ m - = - 1  et les fonctions rapporte quantit6s, n que 

et ¢ sont la premi6re du degr~ m -  n - - 1  et la seconde du degr6 
m ~ n ~  2 au plus. La condition ¢ = N ~ "  ~ laquelle on parvient de  
la m6me fa?on ne peut done ~tre remplie. 

La troisi6me hypoth6se conduit pour y aux expressions 

t = n ~ m - - 1  i = n - - m - . 1  

1 du 2 1 1 2 1 dvi m +  ldv ,  
2 dz u - -  u~ 2 u - -  u~ dzi 2~, dz 

i = 1  l = l  
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1 dq~du 1 ¢ m +  l d u  
2g du dz 2 ~ 2u dz 
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¢ 6tant un polynbme en u dont le degr6 est au plus n - - m - - 2 .  Or 

en 6gaiant g z&o le coefficient de du darts la diffdrence dy y ' ,  on ti-ouve 
dT-- 

la condition --~d¢' -t-(m 4u = -I-l)--u--0 qm ne peut ~tre satisfaite par un poly- 

n5me. 
Ces impossibilit& disparaissent lorsque N - -  0; mais cette circonstance 

sera examinge dans la deuxiSme partie. 
5. Revenant g 1~ premi&e forme, l'expressi0n de y pourra s'Scrire, 

en posant ~(u)_ F(u) 
m 

y = 1 dFdu N 
2F dudz 2F 

et la substitution de cette valeur de y dans l'dquation (3) donne 

+ 4F~[ n ( n + l ) k 2 u + h T m ( m - + u  1)] =0"  

La question est de satisfaire g cette gquation en choisissant convenable- 
ment les coefficients du polyn6me g(u). Or si l'on prend la d&ivde par 
rappor t g u du premier membre de l'dquation (a) qui est rationnel en u, 
il se prdsente une simplification importan{e qui consiste en ce que l'a 
fonction F(u) se met en facteur, et cette fonction se trouve alors assujettie 

v6rifier l 'dquation lindaire du troisi6me ordre 

d~F 
- -  2[k% 8 -  (k ~ + 1)u ~ + u] ~dSF --313k'u ~ -- 2(k ' + i)u + 1] .-~-~u ~ + 

r 2m(m + 1~ ~ ~ r + + 1 ) -  6]k'  + 2(h + k' + 1) + 
. u J d-~-~ + L 

. + n(n + 1)/~' .  ra(m + I} ]F  
rt/~ ~ ~ 0 
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Soit main/chant 

F(u)  = u ~ + d ~ _ l u  "-1 + . . .  + A o + 
A --1 A - -m q- .... + - -  

oh l'on peut choisir 6gal k l'unit6 l e  coefficient "de u '~ puisqu'il s'agit de 
satisfaire k une 6quation lindaire. Un calcul facile donne pour le coef- 
ficient de u p apr6s cette substitution 

( ~ - - T ) (  n + T + 1)(220 + 1)k 'Ap + 2(10 + 1)[h + (p + 1)2(k ' + 1)]Ap+, + 

(r) + (220 + 3)(m --20 - -  1)(m + 20 + 2)Ap+= 

et cette expression donne lieu aux remarques suivantes. 
1 ° Pour  p = n  l e  coefficient de Ap dtant nul, et les termes A,+I, 

O" • A~+~ n'existant pas, les termes du de t re  le plus 61evd de l%quation (fl) 
se d6truisent d'eux-mgmes. 

2 ° Pour 29------ m - - 2  les termes:iA~, Ap+l n'existent pas et le 
coefficient de A,+2 est nul ;  c'est k dire que les termes du degr6 n6gatif 
le plus 61ev6 de l'~quation (fl) disparaissent. 

3 ° Si l'on dgale k z6ro l'expression (T), on aura successivement, en 
faisant/9 ----- n - -  1, n - -  2, . . .  0, - -  l,  . . .  - - m ,  lea coefficients de mgme 
indice en fonction des pr6cddents qui seront connus, pourvu que le coef- 
ficient de Ap ne s'annule jamais, ce qui arrivera si le facteur n -4-19 q- 1 
n'est jamais nul ou bien s i n  :4- 1 est  su_p~rieur k m ,  hypoth6se que nous 
supposerons v6rifi6e dans tout ce qui Suit. 

4 ° Les coefficients A,_~, A=_2, . . .  A _ z  gtant ainsi d6fermin&, il 
restera dans l'6quation (fl) des termes du degr6 - - m  ~ 1. I1 est facile 
de voir que leur coefficient est nul, en vertu des valeurs attribudes d6jk 
aux A. En effet, s'il en 6tait autrement, le premier membre de l'dqua- 

tion (fl) se r6cluirait g um+l , c 6rant une constante diff6rente de zdro, et 

le premier rnembre de l '6quation (a) aurait pour d6rivde le produit  de 

ce terme par F(u ) .  Or cette d6riv6e contiendrait un terme en 1 ,  lequel 

ne peut exister dans la ddrivde d'une fraction rationnelle. On obtiendrait 
c 

effectivement un tel terme en multipliant par um+~ le terme en u m de 

F(u); mais il reste k prouver que son coefficient A~ n'est pas nul. Sup- 
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posant en effet Am---0, et faisant dans l'expression (7)P  ~ - - - m ~  1, on 
trouve 21m :i I - - :0 .  On en conclut imm6diatement que tous lea suivants 
A~_2, ..~.~ A_~ila~'raient aussi  nuls ;  F(u)serait alors divisible par u ~+' et 
l ' 6qua t ion  a() ...... m°ntre~ ~ que. 1'on aurait N = 0, hypothese .clue nous 6cartons 
pour le moment. • • 

5° !!.  n'est pas sans intdr6t de  v6rifier directement que la dermere 
t . ', equatmn se trouve ~tre ainsi une cons6quence des prdc6dentes. On y 
parvient en se servant de la re la t ion suivante entre les coefficients. 

(6) A - z - - - - ( m - - l +  1 ) ( m - - l + 2 )  . . .  ( r e + l )  1 
( n -  1 + 1 ) ( n -  l + 2) (n + l) k 2---i A.~ 

qui a lieu pour les valeurs enti6re~ de l non .supdrieures b~ m. On la 
vdrifie sans  difficult6 au moyen de !'dquati0n (7), en 6tablissant que si 
elle est vraie pour l es  valeurs enti6res 1, 2, .. l, elle l 'est  encore pour 
1 + 1. Cela 6tant, le Coefficient de u -a-1 s'obtient eri faisant p - - m  ~ 1 
dans la relation (7); il est 6gal k : 

. . . . . . . .  --- 2m[(h + m'(k ' + 1))A_m 4: (2m - -  1)A_m+,] 

ou en remplagant au moyen de la relation (6) A_,, et A_m+, en fonction 
de Am e t  de A,~_ 1 

1".2 . . .  2m 1 
( n - - m  + 1) . . .  (n + m)k 2---~ [2m(h + m'(k ~ + 1))Am + 

. + (n - -  m +  1)(n + m)(2m - -  1)/~'Am-i]. 

Or  la quantit6 entre crochets est nulle, comme on le constate immddiate- 
ment '  6n faisant p = m -  1 dans la relation (r)" 

6. L'6quation (fl) 6tant v6rifi6e identiquement,  le premier membre 
de l '6quation (a) qui a. une dgriv6e nulle se r6duit k une constante. On 
pourra prof i ter  de l ' ind6termination d e n  pour que cette constante soit 
nulle, et l '6quat!on (a), k laquelle 6tait ramen6 le probl6me, admettra 
comme solution la fraction rationnelie F(u), 

On aura en faisant dans ! '6quation (a) u =  1 pour d6terminer la 
constante _hr. 

N '  ~- 4F(1){[n(n + 1)k ~ + h -I- m(m + 1)]F(l) - - ( k '  - -  1)F'(I)} 
A c t a  m a t h e m a t i c a .  2. l m p r i m 6  1 l  M a i  1888.  3 1  
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Regardons N ~ eomme une fonction de la constante h. La relation (i-)~---0 
montre que A~_~ est du premier degr6 en h, A~_2 du second degr6, . . .  A 0 
du degr6 n. Mais ~ partir de 1~, les degr6s vont en diminuant , comme 
l ' indique lu relation (6 ) .  On vo l t  ainsi que N 2 est un p01yn6me en h 
du degr6 2n-{- 1. 

Revenons actuellement ~ la fonction Y. On a en supposant N 
diff6rent de z6ro l'intdgrale 

• .  

Y = cl/-~e ~dF 

oh c est une constante arbitraire, et comme on trouve pour N deux 
valeurs, on obtiendra deux int6grales particulidres. Le r appo r t  de ces 
deux :int6grales ne peut dtre une constante puisque les deriv6es logarith- 
miques sont 6videmment  distinctes. On connait  ainsi l 'intdgral e g6ndrale 
de l '6qua t ion  (2); mais on peut exprimer cette int6grale au moyen des 
fonctions 0, ce qui se fera maintenant sans difficultd. 

7. Remarquons pour cela que I'0n peut connaitre les m ~ n valeurs 
de la  variable z pour lesquelles y devient  infinie avec le r6sidu - - 1 .  
Elles font partie en effet des  2(m-4-n)  valeurs de z 6gales et de signes 
contraires que l 'on obtient en 6galant /~(u) ~ z6ro. N dtant suppos6 
diffdrent de z6ro, nous savons d6j~ (N o 5, 4 °) qu'aucune des valeurs de u 
ne peut ~tre nulle. L'6quation (a) oh l'on remplace u par une des racines 
u, de F(u)  donne 

N = + 2F'(u~)Vu,(1 u~)(1 - -  k~u~) 

et montre que routes les racines sont simples sans qu'aucune d'elles puisse 

1 Choisissons actuellement pour N une de ses deux ddter- ~tre 1 ou ~ .  

minations. Les deux valeurs z~ et - - z ;  qui  rdpondent k la m~me valeur 

de ui ,  abstraction faite des p~ri0des, donnent ~ la d~riv~e du des valeurs 

6gales et de signes contraires. Prenant celle de ces valeurs de ~ qu! 

donne pour 2 d$--~du la d6termination adoptde pour /V~ on aura une pre- 
du d~ 

mi6re sSrie de m ~ - n  valeurs de z que n0us pouvons appeler maintenant 
~1, z2, ' "  z,,,+~ et qui seront les p61es cherchds de la fonction y. L a  
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seeonde d6termlnation de N donnerait  lieu 

~2 ~ " " " ~ Z m +  n "  

Consid6rons maintenant  l'expression 

i = m + n  

2 O',(z - -  z~) O',(z) O'(z) (7) - ,=, o , ( .  = . , )  + "a-~-i~ + "~-Z~ + ~ 

au Choix des valeurs 
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Les propri6tds des fonctions 0 montrent  que cette expression poss6de les 
deux p6riodes to et to' et qu'elle admet  les m + n p61es z~ avec le rdsidu 

' O j /  

- -  1, le p61e z 0 avec le r6sidu m, le pole z = ~- avee le r6sidu n. Elle 

ne diff6re done de y clue pa r u n e  c o n s t a n t e .  Pour  t rouver  cette con- 
stante, comparons les  termes ind@endants de z, darts les d6veloppements 
en s6rie relatifs au p61e z = 0, de l 'expression (7) et de la valeur (4)de  
y (N ° 2). La premi6re donne immddiatement  

2 0', (z~) 
O~(z~) + c. 

i = 1  
b 

Quant ~ la seconde; observons que les m + n premiers termes s 'annulent 

du; les m q- n suivants donnent pour z = 0 avec 

i 

~ = m + n  i = m + n  i = m + n  

Quant au terme m du Z(z) 2u clz m ~ ,  il devient infini pour z = O, mais ne donne 

dans le d6veloppement aucun terme constant. On en conclut que y 

eoIneidera avee la fonction (7), si l 'on "fair 

i=mJi-n 

c = - -  "~J'%i~" 
i = 1  

et par suite en d6signant par c 1 une constante arbitraire, on aura pour 
l'int6grale Y 1'expression 

, ~ = m 4 m  ~, 0/(~,) 
O,(z z,)O,(z - -  z.~) . O,(Z z,~+,) e 0(~,) 
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On obticndra unc seconde int6grale cn remplagant les  zl p a r  ~ z~, cc 
qui revient, comme on volt, au changement de signe d e  la variable z. 
Quant k l 'intdgrale de l '6quation ~l)  en X ,  on l 'obtient en mult ipl iant  Y 

p a r  [2(z)]", ou k une constante prgs par [O,(z)-]" I1 suffira done de 
t_o j • 

remplaeer O~ par 0 dans le d~nominateur de l'expression de Y. 

L 

I n t $ g r a l e s  d o u b l e m e n t  p ~ J ' i o d i q u e s .  

H .  

8. Supposons que l'on donne k h une des 2 n - b  1 valeurs qui 
annulent  N. La valeur de y deVient a lors  

1 d~ du m du 
(s )  Y = d u  + d--; 

Les racines de ~(u) rdpondant ~ des p61es de y dont le rdsidu est - -  1, 
on voit que routes ces racines doivent 6tre doubles, k moins qu'elles ne 

1 soient 0 ,  1 ou V;  ca.r alors les expressions 

___l du = 22'(z) 1 du = 2i f (z )  _ _ 1  du___ 2v'(z) 
u dz 2(z) ' u - -  I dz /l(z) ' 1 dz u(z) 

k ~ 

deviennent respectivement infinies du premier ordre avec le r(~sidu 2, en 

1 quand elles sont racines de ~(u) ne peuvent sorte que les valeurs 1 et ~ ,  

~tre que des racines s i m p l e s . . Q u a n t  ~ la racine u ~ 0, nous savons que 
le r~sidu correspondant de y doit ~tre m ou - - ( m +  1), et en nous 
plagant d'abord dans la premiere hypoth~se, l '~quation (8) montre que 
ne dolt admettre aucune racine nulle. I1 est facile de trouver les diff~- 
rentes formes dont est susceptible y, et par suite les int~grales X et Y 
des ~quations (1) et (2). 
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Si m -f: n e s t  pair, on peut d'abord Composer if(u)avec n +  m racines 
2 

• t 1 , , doubles &ff6rentes de 1 e t ~ .  ~(U) sera a lors  3d carr6)d'un polyn6me 

O~+a(u) dont l'indice d6signe le degr6 e n  u----2~(z), en sorte q u e  
2 

m d  
Y=" dzd log ¢)~+=(u)2 + 2- dzz log u 

et par suite 
m 

(~) Y = u ~ ¢), ,+,d~),  x = ~ + . , ( ' 0  
2 • 2 - - 

On peut  aussi composer ~f(u)avec n.+ m. 1 racines doubles aux- 
2 

on adjoint les racines simples 1 et 1 ,  ee qui donne quelles 
/ % /  

et par" suite 

(b)  

d log ¢),+,~ l(u)__ d dz _ ~ log/l(z) 
- 2 

Lorsque" m +  n 

doubles avec l'une des deux racines simples 1 

X les deux formes 

- -  ~ log u(z) + ~ dzz log u 

(e) 

X = { ~ . + m  I ( U ) / . / ( ~ ) I ~ ( Z  ) ! 
2 

est impair, il faut que ~(u) ait m +  n - - 1  racines 
2" 

ou p ,  ce qui donne pour 

(d) X --'-- G + ~ - , ( u ) u ( z )  
2 

Examinons maintenant la seconde hypoth6se off le r6sidu de y relatif 
au p61e z = 0 est  - - ( m  d-1) .  I1 faut 6videmment que ~(u) admette 
2m + 1 racines nulles, ell. s0rte que ~(u) sera le produit de u :m+l par un 
polyn6me en u du degr6 n - J r - m - - 2 m - - 1  = n ~ m - - 1  lequel n'uura 
encore que des racines doubles avec l'adjonction possible des racines 

simples ! , ~ -  
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S i n  + m est pair, il flint donner  k V(u) ~ -  m - - 2  racines doubles  
2 

1 avec .rune ou l 'aut re  de~ racines simples 1, ~ et l 'on a pour  X 

2 m + l  

(e) x = ~ ~ G-m-~(u)~(~) 
2 

2m+1 

(f) x = ~ ' ~) . . . . .  ,(~>(,) 
2 

1 Si n + m est impair ,  f,(u) au ra  n - - m - - r a e i n e s  doubles ,  ou bien 
2 

n - - m - - 3  seu l emen t  avec les deux  racines simples 1, 1 ,  e t  nous avons 
2 

pour  X les formes suivantes 

2 m + l  

(g) X = u  2 • . . . . .  l(u) 
2 

2m+1 

(h) X = u, ' ~) . . . .  3(u>(z)u(z). 
2 

9. Les hui t  formes pr6c6dentes sont les seules possibles pour  X. 
Nous al lons voir que toutes r~pondent  effectivement g des int4grales de 
l '6quation (1) pour  les diverses valeurs  de h ou de h I qui  satisfont g la 

condition N = 0, en suivant  la m4me marche  que LAM£(1) dans le cas 

par t icul ier  de m = 0. 
Pou r  t rouver  les solutions de l a  forme (a), faisons dans l 'dquation 

(1) la subst i tut ion u = a ~ ( z ) ;  o n  obt iendra  l '6quation 

(a') 

• d'X 
[4k 'uS-  4(k' + 1)u' + 4u] ~ + 

dX 
+ [2(a - -  2m)k'u' + 4(m - -  1)(k' + 1>  + 2(1 - -  2m)] du 

-- [(n -- m + l)(n + m)k'u:+ h,]X ---- 0 

(1) Legons sur les fonctions inverses des transcendantes: pages 281 et suivatites. 
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Substituons dans cette 6quation un polyn6me en u dont ie terme g6ndral 
est Apu ~. On trouvera en 6galant /~ z6ro le coefficient de u ~ 

(d,) [[ (2p --  m - -  n - -  2)(2T + n - -  m 7-- 1)k'Ap_a + [4/0(m . T ) ( M  + l ) - -  h,]A v + 

+ 2(T + 1)(2 2 -  2m + 1)A~+, = 0 , 

ce qui montre que :m + n 6taut pair, l ' dqua t ion  (a') peut ~tre satisfaite 
n T m _  l 

par un polyn6me du degr6 n + m 2 Car les termes en u ~ , qui sont 

ceux dont le degr6 est le plus 61ev6, out un coefficient nul, comme 

l:indique l 'expression (a"). En dormant k p les valeurs n + m n. + m:  1, 
- - - 2 - - '  2 

• . .  1, on calculera successivement ies coefficients A,+~ A,+,, Ao, 
_ _ _ 1  y _ _ _ 9  ~ " ' '  

2 2 

A,+:  6t, ant ' ' • suppose egal k l'unit6, et l'on trouvera des valeurs finies pour 
2 

chaeun d'eux. Mais pour que l'5quation (a') soit v6rifi6e, il faut encore 
que l 'ensemble des termes r6pondant  k p =  0 soit nu!, c'est k dire que 
l ' o n  a i t  

2(1 - 2re)A, - h, A0 = 0, 

ce qui ddtermine l a  eonstante h( par une 6quation alg6brique d o n t  le 

degr6 est n +____~m 2 + 1 Car, on volt imm6diatement que  A.+m____l- est du 
2 

, du second degr6, A o du degr6 ~ + m premier degr6 en hi A.+~_~ . . . . .  ~----. 

Pour avoir les solutions de la forme (b), on fern dans l'6quation (a') 

la substitution X~--- ~/(1 - - u ) ( 1  - -  k~u)q~(u) qui donne .. 

(b!) 

• " [ 4 k % '  4 (k '+  1 ) u ' + 4 u ] d ' O  

+ [ (14~ 4m)k'u' + 4 ( m -  2)(k', + 1)u + 2(1 2m)] d--u-u + d O  

• + {[(~ - 2)( . .  - - ~ )  ~ ( .  + 1 ) ] ~ ' ~ , + ( 2 . ~  - 1 ) ( v  + 1) h , }o  = o • 

Subst i tuant  dana cette. 6qua t ion  un polynbme en u dont le terme g6n6ral 
est A~u p, on trouve en egalant k zdro l e  coefficient de  u p 
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l ( 2 ~ ° - - n "  m)i2P + n m m +  l!k'Ap_~ + 

i 0)") + [(22 + 1)(2m 2 p  - -  1)(k' + i)  - -  h,]Ap +" 2@ + 1)(22 2m + 1)Ap-~l = 0 

en  sor te  q u e  l ' 6 q u a t i o n  ( b ' )  sera sa t i s fa i te  p a r  u n  p o l y n 6 m e  d u  deg r6  

+ m 1 d o n t  on  p e u t  s u p p o s e r  le p r e m i e r  coeff ic ient  6ga l  ~ l ' un i td ,  e t  
. . . 

d o n t  les a u t r e s  se c a l c u l e r o n t  p a r  l ' 6 q u a t i o n  (b"), p o u r v u  que  hi sat isfasse 

l ' 6 q u a t i o n  . o b t e n u e  en  f a i s an t  p = 0 '  

' [ ( 2 m - -  1)(k' + 1 ) - -  h,]Ao +. 2(i 2m)A I = 0 

qu i  es t  ' du  deg rd  u + m en h~. 
• - • 2 ' 

Les  s o l u t i o n s  des .  f o r m e s  (e) e t  (d) s ' o b t i e n n e n t  en  f a i san t  d a n s  l 'dqui~, 

t i o n  (a;) les. s u b s t i t u t i o n s  X---- l/1 - -  u # ( u ) ,  X - - I / 1  ---k~uq~(u),qui d o n n e n t  

l e s  6qua t i ons  d i f f d r e n t i e l l e s  

~ [4k'u 8 - - 4 ( k '  +. 1 ) u ' +  4u] d'¢) ~-r~ ,  + . .  

(c') + {(10 - -  4m)k'u' + 4[(m - -  1)(k* :t- 1) - -  1]u + 2(1 - -  2m)} ~-~ + 

+ {[(m.-- 1)(m - -  2 ) - - n ( n  + l)]k~u + 2m - -  1 -  h,}¢) = 0 

[4k~u 8 4(k'  + 1)u'  + ~Ul d - ~  + 

(d') + {(i0 - -  4m)k'u ~ + 4[(m 1)(k' + 1) - -  k']u + 2(1 - -  2m)}d ~ + 

+ {[(m - -  1)(m - -  2) - - '~ (n  + 1)]k'u + (2m-- -  1)k' - -  h,}~ = 0 

S u b s t i t u a n t  d a n s  ces 6 q u a t i o n s  u n  p o l y n 6 m e  d o n t  le t e r m e  g6ndra l  

es t  Apu p, o n  a u r a  les d e u x  r e l a t i ons  r d c u r r e n t e s  

{ (2~o-- ~ m - -  1)(2/o + ,~ - -  m)k'A,_~ + [4T(m ---T)k'  .-- (2/) + 1)(2/o - -  2m + 

(c") . + 1) - -  h,]Ap + 20) + I)(22o - -  2m + 1)Ap+l = 0 : 

(d,,){ (21) n - -  m - -  1)(2/) + n -  m)k'Ap.! + [ 4 / ) ( m - - T ) -  (2io + 1 ) ( 2 p -  2m + 

+ 1 ) M - -  hi]A p + 2(1o + 1 ) (22 - -  2m + 1)Ap~l -- 0 
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et ces derni~res relations m o n t r e n t  qu'en supposant m ~ n 'impair, on 
pourra satisfaire afix 5quations ( c ' ) e t  (d') par des'~polyn6mes du degrd 
n + m - - 1  

2 

qui sont du degr~ ~ + ~ + 1 en hi,  
2 

Passons aux formes ( e ) e t  (f). Les polyn6mes ~ 

s'obtiendront en remplaeant dana les ~quations (e') et (d') 
On trouve ainsi ' 

, pourvu que h~ v~rifie l 'une ou l 'autre des dquations 

(2m - -  1 - -  h~)Ao + 2(1 - -  2m)A~ = 0 

[(2m - - l ) k '  - -  h,]A o + 2(1 - -  2m)A, = 0 

qui y entrent 
2 m - } -  1 

par u ~ ~. 

(e') 

I . , 1 d'd) + [4k'u'--4(k' + 1)u' + au] ~ 

I +{(14+4m)k,~, 4 [ ( m + 2 ) ( k , + l ) + l j u T 4 m T 6 } d ¢ )  • h - ~ ' ¢  

+ { [ ( m + 2 ~ ( m + 3 ) ' n ( n +  1 ) ] k ' u - - ( 2 m + l ) ( k ' + l )  2m--3--1q}¢)----0 

(f') 

[4k'u 8 -4 (k '  + 1)u' + 4 u ] ~  + 

+ {(14 + 4m)k'u'-- 4[(m + 2)(k' -I- 1 )+  k']u + 4m + 6} ~ + " 

+ {[(m + 2)(m + 3 ) - -n (n  + 1)]k'u--.a(m + l ) ( k '  + 1) + 2m + 3--hl}¢)---- 0 

qui donnent lieu aux relations rdcurrentes 

I (22 - -  ,i + ~)(22 + ~ + ~ .+  1)k'&=l - -  [(22 + 1)(~2 + 2~  + 1)~' + 

(e') -I-4(2 + 1)(~ + m + 1) + hl]A ~ "-I- 2(2 + 1)(22 + 2m + U)A~+I = 0 

[ (22 - -  n + m)(2p :+. m +. h T 1)k'A~'l ~ [4(T + ])(m + 2 + 1) k~ + : 
(f") 

+ (22 + 1)(22 + 2.m + 1) +. h,]Ap + 2(2 + !)(22 + 2m + 3)Ar+~ ---- 0 ~ . ;  

En supposant m + n pair, ces relations montrent q u e  l'on peut satisfaire 
' " 7 * , " • 

aux.  6quations (e') et (f') par  un polyn6me du degrd n -  m 1, pourvu 
2 

que h~ vdrifie t 'une ou raut re  des 6quations 
A c t a  m a t h e m a t t e a .  2 .  l m p r i m ~  1 5  M a i  1 8 8 3 ~  ~ 
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--[(2m + 1)k' + 4(m + 1) + h,]Ao + 2(2m + 3)A, == 0 

[4(m+ 1)k * +  2m + 1 + h,]Ao + 2 ( 2 m + 3 ) A ,  = 0  

~quations en hi 

Remplagons 
aur'ons pour l '~quation 
de la fonction (g) 

du degr6 n - -  ~' 
~, ~'m+l 

maintenant  dans l '~quat ion (a'), ~ p a r ' u  ~ ~. 

(g') 

I 

lin~aire h laquelle doit satisfaire l e  polynbme 

• ,  dtq -) [4k'u s - -  4(k* + 1)u g + 4uJ ~ + 

+ [(4m -I- lO)k 'u ' - -4(m + 2)(k' Jr 1)u + 4m + 6] de) 

+{[(m + 1)(m + 2 ) - - n ( n  + 1 )]k 'u - - (2m + 1)(k' "4- 1)--h,}¢)=-0 

Nous 

qui donne la relation r~currente 

I (2p--  n + m - -  1)(2p + n + m)k'A~,_, - -  [(2 T + 1)(2 T + 2m + 1)(k' + 1) + 

(g") + ht]Ap + 2(p + l)(2m + 2~0 + 3)Ap+l = 0 

et l '6quation (g') admettra eomme solution un polyn6me du degr6  

n - - m - - 1  si h~ v6rifie r6quation du degr6 n - - m + .  1 
' 2 

[(2m + 1)(k' + 1) + h,]A o + 2(2m + 3)A, = 0 

Enfin on obtiendra le polyn6me ~) de la fonction (h) en rempla~ant 
2 m + l  

par u ~ ~ dans l '$quation (b'), ce qui donne 

(h'.) I ' 

[4kgu s -  4(k ~ + 1)u ~ + 4u] ~--~u~ +d~q) 

+ [(4m + 18)kgu ~ - -  4(m + a)(k ~ + 1)u + 4m + 6] Tu-u +d~)  

+ {[(m + 3)(m + 4 ) - -n (n  + 1)]k 'u - -4 (m + 1)(k' + 1) - -  h,}¢) -- 0 

qui donne lieu .~ la relation r~eurrente  
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I (2~ ---- 9l, .~L 9~ "~' l)(2p "3 L ~ + '~'rb -[-- 9.)~'..-4p: 1 - -  [4(..~ + 1) (2+  m + 1)(k' .+. 1) + 

(h") + h,]A~ + 2 ( p  + 1)(2m + 2~ + 3)A~+1 = 0 

L'6quation (h') admettra  comme solution un polynSme du degrd n --  m - -  a 
2 

si h I v6rifie r6quation du degr6 n -  m -  1 
2 

.'-[4(m + 1)(k' + 1) + h,]Ao + 2(2m + 3)At = 0 

Les solutions que nous venons de trouver auraient  pu 6ire ddduites 
de l ' in t6gra le  g6n6rale du N ° 6 q u i  se r6duit dans le cas particulier de 

2 Y =  0 ~ cV~, le polynbme F devant satisfaire ~ l '6quation du troisi6me 
ordre (a). Mais il efit 6t6 plus difficile de mettre  en 6vidence les diffd- 

r e n t e s  formes de F qui r6sultent tr6s simplement, comme on l ' a  vu; de 
la consid6ration des r6sidus. On voit aussi que l '6quation N =  0 s'est 
trouvde ddcomposde en quatre autres, en sorte qu'cn a jou tan t - l e s  degrds 
des 6quations en hr que nous avons obtenues soit pour m "47 n pair, s oit 
pour m + n impair, nous devons reproduire le degr6 2n + 1 de l'6qua- 

~* tion N =  0, et c'est ce que l'on v6rifie imm6diatement. 
Nous pouvons encore remarquer  que dans le cas de _N= 0 ,  nous 

avons trouv6 des solutions correspondant ~ la premi6re et ~ la troisi6me 
forme du N ° 2. La deuxi6me forme n'a rien donn6 p a r  suite de la 
condition n + 1 > m qui a '6 t6  reconnue n6cessaire. Ajoutons que si dana 

OJ l '6quation (2), on change z en ~ - +  z; on obtient une nouvelle 6quation 

qui ne diff6re de la premi6re que par l e  changement de n en m, en sorte 
que le cas off n +  1 serait  infdrieur ~ m se ram6ne £ celui qui a 6td 
trait6. 

Cas p a r t i c u l i e r s  o~t l e  m o d u l e  est  $gal  ~ l 'uni t~ ,  ou  & z$ro.  

III.  

10. Lorsque le module est 6 g a l  ~ l 'unit~, l i n t % t a l e  generale  se 
• f a m i n e  encore ~ la recherche des solutions de l '6quation (~). Mais on 
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peut faire dSpendre l a  question d'une ~quation du second ordre seule- 
ment, comme l'a fait M, HERMITE pour u n  autre cas. Remarquons 
que la fonction-2(z) 'qui s, annule pour z ~  0 doit ~tre remplac~e par 

e ~z - -  1 v----e~--7-~-- ~, en sorte que d a n a  les rgsultats pr&~dents u d&ignerait le 

carr4 de cette fonction de z. Mais il y a avantage g prendre comme 
dl&nent, dans la formation de la d6riv4e logarithmique, au lieu de~ u, la 
fonction v elle-m~me dont  la d~riv4e par rapport  ~ z est ~gal e g 1 -  v ~ 
c'est g dire g une fonction rationnelle de v. 

E n  rempla~ant u par  v 2 dans l'expreasion (4) d e y  (N? 2), on aura 

t=ra&n i f f im+n 

y = v ( v '  - -  1) " 1 + v ' -  v:  + - - - '  
v ~ - -  v~ ~ v dz 

I = 1  i = l  

Or, si ron r~unit 
i, on trouve pa r  la suppression du {aeteur v +  v~ 

d'oh 

lea deux  termes qui r6pondent g la m6me valeur  de 

v ~ - ' v + v ~ - v . ~  v ~ - v i v + v ~ - I  v ' - - I  1 dv 
v - -  v,I v - -  v, v - -  v, dz 

iffim-~n l f f im+n 

dv ~ 1 ~ m d v  
a7 v .-- vi v,. + 7 ~ "  

i = l  i=.1 

y = _ _  

du degr~ m--[--n dont les racinea sont 

~.v~, et par F(v) le quotient  de ¢(v) par. v ~, o n  

/ 

D~signons par ¢(v) le polynbme 

v~, par c la constante 

aura alors " 

1 d F d v  
Y ~- F d v d z  c 

et cette valeur de y substitute dans i'~quation 

dy . y ,  .= _ n(n + 1)V'-~- h m(m + 1) 
dz v'  

donnera l'4quation du second ordre 

(1 v2) 'd~F d F  [ +2(c--v)(1--v ')~vv + c'--n(,n + 1)v ' - -h ra(m + 1)] F 
:v~ 7 = 0  
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Ls constante c se d6termine imm6diatement en faisant v ~ - + 1  et en 
6cartant pour un moment  le cas o.h F s'annulerait pour une de ces valeur~ 
On a ainsi 

(9) c ~ ---- n!n -I- 1) + h + m(m "t- 1 ) .  

Moyennant cettc valeur de c, le facteur 1 - - v  ~ se supprime de l'~quation 
diffSrentielle, et l'on obtient  Pour l'~quation ~ laquel!e doit satisfaire la 
fonction F 

(10) 

Substituant dans cette ~quation 

1;'(v) v'~ + A,~_lv "-~ + . . .  + Ao + A_~ 

(1 ~ v ~) ~ -I- 2(c-~ v)Tvv"t" n(n.~- 1) : v~ F =- 0 

-b .... - b - - ~  
. V  m 

on aura, en ~galant k z~ro le coefficient de v p, la relation r4cu r r en t e  

(11) - -  (T - -  n)(T + n + 1)At+ 2c(p + 1)Ap+l "b(T - -  m + 1)( T + m + 2)Ap+2 = 0 

L'~quation (11) oh l'on fera successivement p ----- n -  1, n - - 2 ,  . 0, . . . . .  m 
donnera lea coefficients de F. Pour  ~tre assur~ que r4quation (10) est 
satisfaite, il faut montrer  qu e les t e rmes  des degr~s - - ( m - ] - 1 )  et 
- - ( m  d - 2 )  sont nuls. C'est ce qu i r~sulte imm~diatement,  pour les se- 
conds, de la formule (11) oh 1'on fa i r  p = -  (m d-2) .  Quant aux pre- 
miers, il n 'y a qu, k r~p6ter le calcul fait au  N ° 5 en utilisant la relation 

(m-::-I d- 1)(m--  / d- 2 ) . . .  (m +l )A 
(12) A_~ = .(-~--~ + 1)-~---C +'2~.. ' .  (~5c-~ '~  

Remarquons que la fonction~ F satisfait k l'~quation diffdrentielle 
inddpendamment de l'hypoth~se que F ne s'annule pas pour v ---- + 1, et 
comme k une valeur de h r~pondent, par l '6quation (9), deux valeurs de 
c 4gales et de signes contraires, on trouvera ainsi deux solutions ration- 
nelles de l '~quation diffdrentielle except6 dans  le cas d e  c - ~  0 o h  elles 
se confondent. L'~quation diffSrentielle '(10) ne changeant pas, quand on 
change v en - - V  et c e n - - c ,  i I  en r~sulte que si F ( v ,  c) est une pre. 
mi t re  solution, l a  seconde solution qui est F(v ,  - -  c) peut s'~crire F ( - -  v~, c). 
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Revenant de la d~riv4e logarithmique h l a  fonction Y, on aura les 
deux solut ions 

qui se d~duisent l 'une de l 'autre par le changement de z e n -  z, puisque 
v est une fonction impaire de z. 

11. Les deux intggrales obtenues se confondent pour c = 0; mais 
d'apr~s la recherche g~n~rale faite plus haut, cette circonstance doit se 
presenter p o u r  2n + 1 valeurs  de h, c'est k dire pour n valeurs de c, 
abstraction fai te du signe et  de l a  valeur c = 0. Or il arrive ici que 
ces va leurs  de c sont des hombres entiers que nous allons d4terminer. 

Une condition n~cessaire pour que les deux int~grales aient un rap- 
port constant, c'est que la fonetion F(v) admette l 'un des facteurs v-[- 1 
ou v -  1, la fonction F ( - - v )  admettant  alors les facteurs v - - 1  ou 
v + 1. Car dans l 'hyp0th~se admise, les deux ddriv~es logarithmiques 
sont identiques, et l 'on aura 

1 dF(v) dv 1 dF(-- v) dv , 
F(v)  dv  dz c ~ - -  F ( - -  v-----) d------~- d ,  + ~ 

ou bien 

dF(v)  ~(-- v)~] 

Cela pos~, il est facile d e  voir que c ~ q est la condition pour que la 
fonction F(v) admette le facteur 1 -  v au degr~ entier q de multiplicit4. 
Car l '~quation (10) devra alors ~tre v~rifi~e par une expression de la 
forme ( 1 -  v)q~(v), oh q$(v) est une fraction~rationnelle n 'admettant  que 
le pble v ~ 0 ~ distance finie. Diff~rentions deux lois cette expression, 
et substituons dans l '~quation (10). O n  trouvera des termes contenant 
tous le facteur ( 1 -  v) q ~ I'exeeption de ceux-ci 

(1 - -  v) q-10(v)[q(q - -  1)(v + 1) - -  2q(c --v)]. 

I! est donc ndcessaire que la parenth6se s'annule pour v -  l ,  ce qui 
donne c-----q. Maintenant, p o u r  v o i r  si cette condition est suffisante, 
faisons dans ' l%quation (10) avec l 'hypoth6se c - - - -q ,  la substitution 
F(v)----(1--v)qq~(v), on a u r a  l '6quation 
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[ ] d ~  de) (13) ( 1 - - v ' ) ~ - - 2 ( q + l ) v ~ +  n(n+ 1)--~(q + 1) re(my '~+ 1) 4 )=0  

, ° 

On s'assure ais~ment que c ~ - - q  est une condition necessalre pour que 
F(v) admette le diviseur (1 + v) q, et q'ue la substitution F----(1 -+-v)qO 
conduit encore ~ l'~quation diffelrentielld pr6ce~dente. 

I1 nous reste k ~tablir que l%quation (13)admet  comme solution 
une expression rationnelle de la forme 

• " A _ _ ~  

• ( v ) = v " - q + . . .  + A o + . . , +  v---- a- 

Or en 4galant k Z4ro le coefficient de v p apr+s la substitution, on obtient 
I' 

( n - - T  - -q ) (n  + t) + q + i ) A ~ + ( T ~ m + l ) ( p + m + 2 ) A p + 2 - ~ 0  

qui montre que O(v) ne contiendra que des termes de m~me pari t6 .  Deux 
cas sont maintenant k distinguer, suivant que m e t  n - - q  sont de mdme 
parit6 ou non. Dans le premier cas, les valeurs n - - q - - 2 ,  n ~ q - - 4 ,  
. . .  - - m  donndes successivement k p d6termineront les coefficients corres, 
pondants de la fonction ~0 qui satisfera k l'6quation diff6rentielle avec la 
seule restriction que n - - q  ~ -  m ou q_~n-k-m. On obtiendra ainsi 
pour q les valeurs 

n - b i n ,  n T m - -  2, . . . 2, 0 

n + m,. n .-]- m - -  2, . . . .  3, 1 

si m + n est pair 

si  m - b  n e s t  impair. 

Dans le second cas, en donnant ~ p les valeurs n - - q - : .  2, n - - q - - 4 ,  
. . .  (m + 1)7 on d6terminera les coefficients de m~me indice~ mais en 
faisant p = m -  l, on trouve A;,_~ ~-- 0, et par suite tous les  c~oefficients 
suivants sont nuls. ,La fonction ~)(v) est alors 

~?)( V) ~ q)n--q .3 F An_q_2vn-q-2 .$ff . . . . ~  Am+ lVm+ l 

et il y aura une solution de cette forme si n - - q  ~ m +  1 ou bien 
q ~ n - - m - - 1 ,  ce  qui donne pour q les valeurs 

n - - - m - -  1, 

n - - m - - l ,  

n - - m - - 3 ,  . . . 3 ,  1 

n - - m - - 3 ,  . . .  2, 0 

si m + n e s t  pair 

s i  m -{- n e s t  impair. 
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On aper~oit imm6diatement que, quelle que soi t  la pa r i t6  de m -[- n, il y 
aura n W 1 valeurs de q, en comptant q ---- 0, qui donneront des solutions 
de l '6quation (13). Telles sont les valeurs exceptionnelles de c, et i l  est 
bien facile de voir que, dans ce .cas, les deux int6grales t rouv&s plus haut  
ont un rapport  constant; c a r  on peut  les met t re  sous cette forme 

(-- 1)~ #(v)(1 - -  v),e,', q)(v)(1 + v)qe -'~ 

1 + .  v ~--- e~Z. dont le rapport  est + 1, puisque 1 -  v 

12. Lorsque c a l 'une de ces valeurs exceptionnelles, on peut 
trouver une seconde solution en employant,  comme l 'a fair M. Hsa~tlTV., 
Ia m6thode de D'ALEMBEaT. Introduisons pour cela la fonction 

~'(v, c) := ~°'/~(v,  c) - -  ( - -  1)qi~(v, - -  c) 

qui s 'annule identiquement pour c----q. L'int6grale g6n6rale peut s'6crire, 
en d6signant par c 1 et c~ deux constantes arbitraires 

Posons maintenant  c-----q + e o~u ~ est infiniment petit  et c2¢ ~--c'~; on 

aura l'ifit6grale 

, d 
c , e - q  ~ ~ Or(v, q) 

O r  o n  a 

£ ~'(v, c) 2ze~¢*F(v, e) + -~c F(v, c )  - -  ( - -  1)q~c ~'(v, c) 
dc 

ce qui donne pour l ' int6grale g6n6rale 
:? 

a F(~, - -  q)] d F(V, q ) -  ( - -  1)qe--qz~e • ~ cleq'F(v, q) q- c'~[2Zeq*F(V,, q) "[" eqz-~c 

Soit par exemple n----- 2, m----- 1, c----- 1. L'6quation en Y est 
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or l'on a 

et l!int6grale g6n6rale est apr~s une r6duction facile 

cle'Z(v--1)(v + l )  + c'~e'[z(v--l)(v + l )  + 3(v + l) j 

eomme on peut le eonatater par-une substitution direete. 
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Cas oit le ~nodule est nul .  

(14) 

13. 
• O 

La fonction 2(z) ae rdduit alora ~ sin z et l'6quation (2) devient 

d 'Y  [m(m + 1) l y .  
dz~ = L  sin ~z + h J 

le cas particulier oh C!est, saul le changement de z en ~ - ~  z, et pour 
2 

- - h  eat le carr6 d'un hombre entier au plus ~gal  ~ m, l'6quation que 
LAM~ a rencontr6e dans la recherChe des-temp6ratures d'un ellipsoide 
plan6taire dont on entretient lea diff6rents points de la surface ~ des 
temp6raturea connues.(i) On peut lu ramener ~ l'6quation ordinaire de 
LAM~ off le module eat 6gal  ~ runit6 et rentrer ainsi dans un cas 6tudi6 
compl~tement par M. HERMITE. N0US savons, en effet que pour k.~-- 1, 

e ~z -1  ou bien p a r - - i t g z L  Si la fonction 2(z) doit 6tre remplacde par e~Z+ 1 

l'on pose Mors z i -~  ~r h' -ff - -  z', ~ - -  h ~ n(n + 1), l'~quation 

d ~ y  
dz  ~ - -  [n~(n + 1)k~2~(z)+ h ] Y  

(1) LAM~. Legons sur les fonctions inverses . . . ~  page 2 4 § .  

Aeta mathematiea. 2. l m p r i m 6  7 J u i n  1888. 33 
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dz, ,=L ~-n~-z" + Y 

qui ne diff6re de l'dquation (1¢) que par le changement de m e n  n e t  
de h en h'. 

Mais dans le cas gdn6ral oh les deux int6grales sont distinctes , c'est 
dire.  quand - - h  n'est pas le carr6 d'un nombre entier au p l u s  6gal 

m, l '6quation ( 1 4 ) p e u t  gtre intdgrde sons u n e  autre fo rme .  L'6quation 
(y) == 0 du N ° 5 se r6duit pour k = 0 k celle-ci 

(r') 2(~ + 1)[h + (/o + 1)~]A~+1 + (2p + 3)(m - - T  - -  1)(m + p + 2)A~+2 = 0 

et d6termine pour la fonetion F(u) une expression qui ne confient plus 
que des termes de degr6s n6gatifs en u = sin2z 

•4-- m F(u) = Ao + A-lu + "" " + u "  

oh l 'un des coefficients A restera arbitraire, en sorte que l'on pourra faire 
A_m----1. C'est ce qui r6sul te  imm6diatement  de la relation (7"), en 
remarquant  qu'elle est v6rifi6e d'elle-m~me pour 10 = -  1 et pour 
p = - - m - - 2 .  Cette fonction F satisfera k 1'6quation (a) du N ° 5, si 
l 'on d6termine convenablemen¢ la constante h r. Mais la forme trouvde 

pour F conduit naturellement au changement  de variable u-----1,  et l 'on 
v 

constate ais6ment que l '6quat ion ( a ) p e u t  s'6crire ainsi 

d~F dv 2 [d~F dv 2 
(a') dv ~ dz  ~ " 2F  k dv2 dz" - - - - +  dv dz'  J + + + = 

oh l'on a maintenant  

dv ~ dlv 
dz" = 4 v ' ( v ' - -  1), ~/z' = 2 v ( S v -  2) 

en sorte q u e  sl, dans l~4quatlon pr6c6dente, on fait v = 0, on ¢rouve 
N 2 ~  4hAlo qui fourni t  bien les valeurs exceptionnelles de h indiqudes 
plus haut, quand on 6gale _N b~ z6ro .  
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I1 r6sul te  d e s  calculs  relat ifs  a u  cas g6n6ral,  que l 'on arr ive ~ l '6qua- 
t ion ( a ' ) e n  faisant  dans l '6quat ion  

dy y~ " - - r e ( m +  1 ) v - - h  
dz 

la subs t i tu t ion  

l d F d v N  l d v ~  1 N ~ I  1 
Y 2Fdvdz  2F = 2-~z 

Or l '6quat ion  (a") off l 'on fait  v ~-v~ donne  

dF dv 

et si l 'on ehoisit  z~ de faqon que,  subst i tu6e  dans la fonct ion  dFdv -~,~ ~ ,  

donne  la d~ t e rmina t ion  adopt6e  p o u r  ~ on p o u r r a  6erire 

elle 

c o s z ~  1 2 cos'z, 1 
Y = s i n S  z 1 1 + I sin ~z~ l 1 

i = 1  - -  i = 1  

sin ~ z sin ~ z~ sin ~ z sin ~ z~ 

L 'expression qui  f igure  sous le second signe 2 est 6gale 

cos z, sin ~ z 
sin z~(sin * zi - -  sin * z) 

c 'est  une  fonct ion don t  la p6r iode est ~r. El le  devien t  infinie p o u r  z---~ z~ 

1 et  + 1  et  z = - - z ,  avec les r 6 s i ' d u s - - 2  2 '  ce qui  condu i t  f ae i l emen t  

l '6crire s o u s  la f o r m e  

1 l o o t  (z~ - -  z) + ~ cot (z~ + z) - -  cot z, 

(1 1)+. 
Y = 2 dzz log sin, z sin -~ zi 

On  au ra  done  

d log sin (zi - -  z) - -  d ] + ~ dzz log sin (z, + z) - -  ~ e o t  zi 
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e t  en passant de la ddriv6e loga r i thmique  g la fonction :g 

~2,'cot ~l[i" ~//sin ( z~ - -z ) (  1 
Y = c~e ,=, - - s i n  (zi + z)'~sin 'z  

i = 1  

1) 
sin ~ z~ 

Le t e r m e  plac~ sous le radical  se r~dui t  ~ sin' ( z i -  z) Donc, en faisant 
sin' z sin' z~" 

en t re r  dans  la constante c 1 l ' inverse du  produi t  d e s  quanti t~s sin z~ on 

aura  pour  Y l ' int~grale 

(I 1 

z ~  cot  Z i sin (z - -  zl) sin (z - -  z,) . . . sin (z --- zm) e t=, 
sin ~ (z) 

On aura  une  seconde int~grale en adoptan t  la seconde va leur  de N, ce 

qui revient  au  c h a n g e m e n t  de signe de tous l e s  z~, o u  encore au  change,  

m e n t  de z en - - z .  


