
SUR LES INTEGRALES EUL~iRIENNES ET QUELQUES 

AUTRES FONCTIONS UNIFORMES 

PAI~ 

L. B O U R G U E T  

~t P A R I S .  

La fonction F(a)peut  ~tre repr6sent6e par dcux s6ries convergentes 

pour toutes les valeurs de a. 

Posons avec M r PRYM 

I'(a) = f~e-xz"-id~ + f e~-xza,ldz 
o 1 

I i I I I" + - -  
o~ I a +  I 1 . 2 a + 2  

= P(,~) + Q(,,). 

P(a) est une f o n c t i o n  uniforme finie et d6termin6e pour routes les 

vMeurs de a, except6 pour  a ~  o, - -  I, - - 2 ,  - - 3 ,  . . . .  , qui sont les 

p61es de P(a). 
Q(a) est holomorphe dans tout le plan. S o i t  a ~ a - ] - f i  

Q(a) f e-Xx ~-1 cos (fllx)dz -- " f -~ ~-1 
1 1 
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Chacune des deux parties de Q(a) a une valeur  finie et d6termin~e pour 
toutes les valeurs de a; il est m6me facile d'en obtenir une limite. Posons 

on aura 
l z = t o  d'ofi z = e  ~, 

Q(a) = f e~e°'ea~ eos fltodto + i f e~e°'ea~' sin ~gtodto. 
0 0 

Cea int6grales se composent de parties 

: a, b, c , . . . . , i ,  k, l, m , . . . . , p ,  q, r 

alternativement positives et n6gative s e t  de  la m~me amplitude. Le 

facteur e-e% "~, pour a > x va d'abord en augmentant ,  atteint un maxi- 

m u m  pour to ~ l a  qui est / _ t = e  +"('~-~) et puis va en diminuant ;  pour 
a <  I, ce facteur va constamment en diminuant  et son max inmm # 

correspond k to = o et il est 6gal e -~. 
Donc chacune des int6grales qui forment Q(a) est moindre que la 

plus grande des quantit6s a, b, c, . . . .  i, k, l, m, . . . .  p, q, r. Or la 

plus grande de ces quantit6s est moindre que 

7~ 

/~]sin fltod to = 
2__.~_~, 

0 

Ainsi le module  de Q(a) sera moindre que 

z ~ - .  

donc 

Dans le cas off f l ~ - o ,  en supposant a <  i 

" oo 

Q(a) < f e-xax = e-'. 
1 

Si a > I, on a 

/ - - x  a - - 2 7  • Q(,~) = - I  + ( ~ _  , ) j ~  . ,~., 
1 

Q(~) < ~ - '  [, + ((~ - -  ,)  + (~ - -  , ) ( ~ -  2) + . . . .  + ( ~ - -  ,)(~ - -  2) . . . .  (~ - -  ,,)1 

n 6tant le plus grand nombre d'entiers contenus dans a. 
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A i n s i  
Q(a) 

d6finit une fonction uniforme, pour toutes les valeurs de a, ayant pour 
pbles o, - - I ,  - - 2 ,  . . . .  et qui prend la m~me valeur que la fonction 
d6finie par 

F(a) = f e+--%"-ldz 
0 

pour a > o; et qui a dtd gdn6ralisde par GAuss, au mosen d'un produit 
d'un nombre ind6fini de facteurs. 

La fonction ainsi ddfinie jouit d'ailleurs de la propridt6 fondamentale, 
h savoir 

P(a -1- I) .4- Q(a -{- I) .= a[P(a) -I" Q(a)], 

qui permet de la ramener au cas o11 a > o. Ainsi la fonction d6finie 
par  GAuss et la fonetion P(a)-I- Q(a)sont identiques. 

Q(a) 6tant holomorphe dans toute rdtendue du plan,  peut gtre 
d6veloppde en s6rie eofivergente, pour toutes les valeurs de a. 

On obtient encore une fonction holomorphe pour tout l e  plan en 

multipliant jr(a) par sin a_____~, car 
7C 

sin ay P(a) 

sin a~ / [ a )  I I = ~ ( a )  
n'a plus de pbles; donc n c'est +h, d i r e / ~ I  --  a) ou bien I[a--) 

est une fonction holomorphe dana toute l'6tendue du plan. 
M r HEI~+E a donn6 ~ G(a) une forme qui peu t  ~tre tr6s-utile, dans 

beaucoup de cas. Ce savant gGom6tre a fait voir que 

l'int~grale ~tant prise l e  long d'un contour qui contient l'origine et qul 
s'6tend inddfiniment vers les x n~gatifs, sans qu'il soit n6cessaire que ee' 
contour solt ferm6. Voiei la d6monstration de M r H E I ~ . .  

Prenons pour contour d'int6gration l'axe des x depuis - - c ~  jusqu'~ 
- - ~ ;  un eerele de rayon ~ autour de l'origine et !'axe des x depuis 
- -  7] jusqu a ~ .  + 
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O n  ~ 

z = p ( c o s  oJ .+  i s in  o0, 

- -¢ t  
z ~ p - a ( c o s  aoJ - -  i s i n  ato),  

dz = p ( - -  s in  ~o + i cos  eo)doJ 

+ (cos  to + i s i n  ~o)dp. 

Dans la premi6re partie, , 

.~o = - -  ~r, z = . - - p ,  d z  = ~ dp ,  

- - a  
z = p-?~(cos aTr + i s i n  aTr). 

Dans la deuxi6me partie 

Dans la troisi&ne 

d'oh, .en supposant 

d'oh 

z ~ ~e , dz ----- z~e dea, 

z - - a  - - a  - - aaJ i  - . ~  e 

O) 

- - a  
Z = p - a ( c o s  a ~  - -  i s in  an) .  

Les trois parties de rint6grale, ajout6es ensemble, donnent 

f e,z-adz f 
j = 2 i s i naTr j p - " e - Pd p  + ~ j e  e ao~, 

r ~ - - I t  

la par!ie r6elle de a comprise entre o et I, 

f e%-adz = 2i s in  a~r/~I - -  a ) ,  

I" ~ m g  I ~, G(a) = - - -=/z  e dz. 
2m d 

L'int~gration par parties d o n n e  

f z-'e" dz = e t z - '  + a f z-<'+') e'dz = a f ,  -,o÷', e~dz. 
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Si donc l~ forrnule (I) est vraie pour a,  on tirera de la relation 
pr6c6dente 

~-a(~) = a(a + ,) = ~ f~-(a+'da~ 
a 2 z d g  ' 

et d~s lors la formule (~ ) s e r a  vraie pour (a + 1); de mOne, si elle est 
vraie pour a + I, elle le sera pour a. Ainsi la formule (I) est vraie 
pour toutes les valeurs de a. 

Reprenons l ' int6grale fz-"e=dz sur le m6me contour, en agrandlssant 

la circonf6rence et lui donf ian t  pour rayon I au lieu de r]; .l'int6grale 
reprendra la m6me valeur, puisque les deux contours ne comprennent 
point entre eux de point critique. Donc 

I • [~ ( e o s t o + i s i n t o ) + ( l - - a ) t o i 7  
G(a) ~ 2/s ina  ,,,,"p-a<Zp + U ,  , c,,<o 

I --iV 

[ . i  . . . .  ; ] = ~ ~ sin a .--,,p--aCt p +. ~oo~o{-i<,-°>o+ ~,.oj, + ~,,-°,o+ ~,ool,}d<< ' 

1"  0 

sin arc f : -Pp-"dp  I f:coso 
- -  ~r" d + ~rd cos [(I - -  a)eo + sin ~o]deo 

1 0 

I f~O p( a(;'ri--lp) ~ e--a(xi+Ip))o~D = - - ~  d e  .e 
1 

+ I fe¢O~O cos [(t - -  a)o + sin oJ]do. 
~rd 

0 

# 

Etudions le d6veloppement de chaeune des deux parties suivant les 
puissances croissantes de /~. 

Pour la premiere p a r t i e l e  coefficient de a,  sera 

f 
¢o 

rn = 2zriI~ + I) 
1 

et p o u r  la seconde 

(-- I) "+1 f ~ o ~  sin 
3~ . . . . . .  e + sin ~o)~o"d~o. 

Ir/~u + i ) J  cos q° 
0 

Aeta matheraatlea. 2, I m p r i m 6  7 J 'uin 188~. 3 4  
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Nous calculer0ns plus loin l a  valeur exacte de ees coefficients; je 
me propose, pour le moment, d'en ddterminer une valeur approch6e. 

Pour 3~, on a une premi6re valeur approch6e en faisant 

ee qui donnera 

sin 
¢ 0 8  ¢ t t  e (to + sin o a ) =  e ,  

cos 

(--.  I) n+l eTt n+l 

On pourrait obtenir une valeur plus approch6e en partageant eette 
int6grale en deux parties; mais cela n'est pas n6cessaire, attend u qu e 3~ 
disparalt rapidement devant F," 

Pour calculer la valeur approeh6e de [., nous allons d6gager son 
expression des imaginaires, et pour cela nous poserons 

il viendra 

~ o =  9" COS (o~ rc = ~' SillO)~ 

7/" d p =  q"p do).  tango = Tp' ~ ' 

f ~  ~+_~ 

( - - I ) n  o -  
~'n = 7t~F(~, ~t. I) PP[(/D)' + Ir~] 2 sin~eodw. 

0 

]~tudions d'abord les variations du faeteur 

n+2 
~-'p[@)' + ~ ' ] , .  

La d6riv6e est 
n 

{~--'(~--p)[@)' + ,~'1 + (~ + 2)~p~-,} [@)' + ~'1' 
• i 

= _,(~ _p) [@) .  + ~.]~ @). ~ + 2 
• p - -  i l P  + = '  . 

Lorsque p varie de I k oo, le deuxi6me facteur reste n6gatif; la 
d&ivde sera done positive ou n6gative suivant que 

n + 2  
 _izp+. , 
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sera nggatif ou positif. D'ailleurs ce facteur ne p e u t  passer qu!une lois 
par z6ro, car, ~ mesure que  p augmente, la partie positive augmente et 
la partie n6gative diminue. 

La valeur qui annule ce facteur va  aussi en augmentant  ~ mesure 

que n augmente. D ' ap r~s  ces consid6rations, le faeteur e-Pp[(lp) 2 -]-~r~] ~~ 
commence par augmenter,  passe par un maximum,  puis va sans cesse 
en diminuant et :tend vers zdro. Le max imum correspond k la racine 
de l'6quation 

n + 2  
(lp)' e _  / p + ~ ' = o .  

Pour 5valuer 

__ (__ i)n f 2  , n+2 ~'n 7r~/[~ "Jr I) e, -p~O[(/P)' + Zr'] " s i n n m d ~ ,  
0 

nous partagerons l ' int6grale e n  _n parties 6gales, de telle sorte que  dans 
2 

chacune d e  ces parties l 'argument neo varie de ~r, sin neo conservant le 
In6Ine signe dans rou t e  l '6tendue de chaque partie, saul ~ laisser incom- 
pl6te la derni6re partie si n e s t  impair. 

Soient 
a, b, c , . . . , f ,  i, k, l, m, ~ , .  , x, y, z 

les valeurs absolues des int4grales partielles et k la plus grande. I1 est 
n-b2 

clair, puisque le facteur e-Pp[(lp)~.-b zr2] -¢- va en augmentant  et puis en 
diminuant,  que ces int~grales sont dans le m6me cas. Le doute nk peut 
exister que pour celle qui eontient le max imum du facteur, celle qui la 
pr5cSde et celle qui la suit. Supposons d'abord que k contienne ce maxi- 
mum;  on aura 

A = (k- -  l ) +  (m --  ~) + . . . .  k - -  (1 - -  m ) . . . ,  

U = ( k - - j )  T ( i - - f )  + . . . .  k - - ( j - - i )  . . . .  

Toutes les parentheses 6tant positives, il r~sulte 

d'oh 
o<A<k et o<B<k, 

- - k < A + B - - k < k  
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Ainsi l ' int4grale totale sera plus petite, en valeur  absolue,[ que la 
plus grande des int~grales partielles. 

Si le max imum du facteur se trouve d a n s  l, comme ies derniers 
~16ments de k sont plus petits que les premiers de l, il faudra que les 
premiers de k soient plus grands que les derniers d e / ;  donc les ~ldments 
de / sont respectivement plus grands que ceux de m; par consequent 
toutes ]es int~grales partielles vont en diminuant  ~ part ir  de k, tant  d 'un 
cbt~ que de l 'autre, et le raisonnernent pr~cddent s'applique k tous les  cas. 

n+2 
Soit # le maximum de e-Pp[(lp) 2 + zPI-v; on a u r a  

7" <~ ~m I)n J nn'I(n "~ I )" 
0 

Soient #, #'  les valeurs correspondant k n et n n t- I: 

n+2 n+2 
~" e--P/O' ( I ) - - T ( j  O ~t9' lp ) - 2 - [ ~  (~b .ji" ~)] 
~=e_pp I +~-~--~ ' - - I : p - - I  _ 

Le premier et le troisi6me facteurs sont plus petits que I~ puisque, k 

mesure que n augmente, la racine p de (lp)' lp + ~ ' =  o v a  en aug- 

mentant;  le second est plus petit que e½; donc 

1 

Pour n = 2o, ep, lp'_ est sensiblement ~gal k I, et pour les valeurs 

Sup~rieures il est plus petit que t. Doric, pour n = 2o ou sup~rieur k 
2 0 ,  o n  a 

- < ~/~- + 3. /l 

De plus, pour n ---- 20, on a 

I)onc, pour n > 20, 

/1~o ~ 2 ~ / I  . 2 . . . 2 2 .  
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D o n c  

4~//(n + 3 ) 4 ( n  + I)(*b + 2) 
r~ < =~, ~ + ~) ~ ~ / /~  + 3) ' 

269 

ce qui  est sens ib lement  6g~l ~ • 4 
=~/r(~ + I)'" 

P a r  cons6quent  

4 ~-. < 
~ '~ / /~  + I) 

On vo i t  pa r  1~ que les q u a n t i t &  dn d ispar~issent  r a p i d e m e n t  d e v a n t  Tn" 
Cet te  express ion des  coefficients p r o u v e  encore que  le d 6 v e l o p p e m e n t  

de G(a) est conve rgen t  p o u r  tou tes  l e s  w l e u r s  de a, c o m m e  nous  le 
savlons d 'av~nee.  

Ces coefficients sont  de l 'ordre  { d e s  coefficients de l ' exponent ie l le .  

C o m m e  appl ica t ion ,  ra i sons  n = 19. 
n + 2  

La  rac ine  de (1p) ~ / 7 - - ~ l P + r ? = °  e s t p = 3 , 2 5 .  

I p =  I , I63 ,  
(lp) ~ =  1,353,  

~r ~ + (1p) ~ = 11,223. i 

Calcul de/~19 = e-8'~ X 3,25 (II ,22) 1°,~. 

colog es,~ = 5,588 
log 3,25 = o ,5 i2  

IO,5 log I1 ,22 = II,O25 

logz~ o = IO,I25 

2pl o 
Calcul de T19 = rt~ i9 . I'(2o) " 

log 2 ---- 0,30I 
log/a~ = IO, I25 

colog r? = 3 ,oo5 
I 

l o g ~ 2 o )  = I8 ,9I  4 

colog 19 = 5,72~I 

log rt, = 9 ,°67 

Tx9 = o , o o o o o o o o  I I 6 7  
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Pour  avoir  3x9 ~vec une plus gr~nde ~pproximat ion,  nous par tngerons 

deux  ~ parties, so i t  l ' int6gr~le en 

7 C / ~ 2 0 ) 3 1 9  
L /  I , I  
0 3~r 

La premiere  par t ie  est 6v idemment  plus peti te que-2-~/8~ ~° 
• 20 ~ ' ' j  ' 

~--0,707 
seconde plus petite que  X 0,078 

. . . .  20 [ ,eo_  (~),o]. 

Donc 
le(87r~,o e -0,70* X 0,078 n,o ] t 

3 .  < 1 ~ o ~  , + ~ ' ~o~ 
~r~ TM 

= [e(1)'° +" e-°"°'" 0'078] 2o/'(2o/ 

et la 

Oalcu l  de u = e(~) ~°. 

log e = o,434 
2o/~ = ~,5oo 

l o g ~  = 5,934 

'u, -~- 0 , 0 0 9  

Calcul  de v = 0 ,078.  e -°a°7. 

log e -°'7°7 = ~ ,714 
log o,o78 = ~,892 

log v ---- 2 ,5o6  

V = O,O4 I 

u + v = O , O 5 0 .  

7L.t 9 

Oalcul de 3,~ = o,o5O2oF(2o ). 

log(u Jr v ) =  2,699 
i91og 7r = 9,55o 

colog 2o ---- ~,599 

i - -  ] 8 , 9 1 4  log 1(~o) 
log 3,9 = T[,862 

3,~ = o ,oooo  oooo 0073 
Yz9 = o , o o o o  o o o o  i i67 

Tz9 + 3,9 = 0,oo0o o00o I24O 

Ainsi nous obtenons, pour  l imite  du coefficient de an, o , o o o o  o o o o  I24O. 

Nous t rouverons  p lus  loin, pour  la  vraie valeur ,  o , o o o o o o o o o l o 4 ,  

c 'est-k-dire une  va leur  douze lois plus petite. 
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Nous avons caleul6 ~'~9 en nous servant  de #~g; si l 'on calculait  au  

4 t rouvera i t  exac tement  la m~me moye n  de la formule  r,~ = ~ ,  o n  

va l eu r .  
On volt p a r  ce calcul que, pour  n- - - -19 ,  3,9 est n6gligeable devant  

~-~, au  degr6 d 'approximat ion  que nous pouvons  attendre, 

Les limites q u e  nous venons de calculer  pour ron t  servir ~ obtenir  

une  l imite du  reste de la s6rie. 
Occupons-nous ~ present  de  la d6terminat ion exacte des coefficients 

du  d6veloppement  de i G(a): 

a ( a )  - ~  i ----- ~ a( q -a ) ( I -~ -~) ( I - a t -~ ) . . . ( I  "-~ ~)" 

Le facteur  

( ( I + t - ~  " "  :: I + = I ~ - A 2 a  + A~a ~ + , . .  + A._la  . 

Le coefficient A~ s 'obtient en faisant la somme des combinaisons i h 

i des quantit6s i i i i , • - ,  - ,  - ,  . . . .  I1 est facile de dedmre  ces coefficients les 
2 3 4 

u n s  des autre~. 

En e f f e t ,  

i2a~a~. . . a, = 2a~2a~a~.  . . a~_~ 2'a~2a~a~ . . . a~_~ + 2 a : 2 a ,  a~ . .  . ai-~ . . • + 2 a , ,  

d'oh 
iA i  = S~A~'~ - -  ~ A , _ ~  + S~A,_~ . . . . .  + S~. 

(Jes coefficients ne d6pendent  donc que de $1,  S ~  S ~ , . . . ,  S n .  

Nous avons ensuite 

Done 

a ln  a~(ln) ~ a ' ( ln )"  ~ - - ~ - + - -  + . . . ;  
i i . 2  i . 2 . 3  

a(,~) 

a(~ + a)  
l a l n  a~(ln)~ aS(ln)S 1 - -  t ~ - -  + ~ - -  + . . .  

x 1 . 2  I . 2 . 3  

× [I + A , a +  A,a2  + A s a  s + . . .  + Aria n] 

t 8 = I + A ' ~ a + A ' ~ a  ~ + A s a  + . . . ,  
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oll 
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In 
= A A' A i - -  i - ,  T + A*-~ ( . . + - - "  

l k O  (ln) t 
" - -  1 . 2 . . . i  

Posons C = - -  S, + ln, ou C = I - -  C', C' 6tant la constante d'Euler, 
et rempla?ons, dans l'expression de A', ,  A ' ~ , . . . , A ' , , ,  S 1 p a r - - C + l n ;  
il est clair, puisque ces coefficien'ts ont une valeur finie, qu ' i l s  seront 
ind6pendants de In et que l'on peut donner ~ In telle valeur que l ' on  
voudra, et par exemple faire In - - -o .  Mais alors A'~ est 6gal k ce que 
devient A, lorsqu'on y relnplace S 1 p a r -  C. 

D6s lo~s les coefficients se forment de l a  mani6re suivante: 
On multiplie les coefficients ddjk obtenus A,_,, A~_:, A~_8,..., A 1, I 

respectivement par - -  C,  - -  Ss, + $8, - -  $ 4 , . . . ,  _+ S,; on ajoute tous 
les produits; on divise la somme par i, et ron a A~, 

A t = - -  C .  

I1 est k remarquer que l'erreur de A~, A,, A v . . .  sera du mgme 
ordre que celle de C, S1, S,, 83, . . . .  Supposons, en effet, que A1, As, 
A3 , . .  , A,_I aient 6t6 caleul6s avec la m6me approximation que C, S 1, 
S,, 8 3 , . . . ;  leo produits A~8,_l, A ,  S i _ 2 , . . . ,  A , _ t S  1 pourront  se caleuler 
avec la m6me approximation, e t  la somme aura une erreur au plus de 
i unit6s de eet ordre, et, cn divisant p a r  i, l'erreur du r6sultat sera au 
plus d'une unit6 de eet ordre. 

Le nombre de multiplications, dans le calcul de chaque coefficient, 
pourra 6tre dimlnu6 de I, en remarquant que CA,_I et A,8,_~ ont un 
faeteur commun. 

Dans ce calcul j 'ai mis en deh0rs le facteur (I + a), pour que les 
facteurs Ss, $ 8 , . .  ne contiennent pas I ,  ce qui fair que le calcul des 
coefficients est un peu plus court. Mais il serait facile de faire entrer 
(I + a) dans le d6veloppement si on le jugeait convenable. Dans ce cas, 
on obtiendrait les coefficients du nouveau d6veloppement par l'addition 
de deux coefficients cons6cutifs. 

Ces calculs seraient impossibles si 1'on ne prenait la pr6caution de 
faire les neuf premiers multiples de C, Ss, S~, $4, . . . .  I1 est bon aussi 
de faire 6galement les multiples de A1, As, A s , . . . ,  ~ mesure qu'on les 
trouve, de mani6re k pouvoir faire la  preuve de chaque multiplication 
par le renversement des facteurs. Dans une si longue suite d'op6rations 



Sur les intdgrales euldriennes ot qnelques afftrcs fonctions unii~ormes, 273 

d6pendant les unes des autres, il ne faut rich n6gliger pour ~tre stir du 
r6sultat, i 

Les multiplications se font  par la m6thode abr6g6e. Chaque produit 
partiel dolt ~tre 6crit avec un chiffre de plus que l'approximation de- 
mand6e et k une demi-unit6 de cet ordre. 

Voici un exemple de ce calcul; soit A, X $6: 

F~T ~ 

,S'~ = o,oi73 4306 I984 449~ 
A4 ---- 0,0245 5249 0005 4000 

3 4686 !239 6889 8 
6937 2247 9378 o 

867 I53O 9922 2 
86 ~I53 0992 2 
3 4686 1239 71 

6937:2247 9 
i56o 8755 8 

867.2 
69 4 

4 258I 5356 0362 

(voir le Tableau des vingt-deux premiers coefficients). 
La somme de ces coefficients 6tant 6gale 

I i 
= - = 0,5000 0000 0000~ 

2 

on obtiendra une v6rification en faisant cette somme. Cette v6rification 
donne une erreur du quinzi6me ordre, qui provient soit des termes n6gUg6s, 
soit de la somme des erreurs des divers coefficients. 

On obtiendra une autre v6rification en faisant a ~ -  i. Le r6sultat 

sera 6gal k I / [ i ) =  I. L'erreur est encore d u  m6me ordre que pr6c6- 

demment. 

En examinant ces coefficients, on volt qu'ils varient d'une mani6re 
tr~s irr6guli4re et par soubresauts. Les signes eux-mdmes ne prdsentent 
aucune r6gularit6 dans leur succession. Les termes vont toujours en 
diminuant; un seul fait exception ~ cette r6gle: A14 , qui, apr6s s'~tre 
61oign6 brusquement de A18 ~ est suivi d'un coefficient AI~ quarante lois 
plus grand. Jusqu'k A16 , tous les Coefficients de rang multiple de 3 sont 

Aeta mathematiea. 2. Imprim~ 7 Juin 1883. 85  
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p6sitifs e~: t o u s l e s  aut~es n6gatifs; :Ai7 est. le premier qui fait exception 
cette r6gle, et, apr6s cela, la r6gularit6 est compl6tement r o m p u e .  

Quel~e est la loi de succession des ; s ignes?  Je l ' a i  vainement cher- 
ch,e. ~ On s'attendait ~ voir ces Coefficients diminuer avec une plus grande 
rapidit6, v u l a  rapidit6 aveq laquelle la fonction t e n d  ve r s  zdr0. Ce fair 
est produit  par  le changement de signe, et nous trouvons un fait :analogue 
dans l exponentmlle e ~, qui a une valeur tr6s grande pour de grandes 
va,leurs positives de x et des valeurs tr~s petites pour des valeurs de x 
tr6s grandes, mais n6gatives, et cependtmt les deux s6ries ne diff'6rent que 
par les signes des coefficients.  

On peut encore obtenir u n  autre d6veloppement de G(a). Au lieu 
de remplacer S~ par ~ C +  ln ,  remplaqons au eontraire In par C ~  S1; 
les coefficients du d6veloppement seront ind6pendants de S~, et l 'on peut, 
par cons6quent, faire Sx = o;  alors on aura 

I G(a) ~- e-ea(l + Ala + A2a~+ . . . ) .  
a(a + I) 

Les  coefficients se d6duisent les uns des autres de la mSme mani~re 
que pr6c6demment, en faisant S 1 ----A 1 ~ o. ~ . - - . . . . . .  

On remarquera qu'il s o n t  une f igure  de moins que les' premiers et 
que celui de la premiS~re puissance est nul (voir le Tableati des vingt et 
un premiers coefficients)... 

Cherchons le d6veloppement de F ( a ) :  

. . . . . .  " I " ' -  " ' " ' 

/ '(a) = a ( t  + a)(I  + Ala. + A,a'~+. . .)~ =:= 

Or, le facteur ~ ~ , ...... . 
I 

I + Aia  + ,42ct ~ + . . .  . . . . . . . . .  

ne devient infini pour a,ueune valeur d e  a.;de moSule molndre que, 2; 
done on peut le d~velopper dans un eercle de rayon 6ga! ~ 2 et ~erire 

/~(t,) = ( / ( i : - .~Ta) (  I 'J¢" "/It (~ ~.~ A , ( ~  j¢~.  " . )  : a ( I  ; - - ~ a ) ( I ~ +  B , o ,  J t - -B , (~ .~ in t - , .  : ) ,  - 



d'o~! 

membres: 

Sur les intdgrales euldricnnes et quelques autres fonetions uniformes. 275 

x -= (! -b B~a "4" B~a ~ "[" . . . ) (~  + A~a -k A2a ~ A- . . . .  ). 

On obtiendra les coefficients B~, B~, B s , . . .  en identifiant les deux 

B~ + Bi-~A~ + Bi_~A~ + . . . +  "A~ -= o. 

Les multiples ddjb~ form6s pour  4e calcui de A~, A2, A~ , . . ,  serviront 
pour le calcul d e  B~, B2, B s , . . .  (voir le Tableau des dix-huit premiers 
coefficients). 

On remarque qu'h,.partir du cinqui6me les coefficients des puissances 
impaircs sont n6gatifs ct ceux des puissances l~aires positifs. On remarquera 
aussi qu'ils diminuent beaucoup moins rapidement que ceux  calculds pr6- 
cddemment et enfin qu'ils se rapproehent de pins en plus de $2, S~, $4,. . .  , 

ou plut6t de i i i i ~ .clue 2 -n '  F '  2 ~ ' " " z ~  ' en sorte que B~s ne diff6re de 

de quelques unitds du dixi6me ordre. On verra ,  un pen plus loin, la 
raison de tons ces faits. 

L a  • " • • ° regular~tc des coefficients B1, B2, B~, . . .  temo~gne de 1'exactitude 
des coefficients Ax, A~, Aa, . . . .  

Passons ~ l'6tude de 

f 
ao 

"- e . -x 'g~z- l  d z  = Q ( z )  = C O + C, lZ .Jr- e2z  2 -4- . . . .  

1 

La transcendante O(z) est une fonction de la ,n@m nature quc G(z), 
jouissant de la propri6t6 des fonctions enti6res, de n'avoir qu'un point 
essentiel .~ l'infini. 

Nous calculerons, un pen plus loin, la valeur  des coefficients Co, cl, 
c~, . . .  ; t~oU~ allons chercher, tout d'abord, une limite approch6e. 

• • T o 
1 1 

Or,  le maximum du facteur ~ . ) e s t  ; ; donc  

/ , ,n  ~.,~ n l Q 2 ) n F l ~ )  ( 2 )  I y I .  2.. .ncn < \ e /  "~1 < 
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Done 

L. Bourguet. 

2t2~n ~S -]-" 

et, en rempla~ant F ( n ~ + 2  x ) par s a  valeur 

encore la valeur, 

C n < ~  I 
n 

n + I  

__2(~)n~/~r~_ I 

2 ~ i , ( n _ ~ ) '  

approchge, ce qui augmente  

Appliquons ceci k c17, q u i  est le .dernier coefficient calcul& 

log 2 ---- 0,30103 loge = 0,43428 
log e = o,43427 col 2 = ~,69897 

0,73530 log.I8 = 1,25527 
log~/~ = 0,36765 1,38852 

colog 17 = ~,76955 8,5 

694260 

log c~ = T3,33478 I 1,8o242o 

C n = 0,0000 0000 0000 2163. 

Le calcul direct donnera, un peu plus loin, 

c1~ ---- 0,0000 0000 0000 I814. 

La valeur approc_h6e et la valeur exacte different donc d'environ 
trois unit6s et demie du quatorzi~me ordre. 

Occupons-nous k pr6sent du calcul des coefficients de 

Q(z) = Co + c ,z  + c~z ~ + . . . ,  

dont nous avons trouvd l a  valeur sous forme d'intdgrale ddfinie et dont 
nous avons donn6 une valeur approch6e. 

bTous avons trouv6 

z(a~ + I) / ' (a  0 = 1 + B,a~ + B~a~ ~ + B~a~ ~ + . . .  ; 
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o r  

• + = + 2) = + 2) + Q(,  + 2 )  

I 
~-- -P(Z "+ 2) "3 L ~ ( Z  "~ 2) "a t- Z(Z "3 L I )Q(z )  

= + 2) + 

+ c o + c~ 

= I + B , ~ +  Biz ~+ Bax 8 +  . . . . .  

de P(x + 2 ) e s t  facile; ce d6veloppement dtant 
Cl, C2,... en identifiant les deux 

Le ddveloppement 
fair, o n  trouvera les coefficients Co, 
membres de l'6galit6 pr6cddente. 

D e  1~ 
I I I I I 

2 1 3  1 . 2 4  

I I + 
1 . 2  4 ~ 

2 
+ - - = I ,  

e 

(~,~ I I I I 

I 32 1 .2 .3  5 ~ 

i I I I I I I 
- -  - -  . - -  . - -  

-=--  48 5 ~ + .. 2 8 I ' 3  a "Jr 1 . 2  I .2.3 

2 
+ . . .  + - ~ +  Co = B1, 

• ) + (co + c,) = B,,  

I I I I I I I ) 

- -  ~ i 3 - ' + i . - 2 " ~ - - i . 2 . 3 " 5  ' + ' ' "  + ( c ~ + % ) = B s '  
. , .  . . . .  , . . . , . ,  . . . . . .  . . . .  . . o . . . .  o . . .  o o . . .  . . . .  • . *  • * .  * * *  • 

: ( I I 
+ 2,7+~--- i . - -  

I I I I . I  ~ . . . .  
3 n+~+ 4 g+~ . 2 3 5  n+~ + ' ' ' }  + c , - 1 +  cn=B~+l.  , I .  2 I . 

Les parenth6ses se calculent tr6s fac i lement ;  apr6s avoir form6 les 

quantit~s I I I - ,  , - - , . . . ,  on divise successivement ces nombres par 
I 1 . 2 1 . 2 .  3 

2, 3 ,  4 , . . .  ; puis les nombres ainsi form6s sont divis6s par 2, 3, 4 , . . . ,  
les nombres ainsi formds sont divisds par 2, 3, 4 , . . . ,  et ainsi de suite 
(voir le Tableau des dix-huit premiers coefficients Co, cl, c~,'c8,... ,c~7. Tous 
ces coefficients sont positifs, comme on le savait d'avance. On remarque 
qu'ils sont plus petits que eeux des autres developpements). 

On volt ~ pr6sent pourquoi les coefficients B1, B2, B ~ , . . .  se rap- 

prochent de plus en plus de 1, 1 i 1 • et sont alternativement 
~ '  28, 2--x,', 
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positifs et ndgatifs. Les coefficients co, Cl, c~, . . ,  diminuant t r& rapide- 
ment, B~, B~, Ba , . . .  se rapprochent aussi tr& rapidement des crochets 

I I i I I ) 
+ 2 ~--+2 I 3 "+~+ 1.2 4 "+~ B.+I,  

et le crochet lui.mdme se rapproche de plus en plus du premier terme i 2n-~-~" 
On trouve 1~ une v6rification de l'exactitude des  coefficients B1, B~, 

B a , . . . ,  A1, A2, Aa, . . . .  Si ces nombres avaient 6tg fautifs, ils auraient 
troubl6 la  rdgularit6 de Co, cl, c~, . . .  ; il en serait r6sultd, p a r  exemple, 
que quelque~-uns auraient 6t6 n~gatifs. 

On peu t  aussi avoir une v6rification des nombres Co, q ,  c2, Ca,.. .  
de la mani6re suivante: 

I Q(,) = - ,  

Q ( ' ) = c  0 + q  + % + " "  
=0,3678 7944 II7I 4142, 

I 
-=o ,3678 7944 Ii7I 4423, 

Diff4rence = o,oooo o0oo oooo 028 i. 

La petite diffgrenee trouvde provient soit de l'erreur des coefficients 
co, cl, c2 , . . . ,  soit des termes qui n'ont pas dt6 calcul6s. 

La  concordance parfaite de tous les r&ultats me donne la conviction 
que tous ces calculs ne contiennent pas une faut.e, malgr6 leur tr& long 
d~veloppement. 

. M. HERMITE m 'a  communiqu6 une forme de F(x) t r6s  dl4gante et 
pouvant servir directement au calcul de cette fonction: 

/~g) ~--f~x-lg-~ 'd~ +fex-lo-~ae. 
g a 
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La premi6re int6grale, en ddveloppant en sdrie l 'exponentielle, donne 
naissance k la fonct ion uni forme 

. ( ;  . °, i ) 
z +  I + I _ ~ z  + 2  . . . . .  

Q(x) et raisons Repr6sontons la seeonde p a r  

a + n  

il viendra,  sous forme d ' u n e  s6rie 6v idemment  convergente,  

Q(,) = Q0 + Q~ + Q, + . . .  

Posant ensuito ~ - ~ ' +  a + n, nous aurons 

ou bien 

et, en dgveloppant,  

1 

Q. =f!o + o  + 
0 

Soit 

1 

Q. = e . . . .  f (a + n + 0 ~-le-rd~, 
0 

Qn ~ e--a--n Ob 

0 

: e - a - n [ P ( I ) ( a  

• - '  ] 
+ ~).-1 + - - Y -  (a + r~)'--~¢ + . . .  e-rd~ 

• . ~)._~ + ";-~ + P(~)~-~¢ .  + 

+ P ( 3 )  (~ - -  1)~xi.2 - -  Z) (a + in)'-~ + . .  :] .  

s ( ~ ) =  a" (a + I ) "  ( ~ + 2 ) "  ~ +  ~o+1 + 7 ~  + . . . ,  

nous aurons l 'expression analyt ique suivante de Q(x), s a v o i r :  

q(~) = P(Os(~ - -  0 + P ( 2 ) * - -  ~ s(~ 2) + P(3) (~ 0 (~ - -  2) s ( ~ - -  3) + . . .~ 
I 1 . 2  

et la convergence de cette s6rie est manifeste, pour  toutes los valeurs  

de x, lorsqu 'on suppose a > i. 
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E f fec t ivemen t  on a, dans ce cas, ~ partir d'une certaine valeur de n, 
x ~ n < o, et dSs lors on a sensiblement 

X - - n  

O, I " 
S ( z - - n ) = - -  e t  P ( n ) < - .  

B a Tb 

I1 r6sulte qu'~ partir de cette valeur de n les termes de la sdrie sont 
plus petits que ceux du d6"veloppement de e-a(a-t-  I) ~-~. 

Les  coefficients P(~), P (2 ) , . . .  sont faciles h caleuler, car ils s e d &  
duisent les uns des autres au moyen de la relation 

! 
P(z + ~) = zP(z) 

La seule difficult6 consistera dans le calcul des fonctions 8(x). 

On peut, au m o y e n  de  la fonction holomorphe G(x), former une 
infinit6 d'autres fonctions holomorphes. 

Posons, en effet, 

r,(~) = a(~ + ,) + a(~ + 2) - V . . . ,  
F,(~) = ~,(~) + F,(~ + ,) + . . . ,  

F~(~) = F,(~) + F,(~ + ,) + . . . ,  
o , . * o * , o o o  o l e * o * o e o o *  o , o * , o o  o o  * o  , 

ces fonctions seront holomorphes, et pourront se d6duire Toutes 
de Fl(x). 

Soient 

on tire de 1~ 

~(~) = A,O(z + ,) + A2G(z + 2) + : . . ,  
¢(~) = ¢(~) + ¢(~ + ,) + ¢(~ + 2 ) +  . . . ,  

~(z) = A,G(z + i) + (A, + A,)G(z + 2) + ..  + (A, + A, + .  + A,)G(z + n) + . . .  ; 

donc 
F~(z) = G@ + i) + 2G@ + 2) + 3G@ + 3) + " " ,  
F~(x) G@ + i) + 3G@ + 2) + 6G@ + 3) + " "  

+ n(~ + ,) G@ + ~), 
1 . 2  



Sur les int6gra.les euldriennes et quelques autres fonctlons unlf'ormes. 

i .2  . . .  ( ~ - -  z) 
Fk(z) ~-~ I .  2 (k  - -  I )  G ( x  + I )  

2 . 3 . . . k  
" +:~ 2 .... (~ . .  ~) G(~ + 2) 
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° ° °  ° ° ° ° ° ~  • ° 

+ ~(n + 0 . . .  (~ + k - -  2) G(~ + ~) + . . .  
I . 2 . . . ( k - -  I)  

I 
----- I . 2 .  : . ( ] g - -  I) { 1 . 2 ' . . . ( ~  - -  I)~(;g + I) -F 2 .  3" " ~O(X -F 2 ) ' '  "' 

-~- ~(~b "~- I ) . . .  (9~ + ~ - -  2 ) a ( ~  + n) + . . . 1 .  

Faisons 

f(z) = G(z + I) + zG(~ + 2) + z~G(z + 3) + z~G(z + 4) + . . . ,  
i ) 

et on aura 
t ~k-1 

v~¢~) = .~ . . . ( ~ _  i) ~ - ~  (~-~/(~)) 
pour z = 1. 

Toutes ces fonctions 6tant holomorphes et par cons6quent d~velop- 
pables en S6ries convergentes, il y a intdr6t h connaltre les coefficients; 
Avant de proc~der ~ cette recherche, je vais d6terminer une  limite sup6rieure. 

Si dans la relation trouvde pr6c6demment, ~ savoir: 

on fai t ~ = e, elle deviendra 

l - - - X ,  7 ~  

-]" 7] f e(!--x)c.i+v(cos ¢. +i  sinw)_T 

__ / '  e(cos~+isIn ~ ) + ~  

Remplayons successivement x par x -t- I, x - t -  2, x + 3 , . . .  x + c~., 
et ajoutons; nous obtiendrons 

F~(~) = si~ ~ f ~  p - ~ - '  I f E (°°~+~"~) ~-~(1+~') 

Acta mathematiea: 5. Imprim~ 9 ffuin 188:¢. 36 
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On obtiendra de m4me 

= + I'°pZ+L f o  o.,oo.o+,,oo, 

e - - W  

Repr6sentons par ~ et 3. les coefficients de x ~ dans ces deux d6veloppe- 
ments, on aura: 

/ ' ~  - ' -  -'-~ [(le)' + e] ~ .  . ( I ) "  l g e p " p l 

~?F(n + I) (! + 7) z sm neoaeo; 

o 
75 

[ ta~g"~ re" 

(-- I)" f~  g(°°'~+'"°~>(~ + ~i)" 
~n = 2--~ l j  (---~ - -  e_e(l-----.-------~,,3~- deo. 

- - / r  

Cherchons une limite de D., et pour cela 6tudions les variations de 

n+2 
~- 'P . / - ' [qe ) '  + e l  ~ = v. 

(~ +p)' 

La d6rivde de P e s t ,  k un facteur pr6s essentiellement positif, 

P'=(k--p--p~)[(lp) ' - ( n T  I)(pT I) l ] 
p~ + p - - k  IP + ~' ; 

pour toute valeur de p qui rend p ~ q - p - - k  < o, les deux facteurs de 
P' sont positifs et P est croissant; lorsque p e s t  tel que p2q_ p u k > o, 
les deux facteurs P' sont nSgatifs, jusqu'k ce que le second passe par o, 
et P e s t  encore croissant; i t  passe par son maximum en m~me temps que 
le second facteur passe par o. C e  second facteur ne passe d'ailleurs 
qu'une fois par o, pour les valeurs de p > e. Pour ces valeurs, cn effet, 

(Ip) ~ + ~'~ va en augmentant et (p + I)lp_ en diminuant, dpnc 
p~+p--k 

(ip)~_ (" + ,)(p + ,) 
p ~ + p - - k  IP+=~ 

ne peut passer qu'une lois par o. 
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J 'ai  dit que p P +  i . + p - - l ~ l p  diminuai t  ~ mesure quc p augmente;  pour 

le prouver  prenons ]a d6riv6e de 

on aura 

P 

k ' 
P t O + I  

k k k 
/9 -3r- I /9 p + I P p +-------~ 

k quantit6 6videmment n6gative, pour p > e et rendant  p - - >  o. 
p + i  

En appliquant le  raisonnement fait relat ivement au d6veloppement de 

on trouve 

# 6tant le max imum de P. 

@ sin ~rz _ X e _  p 

, 
1 

m u m  d e  

est ~ i - - ~ ]  , et lorsque k 

Oonc 

r~ < n~ / [n  + I) ~ 

Or ce max imum est moindre que le maxi- 
n+2 . pk--I 

qui e - . p [ ( l p )  ~ + rr~] -V, multipli6 par l e  max imum de (i + p)~ 

I 

I-l-e 

et lorsque k = i 
4 

r n <  + + i) 

Cherchons ~ pr6sent une l imite de 3n.  
P o u r  faire disparaitre les imaginaires nous poserons 

I . ~.~ I ~¢ ~ ! 2 
- s m ~ =  sine,  I - - - c o s ~ =  cos¢ r '~=  I + ~ - - e C O S ~ ;  
6 0 
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3~ dev icndra  

L. Bourguet. 

= (__ i)n / r r  Tn ecosco 
2~rI'(n + I) ~'~O {eos(sineo+n9~ " k¢ )+ i s in ( s i neo+ng- - : k tb }deo  

(__i)n f ~ , n  
-- e *c°s° cos (sin to.+ n~ ktb)do~. 

• 0 

, q,n cos 

d ~ correspond P o u r  n un peu g rand  le m a x i m u m  d u  facteur  ~ 

k eo = %  donc 
n 

a,~ < ( I  + ~ ) ' / ~  + I) 

C o m m e  applicat ion faisons k = I et n =  19. 

4 
, og . ,  + ,3 =  ,o67 

e o l o g ( I , + e )  " i-,431 

log h9 ----- T6,498 

~'~ : 0,0000 0000 0314 . . . .  

log/"(20) ~ '  18,914 

log (i + z?f ,s = 9,844 

' log e 1-e : I,262 

eolog(~ + e )  ' i-,43I 

log 319 = 9,45'I 

a,~ = o , o o o o  ooo0 2 8 . . .  

Donc le coefficient de x 19 dans FI (x  ) est inf6i'ieur k 

0 , 0 0 0 0  0 0 0 0  3 • • • 

Le calcul  direct  donne pour  la va leu r  d e  ce coefficient 

0 , 0 0 0 0  0 0 0 0  0 0 0 4  . . .  
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Pour des valeurs consid6rables de n, la limite de (~ disparait devant 
celle d e  ~-., e t  on peut prendre alors pour limite d u  coefficient de x" 
la limite de 7"~, c'est ~ dire 

et p o u r k =  i i ! 

• 4 

. i  

Pour calculer les coefficients de  .Fr, F:, F3,. . .  , il faut commencer 
par d6velopper 

G(z + i), G(z +.2) , . . . ,  

multiplier les coefficients par lea hombres qui accompagnent chacune de 
ces £onctions et ajouter les coefficients d'une mdme puissance. Quant aux 
coefficients de 

G(z + I), G(z ÷ 2) , . . . ,  

ils se d6duisent tr&s-facilement ]es u n s  des autres. Supposons'qu'on air 
obtenu le d6veloppement ~de G(x + n), voici comment on obtiendra 
G ( x + n +  i); on a 

( z + n ) G ( z + v + I ) = G @ + ~ ) ;  

si A ' e t  B repr6sentent les coefficients de x m-1 et x m, dans G(x + n + I) 
et B' celui de x m, darts G(x + n), 1'identification donnera 

A + ~ B = B '  

donc 
B t ~ A 

B ~ - -  q~ 

C'est ainsi que j 'ai obtenu le d6veloppement des 22 premiers termes 

G(g~ ÷ I), ~ -G(~ Jr" 2 ) , . . .  , G(~ ÷ 22), 

apr&s avoir obtenu G(x + i). 
Puis j 'ai obtenu les 22 premiers coefficients de Fl(x)' avec seize 

d6cinmles. La somme de ces coefficients donne / ~ ( i ) ~ - - - e - - i .  Cette 
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somme accuse une erreur trois unitds du quatorzi6me ordre provenant,  

soi~ de r e r r e u r  de chaque, terme, soit des termes n6glig6s. 

On pent  encore v6rifier ces calculs en faisant 

z = - - I ,  F ( - - I ) ~ e .  

L'erreur  est encore du m6me ordre. 
On a 

F,(~ "1- I) -1- G(~ + I) = F;($) 

o o o ° o o ° o o , o o ° o ° ° . o i o ° °  

; . . . .  , . . . . . .  . .  • • , . . . . .  

. . . .  ° ° ° ° ° ° ° . . . . . .  ° ° ° ° • 

Fk+l(~ -t- 1) "1- Fk(~ ) = Fk+l(~). 

Cette propri6t6 analogue ~ la propridt6 fondamentale de I'(x), per- 
met t ra i t  de ramener  le calcul de Fk(x), au cas oh la partie r6elle de x 

est plus petite que i. ~. 

Pour  Fl(x), on a encore 

~,(~ + i) + o(z  + ~) = F,(~) 

z~',(z + 2) + G(z + i) = z/~,@ + I). 
Donc 

~F,(z + 2 ) -  ~',(z + i) = zP,(~ + , ) -  ~',(~). 

Enfin, pour compl6ter l'analogie, posons avec M. HERMITE 

I I 
fk(ff,)'-- 1.2...(k-- I) {-  1 . 2 . . . ( ~ - -  I )V(-~)  

+ 2.3. . .kl-(-x- 1)--  3.4.. .(k "4" I)F(--~-- 2) "4- ""  "} 

i l  v i e n d r a  
sin z t z  

~,(~) .f~(*) = ~ .  
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Tableau des coefficients du d~veloppement 

a(~ + ~) + a(~ + 2) + . . . .  

B0 

B1 

B2 
B~ = + o,14o8 

B~ = + o, ti35 

B~ = - - O , O 5 0 2  

• B 6 ~-  - -  0 , 0 0 2 0  

B ,  = + 0,0058 

~Bo = - -o ,ooI3  566o 

B 9 .=  - -  o,oooo 8533 

B~0 = + o,ooo1 o653 

B11 z= --O~OOOO 2II5 

B, ~ = ~ 0 , 0 0 0 0  0 0 I  2 

BI4 ~ 

B~ = + 

B,~ = + 

B,8 ---- + 

= - - 0 , 5 9 6 3  4736 2323 I937 

= - - o , 6 1 o I  8642 4288 0669 

3144 6255 59o7 

32o9 o799 3344 

68o42916 543 ° 

9527 894o 5o85 

895I 4875 3865 

7820 5651 

6852 417o 

6695 8557 

o329 432o 

2186 8494 

o,oooo 0092 I35O 05.80 

o,oooo ooi 9 8178 o777 

o,oooo ooo1 ioo8 6976 

O,OO00 0000 3 8 1 0  5123 

o,oooooooo lO72 7134 

o,oooo oooo o i i t 5 7 o 4  

B,. - -  + o,oooo oooo ooo4 Io5 2 

" B~o - -  ~ O~OOOO OOOO 0 0 0 3 '  i 8 0 3  

B,,  --- + o,oooo oooo oooo 4960 

.Bi t  ~: - -  O,OO00 OOOO 00OO 0274 



L .  Bourguet .  " - " 

,• : L / ¸  .. 

Tableau des coefficients du d~veloppement 

I 

Ai : = - -  0,42278433 

A, = --7 0,2330 9373 

A s =  +o;I .9[O911o 

A ,  = - - -  0;0245 5249 

A~ = --- o#I76 4524 

A 6 = +  o,oo8o2327 

A7 = .--r o,ooo8 o432 

AS i = -  o,ooo3 6o83 

A g I =  +.o,ooo1 4559 

At 0 = --- 0,00001754 

AxV = - -  0 ,0000 0258 

IA1, = + o,oooo o133 

~A, Ia 

A16 

A17 

- -  ~(~ Jr I)(I Jr ax~ Jr A2~ 2 Jr . . . ) .  

5098 467 I 

6421 7867 

I387 6915 

0005 4 0 o o  

455o I443 

3022 2673 

9775 6044 

78162548 

6142 I399 

5859 7517 

8995 o224 

85o1 5466 

. . . .  o,oooo oo2o 547431 ~2 

' = - - , -  0,0000 0 0 0 0  O159 5268 

= Jr. O,OOOO OOOO 6275 62i8 

= - -  O,OOOO OOOO I273 6143 

i ~ J r  O,OOOO OOOO 0092 3397 

IAIs -r- Jr o ,0000 0000 0OI2 0028 

;Ax0, = .  - -  0 ,0000  0000  0004  2 2 0 2  

A~0 = Jr o,oooo oo0o oooo 5240 . 

:A** ~--- --.0,0000 0000 OOO00!.~O 

A~2:= - -  o , o o o o  o o o o  o o o o  0o67 
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Tableau des coeffidients du d&e!oppement 

I 

V(~) 
- - x  + % x  ~ + % x  ~ + a,,a~ ~ + . . . .  

a~ -~ + I ,O000 0000  0000  0000 

% = + 0,5772 156649oi 5329 

% "= __ 0,6558 7807 152o 2538 

% ---- -- o,o42o 0263 5034 0952 

% = + 0 , I 6 6 5 3 8 6 I  1 3 8 2 2 9 I  5 

% = - -  o , o 4 2 I  9773 4555 5443 

a 7 = __ 0,0096 2197 1527 8770 

a 8 ---- + 0,0072 I894 3246 6630 

6~ 9 = - ' -  O ,OOI  I 6 5 I 6  75'91 859* 

%0 = - -  o ,ooo2  , 5 2 4 ' * 6 7 4  * I49  

(]'11 = -Ji--" O , O 0 0 I  2 8 0 5  0 2 8 2  3882 

a,~ = - -  o ,00oo  20*3 4854  774I  

o,~ ---- - -  0 , 0o0o  o i 2 5  o493 47.58 

cq4.---- + 0 , o 0 o 0 o 1 * 3  3027 23*4 

i~,1~ = - -  o , oo0o  o020  5633 8420 

a ~  = + o , o o o o  o o o o  6 I  I6  0950 

a,7 = + o,oooo oooo 5002 oo75 

a18 ----- - -  0 , 0 0 0 0 0 0 0 0  1 1 8 I  2746 

%9 = Jr 0 ,0000  9000  O*04 3425 

%o - -  -1 -0 ,0000  0000  0 0 0 7 7 8 2 6  

%~ = ~ 0 ,0000 0000  OO03 6962 

• o, , , ,= ~ %.o0oo oooo 0oo0, 5,0o  

a23 ~ --- 0 ,0000  0000  0000  0207 
4eta mathematica. 2. Imprim6 9 Juin 1883. 37 
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Tableau des coefficients du d&elo3opement 

I 
/~) = e-exx(~e -b 1)(I + A ~  ~ + As~e 9 + . . . ) .  

0 0,4227 8433 5098 467I 

A, 0,3224 6703 3424 1132 

A s 198I 

A 4 9022 

A~ 2387 

Ae 5753 

A, 5897 

As 3432 

Ao 9844 

At0 3474 

A n 3265 

AI~ I544 

A13 6956 

A,~ = - - o , o o o o  oooi  oo48 4862 

.At ~ = .aft' O,OOOO 00130 025 I 4687 

At6 ---- + O,OOOOOOOOO188 687I 

A~, = - -  o,oooo oooo 0035 7806 

Ats --. + O~OOOOOOOOOOO2 0025 

A,, = + o # o o o o o o o o o 0 o 3 3 1 4  

A~0 = - -  o ,oooo oooo oooo 0878 

A~ == + o , o o o o  oooo oooo 0069 

= + o,o673 523 o IO53 

---- + o,o314 i168 5394 

---- o,o143 3334 5686 

= + o # o o 4  2566 6389 

= + o,ooo 9 268o 6472 

= - -  0,0002 I927 6360 

---- - -  O,OOOO O265 O983 

----- + O,OOOO IO2I 5199 

= - -  O,OOOO O! 85 4328 

• - -  O,OOOO OOOO 6534 

--  + O,OOOO 0005 8247 
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Tableau des coefficients du ddveloppement 

B 1 

B~ 

B~ 

B4 

B5 

B. 

B7 

B8 

B8 = - -  O,OOO9 1957 3838 

B10 --= + O,o004 9038 8450 

B~ = - -  O,OOO2 4O94 I435 

B,,  = + o,o0ox,2167 3806 

I i)(z + B~z + Bzz ~ + . . .) .  ~(',g + 

= + o,4227 8433 5o98 467 x 

= + o,4I i8 4o33 o426 4396 

= + o,o815 7691 9247 o863 

= + o,o742 49o i o 753 5137 

= - -  o,ooo2 6698 2o68 745o 

= + o,oi ix 54o4 5718 I3O9 

= - -  o,oo28 5264 582I 1553 

= + o,o02I o393 334o 6975 

8259 

8226 

8311 

5265 

B,3 = - -  o,oo0o 6o79 2891 3175 

Bi4 = + o,oooo 3o45 3557 0349 

B~ = - -  o,o0oo 15234935 8969 

BI, = + o,o0ooo762 1779 6964 

Bt~ ~-- - -  O~OOOO O38i 21 IO 4003 

Bt, = + o,oo0o oi9o 649I 6577 



292 L. Bourguet,. 

Tableau des coefficients du ddveloppement 

/ [ z )  = P@) + Co + clz + %~ + . . . .  

Co = o,2193 8393 4395 5203  

c 1 = o,o978 4319 72t66725 

c ~ , =  o ,o356 o349 I928 4726 

% = o ,o i  to  7o89 5446 o l  IO 

c 4 = o ,oo3o.276I  I t 9 5  8767 

% = 0,0007 4265 8300 4889 

c 6 = o ,ooo i  6575 .6256o585  

c 7 - -  o ,oooo 34o3 1394 87o i  

c s = o,oooo o648 26o 9 8154 

% = o , o o o o o t l  5 3713 53o9 

ci0 = o ,oooo oo i  9 2937 43oo 

c,, = o ,oooo ooo 3 o464  9x69 

c,, = o ,oooo oooo 4560 7157 

c~3 = o ,oooo oooo 0649 6268 

c,4 = o,oooo oooo 0088 3033 

c,5 = o,oooo oooo oo[ 1 4985 

c~6 ---- o.,oooo oooo oooi 4247 

C,~ = O~OOOO OOOO OOOO I814. 
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La connaissance des coefficients que  nOUS avons calcul6s pourra 6tre 
utile darts beaucoup de cas. On pourra s'en servir pour calculer com- 
mod6ment les d6riv6es, et m~me les int6grales successives des fonctions 
G(x), I'(x), Q(x) et les int~grales d6finies qui en d6pendentl 

Comme application, j e  vais calculer 

/ 1  dx r o d .  fl d~ 
0 - -1  - -~  

r( .  + 2~-- 1 + ~al + ~A~ + ~A~ + . . . ,  

f o  dx 

• / ~  + 2) 
- - 1  

- - -  1 - -~ -~1  + ~A~ - - ~ A ~  + . . . ,  

- - 1  ~ 1  . 0 

A 0 =I,OOOO 

.~A~ =0,0477 

{A 6 = o , o o i ' I  

~ A  9 = o , o o o o  

~Ai~=o,oooo 

~¢A~ = o , o o o o  

~A~7=O,O000 

0000 00(30 0000 

7277 5346 9229 

4618 186o 3239 

1455 9614214 ° 

OOlO 2961 6574 

oooo 03922264 

00000005 I3OO 

~A,8 --.-- o,oooo oooo oooo 6317 

~iA,0 ----- o,oooo oooo oooo 0250 

1,o489 3362 oi81 13i 3 
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½.A 1 = 

] A  4 =- 

~A 5 ~ .  

~A~ = 

~ A  8 . = 

f l A .  = 

f l A . .  = 

f l A . =  

= 

f I(~ + 2) 
o 

Ao 

IhA,, 

f l A .  
1 r2~ A , t  

L. B o u r g u e t .  

0,2113 92167549 2335 

o,o776 979I 21405956 

0,0049 IO49 800[ 0800 

o,oo294o87 4o9I 6907 

o,oooI oo54.I22I 95o5 

0,0o0040o9 3o90 6950 

o,oooo o159 5o78 I593 

o,oooooo2[ 5749 5852 

o,oooo oooI 4676 7368 

o,ooooooooooIo 635 I 

o,oooo oooo 0074 9!85 

O,OOOO OOOO OOOO 21 I O 

O,OOOO OOOO OOOO OOIO 

o,297o839I I685 4922 

1,o489 3362 oi8121313 

0,297.o8391 I685 4922 

=o,7518 4970 8495 639[ 

= I ~0000 0000 0000 0000 

= 0 , 2 H 3  9 2 1 6  7 5 4 9  2335  

= o,oo29 4087 4091 69o 7 

-- o,oo11 4618 i86o 3239 

O,OOOI 0 0 5 4  I 2 2 I  9 5 0 5  

= o,oooo oo2[ 5749 5852 

-- o,oooo ooIo 296[ 6574 

= 0 , 0 0 0 0  O 0 0 I  4676 7368 

= o,oooo oooo oooo 6317 

O,OOOO OOOO OOOO 2 I IO 

-~- 0 , 0 0 0 0  0 0 0 0  0 0 0 0  0 2 5 0  

0 , 0 0 0 0  0 0 0 0  0 0 0 0  0 0 0 7  

1,2155 8009 8 [ [ 2 0464 



On 

Sur les int~grales eulgriennes et que]ques autres fonctions uniformes. 

½A~ =o,o776 979t 214o 5956 

~A8 =0,0477 72775346 9229 

]A 4 =0,0049 IO49 8oo1 0800 

~A s =o ,oooo  4009 3o9 ° 6950 

~ A  0 =o ,oooo  1455 9614 214o 

~rA10=o,oooo oi59 5078 I593 

~Al,=o,oooo oooo ooio 635 t 

i~A15 =o ,oooo  oooo 0392 2264 

~AI~-----o,oooo oooo 0074 9185 

~A1, =o ,oooooooo  0005 I3oo 

~l,jA22 --~-0,0000 0000 0000 0003 

J I [z)  J / I x +  2) 
1 - -1  

/~ ) - -  /~, + 2) 
2 0 

J/~) /(~ + 2) 
1 - -1  

trouverait, 

o, I3O4 3743 3754 577I 
1,21558oo 9 8II2 0464 

I,O85I 4266 4357 4693 

o,7518 4970 8495 639I 

= I , 8 3 6 9  9237 2853 to84 

de la m~me maniSre, 

f l  d~ 
J ~ = o,5412 3573 9587 6182~ 
0 

. f - 1  d~ _ o, I837 2070 6646 I288. 
0 
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