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M. PRYM a repr6aent6 F(x) par la somme de deux fonctions P(x) et 
Q(x), dont la seconde eat holomorphe, la premi6re ayant  pour expression 

I I I ( - - I )  n' - - +  . . . . .  + 
2(~ + 2)° P(~) = 

ou encore 

2 . 3 . . . n ( z  + n) 
. . . ,  

e P (~)=  I + I • (~ + ~ - - - - - )  + " ' "  + 
I 

• (~ + 0 . - . ( ~  + ~) 

Cette forme analytique, enti6rement expl ic i te ,  de la transcendante 

P ( x )  conduit, par une vole facile , ~ reconnal t re  que l '6quatlon P(x) = o 
a une infinit6 de racines r6elles. Soit, pour un moment ,  

I I I " 

6 ' n = - + - -  + . . . +  x ~(~ + i) x(~ + i ) . . . (~  + ~ i) 

/~" = ~ ( ,  4- 0 . . .  (z + ~ - -  x) + ( z + n ) ( ~ + n +  I) 

de sorte qu'on ait 
e P(z) = 8, + R,. 

- -  + . . . ] 1  

Je  remarque 
par  les conditions' 

d 'abord qu'en l imitant la valeur de x suppos6e r6elle 

I I 
a s6rie - -  + + . .  e a t  toujours positive, tandis que le 



Sur la fonetion eul6rienne. 

facteur x ( x +  1 ) . . . ( ~ + n - - i )  est du signe de 
est donc n6gatif pour toute vMeur impair e de n. 
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( - - I )  ". Le reste R. 
Cela 6tant, raisons 

~--- 2m + I ~  

on trouvera, par un ealcul facile, q u e  

Z m  

x(. + I) . - .  (~ + 2m)' 

le num6rateur 6tant le polyn6me suivant: 

x~ = (~ + 2)*(x + 3)(x + 4) . . .  (~ + 2m) 

+ (~ + 4)~(x + 5)(x + 6) . . .  ( x+  2m) 
+ (X -[- 6)~(x + 7)(x + 8 ) . . .  (x + 2m) 

+ (a~ + 2m) ~ + I. 

Cette quantit6 est positive pour les valeurs de x satisfaisant ~ la con- 
dition x + 2m < o, les facteurs qui entrent au premier degr6 dans les 
divers term.es 6tant tous n6gatifs et en nombre pair. D'ailleurs, le d6nomi- 
nateur x ( x  + 1) . . . (x  + 2m) est n6gatif, comme nous l'avons d6j~ dit; Sn 
6tant donc, comme R n ,  une quantit6 n6gative, nous voyons que dans l 'im 
tervalle consid6r6 pour la variable, c'est-~-dire entre les deux p61es cons& 
eutifs, x = - -  2 m ,  x = - - ( 2 m - ~ -  I), l '6quat ion P ( x )  : o n'a aueune 
racine r6elle. J 'ajoute qu'il en est de m4me entre x ---- - -  i et x ----- - -  2, 

car alors S~ - x(zZ ++2i) ' quantit6 positive dans cet intervalle ainsi q u e / ~ .  

Si l 'on passe k l ' intervalle compris entre x = - - 3  et x = - - 4 ,  on obtient 

8 ,  = ( ~  + 2 ) * ( ~  + 3 )  + a~ + 4 . 

• (* + I)(~ + 2)(* + 3) ' 

or le num6rateur de  cette expression changeant de signe lorsqu'on fair va- 
rier x de - - 3  ~ - - 4 ,  on n e  peut prononcer sfirement ni sur la pr6sence 
ni sur l'absence d e  racines. Mais, a u  dell ,  nous allons 6tablir qu'elles 
existent d'une mani6re absolument certaine. Je  remarque dans ce but 

que, P ( - - 3 - - ½ )  0 ,23 . 6tant positif, et moindre que i = . . - - -  o ,  3 6 . . . 

il en r6sulte que, pour route valeur du nombre en t i e r  n sup6rieure  ~ 3, 
P ( - -  n - -  ½) est n6gatif. De l 'Squat ion  de M. PRYM 
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nous dfduisons en eff'et 

= 

p (z 4 ~) - . P  (~) - -~ , 
J 

I 
4 + -  2 

et l'on volt que le second membre, fitant nfgatif, a une valeur absolue, 

dvidemment moindre que i .  Cel.~ 6tant, l a  relation 

+ 

5 + -  2 

( :) fait voir quc P - - 5 -  est encore une quanti tf  nfgative, dr, de proehe 

en proche, i l  est clair qu'on &ablira qu'il en est de m~me pour toute 
valeur de l 'entier n. Cela pos6, l'expression 

I I I 
P(~) = _ _  + . . . . . .  

z + I 2 ( z  + 2) 

montre que, en faisant successivement 

X = - - ( 2 m  -{- I ) - - e ,  

z = - - ( 2 m  + 2) + ~, 

oh ~ est infiniment petit et positif, on obtient pour rfsultat  deux quantit& 
infiniment grandes et positives. Par eons dquent, il existe une racine de 

_P(x)= o, com~r~o oo~o- - ( :~  + ~)o~ (:~ +~+ ~), ~u~ l 'dquatlon 

une entre les limites - -  2m + i "-t- et ~ (2m + 2). 

A e e  qui vient if&re dgmontr6, j 'ajoute la remarque que, en ex- 
primant les racines par les formules • 

z = - - ( 2 m  + I) - -  ¢~, 
= - - ( 2 m  + 2) + ~'m, 

les quantit& Sm et ~:'m, qui sont l ' une  et l 'autre positives, d&roissent ind& 
finiment quand m augmente .  C'est dire que les z6ros de la fonetion P(x) 
tendent de plus en  plus k se confondre avec les pfles. 


