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1. ExtPa i t  d ' u n e  lettPe de  M. H e r m i t e  ~k .M. L i p s c h i t z .  

. . . .  Vous connaissez et vous admirez comme moi, le m6moire de DIRICHLET 

sur les valeurs moyenncs,  off il commence  par donner aux quantit6s pr6s 
de l'ordre ~n,  rexpression de . 

¢(~) + ¢ (2 )+  . . .  + ~(~) = r(~), 

~,(i) d6signant le nombre des diviseurs de i. DIRICHLET emploie  d'abord 
l'expression connue: 

puls celle qu'il a d6couverte: 

÷ + E  ~ -  -I,3! ' 

(') F(n) /~ "4- iN + iN ] , 
1 1 

off il suppose #~ ~ n. En voici une autre encore dont on peut conclure 
son r6sultat. Soit pour abreger 

j'obtiens: 
= E ( ~ ) ,  

y 

E" n u~" 

1 

~cta ma~hematiea. ?. Imprfm6 8 Ao~t 1883. 
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Pour le d6montrer, consid6rez la quantit6 F(n + i), et supposez en 
premier lieu que n + i ne soit pas un carr6, de sorte qu'on air: 

Dans la difference 

F(n + I ) - -  F ( n )  = 2 - -  E ~ , 
i 

1 

les seuls termes qu i  ne seront point nuls, seront 6videmment ceux oh 
n + I  
- - i - - e s t  entier, de sorte que la quantit6 

devient alors 6gale '~ l'unit6. Par cons6quent 

F(n + i) - -  F(n) 

est le double du nombre des diviseurs de n +  I,  qui sont au dessous 
de sa racine carr6e oh bien le nombre tQtalode tous ses diviseurs. 

Supposons en second lieu 

je puis 6crire 

F(n + i ) -  F(~) = 

Or on a 
1 

~-;-4-S/--(v + I) ~ + v ~. 

{~ + i ] _ _ ( V  + I') 2 + V' = 2(V + I ) - -  2 V - -  I = I 2 E  ~,-~Ti ] 

de sorte qu'alors nous trouvons, deux fois le nombre des diviseurs moin- 
dres que ~/~ + i ,  plus l 'unit6,  c'est b~ dire encore la somme de tous les 
diviseurs de n + i. 

Paris I2 Mai I883. 
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2. E x t r a i t  d ' u n e  l e t t r e  de  M. L i p s c h i t z  h M. H e r m i t e .  

. . . .  En cherehant la cause de la sym6trie parfaite qui se manifeste dans 
la formul.e par laquelle vous avez exprim6e la somme 

t = n  

F ( n ) =  X f(,,), 

f(t) d6notant le nombre des diviseurs de t ,  j'ai fait l'observation que l'on 
peut reprdsenter d'une muni6re semblable l a  somme 

t = n  

t = l  

oh f~(t) ddsigne le hombre de ceux diviseurs de t qui sont en m6me 
temps des puissances s-tomes d'un hombre, et oh f~(t) coincide avec f(t) 
pour s =  I. Une valeur quelconque de s 6tant choisie 6crivons dans une 
premi6re ligne horizontale les nombres nhturels de I k n, dans une se- 
eonde ligne t o u s l e s  multiples de  2' non sup6rieurs k n, duns une troi- 
sibme ligne tous les multiples de 3' non sup6rieurs ~ n, et ainsi de suite 
jusqu'~ la puissance p' la plus grande qui ne surpasse pas n, de mani6re 
que nous ayons 

I~ 2~ 3, . . . . . . .  ~z 

2 8 . . . .  2 s, 2 s. 2~ 3 

. .  . . . . .  ? . .  

Ce tableau contient tous les nombres non sup6rieurs ~ n represent6s 
comme les produits" d'un nombre qu~lconque et d'une puissance s-iSme 
d'un nombre, autant de fois qu'une telle repr6sentation peut se faire. Donc 
le nombre de tous les termes du tubleau dolt 6tre 6gal ~ la somme 
requise 

t = n  

• = f,(t). 
$ = 1  
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Le nombre des termes de la premi@e ligne horizontale 5tant n, de lu 

[°1 seeonde ligne horizontale -~ , off i'entier le plus grand eontenu dans une 

quantit~ z e s t  design~ par [z], on a pour F.(n) l'expresslon 

+ + . . . ÷  • 

Mais si l'on d5termine le nombre des termes contenus dans les lignes 
verticales, on trouve pour la premi@e le nombre 

pour la seconde le nombre 

n7 ~-2~ 

[1] 
27 

et ainsi de suite jusqu'k la derni@e qui eontient un seul terme. Cel~ 
~tant le second mode d'dnum@ation donne pour la fonction Fs(n ) l'ex- 
pression 

[,] lV,(n)= ,nr + + + . . .  + ~ , 
• L 2 S J  L 3 7 J  ~,~ " 

qui devient identique avec la premi@e seulement pour s-~ I. 
Comma les lignes horizontales sont construites de sorte que le noinbre 

des termes de chaque ligne soit sup6rieur ou 6gal au nombre des termes 
de la suivante, et comme les lignes verticales ont la propri6t6 correspon- 
dante, l'Snumdration peut aussi s'ex~cuter de la maniSre suivante. Nous 
d6terminons le nombre des termes des lignes horizontales succcssives de 
la premiSre jusqu'k la l~-iSme ligne inclusivement 

oh ~ a la valeur 
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et apres cela nous nous ddterminons le nombre des termes des.lignes 
verticales de la premi6re jusqu'~ la ~-i6me ligne. Alors nous avons compris 
t ous l e s  refines, deux fois d'une part, une fois de l'autre. Lea termes com- 
pris deux fois sont 6videmment ceux qui appartiennent aux # premieres 
]ignes horizontales et en m~me temps aux ~ premiSres lignes verticales, 
dont le nombre total eat 5gal au produit /w. C'est donc ce hombre qu'il 
faut soustraire de la somme des deux sommes mentionn~es pour avoir 
exactement F~(n). D'oh vient la troisi6me expression 

x = ~  - I  y = r  7b s 

/ 5 (~ )= - - z~  + j J  + -~- ' 
x = l  y = l  y~- 

On parviendra au m~me rdsultat si l'on fait usage, pour transformer 
la premi6re .expression de Fs(n), de la formule gdndrale, exposde par 
DIRICHLET dana le .mdmoire: Ueber ein die Division betreffendes Problem 
(Monatsbericht der Berliner Academie, Januar  I85I , et CaELLES Jour- 
nal f. Mathematik, Bd 47): La mdme formule de DIRICHLET a .6t6 
appliqude pour la transformation de diverses sdries arithm6tiques par Mr 
CH. ZELLER dans une communication: Ueber Summen yon grd'ssten Ganzen 
bei arithmetischen Reih,en (Nachrichten d. k. G. d. W.  yon Gottingen, Mai 

I879). 
Dans la troisi~me expression de Fs(n)supposons le nombre /~ ~gal "~ 

A10rs on parvient ~ la formule 

F,(~) = --,~ + 

• =~ ~,=i  y~- 

qui se change dana la votre pour le eas s : I Actuellement on a les 
r61ations suivantes 

~:+' ~n  < (Z~ + I) TM, 
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On conclut de la  premi@e 

• 1~ ~-~ ; 

c'est pourquoi v dolt 6tre ou 6gal k # ou  plus grand que /L, c'est k dire 
Dans le premier cas la formule en quesfion est d6montr6e. I .  

Dans le second cas on a ndcessairement 

1 1 

Par tan t  toutes les (v --/~) quantit6s 

,n~ 
- - "  1 "  '1 ° ° ° 

I~ + 0 7 b,v".J 

ont une valeur 6gale k /~ .  Or en 6tendant la somme 

d'abord de I k /~, puis de ~ +  I a v, la seconde partie a pour valeur 
( v - - # ) # ,  qui ajout6e ~ la quantit6 - - # v  donne le r6sultat - - #~ .  Donc 
la troisi~me formule est transform6e dans la quatriSme, ce qu ' i l  fMlait 
d6montrer. 

Bonn, 6 Ju in  I883 . 


