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O,P p '1 On noname, en ~enera b hombre  alg~brique r6el  un nombre rdel to 
qui est racine d'une 6quation non identique de la forme 

n n - -1  (1) ao~O + %o, + . . . .  + an O, 

O~1 n ,  a0, al, a n sont des nombres entiers; noue pouvone supposer que 
lee hombres n et a o sont positifs,: que les coefficients a0, al, . . . .  a,, n'ont 
pas de diviseur commun ct que l'4quation (1)egt irr4ductible; ces supposi- 
tions 6tant faites, il rdsulte des th6or6mes fondamentaux de l'arithm6tiqu e et 
de l 'alg6bre que l'4quati0n (1) admettant pour racine un hombre alg6brique 
r6el d6termin6 est une 6quation enti6rement ddtermin6e; inversement ~une 
6quation de la forme (1) correspondent au plus autantdenombres algdbri- 
ques r6els racinee de cette 4quation , qu'il y a d'unitds dane le degr6 n. 

Les hombres alg6briques r6els constituent par lem: ensemble un 
syst6me de nombres que noue d4signerone par (to); ainsi qtt'il rdsulte de 
consid6rations 616mentaires, ce syst6me (w) de hombres eat de telle nature 
qu'il existe une infinit6 de hombres'de (to) dont la diff6rence avee un nora- 

( 1 )  M. G~OR6t "CANTOrt ayant eu la bent 5 de nous promettre:une s4rie d'articles nou- 
veaux concernant ses reeherches sur la thdorie des ensemble% nous pensons rendre service 

nos lee teurs  en reproduisant d'abord ici en traduetion frangaise les prineipaux mdm0ires 
de M: CAN~Ott qui  se rapportent ~ Ce suje~; i ls  nous paraissent an effet iindispensables 'k 
l'inte!ligence des nouveaux qui :Vont sUivre et qu e l 'auteur pul~liera de m~me en frangaiS. 
La traducti0n a gt4 revue et corrigde par l 'auteur. Le rddacteur. 
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bre queleonque a est moindre qu'une quantitg donn6e si petite qu'elle soit. 
Cette remarque rend d'autant plus frappante, au premier abord, la pro- 
pridt6 suivante: l'on peut faire correspondre un h u n  les hombres du syst~me 
(w), aux  hombres v appartenant ~ la s6rie des entiers positifs, suite qui 
sera dgsignde par (~), de telle fa~on qu'£ chaque hombre algdbrique r~el to 
rdponde un nombre entier positif dgterming ~, et qu'inversement k chaque 
nombre entier positif v rgponde un nombre rgel algdbrique to complSte- 
ment ddtermin6; en d'autres termes 1.'on peut imaginer les nombres du 
syst~me (to) rang6s suivant une certaine loi en une suite infinie 

(2) oJ,, ~o~ . . . . .  ~o~, . . . .  

clans laquelle figurent tous les  nombres de la eat6gorie (to), ehaeun d'eux 
se trouvant dans la suite (2) k une place ddtermin6e indiqu6e par l'indiee 
eorrespondant. Une fois que l ' o n a  trouv6 une loi permettant de ranger 
ainsi les nombres de (to), on en d6duira d'autres de eelle-l£ par des 
modifications que l'on Pourra ehoisir k volont6; il nous suffira donc d'indi- 
quer, comme nous le faisons dans le § 1, le mode de elassement qui nous 
parait reposer sur le plus petit nombre de eonsid6rations. 

Pour donner une application de eette propridtd du syst6me de t0us 
les nombres algSbriques r6els, j 'ajoute au § 1 le § 2 dans lequel je 
montre que, lorsque l'on consid6re eomme donn6e sous la forme (2) une 
suite queleonque de nombres r6els, l'on peut d6terminer, dans ehaque 
intervalle ( a . . . . / ~ )  donnd d'avanee, des nombres y/ non eontenus dans 
cette suite (2). En combinant les propositions contenues dans les §§ 1 
et 2, ron obtient ainsi une d6monstration nouvelle du th6or6me suivant 
d6montr6 pour la premi6re fois par LIOUWLLE (Journ. de Math. rdd. p. 
Liouville I ~ s6rie, t. XVI, 1851): dans chaque intervalle (~ . . . .  /?) donn6 
d avance il y a une infinit6 de nombres transcendants c'est ~ dire de 
nombres qui ne sont pas alg6briques r6els. De plus le th6orSme du § 2 
donne la raison pour l aquelle on, lae peut pas faire correspondre un 
un aux nombres entiers de la s6rie (u) les hombres r6els formant un 
syst+me continu de nombres, c'est k dire par exemple, tous les  hombres 
r6els qui sont ~ 0 et =< 1. Je suis ainsi arriv6 ~ trouver d'une fagon 
nette la diff6rence essenfielle Clu'il y u entre un syst+me continu de hom- 
bres et un syst+me" de hombres de l'esp+ce de celui qui est form6 par 
i'ensemble de tous les nombres alg6briques r6els. 
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§a. 

Revenons k l'6quation (1) k laquelle satisfait un nombre algdbrique 
rdel to et qui, d'apr6s les suppositions faites plus haut, est une dquation 
enti6rement d6termin6e; appelons hauteur du nombre to la somme des 
valeurs absolues des coefficients augmentde du nombre n - - 1 ,  n 6tant le 
degr6 de rdquation; en d6signant cette hauteur par N et appliquant une 
notation connue pour ddsigner les valeurs absolues des nombres, on a, 
par suite, 

(3) 2¢ = - -  1 + [%] + [.,,] + . . . .  + 

Cette hauteur N e s t ,  par cons6quent, pour chaque nombre alg6brique 
rdel, un nombre entier positif d6terminde; inversement, k un hombre entier 
positif donnd N ne correspondent qu'un non~lbre limit6 de hombres algd- 
briques r6els ayant pour hauteur N; soi t  ~(N) ce nombre, l'on aura, par 
exemple, ~ ( ! ) :  1, ~ ( 2 ) =  2, ~(3)~--4. Les hombres du syst~me (w), 
c'est b~ dire tous les  nombres alg6briques r~els peuvent d0nc ~tre rangds 
dans l'ordre suivant: on prendra comme premier nombre  to~, le seul 
hombre de h a u t e u r . N ~  1; on ~crira ~ la suite par ordre de grandeurs 
croissantes les deux hombres alg6briques rdels de hauteur N ~ 2 et on 
les d~signera par ~%, co3; puis, ~ leur suite et par ordre de grandeurs 
croissantes, On 6crira les quatre nombres de hauteur N----- 3; d'une maniSre 
ggndrale, apr~s que l'on aura ainsi compt5 et class6 les nombres de la 
cat~gorie (w) jusqu'b~ une hauteur ddterminde N = N~, o n  rangera "~ leur 
suite et par ordre de grandeurs croissantes les nombres r~els alg6briques 
de hauteur N :  N 1 -F t. L'on obtient ainsi le syst~me de tous les nom- 
bres alg~briques r~els sous la forme: 

( -Ol~  ( O 2 ~  . . . .  (-0V~ • o' o • 

et l'on peut, en se reportant k cette classification, par!er du ~f~me hombre 
alg4brique r6el, sans omettre aucun nombre du syst~me (w). 



308 G. (~antor. 

2. 

Lorsque l 'on a u n e  suite infinie de nombres r6els diffdrents les uns 
des autres se succ6dant suivant une loi d6termin6e quelconque 

(4) %&i} %~} •"" "~ %('v} .... 

l 'on peut, dans  ehaque intervalle (a . . . .  fl) donn6 d'avanee, dgterminer 
un hombre ~ clui ne se trouve pas dans la suite (4); il existe, par cons6- 
quent, une infinit6 de tels hombres: Voici la  d6monstration de ce th6orSme. 

Partons de l ' intervalle donn6 d'avance (a . . . .  fl) et soit a < fl; 
d6signons par a', fl' les deux premiers hombres de la suite (4) divers 
entre eux, qui sont distincts de a, fl et qui se trouvent dans cet inter- 
valle, et soit a ' <  fl'; d~signons de m~me par a", fl", les deux premiers 
hombres de notre suite divers entre eux, qui se trouvent dans l ' intervalle 
( a ' . . . .  fl') et soit a " <  fl"; d'apr~s cette m~me loi, formons un intervalle 
suivant ( a ' " . . . .  fl'"), et ainsi de suite. D'apr~s cette d~finition, les nom- 
bres a', a", . . . .  sont des nombres d6termin6s u~,, uk2, . . . .  u~v de no t r e  
suite (4) dont les indices kv croissent constamment, et la m~me chose a 
lieu pour les hombres fl', f l " . . . . ;  de plus les nombres a', a", . . . .  sont 
de grandeurs croissantes, les  nombres fl', fl", . . . . .  de grandeurs d6crois- 
santes; chacun des intervalles ( a . . . . f l ) ,  (a '  . . . . f l ' ) ,  ( a "  . . . .  f l " ) ,  . . . .  

comprend tous ceux qui le suivent. L'on ne peut alors concevoir que 
d e u x  cas. 

O u  b i e n  le nombre des intervalles, que l 'on peut former ainsi est 
fini; soit (a (~) . . . .  fl(~)) le dernier d'entre eux; comme dans cet i n t e rwl l e  
se trouve au plus un hombre de la suite (4), l 'on peut prendre dans cet 
intervalle un hombre ~ qui n 'appartient pas ~ la suite (4), et le th6orSme 
est ainsi d6montrg dans ce cas. 

O u  b i e n  le hombre des intervalles ainsi formds est infini; alors, comme 
les nombres a, a' ,  a " . . . ,  croissent constamment sans croltre ~ l'infini, 
ils ont une certaine limite as;  de m6me  les hombres fl, fl', ] ' ,  . . . .  qui 
d6croissent constamment ont une certaine limite fl~. S i a  ~ _  fl~ (ce qui se 
pr6sente toujours en appliquant cette m6thode au syst~me (w) des nombres 
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alg6briques r6els), on s'assure facilement en revenant ~ ia d6finition des 
intervalles, que le nombre  ~ - - - - a ' =  fl" ne peut pas ~tre compris dans 
notre suite; car s i c e  nombre 72 6tait compris dans notre Suite, l 'on 'aurait 
~q ~ up ,  19 6tant un indice d6termin6e; mais cela n'est pas possi'ble,i car 
u~ ne se trouve pas dans l ' intervalle (u(~) . . . .  /~(~)), tandis  que le hombre 
• 2 s'y trouve d'apr6s sa d6finition. Si, au contraire a ~ ~ /?~ ,  tout nombre 
7/, compris dans l ' intervalle ( a ' . . . .  fl~) ou 6gal h l 'une des limites, 
remplit  la condition voulue de ne pas appartenir  £ la suite (4). 

Les tl/~orSmes, que n0us venons de d~montrer peuvent 6tre gdn6ralisds 
de diff6rentes fa~ons;  nous n'indiquerons ici que la proposition sulvante: 
((soit Vl, v~, . . . .  , v~, . . . .  une suite finie ou infinie de hombres lin~aire- 
ment ind6pendants, c'est ~ dire de nombres tels qu'il n'existe entre eux 
aucune 6quation de la forme 

a l v~  -Jr a 2 v  ~ .-Jr . . . .  -{- a n v n  -~- O~ 

les coefficients al ,  a~, . . . .  a, 5tant des entiers qui ne sont pas tous nuls 
la lois; concevons le systSme (t2) de t o u s l e s  hombres t2 qui peuvent 

~tre repr6sent4s par des fonctions rationne]les ~ coefficients entiers des 
hombres donn6s Vl, v2, . . . .  vv, . . . .  ; alors, duns tout intervalle 
(a . . . .  fl), il y a une infinit6 de nombres  qui ne sont pas contenus dans 
le syst~me (~).)) 

En e f fe t ,  l 'on volt, ~ l'aide de considdrations analogues ~ celles qui 
ont 6t4 employees dans le § 1, que les hombres de la eatSgorie (~Q)peu- 
v e n t  6tre rangSs en une suite de la forme 

91 ,  . . . .  9v ,  . . . . ,  

d'ofl rSsulte le thgor5me en question d'apr~s 1~ proposition d~mon- 
trge § 2. 

M. B. MININGERADE ~, dgmontr~, par u n e  r6duction aux principes 
de GALOIS, un eas trgs-particulier du th~or~me que nous venons d ' indi-  
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quer, ~ savoir le cas dans lequel les nombres vl ,  vs, . . . .  v~ son t  en 
hombre fini et dans lequel le degrd des fonetions rationnelles, qui ser- 
vent ~ former les nombres de la catdgorle (~2)est donnd d'avance. (Voir 
Math. Annalen de CLEBSCH et bTEUMA~, T. I l I  p. 497.) 

Berlin, le 23 D~cembre 1873. 


