
UNE CONTRIBUTION A LA TH]~ORIE DES ENSEMBLES. 

~IE~OIRE DE 

G. O A N T O R  

A H A L L E  a. S. 

( E x t r a i t  d u  J o u r n a l  d e  B o r c h a r d t ,  vo l .  84.)  

Si on peut faire eorrespondre 61gment Far dl6ment deux ensembles 
bien ddfinies M e t  N par une opdsation ksens  unique (et, quand on peut 
le faire d'une mani~re, on p e u t l e  faire aussi de beaucoup d'autres), con- 
venous, pour la su i t ,  de nous exprimer en d igh t  que ces ensembles o~lt 
la mdme puissance, ou encore qu'elles sont dqu~vatentes. 

Nous appelIerons parties intdgrantes d'un ensemble touter les autres 
ensembles M', done te~ gtdments sont en rhyme temps dtdments de  3/. 

8i deuxensembtes M e t  N ne sont Far de m6me puissance, ou bien 
M aura la mdme 2uissance qu'une partie intdgrante de N ,  ou bien N ta 
m(~me qu'une pattie intdgrante de M; dane le premier car nous appelons 
la puissance de M plus petite, dan~ le second nous l'appetons plus grande 
que la puissance de N .  

Quand lee .ensembles ~ considdrer sont finis, e. a. d. composds d'un 
nombre fini ~l'~t~ment~, ta notion de ta puissance, comme il est facile de 
le voir, rgpond ators ~ celle du hombre clans la signification de ddnombre- 
ment et par eons6quent au~i  ~ cetle du hombre entier positif, puisqu'en 
effet~ deux ensembles de cette nature front la m~me puissanee que dana 
l 'hypoth~e od le norabre de leurs 61gments est le m~me. r~" 

Une part/e i/nt~gran~e d'~n enaemble fini a toujours une puissance 
plus petite que Yen~mble lui-m4me; ce fait n'a plus lieu dane les ensembles 
infinis, c. h. d. composds d'un hombre infini d'~ldmen~s De cetCe seute circon. 
stance, qu'un ensemble infini M e s t  une partie int~grante d'une autre h r 
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ou que l'on peut faire correspondre un ~ un les ~16ments de M ~ une partie 
intdgrante de N, par une opgration ~ sens unique, on ne peut aucunement 
conclure que sa puissance est plus petite que celle de N; cette conclu- 
sion n'est justifige, que si l'on salt que la puissance de M n'est pas ggale 

celle de N; de m6me, N 6tant partie int6grante de M ou tel que ses 
gldments correspondent un ~ un ~ sens unique h une partie intdgrante de 
M, cette eirconstance ne suffit pas pour que la puissance de M soit plus 
grande que celle de -h r. 

Pour rappeler un exemple simple, soit M la sdrie des nombres en- 
tiers positifs v, N la sgrie des nombres entiers positifs pairs 2v; N e s t  
alors une partie intggrante de M et n6amnoins M e t  N sont de m6me 
puissance.. 

La s6rie des nombres entiers positifs v oft're, comme il est facile de 
le montrer, la plus petite de routes les puissances qui se prgsentent dans 
les ensembles infinis. Ndanmoins la classe des ensembles qui ont cette plus 
petite puissance eat extraordinairement riche et dtendue. A cette elasse 
appartiennent, par exemple, tous les  ensembles que M. DEDEKI~D appelle 
))corps fnis)) dans ses belles recherches sur les nombres, alg6briques (cf. 
le(;ons de DIRICHLET sur 1.a thdorie des nombres, deux. oh troisi6me gdit. 
Brunswick 1871 et !879); de mdme les ensembles que j 'ai  considgr6s et 
que j 'ai appelgs ))syst6mes de points de la v ~m° espSee))(cf. Mathematische 
Annalen de CLEBSCtt et blEUMASl% t. V, p. 129) sont de la premiere (e. a. d. 
de la plus petite) puissanee. 

Chaque ensemble se prdsentant comme s6rie simplement infinie, avec 
le terme gdndr2l a~, appartient 6videmment ~ cette m6me classe; mais 
deplus les s6ries doubles et en gdn6ral !es sgries n! p~e~ avec le terme gg- 
ngral a~,.~ ........ (oh v~, v~, . . . .  v~ parcourent ind6pendamment l'un de 
l'autre tous les  nombres entiers positifs) appartiennent aussi ~ cette classe. 
J'ai m5me d6m0ntrd que l'ensemble (to) de tous les  hombres alg6briques 
rgels (et on pourrait ajouter: de t o u s l e s  nombres alg6briques complexes) 
peut se concev0ir sous la forme d'une sgrie avec le terme g6n6ral to~; 
c'est k ,dire que l'ensemble (co), aussi bien que chacune de ses parties 
intdgrantes infinies, a la puissance de la sgrie de nombres entiers l, 2, 
3, v, . . . .  (Conf. Journal de Borchardt, t. 77, pag. 258). A l'ggard 
des ensembles de eette premiere classe, on a l e s  th6or6mes suivants, faeiles 

dgmontrer: 
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))M 6tant un ensemble de la premiere classe (c. a. d. de la puissance 
p ° • P ~ j ,  de la serm des nombres entiers positifs), chaque partie mt%rante  infinie 

de M a la m~me puissance.)) 
))M', M" ,  M ' " . . . .  dtant une sdrie finie ou simplement infinie d'en- 

sembles, dont chacun a la premiere puissance, l 'ensemble M, qui resulte 
de la rdunion de M',  M",  M '"  , . . . ,  a aussi la premiere puissance.)~ 

Nous allons maintenant dans ce qui w suivre examiner au point de 
rue de leur puissance les ensembles qu 'on  appelle continus et n ivy°". D'aprbs 
un thdorbme, que j 'ai d~montr5 dans le § 2 du trait~ cit6 (Jour. d. Borchardt, 
t. 77, pag. 2 6 0 ) i l  est certain , que ces ensembles n'appartiennent pas k la 
premi+re classe, c .  a. d. qu'ils ¢nt une puissance supdrieure "~ la premi+re. 

Les recherches de RIEMANN, d e  HELMHOLTZ et d'autres apr~s eux 
sur les hypotheses qui servent de fondement h la g6om~trie, partent, 
comme on salt, de la notion d 'un ensemble continu, d'dtendue n, et en 
font consister le caract~re essentiel en ce que leurs ~l~ments d@endent  de n 
variables r5elles, continues, ind@endantes l 'une de l'autre, en sorte qu 'k 
chaque 516ment de l'ensemble appartient un syst+me de valeurs Xl, x., . . . .  x, 
admissible, et r~ciproquement 'k chaque syst~me de valeurs Xl, x:, . . . .  x, 
admissible appartient un certain 515merit de l'ensemble. 

Le p lus  souvent, comme il rdsulte de la suite de ces recherches, 
on suppose en outre tacitement, que la correspondance "des 615ments de 
l'ensemble et du syst+me de valeurs xi, x~, . . . . .  x. posse comme base, 
est continue, en sorte qu'~ chaque changement infiniment petit du systbme 
de va leurs  x~, x2, . . . .  x, r@ond un changement infiniraent petit de 
l%lbment correspondant de l'ensemble et r6ciproquement, h. chaque change- 
merit infiniment petit des 6l~ments de l'ensemble, un changement semblable 
des valeurs de ses coordonn~es . . . .  

Quant k savoir si cette supposition suffit, ou s'il faut la compl6ter 
par des conditions encore plus sp4ciales, pour  pouvoir regarder comme 
bien fondda et incontestable l'id~e que ces auteurs se sont faite de l 'ensemble 
n ~"~° et continu, c'est une question q ue  nous passerons d'abord sous silence(i); 
nous avons seulement "k montrer  iei, que si on laisse cette supposition de 
cbt~, (ce qui arrive bien souvent dans les traitds de ces auteurs) ,  c. a. d. 

(~) La rgponse ~ eette question h. ]aquelle nous rev[endrons dams une autre cireon- 
stance, me me para[t donner lieu, ~ aucune diffieultg sdrleuse. 

Acta mathematiea. 2. Imprim~ 9 3"uin 1883. 40 
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si par rapport .k la correspondance entre l'ensemble et ses coordonndes on 
n'admet aucune limitation, ce earact~re, consid~r~ par les auteurs comme 
essentiel (d'apr~s lequel un ensemble niP1. e continue est te l le  qu'on peut 
en ddterminer les ~l~ments par n c oordonn~es r6elles, continues, ind~pen- 
dantes l 'une de l'autre) devient absolument sans valeur. 

Comme notre travail le montrera, on peut n~dme d~terminer les 
~lSments d'un ensemble eontinu d'~tendue n par une seule coordonn~e r4elle 
et continue au moyen d'une op4ration ~ sens unique. I1 suit de l'~, que 
si on ne fair aucune supposii;ion par rapport ~ la nature de l~ correspon- 
dance, le hombre des coordonndes r4elles continues et ind~,pendantes qui 
peuvent servir ~ la d~termination ~ sens unique des ~ldments d'un en- 
semble cont{nu d'dtendue n,  peut ~tre tout hombre donn~e m et que par 
consequent on ne peut le consid~rer eomme caract~re invariable d'un en- 
semble donn~. 

En me posant la question de savoir si un ensemble continu de n 
dimensions peut ~tre reli~e a u  moyen d'une opSration ~ sens unique 
un ensemble continu d 'une seule dimension, de telle sorte qu'~ chaque 
415ment'de l'une d'elles rSponde un 515ment, et un seulement, de l'autre, 
il s'est trouv5 qu'une telle correspondance existe to,¢ours. 

D'aprSs cela une surface continue peut dtre rapportde compl~tement par 
une opdration ~ "sens unique ~ une ligne continue; la mdme chose est vraie des 
corps continus et des ensembles continus gdomdtriques ~ un hombre quelconque 
de dimensions. 

En appliquant l'expression introduite plus haut, nous pouvons donc 
dire que la puissance d'un ensemble continu d'Stendue n e t  Choisi k volont5 
est dgale ~ la puissance d'un ensemble d'Stendue simple, comme p. ex. d'un 
segment de droite continue et limitde. 

§ 1. 

Comme deux ensembles continus, d'un nombre dgal de dimensions, 
peuvent, au moyen de fonctions analytiques, se rapporter l'une ~ l'autre 
complStement et ~ sens unique, par rapport au but q~ue nous poursuivons 
(et .qui :est de montrer qu'on peut joindre d'une fa~on complete et k sens 
unique des ensembles continues qui n'ont pas !e m~me nombre de dimen- 
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sions) tout se ramSne, comme on l 'entrevoit  facilemcnt, ~ la d6monstration 
du th6or6me suivant: 

(A). ))Soient Xl,: x~, . . . .  xn n grandeurs r6elles, variables, ind6pendantes 
l'une de l'autre , dont .chacune peut prendre routes les valeurs ~ 0 et ~ l, et 

soit t u n e  autre variable comprise dans les mdmes limites (0 ~ t ~ 1), on peut 

faire correspondre cette grandeur t a u  systdme des n grandeurs xl, x~, . . . .  x~ 

de telle sorte qu'~ chaque valeur ddterminde de t appartienne un systdme de 

valeurs ddtermin~es Xl, xp, . . . .  xn et vice versa ~ chaque systOme de valeurs 

ddtermin~es x~, x~, . . . .  x~ une certaine vale~r de t.)) 

Comme cons6quence de ce th6or6me se pr6sente cet autre que nous 
avons en vue: 

(B). ))On peut faire correspondre d'une fa~on Complete et ~ sens unique 
un ensemble continu ~ n dimensions ~ un ensemble continu d'une seule dimen- 

> 
sion; deux ensembles continus l'une de n, l'autre de m dimensions, n dtant ~ m, 

ont la .mdme puissance; les dldments d'un ensemble continu ~ n dimensions 

peuvent ~tre ddterminds ~ ,sens unique par u~e seule coo rdonnde t continue et 

r~el!e; mais ils peuvent aussi dtre ddtermin~s ~ sens unique par un systOme 

de m coordonndes continues tl, t~, . . . .  tin.)) 

§ 2. 

Pour ddmontrer (A) nous partons de ce thdor~me connu que tout 
hombre irrationnel e ~o peut 6tre repr6sent~ d'une maniSre complStement 
d6termin6e, sous lu forme d'une fraction continue infinie: 

1 
G~ 1 "1 L -  

g~2 " ["  • 
1 

° - o - ~  m 

-(a,, a , . . . ,  a ~ , . . . . )  

o h  les av sont des hombres  positifs entiers rationnels. 
. A  chaque hombre irrationnel e X ° appartient une s6rie d6termin6e 

infinie de hombres entiers positifs av et rSciproquement chaque s5rie s e m -  
• ~ 0  blable d~termine un certain hombre  irrationnel e <1. 
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Soient maintenant el, e~, . .  . .  en n grandeurs variables ind6pendantes 
l 'une de l 'autre, dont chacune peut prendre routes les valeurs num6riques 
irrationnelles de l ' intervalle (0 . . . .  1), qu'on pose alors: 

e I ~ ( a 1 , 1 ,  a l , ~ ,  . . . .  a l , v ,  . . . .  ) 
• . . ° • • • ° . . . . 

e~ = (~,,, ~ , ~ , . . . .  ~, , ,~, . . . . )  
. . . . .  . . . . . . . 

V n ~ (O~n,1, a n , q ,  . .  , . a a , v ,  . . . .  ) 

ces n nombres irrationnels d6terminent ~sens  unique un n + 1 ~m° nombre 
>0. irrationnel d <1. 

= (E,  A,  . . . . .  f l~ ,  . . . . .  ) ,  

si on 6tablit entre les nombres a et f l l e  rapport  suivant: 

I 
Z----1, 2, . . . .  n 

v = l ,  2, . . . .  c~  

Mais aussi de l 'autre c6t6 si on part  d'un nombre irrationnel d >0 il 
d6termine la s6rie des fl~ et au moyen de (1) les s6ries des %,~; par 
cons6quent d d6termine compl6tement et ~, sens unique le syst6me des n 
nombres irrationnels e~, % . . . .  e~. De cette consid6ration r6sulte tout 
d'abord le th6or6me suivant: 

(C). ))Soient el, e2, . . . .  e~ n grandeurs variables ind@endantes l'une 

de l'autre, dont chacune peut prendre toutes les valeurs numdriques irration- 

nelles de l'intervalle (0 . . . .  1) et soit d une autre variable irrationnelle dans 

les mdme limites, on ~veut faire corres_pondre d'une mani~re complete et ~ sens 

unique cette grandeur d et le syst~me des n grandeurs el, e2, . . . .  e~.)) 

§3. 

A pr6s avoir d6montr6, dans le paragraphe pr6c6dent, le thdor6me (C), 
nous avons maintenant  ~ d6montrer le th6or6me suivant: 

(D). ))Une grandeur variable e, qui peut prendre toutes les valeurs nu- 

mdriques irrationnelles de l'intervalle (0 . . . .  1), peut se joindre ~ sens uni- 

que ~ une variable x comportant toutes les valeurs r6elles, c. a. d. rationneUes 

et irrationnels, qui sont >_0 et <_ 1, en sorte qu'~ chaque valeur irrationnelle 
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ae e eorresponde une valeur r elle ae x et n , e  s uleme t et q , e  

proquement h chague valeur rgelle de x corresponde une certaine valeur irra- 
tionnelle de e.)) 

Car u n e  fois ce th5or6me ddmontrS, qu'on se repr6sente (en rappli- 
quant), comme correspondantes aux n + 1 grandeurs variables dSsign6es 
dans le  § 2 par el, e2, . . . . .  e, et d, les autres variables xl, x2, . . . .  x, 
et t, reli6es aux premi6res par une opdration k sens unique, chacune des 
derni6res variables pouvant prendre sans restriction routes les valeurs 
r5elles ~ 0 el<= 1. Comme nous avons dtabli une correspondance com- 
pl6te st b: sens unique entre la variable d et le syst6me des n variables 
e~, e~, . . . .  e. duns § 2, on obtient de cette mani6re une association 
compl6te, d6termin6e et k sens unique de la variable continue t et du 
syst6me des n variables continues xl, x2, . . . .  x~, ce qui d6montrera la 

¢ • I verlte du th6or6me (A). 
Nous n'aurons done plus ~ nous occuper dans la sui te  que de la 

d6monstration du th6or6me (D); qu'on n o u s  permette d'employer, pour 
plus de bri@et6, un formalisme simple que nous allons d'abord faire 

A connaltrc. 
Nous appellerons ensemble lindaire de hombres rdels tout ensemble 

bien d6finie de nombres r6els, distincts les uns des autres, c. a. d. in6gaux 
en sorte qu'un seul et m~me hombre ne se prdsente pas plus d'une lois 
comme 616ment darts un ensemble lingaire. 

Les variables r6elles, q u i  se pr6sentent dans le cours de ce travail, 
sont toutes de telle nature que le champ de chacune d'elles,, c. a. d. l'en- 
semble des valeurs qu'elle peut prendre  cst un ensemble lindaire donn6; 
nous n'appuierons doric plus dans l a  suite sur cette supposition que par- 
tout  nous ferons tacitement. 

De deux variables de cette nature a et b nous dirons qu'elles n 'ont 
aucune liaison, si aucune des va leurs  que peut prendre a n'est 6gale k 
une valeur d e  b c. a. d. l e s  deux ensembles de valeurs que peuvent 
prendre  les variables a e t  b, n ' on t  pas d'dl6ments communs, si on dit que 
a et b sont  sans liaison. (1) 

( I )  Deux ensembles M et N Ou bien n'ont aueune liaison, sl elles n'ont aueun dldment 
qui leut, soil eommun; ou bien elles son~ relides par un troisibme ensemble ddtermind P 
e. a. d. par l'ensemble de leurs dldments eommuns. Je ddsigne l'ensemble P par ~)(M~ N). 
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Si on a une s6rie finie ou infinie a', a", a'", . . . .  a (~), . . . .  de variables 
bien d6finies ou de constantes telles que a (~) et a (,'~) n 'ont aucune liaison 

entre eux, on peut d6finir une variable a par Ce caract6re qu e son champ 
se compose de 1,ensemble des champs de a', a " , .  .... a (~), . . . .  ; r6ciproque- 

ment  une variable d o n n 6 e  a peut se d6comI)oser d'apr6s les modes les 
plus divers en d'autres a', a", . . . .  qui n 'ont aucune liaison deux ~ deux; 
dans ces deux cas nous exprimons le rapport  de la variable a aux varia- 
bles a', a", . . . .  a (~), . . . . .  par la formule suivante: 

~----{~b' ,  ~b", . . . .  , (~(~), . . . . }  

Cette formule exprime k l a  lois 1 ° que toute valeur que pourrai t  

prendre une des variables a (~) est aussi une valeur qui convient k la 
variable a; 2 ° que route valeur que peut  recevoir a peut  5tre prise aussi 
par une des grandeurs a (~), et par une seulement. Pour  exp l ique r  cette 
formule,  soit par exemple ~ une variable qui peut prendre toutes les 

valeurs rationnelles => 0 et __< 1, e une variable qui peut prendre toutes 
les valeurs irrationnelles de l ' intervalle ( 0 . . .  1) et cnfin x une variable 
qui peut prendre toutes les valeurs rSelles, rationnelles et irrationnelles 

~ 0  et £ 1 ,  on a: 

x_----{¢, e} 

Soit a e t  b deux grandeurs variables de telle nature qu'on puisse les 

joindre l 'une ~ l 'autre d 'une fa(;on complSte et ~ sens unique, cn d'autres 
termes s i l c  champ de l 'une et de l 'autre a la mSmc puissance, nous 

• * 7 appellcrons a e t  b eqm~alentes l 'un ~ l 'autre et nous l 'exprimerons par 

une des deux formules a . ~  b ou b ~ a. D'aprSs cette d6finition de l'Squi- 

valence de deux grandeurs variables il suit immSdiatement que a ~ a; 

et que, si a ~ b e t  b ~ c, on a toujours aussi a ~ c. 
Dans la suite du travail  le th6orSme ci-dessous dont nous pouvons 

0mettre la dSmonstration ~ cause de sa simplicit6, trouvera son application 

en divers endroits: 

(E). ))Soit a', a", . . . .  a (~) une sdrie finie ou infinie de variables ou de 

constantes qui n 'ont  aucune liaison deux ~ deux,  b', b", . . . .  b (~), . . . . une 

autre s~rie de la m~me na ture ,  si h chaque variable a (~) de la premiere sdrie 

rdpond une variable ddterminde b (~) de ta seconde et st ces variables cortes- 
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19ondantes sont cons tamment  gquivalentes l 'une ~ l 'autre, c. a. d. que a (~) b (~) 

on aura  toujours aussi: a ~ b, 

si 

et 

O~ ~ {6b': 6/"~ O, (~) | 

b - - _ { <  . . . .  b },, 

§4. 

Au point oh nous en sommes arriv6s de notre travail, il n'y a plus 
qu'~ d6montrer le "h' ' eoreme (D) dans § 3. Pour cela prenons eomme 
point de d@art  qu'on peut 6erire tous les  nombres rationnels qui sont 
> 0  et <__ 1, sous l a  forme d'une sdrie simplement infinie: 

F~, F~, F.~, . . . ,  F ~ ,  . . , .  

avec un terme gdndral F," 
On peut ]e prouver de la fa(;on la plus simple, comme il suit: 

P- 6tant la forme irr6ductible pour un hombre rationnel ~ 0 et =< 1, oh 
q 
par cons6quent p et q sont des nombres entiers non nSgatifS avec le 
plus grand commun diviseur l, qu'on pose ,v + q = N .  D& lors g ehaque 

nombre 2_ appartient une valeur d&erminde, enti6re et positive de N,  et 
q 

rgciproquement g cette valeur de _N appartient toujours un hombre fini de 

quantit& ~-. Si on imagine maintenant les nombres P-- rang& dans ordre 
q q 

tel que ceux qui appartiennent g des valeurs plus petites de N prdc~dent 
eeux pour lesquels ~N a une valeur plus grande, e t  que de plus les  

nombres :2_, pour  I e s q u d s  N a la mSme valeur  se suivent les uns les 
q 

autre s par ordre .de grandeur , les plus grands apr& les plus petites, chacun 

des :nombres 2_ vient occuper une place parfaitement d&ermin6e dans une 
q 

s6rie simplement infinie, dont le terme gdn6ral sera d&ignd par F~. Mais 
cette proposition pent aussi se tirer .comme conclusion de ce j'ai dit ailleurs, 
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que l 'ensemble (co) de t o u s l e s  hombres %elles alg~briques peut se mettre 
sous la forme d'une s6rie infinie: 

a v e c  le terme g~n6ral eo~; cette propri6t~ de l 'ensemble (co) se transmet 
en effet ~ l 'ensemble de tous les hombres rationnels ~ 0 et ~ l, parce 
que cet dernier ensemble est une partie int6grante du premier (w). 

Soit maintenant  e la variable quise pr6sente dana lc thdo%me (D) et qui 
peut prendre routes les vateurs num6riques %elles de l ' intervalle (0 . . . .  1), 

l 'exception des nombres ~ .  
Qu'on prenne ensuite dans l ' intervalle (0 . . . .  1) une sSrie quel- 

conque infinie de hombres e~ irrationnels et soumise aux conditions qu'en 
gdn6ral on a ~ < e~+~ e t  que lim e,----- 1; soit par exemple: 

y ~ c ~  

2 ~ 

Qu'on d6signe par f une variable, qui peut prendre routes les valeurs 
%elles de l ' intervalle ( 0 . . .  1) ,  ~ l 'exeeption des valeurs e~, par g une 
autre variable, qui peut prendre routes les valeurs %el les  de l ' intervalle 
(0 . . . .  1), ~ l 'exception des e, et des ~ .  

Nous disons que: 

e ,~  f.  

En effet d'apr(~.s la notation du § 3 on a: 

et: 

Maid on  a: g ~ g ;  ¢ , ~  ~ ;  nous concluons donc d'apr6s (E) que e ~  f 
Le " ' " ' theoreme ~ ddmontrer  (D) est donc ramen6 au theoreme suivant: 
(F). ))Une variable f qui peut prendre routes les valeurs de l'intervalle 

(0 . . . .  1), ti l'excetotion des valeurs d'une sdrie donn~e ~ soumise aux con, 

ditions que ~, < ~ + 1  et que lim ~ = 1, pe'ut se joindre d'une fagon complete 

et ~ sens unique h. une variable x qui peut prendre routes les valeurs ~ 0 

et ~ l ;  en d'autres termes, on a f ~  x.)) 
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§ 5. 

Nous appuyons la d6monstration de (F) sur les th6or6mes suivants 
(G), (H), (J): 

(G). ))Soit y une variable, ~ui peu t  prend,re toutes les valeurs  de l'in- 

tervalle (0 . . . .  1 ) ~  l 'exception seulement de O, x une  variable ~ui comporte 

routes les valeurs d e  l ' intervalle (0 . . .  1) sans exception, ov a: y ~ x.)) 

La d6monstration de 
p 

ce theoreme (G) se fait 
de  la mani6re la  plus 
simple en considgrant la 
courbe :ci-contre, dont les 
abscisses k partir de 0 re- 
prgsentent la grandeur x, 
et les ordonndes la gran- 
deur y. Cette courbe est 
composde d'un hombre in- 
fini de segments de droites 

.a.b, a'b', . . . .  a(~)b (~), . . . .  

(qui sont parall61es entre 
eux at deviennent infini- 
ment petits quand ~ croit 

l'infini) et du point isol6 
c, dont ces segments se 
rapprochent asymptotiquement. 
devant 8tre consid6rdes eomme 

y 

~q : S J J  ! 

ct,,N "_'-'__ ~'5"~ - " l l ~  ¢ / ' I 

% * 

~ I } t t 

. . -  I i /  ' i i  
i / , "r 

Ix. e l  ; ; 

1 / • ; : " 
i / 1 , 

• , 

1 / L ~ .  
• , I , 

' 1 . ,  I i 

b' , , I 

O b b ~  b 2 b , p  
X 

Mais les points extrgmes a, ~a', . . . .  a (~) 

.faisant partie de l a  courbe, au contraire 
les points extr6mes b,  b' ,  b (~), doivent ~tre regardds comme en 
dehors de cette courbe. Les longueurs repr6sentdes dans la figure sont: 

. . . . .  

O p = p c = . l ;  Ob = b~v = Oa = 2 ; 

a(~)d (~)= d(~)b (~)= bv-lbv ~- .1__1_. 
2~+1 

el.eta mathematiea, 2. I m p r i m 6  1 1  J u l n  1 8 8 8 .  41 
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On se.'convainc que, tandis que l'abscisse x prend routes les valeurs 
de 0 ~ 1, l 'ordonnge y les prend aussi toutes, h l 'exception seulement de 
la valeur 0. 

Le thdor6me (G) 6tant ainsi ddmontr6, on obtient en appliquant lesfor-  

_ z - - ( ~ ,  u - - a  la g~n6ralisation de (G): mules de transformation: y f l - - a '  y = f l - - a  

(H). )) Une variable z, qui peut  preudre toutes les valeurs d'un inlervalle 

(a . . . .  [~), oit a ~ fl, a l'exception de la seule valeur a, est ~ffuivalente ~t une 

variable u qui peut  prendre routes les vateurs du m6me interwdle (a . . . .  [~) 

sans exception.)). 

De l~ nous arrivons imm6diatement au th6or6me suivant:: 
(J). ))co dtant une variable suscelotible de prendre toutes les valeurs de 

l'intervalle (a . . . .  fl) ~ l'exception des deux valettrs extremes ~ et [?, u dtant 

la mdme variable que da~s (H), on a to ,~ u.)) 

En effet: soit i" unc valeur quelconque entre a e t / ~ ;  qu'on introduise 
tr uP# comme auxiliaires quatre nouvelles variables co', eo , et z. 

Supposons que z soit la m4me variable que clans (H), que co' prenne 
toutes les valeurs de l ' intervalle (a . . . .  7) h l 'exception des deux valeurs 
extrdmes a et 7; qu'on donne h co" routes les valeurs de l ' intervalle 
(7 . . . .  /~) h l'exccption de la seule valeur extr4me fl; soit enfin u" une 
variable susceptible de prendre toutes les valeurs de l ' intervalle (7 . . . .  /~) 
y compris ]es valeurs extrdmes. 

On a alors: 

M a i s  p a r  s u i t e  de  (H)  o n  a . . . .  • u , nous concluons donc que ~ ~ z. 
Mais d 'apr6s (H) on a aussi: z ~  u; par cons6quent on a encore: e o ~  u, 

ce q u i  d6montre le th6or6me ( J ) .  
Nous pouvons maintenant d6montrer le th~or6me (F) comme il suit: 
En renvoyant ~ la signification des variables f et x dans l 'enonede 

d e  (F), nous introduisons certaines variables a uxiliaires: 

et 

f ,  f ' ,  . . . .  / ' ) i  . . . .  
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S0ient: f '  une variable qui eomporte toutes les valeurs de l ' intervalle 
(0 . . . .  z~) h. 1'exception de la seule valeur extr6me z~; f(") pour ~ > 1 
une variable susceptible de prendre toutes les valeurs de l ' intervalle 

. . . .  e x t r e m e s  ~ - 1  e t  ~ ;  u n e  (s~_, s~) g l 'except ion des deux valeurs ~ ~ x ('~) 
variable qui cornporte toutes les valeurs de l ' intervalle (e2~_,. . . ' .  z2") 
sans exception. 

Si on  joint encore aux variables f ' ,  f" ,  . . . . .  f(~), . . . .  la quantit6 
constante 1 ,  toutes ces grandeurs prises ensemble ont le mdme champ 
que f, c. a. d. qu'on a: 

f _~ {f , ,  f , , ,  fc~, . . . .  1} 

De m6me on se  convainc que: 

- { / , ,  y,,, , %  . . . .  ,} 

Mais par suite du th6or6me (J) on a: 

f (2")  x (2'~); p u i s  : " , ~.o f(~-l) ~.~f(~,,-1), 1 ~-- 1" 

d'o~l g-cause du  th6or&ne (E) § 3 : .  

§ 6. 

Je vais maintenant donner une d6monstration beaucoup plus courte 
pour le th6or6me (D); si ' je ne ~ me suis pas born6 gr celle-lg, cela 
es t  venu de ce que les th6or6mes auxiliaires (F), (G), (H), (I),:qui ont  
servi ~ une d6monstration plus eompliqu6e, ont de l'int6r6t en eux-m6mes. 
Nous d6signons par x, comme plus haut, une variable qui peut prendre 
toutes les va]eurs r6elles de l ' intervalle (0 . . . . .  1), y compris les valeurs 
extr6mes; soit e une variable qui ne comporte que les valeurs irration- 
nelles de l'interv.alle (0 . . . .  1); il faut d6montrer que x ~  e. 

Nous nous repr6sentons, comme dans § 4, les nombres rationnels" 
> . 0  et < 1 sous forme de s6rie, avec le terme g6ndral ~ ,  oh ~ a ~ par- 
courir la sdrie des hombres  1, 2, 3, . . . .  Nous prenons ensuite dans 
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r in te rva l le  ( 0 . . . .  1) une s6r~e infinie quelconque de nombres'irrat~onnels 

• ( 
distincts entre eux; soit ;7~ le terme g6n6ral de cette s6 r i e  p. ex: 7] =--~-j" 

Qu'on d6signe par h une variable susceptible de prendre toutes les 

valeurs de l ' intervalle (0 . . . .  1) ~, l 'exception des ~ aussi bien que des ~ .  
D'apr~s le formalisme adopt6e dans § 3 on a alors: 

et 

Nous pouvons aussi 6crire la derni~re formule comme il suit: 

(2) 

Si maintenant  nous remarquons que: 

h ~,~ h; ~ -., ~2,-1 ; ~ ~-~ ~2~ 

et si nous appliquons aux deux formules (1) et (2) le th6or~me (S) § 3, 
nous obtenons x ~ e; c. q. f. d. 

§ 7. 

La pens6e viendrait  naturel lement  de choisir, pour la d6monstration 

de (A) la forme de repr6sentation des fractions d~cimales infinies au lieu 
des fractions continues que nous avons employ6esi il semblerait  que cette 

m6thode nous aurai t  conduit plus pr(~mptement au but;  mais au contraire 
elle entraine avec elle une difficult6 sur laquelle je vcux attirer l 'attention 

ici; et c'est la raison qui m'a fait renoncer dans ce travail '£ l 'emploi des 
fractions d6cimales. 

Si on a p. ex. deux variables x 1 ct x 2 et qu'on pose: 

• , ( L t  ( 1 2  ~ v  

x, 10 + ~ - - ~ +  . . . .  + ~ +  . . . .  

10  ~ 



U n e  c o n t r i b u t i o n  ~ la t hdo r i e  des  ensemble s .  3 2 5  

en supposant que les nombres a~, fl~ deviennent des nombres entiers > 0 
et < 9 et ne prennent  pas constamment, ~ partir d 'un certain ~, la valeur 0 

(except6 lorsque x~ ou x 2 e s t  6gal ~ 0), ces expressions de Xl, x~ seront 
ddtermindes, duns t o u s l e s  cas avec une signification unique, c. a. d. x. 1 

et x 2 d6terminent les sdries infinies de nombres a~ ct fl~, et %ciproquement.  
Si maintenant  o n  tire de x~ et x 2 un nombre:  

en posant: 

~2v--I = aV ; ~2v : ~V 

pour 

v :  l ,  2, . . .  c,9 

il s'6tablit un r a p p o r  t ~ sens unique entre le systeme xl, x 2 et la vari- 
able t; car un seul syst6me de valeurs xl, x~ conduit b~ une valeur donn6e 

de t. Mais la variable t, et c'est la particularit6 ~ remarquer  ici, ne 

prend pas routes les valeurs de l'intervalle ( 0 . . . .  1), elle a une variabilit6 
restreinte, tandis que x~ et x~ ne sont soumis ~ aucune restriction duns 

ce m~me intervalle.  E n  effet, toutes les valeurs de la somme de la s6rie: 

1 - 6 +  + + + . . . . .  , 

oh, ~ partir  d 'un certain ~ > 1, tous les ~2~--10U tOUS Y2~ ont la valeur  
z6ro, doivent ~tre considdr6es comme au dehors des limites de variabilit6 

de t, puree qu'elles ram6neraient  ~ des reprdsentations, par  fractions d6ci- 

males, de x I ou x~ qui sont finies et par consdquent inadmissibles. 

§ s, 

Le travail  que nous avions en v u e  6tant termin6 d ans les paragraphes 

pr6c6dents, quelques remurques plus g6n6rales pourront  t rouver place ici, 
cominc conclusion. 
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Le principe (A) et par suite le principe (B) peuvent  ~tre gSn~.ralisSs, 
de sorte q u e  d e s  ensembles continus d'un n o m b r e  infiniment grand de di- 
mensions ont la mdme puissance que les ensembles continus d'une seule dimen- 
sion; toutefois cette g~neralisation est essentiellement lide ~ l'hypoth~se que 
les dimensions infiniment nombreuses forment elles-m~mes un ensemble de la 
premiere classe ou puissance. Au lieu du  thdorSme (A) on a le suivant:  

(A'). ))Soit Xl, x2, . . . .  xl~ , une sdrie simplement infinie de grandeurs 
variables, rdelles, inddpendantes l'une de l'autre, dont chacune peut prendre 
routes les valeurs ~ 0 et ~ 1, et soit t 'une .autre variable avec les m~mes 
limites (0 < t < 1), on peut faire correspondre par une operation ~ sens 
unique cette grandeur t au syst~me des X~, x2, . . . .  xz, . . . .  , qui sont en 

hombre infini.)) 
Ce th~orSme (A') se ramSne, ~ l 'aide du th~orSme (D) § 3, au suivant:  

(C'). ))Soit e~, e~, . . . .  e,~, . . . .  une sdrie infinie de qrandeurs vari- 
ables inddpendantes l'une de l'autre, dont chacune peut prendre routes les 
valeurs numdriques irrationneUes de l'intervalle (0 . .  1 )  et soit d une autre 
variable irrationnelle avec les m~mes limites, on peut joindre cette grandeur d 
par une opdration ~ sens unique au syst~me des grandeurs en nombre infini: 

e l ,  e~ ,  . . . .  e ~ ,  . . . .  )) 

La d~monstrat ion de IC') se fait de la maniSre la plus simple, en 
appl iquant  le dSveloppement  de la fraction continue st en posant, comme 
dans § 2: 

e I ~ = % , , ,  a ~ . 2 , . . . ,  a~,~, . . . . )  

pour # ~ 1, 2, . . . .  cxv . 

st  en (~tablissant entre les nombres  entiers positifs a .et f l l e  rapport :  

O H  : 

= 

2 

En effet lu fonction . + (/~ + ' ~ 1)(/~ + ~ - -  2) " ' " 2 , comme il est facile 

de le montrer,  jou i t  de cette propriStd remarquuble  de rep%senter  tous 
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les hombres entiers positifs, et chacun d'eux une lois seulement, quand/t  
et ~ y prennent 6gMement, ind@endamment  Fun de l'autre routes les 
valenrs positives entiSres. 

L e  th6or6me ~A') paralt indiquer le terme jusqu'~ quel on peu t  
gdndraliser le thSor6me (A) et les cons6quences qui en ddcoulent. Et 
maintenant que nous avons ainsi d6montrd, pour un champ extraordinaire- 
merit riche et dtendu d'ensembles, la propridtd de pouvoir se joindre ~ sens 
complet et unique h une droite continue ou k une partie de cette droite 
(en entendant par parties d'une ligne tous les ensembles de points qui y sont 
conlenus) la •question se pose de savoir comment se comportent, au 
point de rue de teur pttissance, les diff6rentes parties d'une ligne droite 
continue c. a. d. les diff6rents ensembles de points qu'on y peut imaginer 
en nombre infini. 

Si nous d@buillons ce problSme de sa  forme g6om6trique et si, 
comme il a ddj~ 6td expliqu6 au § 3, nous entendons par ensemble lindaire 
de hombres rdels tout ensemble imaginable de .quantitds r6elles distinctes 
entre elles et en hombre infini, la question se pose ainsi: en queUes classes 
se devisent les ensembles lindaires, et quel est le hombre de ces classes, si on 
groupe dans des classes diffdrentes les ensembles de diffdrente puissance, et 
dans la m~me les ensembles de mdme puissance? Par un proc6dd d'induc- 
tion, darts la description duquel nous n'entrerons pas davantage, o n  est 
amen6 h ce thdor6me, que le nombre des classes d'ensembles obtenus 
d'apr6s ce mode de groupement est un hombre fini et qu'il cst 5gal 

deux. 
D'aprSs cela les ensembles lindaires comprendraient deux classes(1) 

dont la premiere contient tous leo ensembles susceptibles d'etre ramen6s 
la forme: fanctio ipsius ~ (oh ~ parcourt tous les  nombr.es entiers po- 

sitifs); tandis que la seconde classe embrasse tous les ensembles reductibles 
la forme: functio ipsius x (off x peut prendre toutes les valeurs rdelles 

> 0  et < l ) .  

(1) Que ees deux classes soient distinctes en rdalitd~ e'est la consdquenee immddiate 
du thdor~me ddmontrd dans  le ~ 2 du travail citd plus haut (Journ. d. Math. pures et 

appliqudes t. 771 p. 260)~ d'apr~s lequel: si on a une sdrie rdguli~re infinie 41, u2, . . ,  uv~... 
on peut toujours trouver dans chaque intervalle donnd (a . . . .  fl) des nombres v qui ne se 
prdsentent pas dans la sdrie proposdc; 
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]1 n'y aurait donc dans les ensembles lin~aires infinies, et par cons~ 
quent aussi dans tous les au£res qui s'y ram~nent par une opdration 
sens complet et unique,  que deux esp~ces de puisscmces, r~pondant ~ce  
deux classes; nous remettons ~ plus tard la solution exacte de cett 
question. 

Halle a. S. 11 Juillet 1877. 


