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Je voudrais faire connaltre dana ce travail une extension du th6or&me 
d'apr&s lequel une fonction ne peut ~tre d6velopp6e que d'une seule 
mani&re en s6rie trigonom6trique. 

J 'ai cherch6 k d6montrer dans le  Journal  de Crelle t. 72, p. 139, 
que deux s6ries trigonomdtriquea: 

et 

1 
bo + ~  

~bo + 

(a~ sin nz + b~ cos nz) 

(~b I ( ~ sin nz + b'~ cos nx) 

qui, pour toutes les valeurs de x, convergent et. ont la m6me somme, ont 
lea m6mes coefficients; j 'ai ensuite montr6, dans une notice relative ~ ce 
travail, que ce th6or&me reste vrai, si, pour  un nombre fini de valeurs 
de x, on renonce sgit k la convergence, soit k l'6galit6 des sommes des 
deux s6ries. 

L'extension que j'ai en vue ici consiate en ce que pour un hombre 
infini d e  valeurs de x dans l ' intervalle [0 . . . . .  (2;r)] on peut renoncer 
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la convergence ou ~ l'accord des sommes de s6ries, sans que le th6or~me 
cesse d'dtre vrai. 

Mais dana ,ce but  je suis oblig6 de commencer par des explications, 
ou plut6t par quelques simples indications destin6es k mettre en lumi~re 
les diverses manigres dont peuvent se comporter des grandeurs num6riques 
en hombre fini ou infini; je suis amen6 par  lk k donner quelques d6fini- 
tions, afin de rendre aussi courte que possible l 'exposition du thgor~me 
en question, dont la d6monstration se trouve au § 3. 

1 °  ~ 

LeA nombres rationnels servent de fondement pour arriver k la notion 
plus 6tendue d'une grandeur num~rique; je les d6signerai sous le nom 
de syst5me A, en y comprenant z6ro. 

On "rencontre une premidre g6n6ralisation de la notion de grandeur 
num6rique dans le cas oh l'on a, obtenue par une loi, une s6rie infinie 
de nombres rationnels:  

(1) 

constitude de telle sorte que la diffdrence a . + m -  a n  devient infiniment 
petite h mesure que n croit, quel que soit le nombre entier positif m, 
ou, en d'autres termes, qu'avec z (p0sitif rationnel) pris arbitrairement on 
a un nombre entier n I tel que (a,,+m-- a,) < e, s i n  ~ n 1, et si m est un 
nombre entier positif pris k volont6. 

J 'exprime ainsi cette propri6t6 de la s6rie (1) : ))La s~rie (1) a une 
limite d6termin6e b)). 

Ces roots ne servent donc qu'~ 6noncer cotte propri6t6 de la s6rie, 
sans exprimer d'ab0rd autre chose, et de m~me que nous lions lu s6rie 
(1) avee un signe particulier b, de m~me on doit aussi attacher diff6rents 
signes b, b', b" ~ diverses s6ries de m~me espSce. 

Soit une seconde s6rie: 

¢ t 
(1') a , ,  a 2 ,  . . . . .  a ' . ,  . . . . .  

Acta mathemat~ea. 2. I m p r i m 5  11 f fu in  1883o 43 
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ayant une limite d~termin6e b', on trouve que les deux s~ries (1) et (1') 
ont constamment une des trois relations suivantes, qui s'excluent l'une 
l'autre: 0u  bien: 1 ° an- -a 'n  devient infiniment petit ~. mesure que n 
crolt, ou bien:  2 ° a n -  a'n, ~ partir d'un certain n; reste toujours plus 
grand qu'une grandeur positive (rationnelle) ~,. ou enfin 3 ° a , -  a'n, 
partir d'un certain n reste toujours plus petit qu'une grandeur n~gative 
(rationnelle) - -  ~. 

Dans le cas de la premiSre relation, je pose: b---- b', dans le cas de 
la seconde: b ~ b', et, dans le cas de la troisi~me: b < b'. 

On trouve de mdme qu'une s~rie (1), ayant une limite b, n'a avec 
un nombre rationnel a qu'une des trois relations suivantes. 0u  bien: 

1 ° a n -  a devient infiniment petit ~ mesure que n augmente, ou 
bien: 2 ° a n -  a, ~ partir d'un certain n, reste t0ujours plus grand qu'une 
grandeur positive (rationnelle) e, ou enfin 3" a n -  a, ~ partir d'un certain 
n, reste toujours plus petit qu'une grandeur n~gative (rationnelle) - - e .  

Pour exprimer l'existence de ces rapports, nous 5crivons resp.: 

b----a, b ~ a ,  b ~ a .  

De ces d4finitions et de celles qui suivent imm4diatement, il r~sulte 
(et on peut d~montrer rigoureusement cette consdquence) que, b 5tant la 
limite de la s4rie (1), b -  an devient infiniment petit ~ mesure que n 
crolt, ce qui justifie par consequent d'une mani~re precise la dSsignation 
de ))limite de la sSrie (1))) donn~e ~ b. 

Qu'on d~signe par B l'ensemble de~ grandeurs num~riques b. 
D'aprSs ies conventions pr~cSdentes, on peut 5tendre les operations 

~ldmentaires entreprises avec des hombres rationnels aux deux syst~mes 
A et B rdunis. 

Soient en effet b, b', b" trois grandeurs num~riques du syst~me B, 
les formules: 

b 
b + b '~b" ,  bb'.=b", b";=b" 

servent b~ exprimer qu'entre les sdries correspondantes aux trois nombres 
b, b', b": 

a l ~  6~2~ . . . . . .  

! p 

~1~ ~2" . . . .  " 

t !  t !  
a l ~  a 2 ~  . . . . .  
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se vdrifient resp. les relations: 

lira (a,, + a' " _ ~ - - a ~ ) ~ O ,  

lira ( a n a ' ~  - -  a "n) = O ,  

(o. ,,) 
l im ~ - - a ~  = 0 ,  

off je n'ai plus besoin, d'apr6s ee qui pr6c6de, d'expliquer plus 1.ongue- 
ment le sens du signe-lim. On a des d6finitions semblables pour les cas 
oh un ou deux des trois nombres appartiennent au syst6me A. 

En gdn6ral toute ~quation obtenue par un nombre fini d'op6rations 
~16mentaires 

I 

F(b, b', b (~)) = 0  

se pr6sentera comme expression d'une relation d6termin6e entre les s6ries 
qui donnent  naissance aux grandeurs num6riques b, b', b", b(~).(~) 

Le syst6me A a donn6 naissance au syst6me B; de m~me les deux 
syst6mes B et A r6unis, donneront naissance, par le mSme proc6d6, k un 
nouveau syst6me C. 

Soit en effet une sdrie infinie: 

(2) b,,  b2, . . . . .  b~, . . . . .  

de nombres choisis dans les syst6mes A et B et n'appartenant pas tous 
au syst6me A, et cette s6rie 6tant constituge de telle sorte que bn+m m b~ 
devient infiniment petit ~ mesure que n crolt, quel que soit d'ai,lleurs m 
(et cette condition, d'apr6s les clSfinitions pr6c6dentes, peut se concevoir 
comme quelq~e chose de parfaitement d6termin6) je dirai que cette sgrie 
a une limite d6termin6e c. 

Les grandeurs num6riques c constituent le'syst~me C. 
Les d6finitions de ]'6quivalence, de l'in6galit6 en plus ou en  moins, 

e t  celles des op6rations 5i6mentaires soit entre les grandeurs c, soit entre 

(!) Quand on dit~ par exemple~ qu'une dquation de /t ~me degrd ~ coefficients entiers: 
f(x)  ~- 01 a une racine rgelle aJ~ cela signifie qu'on a une sgrie: a l :  a2~ . . . . .  an~ . . . . .  
de la m~me nature que la sdrie (1) ayant pour limite le  signe a~ et jouissant en outre 

de la propridtd: 

lira f (a , , )  =- O. 
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ces grandeurs elles-m~mes et celles des systSmes B et A, sont analogues 
aux d6finitions donn6es plus haut. 

Tandis que les systSme, s B e t  A sont tels qu'on peut 6gaier chacun 
des a ~ un b, mais non pas chacun des b ~ un a, on peut au contraire 
~galer non seulement chacun des b ~ un c, mais aussi chacun des c ~ un b. 

Bien que par l~ les systSmes B e t  C puissent dana une certaine 
mesure ~tre regard~s comme identiques il est essentiel, dans l a  th6orie 
que j'expose ici (et d'aprSs laquelle la grandeur num6rique, n'ayant d'abord 
en elle-m~me, en g6n6ral, aucun objet, ne paralt que comme 616ment de 
th6or~mes qui ont une certaine objectivit6, de ce th6orSme, p. ex., que la 
grandeur num6rique sert de limite ~ la s6rie correspondante) il est essen- 
tiel, dis-je, de maintenir la distinction abstraite entre les deux systSmes 
B e t  C; aussi bien l'6quivMence de deux grandeurs numgriques b, b' 
emprunt6es au systSme B n'entraine pas leur  identlt6, mais exprime 
seulement une relation d6termin6e entre les s6ries auxquelles elles se 
rapportent. 

Le syst&ne C et: ceux qui le pr6c~dent produisent d'une mani~re 
analogue un systgme D, ceux-ci k leur tour, un autre systgme E ,  et 
ainsi de suite; par 2 de ces opgrations (en consid6rant l'op6ration par 
laquelle on a pass6 de A k B comme la premiSre) on arrive ~ un systSme 
L de grandeurs num6riques. 

Si on se rappelle la suite des d6finitions donn6es pour l'6quivalence 
et l'in6galit6 en plus ou en moins de ces diff6rentes grandeurs num6riques 
et pour les  op6rations 616mentMres qui permettent de passer d'un systdme 

l'autre, le m6me rapport  aura lieu avec ceux qui pr6cSdent, ~ l'excep- 
tion de A, en sorte qu'on pourra toujours 6galer une grandeur num6riqu e 
1 ~ une grandeur num6rique k, i, : . . . . .  c, b, et r6ciproquement. 

On peut ramener ~-la forme d'6gMitgs de ce genre-les r6sultats de 
l'analyse (abstraction faite de quelques cas connus)bien que (je ne Fin- 
dique ici qu'en 6gard ~ ces exceptions) la notion de nombre, si d6velopp6e 
qu'elle soit ici, porte en soi le principe d'une extension n6cessaire en elle- 
m~me et absolument infinie. 

I1 semble 16gitime, 6tant donn6e une grandeur num6rique, dans le 
systgme L, de se servir de. cette expression: C'est une grandeur num6rique, 
une valeur, ou une li~ite, de 2 ~° espgce; d'ofl l'on voit que j'emploie en 
g6n6ral les mots grandeur num6rique, valeur et limite dans le mdme sens. 
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Une 6quatiqn F ( l ,  l', . . . . .  l~P)) = 0 formde de nombres l, l', . . . . . .  1 (p) 

au moyen d'un nombre fini d'op6rations 616mentaires apparait pr6cis6ment, 
dans la thdorie en question, comme l'expression d'un rapport d6termin6 
entre p - t - 1  s6ries ~ fois infinies de nombres rationnels; cos sdries sont 
produites par los sdries simplement infinies qui ddfinissent tout 'd'abord 
los grandeurs / ,  l', . . . . .  /(P); on los obtient en remplagant, dans les 
premi6res, los 6ldments par .los sdries qui los d6finissent, en traitant de 
m~me los sdries ainsi obtenues, qui en gdn6ral seront doublement infinies, 
et en continuant ce procgd6 jusqu'£ ce qu'on n'ait plus devant sol que 
des hombres rationnels. 

Darts une autre circonstance je reviendrai avec plus de d6tail sur 
tot~s ces rapports. Ce n'est pas non plus ici le lieu d'expliquer comment 
los conventions et los opdrations dont j'ai parl6 dans ce § peuvent servir 
'X l'analyse infinit6simale. Dans ce qui suit, en exposant le rapport des 
grandeurs num~riques avec la gdomdtrie de la ligne droite, je me bornerai 
presque e xclusivement aux th6or~mes ndcessaires, d'ofl l'on pout, si j e  ne 
me t~'ompe, d6duire le reste au moyen d'une d6monstration purement 
logique. J'indlque pour le comparer aux § 1 et § 2, le l0  ° livre des 
Elements d'Euclide; qui pout servir de point de'comparaison en cette 
mati6re. 

Les points d'une ligne droite sont d6termin6s quand, en.prenant pour 
base une unit6 de mesure, on indique leurs distances, abseisses, d'un point 
fixe 0 de la ligne droite par le signe + o u - - ,  suivdnt que le point 
en question se trouve dans la partie (fix6e d'avanee) positive ou n6gative 
de la ligne ~ partir de 0. 

Si eette distance a avee l'unit6 de mesure un rapport rationnel, elle 
est exprim6e par unegrandeur  num6rique du syst5me A;  dans l'autre 
eas, si le point est connu par une construction, on peut toujours imaginer 
une  s6rie: 

( 1 )  ¢~,, % ,  % ,  . . . . .  , ~ ,  . . . .  . 
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rdalisant ]es conditions 5nonc5es dans le § 1, et ayant avec la distance 
en question une  relation telle que les points de la droite, auxquels se 
rapportent les distances al, a~, . . . .  • an, . . . . .  , se rapprochent ~ l'infini 
du point ~ dSterminer, ~ mesure que n augmente. 

Ce que nous exprimons, en disant: La distance du point ~ d~termi- 
her au point 0 est 5gale k b, quand b eat la grandeur }mmSrique corres- 
pondant k la s~rie (1). 

On ddmontre ensuite que les conditions d'6quivalence et d'in~galit6 
en plus ou en moins de distances connues concorde avec les conditions 
d'~quivalence et d'in~galit5 en plus ou en moins (d~i{nies dans le § 1), 
des grandeurs num6riques correspondantes, qui reprdsentent ces distances. 

I1 suit maintenant sans difficult~ que ~'les grandeurs num~riques des 
syst~mes C , D  . . . . .  sont aussi capables de dgterminer des distances 
connues. Mais pour achever de faire reporter le lien que nous observons 
entre les systSmes des grandeurs num~riques d~finies dans le § 1 e t  la 
g~omStrie de la ligne droite, il faut ajouter encore un axibme dont voici 
le s imple  dnonc~: A chaque grandeur numSrique appartient aussi, rdci- 
proquement, un point d6termin5 de la droite, dont la coordonn~e eat ~gale 

cette grandeur nuniSrique dans le sens expos5 dans ce §.(') 
J'appelle ce thdorSme un axi6me, par ce qu'il est dans sa nature de 

ne pouvoir dtre d~montrd d'une fa~on gSndrale. 
Ce thSorSme sert aussi ~ donner suppl6mentairement aux grandeurs 

numSriques une certaine objectivit6, dont elles sont, toutefois, ComplSte- 
ment ind6pendantes. 

T)'apr~s ce qui precede, je consid~re un point de la droite comme 
d6termin~, quand su distance de 0, prScddSe du signe convenable, est 
donn6e comme grandeur num6rique, valeur ou limite de t~+ espSce. 

(1) A chaque grandeur numdrique appartient un point d6termin5~ mais /~ chaque 
point se rapportent~ eomme eoordonn6es~ dans le sens ei-dessfis~ une quantitd innombrable 
de grandeurs num6riques 6gales; ear~ eomme on l'a dgj/~ fait entendre plus haut~ il suit~ 
de fondements purement logiques~ que des points distinets ne peuvent pas rgpondre ~ des 
grandeurs num6riques dgales, et qu~un seul et m6me point .ne peut se rapporter ~ des 
grandeurs numgriques in6gales~ c0mme eoordonndes. 
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Entrons maintenant plus pleinement dans notre sujet et consid6rons 
les relations qui se p%sentent, 6tant d0nn6es des grandeurs num6riques 
en hombre fini o u  infini. 

D awes ce qui pr6c6de on peut consid@er les diff6rentes grandeurs 
numdriques conlme correspondant une k une avec les diffdrents-points 
d'une ligne droite. Pour plus de clartd, et sans que cela soit essentiel, 
nous nous servirons, dans la suite, de ce mode de rep%sentation, et, quand 
nous parlerons de points, nous aurons toujours en vue les valeurs par 
lesquelles on les obtient. 

Pour plus de bri6vet6, j'appelle syst6me de valeurs un hombre donn6, 
fini ot~ infini, de grandeurs numgriques, et syst6me de points un hombre 
donnd, fini ou infini, de points d'une droite. Ce qui sera dit dans la 
sui te  des syst6mes de points, peut s'appliquer immddiatement, d'ap%s ce 
qui a 6t6 dit, aux syst6mes de valeurs. 

Etant donnd, dans un intervalle fini, un syst6me de points, il y a 
lieu, en g6ndral, d'envisager un second syst6me de points ddduit du 
premier 4'une certaine mani6re, p u i s  un troisi6me ddduit du deuxi6me 
de la m~me fa?on, etc.; il est n6cessaire de les 6tudier tous si ron veut 
concevoir la nature du premier. 

Pour ddfinir ces nouveaux syst6mes de points, ddfinissons d'abord la 
notion du: point-limite d!un syst6me de points. 

Par point-limite d'un syst6me de points P, j'entends un point de la 
droite tel que dans son voisinage, il y ait un hombre infini de points du 
syst6me P ;  il peut d'ailleurs se faire que le point-limite appartienne k 
ce syst6me. Et j'appelle voisinage d'un point tout intervalle dans lequel 
ce point est contenu. D'apr6s cela il est facile de ddmontrer qu'un sy- 
st6me compos6 d'un nombre infini de points a toujours pour le moins. 
un point-limite. Nous appelons point isol~ de  P tout point qui, apparte- 
nant k P, n'est pas en mgme temps point-limite de P. 

C'est d6s lors la condition d6termiri6e de tout point de la droite par 
rapport ~ un syst6dm donnd P, d'dtre ou de ne pas 4tr6 un point-limite 
de ce syst6me et on a ,  aussi d6fini en m~me temps que le syst6me ./), le 
syst6me de ses points-limites, que je d6signe par ~P' et que j'appelle le 
premier syst6me d6riv6 de /). 

Si le syst6me /)' n'est pas compos6 d'un nombre fini de points, on 
peut en d6duire par le mgme proc6d6 un autre syst6me F ' ,  que j'appelle 
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le  second systSme dSriv6 de P. Par ~ op5rations analogues on arrive ~ la 
notion du ~me syst~me P(~) dSriv5 de P. 

Si par exemple le syst~me P est compos5 de t o u s l e s  points de la 
droite dont les abscisses sont rationnelles et comprises entre 0 et 1 
(qu'on .y comprenne, ou non, les  limites), le syst~me d~riv5 _P' se com- 
posera de t o u s l e s  points de l ' intervalle (0 . . . . .  1), y compris les limites 
0 et l. Les syst~mes suivantes P", P'", ne diffSrent pas de _P'. 

Ou bien, si la quantit4 P est compos~e des points dont lea abscisses sont 

I 1 1 le systSme P'  se composera d~ seul respect. 1, ~-, ~ ,  . . . . . .  ~ '  ., 

point 0 et ne donnera naissance hi -m~me,  par dSduction, ~ aucun 'autre .  
Ii peut arr iver ,  et c"est le cas qui nous int~resse seul ici, qu'aprSs 

v operations le syst~me P(~) se compose d'un nombre fini de points et par 
cons6quent ne donne lui-m6me naissance, par d6duction, ~ aucun autre 
systSme; dans ce cas nous appellerons le syst~me primitif  P de la ~me 

- - ~ m e  

espSce; et il suit de 1~ que P', P" ,  . . . . .  sont alors de la ~ - - 1  , de 
- - ~ m e  , 

la ~ - -  2 . . . . .  espece. 
Dans cette th~orie, l 'ensemble de t o u s l e s  syst~mes d'espSce dSter- 

minSe est done consid~rd comme un genre particulier dans l 'ensemble de 
tous les systSmes de points imaginables, et les systSmes de poin ts  que 
nous avons appelds de ~ esp~c e forment une espSce particuliSre dans 
ce genre. 

Un seul po in t  offre d~j~ un exemple d'un systSme de points de ~oe 
espSce, si on donne son abscisse comme grandeur numSrique de ~mb espSce, 
satisfaisant ~ certa~nes conditions faciles ~ 5tablir. Si en effet on dScom- 

- - . 6 m e  

pose alors cette grandeur numdrique pour obtenir les termes (de ~ -  1 
"esp~ce) de la .erm qui lui correspond, si on dScompose ces membres eux- 

- - - ~ m e  
m~mes pour arriver aux termes (de ~ - - 2  cspSce) qui les constituent, 
et ainsi de suite, on finit par obtenir un nombre infini de hombres ration- 
nels; et, s i  on se reprdsente le systeme de points correspondant h ces 
hombres, elle sera de ~me esp~ce.(~) 

(1) Je le relive expressement~ que ee n'est pas toujours le cas. Eu gdndral le sys- 
t~me de points ainsi engendrde par une grandeur num6rique de ~me esp~ee peut ~tre d'une 
esp~ce infdrieure ou supdrieure ~ la y¢me esp~ce ou m~me n~tre d'aueune esp~ce ddtermlnde. 
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3. 

T h d o r ~ m e .  Si une ~quation ayant  la forme: 

(1) 0 - -  C o A- C, + . . . . .  -t- C,~ T 

off C0-~ ~1 do ; C'~ ~--- c,~ sin n x  -{- d~ cos n x ,  est satisfaite pour toutes les 

valeurs de x, b~ l 'exception de celles qui correspondent aux points d'un 
syst~me de points P de ~mo espbce donn~e dans l ' intervalle [0 . . . . .  (2~r)], 
off ~: ddsigne un hombre entier aussi grand que l'on veut, je  dis qu'on aura:  

 o=0, d,,= 0 
D~monstration. Dans cette d~monstratioa, comme la suite le fera 

voir, en parlant  de P on a en vue non-seulement le systSme donn~e de 
~mo espSce des points exceptionnels dans l ' in te rva l le  [ 0  . . . . .  (2~r)], mais 
encore le systSme produit  .sur la ligne enti~re infinie par la rdp6tition 
p6riodique. 

Considdrons maintenant  la fonction: 

x z  C~ C~ 
F( z )  = C o y - -  C, 4 . . . . .  u n  . . . . .  

i 

Il rdsulte de la nature d'un syst~me P de ~ °  esp6ce qu'il dolt y 
avoir un intervalle (a . . . . .  /~), off ne se trouve aucun point de ce syst6me; 
pour toutes les valeurs de x comprises dans ce t  intervalle on aura donc, 
'~ cause de la convergence de notre s6rie ( 1 ) q u e  nous avons suppos6e: 

lira" (cn sin nx  "4" d~ co s nx )  = O ,  

par consequent, d'apr6s un thdor6me connu (v. 4 ~ vol. de Annales math. 

p. 139) : 
lim c ~ = 0 ,  lira d , ~=-O.  

La fonction F jouit  donc des proprigt6s suivantes (v. RIn~A~N, Sur 
le moyen de repr6senter une  fonction par une s6rie trigonom~trique, § 8): 
o 

1 ° E l l e  reste continue pour toutes ces valeurs de x .  

2 ° lira F(~ + a) + F(x-7-a) --2F(x) ~ 0, si l i m a  = 0, pour routes les 
6~tZ 

valeurs de x, .except6 celles qui correspondent a u x  points du syst~me P.  
Acta mathematica. 2. I m p r i m 6  8 J u i n  1883, • 4.i 
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3 ° On a: lira F ( , + a ) + F ( z - - a ) - - 2 F ( z )  = 0, si l i m a :  0, pour 
(~ 

toutes les valeurs de x sans exception. • ' 
Je  vais montrer  maintenant  que F(x)-----cx + c'. Pour  ccla je con- 

sid6re d'abord un intervalle quetconque ( p  . . . . .  q) oh il n 'y  a qu'un 

hombre fini de points du syst6me P;  soient x0, xx, . . . . .  x~ ces points 
6crits d 'apr6s leur  ordre de succession. 

Je dis que F(x) est lin6aire dans l ' intervalle (p . . . . .  q); car F(x), 

cause des  propri6t6s 1 ° et 2°, est fonction lin6aire dans chacun des 

intervalles obtenus e n  divisant ( p . .  q) par les points x0, xi ,  . . . . .  xn; 
comme en effet il n 'y a de points exceptionnels dans aucun de ces inter- 
valles, les conclusions appliqu6es dans le m6moire (v. Journal  de Borchardt, 
t. 72, p. 159) ont ici toute leur force; il ne reste done ~ d6montrer  que 

l 'identit6 de ces fonctions lin6aires. 
Je  vais le faire pour deux fonctions voisines et je les choisis dans 

les deux intervalles (x o . . . . .  x~) et (x~ . . . . .  x~). 

Soit dans  (x o . . . . .  Xl) F ( x ) - =  kx + ' l  
st dans (x~ . . . . .  x~) F(x)  = k'x "Jr-l'. 

A cause de 1 ° on a /~'(Xa)=-kx~--}-l; puis, pour des valeurs assez 

petites de a: 

F(z 1 + a) = k'(x~ + a) + l'; 

F(z, - - a )  = k(z, - -a )  + l. 

On a ainsi, ~ cause de 3°: 

lim (k '  - -  k)a~ 1 + l' - -  1 + a ( k '  - -  k )  = 0 ,  

pour lira a = 0, ce qui n'est possible que si: 

k = k ' ,  l = l ' .  

En rdsum6 nous pouvons 6noncer le r6sultat suivant: 
A) ))Soit (p : . . . .  q) un intervalle quelconque, oh il n 'y  a qu'ufi 

nombre fini de points du syst6me P ,  F(x) sera lindaire dans cet intervalle.)) 
Je  consid6re ensuite un intervalle quelconque (p' . . . . .  -q') qui ne 

' ~' . . . . .  ' du premier  sys- contient qu'un nombre fini de points a~o, x x, x,,  
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t6me dgriv~ P' ;  - -  e t  je dis d'abord que dans chacun des interv'flles 
partiels obtenus en divisant (p q) par les points x' ' .,. 
p. ex. dans (x'0 . . . . .  x'l) , la fonction F(x)est  lindaire ~ , 

s t 

t t 

Car chacun de ces intervalles partiels contient il est vrai en gdndral 
un nombre infini de points de P ,  en sorte que  te rdsuLtat A) ne peut 
s'y appliquer immddiatement;  mais chaque intervalle (s . . . . .  t) cornpris 
dans les limites de (x' 0 . . . . .  x'l) ne renferme qu'un, nombre  fini de 
points de /~ (parce qu'autrement il y aurai t  encore entre x' 0 et x'  1 d'autres 
points du syst6me P') et par suite la fonction est lindaire clans (s . . . . .  t) 
h cause de A). Mais comme on peut rapprocher ~ volont6 les points 
extr6mes s e t  t des points x' 0 e t  Xi~, on conclut, sans fa~on que la fonc-: 
tion continue F(x) est aussi lindaire dans (x' 0 . . . . .  x'~). 

Apr6s l 'avoir d6montr6 pour chacun des intervalles partiels de 
(/9' . . . . .  q'), on obtient le r6sultat suivant par les mdmes raisonnements 
que ceux qui ont conduit au r6sultat A): 

A') Soit (p' . . . . .  q') un intervalle quelconque ne renfermant  qu'un 
nombre fini de points du~ syst6me P',  F(x) est lin6aire clans cet intervalle. 

La ddmonstration se poursuit de la mdme fagon. Car, dtant une 
fois 6tabli que F(x) est fonetion lindaire dans un in terva l le  quelconque 
(p(~) . . . . .  q(~)), qui ne contient qu'un nombre fini de points du k ~m° 
syst6me p¢k) ddrivd de P, il rdsulte, comme chns le passage de A) 
A'), que F(x) est aussi fonction lindaire dans un intervalle quelconque 
(p(~.+~) . . . . . .  q(k+l)) qui ne renferme qu 'un nombre fini de points du 
(k -t- 1) ~m° syst6me/~+~).  

Nous concluons ainsi, par ur, nombre fini de d6ductions successives, 
que F(x) est lin6aire dans tout intervalle qui ne contient qu'un nombre fini 

" v "~me de points du syst~me /~): Mais le systeme P 6tant de esp~ce, comme 
on l 'a  suppos6, un intervalle (a . . . . .  b) pris ~ volont6 dans la droite ne 
renfermera qu'un nombre fini de points de P('). F(x) est done _memre 
dans tout" intervalle (a . . . . .  b) pris ~ volontd, et il suit de l~, comme il 
est facile de le voir, que F(x) prend la forme: F ( X ) =  cx ~ c' pour toutes 
les valeurs de x. Ce point ~tant mis en  6vidence, la ddmonstration se 
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poursuit eomme dans le t ravai l  d~j~ cit5 deux lois, k partir du moment 
oh la forme lin6aire est ~tablie. 

Orl peut aussi 6noncer le th~orSme que nous avons d4montr~ ici de 
la maniSre suivante: 

))Une fonction discontinue f(x), distincte de zSro ou ind6termin~e pour 
routes lea valeurs de x correspondant aux points d'un systbme de points 
P de ~me esp~ce donn5 dans l'intervalle [0 . . . . .  (2~)], mais 5gale ~ 0 
pour toutes les autres valeurs de x, ne peut pas ~tre reprgsent~e par une 
s6rie trigonom6trique.)) 

Halle, le 8 nov. 1871. 


