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Dans un mSmoire publi~ dans le Journal de M. BORCHARDT, t. 84 
j'ai dSmontr5 pour ~une classe trSs-~tendue d'ensembles g~om4t:riques et 
arithm~tiques, soit continus, soit discontinus, qu!on peut les faire corres- 
pondre sans ambiguit~ h des points distribu~s: d'une fa~on continue ou 
discontinue s u r  un segment de droite. Ces derniers ensembles acquibrent 
par lb, une importance particuli~re; nous les appellerons ensembles ou 
syst~mes lin~aires de points. Les points d'un tel syst~me sont distribuSs 
sur un segment de droite de longueur finie ou infinie ou bien de fa~on 

occuper tout le segment ou bien de fa~on ~ n'occuper que  des parties 
de ce segment, et i l n e  parait pas hors  de propos de l'es 5tudier et de 
chercher ~ les classer; c'est ce ~lue nous nous proposons de faire ici. En 
partant de divers points de vue  et des principes de classification, q u i  s'y 
rattachent, nous sommes amends ~ partager les ensembles de points lin6aires 
en certaines Cat4gories. Pour commencer par un de ces points de rue, 
rappelons-nous la,:notion de:l 'ensemble d~riv~ d'un ensemble de  points 
donn~ P, telle qu'elle a ~ ~t~ donnSe dans un travail sur les s~ries trigono- 
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mdtriques (Annales math. t. 5); dans un ouvrage r6cemment paru de 
M. U. DINI (Fondamenti per 1~ teorica d. funz. d. variabili  reali, Pisa, 
1878) nous voyons cette no t ion  encore plus d6velopp6e, Puisqu'elle sert 
de point de d6part h une s6rie de gSn6ralisations remarquables de thSo- 
r~mes analytiques connus.(~) 

D'ailleurs cette notion de l'ensemble ddrivd d'un ensemble donn5 n'est 
pas restreinte aux ensembles lin6aires, mais elle s 'applique de la m6me 
mani~re aux ensembles ~ deux, trois ou n dimensions continus ou dis. 
continus. Comme nous  le montrerons plus tard, c'est sur cette notion 
que repose la conception la plus claire et en m6me temps la plus g6n6rale 
d'un ensemble continu. 

Le d~riv~ p(1) d'un ensemble de points P e s t  en effet l 'ensemble de 
tous les points qui jouissent de la propriSt6 de coincider avec un point- 
limite de P, peu importe d'ailleurs que ce point-limite soit en m6me 
temps  un point de /', ou non. ...... 

Comme alors le ddrivd d'un ensemble P e s t  un nouveau ensemble 
determine' " ' 17! ~, on peut aussi chercher le ddrivd de p(1), qui s'appellera le 
deuxiOme ensemble dgrivd ou simplement  le deuxi~me ddrivd d e  "P; et en 
continuant ainsi, o n  obtient le v~m. ddrivd de P, que l 'on d6signe par pI~). 

I1 peut se faire que la suite des dSriv6s P(2 ), p(2), . . . . .  conduise 'h 
un d6riv6 P(~) comp0s6 de points qui ne se pr6sentent qu'e~l hombre fini 
dans chaque 5tendue finie, en sorte que P(~) n'a pas de points-limites et 
par consequent ne donne lieu ~ aucun d6rivg; dans ce cas nous disons 
que le systSme de points P est d u  premier genre et de la n ~m~ esp6ce, 
Mais si la s6rie des dSriv6s de P, la s6rie po), p(~), p(.~),.. . . . .  est infinie, 
nous disons que l 'ensemble de points P est du deuxiSme genre. De l~ 
on rec0nna l t  sans peine que si P e s t  du premier genre et de la n ~° 
esp~ce, po),  p(~), p(~), . . . . .  appartiennent aussi a u  premier genre et sont 

respectivement de la n - - 1  ~ °  - - ~  - - ~ °  , de  la n - - 2  , de l~ n - - 3  espSce; 
qu 'ensui te  si P e s t  du deuxiSme genre, la mdme consequence s'applique 

tous" les dSrivSs P(~), P(~), I1 est 'aussi  ~, remarquer qu'e tous les 
points d e  P{~), P(~), . . . . .  sont toujours aussi des points du premier d4riv5 

(1) Voir aussi: Asc61i~ Nouve richerehe sulla serie di Fourier. Reale Academia dei 
Lincei (1877- -78) .  
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pc,) tandis qu'un point appartenant b~ p(1) n'est pas n6cessairement un 
point de P. 

On d6couvre ensuite des caract6res import ants d'un ensemble de 
points P, si l 'on 6tudie la mani6re dont se comporte cet ensemble par 
rapport  '~ un intervalle donn6 continu ( a  . . .  ~), dont les points extremes 
sont consid6rds comme appartenant ~ l ' intervalle m6me. II peut se faire  
que quelques points ou m~me que t o u s l e s  points de Cet intervalle soient 
en mOne temps des points d e  P, ou bien qu'aucun point de ( a . . .  ~) 
n'appartienne '~ / ' ;  dans ce dernier cas nous disons que P e s t  tout  entier 
en dehors de l ' intervalle (a , . .  ~). 

Si P e s t  contenu dans l ' intervalle (a .... ~), en tout ou en partie, 
il peut se prdsenter un cas remarquable:  c'est le cas off chaque intervalle 
( r " .  $), si petit qu'il soit, compris dans (a . . .  ~), contient des points 
de P. Dans ce cas nous dirons que P e s t  condens~ dans tout l'intervalle 

. fl)i 
Comme exemples de syst6mes de points ainsi condensds dans route 

l'6tendue de l ' intervalle (a . . .  /9), nous avons: 1 ° tout  ensemble de.points 
auquel appartiennent comme 616ments tous les points de l ' intervalle 
( a .  /~); 2 ° l 'ensemble de points compos6 de t o u s l e s  points dont les 
abscisses sont des nombres rationnels; 3 ° le syst6me de points compos6 de 
tous les points, qui ont pour abscisses les nombres rat ionnels  de la forme 

2 u +  1 + 2------~- , off n e t  m .s0nt des nombres entiers positifs. 

De cette expl icat ion de l'expression ))condensd darts toute l'dtendue d'un 
intervalle donnd)), il r6sulte que, si un  syst6me de points n'est pas condens6 
dans. tout  un intervalle (a . . .  ~); il doit n6eessairement exister un inter- 
valle (r . . .  ~) compris dans le premier et off ne se  trouve aucun point 
de P. On peut montrer  aussi que, si / '  est condens6 darts tout  l'inter- 
valle (a .. fl) non seulement la m6me chose est vrai pour  P( ' ,  mais 
encore _ix, a pour points tous ceux de l ' intervalle ( a . . .  ~). O n  pourrai t  
prendre Cette propridt6 ~ de /x,) comn, e ppint d e  d6part de l 'explication 
de l'expressi0n ))6tre condens6 dans toute l '6tendue d'un intervalle)), puis- 
qu'on peut dire: un syst6me de p o i n t s  P e s t  condens6 dans tou te  r6tendue 
de l ' intervalle ( a . .  fl) quand son premier d6riv6 po ) r en fe rme  comme 
616ments tous l es  points d e  (a .:.. ~). 

Si P est condens6 darts tout  un intervalle :(a . . .  fl), i l  l'est aussi 
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dans route i'6tendue d'un autre intervalle quelconque (a' . . .  /~') contenu 
dans le premier. 

Un systSme de points P condens6 dans toute l'6tendue d'un intervalle 
( a . . .  /!?) est n6cessairement du deuxi~me genre ;  car alors p(l~, et par 
suite P(~, P(a) . . .  sont aussi condensds dans tout l ' intervalle (a . . .  t9) et 
cette suite de d6riv4s de P e s t  illimit6e, c. a. d. que P appartient au 
second genre. 

De lg nous concluons qu'un syst~me de points P du premier genre 
n'est sfirement pas Condens~ dans tout un intervalle ( a . . .  fl), quel que 
soit d'ailleurs cet intervalle et que, par suite , on peut toujours trouver 
dans (a . . .  fl) un intervalle (~- . . .  ¢ ,  qui ne renferme pas un seul 
point de P. 

Quant g la  question de savoir si r6ciproquement t o u t  syst&ne de 
points du deuxiSme genre est de telle nature, qu' i l  y nit un intervalle 
dans route l'6tendue duquel il soit condens6, nous nous en occuperons 
plus tard. Nous arrivons maintenant "~ un second mode de classification 
des ensembles lin5aires de points non moins important que le premier: il 
est fond6 sur la consid6ration de la louissance. Dans le mgmoire cit6 plus 
haut (Journal de M. BORCHARDT t .  84) nous avons dit en g6n6ral de 
deux ensembles M e t  N g6omdtriques, arithm6tiques o u  appartenant 
quelque autre catdgorie bien ddfinie, qu'ils ont m~me puissance, quand on 
peut les faire correspondre entre eux d'aprSs quelque loi ddtermin6e, de 
maniSre qu'g chaque 616ment de M corresponde un 616ment de N et, 
r6ciproquement, g chaque 61dment de N, un 616ment de M. 

Suivant  que deux ensembles sont de m~me puissance ou non, elles 
peuvent 4tre plac6s dans une m~Ine classe ou dans des classes diff6rentes. 
On peut appliquer ees rSgles g6n6rales sp6cialement aux ensembles lind- 
aires de points que l'on partagera par consdquent en classes d6terminges; 
les systbmes de points d'une classe sont  tous de mdme puissance , au 
contraire les syst4mes de points appartenant g diff6rentes classes sont de 
puissance diff6rente. Chaque .systSme de  points particulier peut dtre 
considdr6 comme reprdsentant la classe g laquelle il appartient. Ici se 
pr6sente en premiere ligne la classe des systSmes de points qui ont la 
m~me "puissance que la suite naturelle des hombres: 1, 2, 3, . . ,  u, . . .  
e t  qu'on peut, par cons6quent, reprdsenter sous forme d'une s6rie simple, 
meat infini% dont le terror g6n6ral d6pend de u .  
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A cette premiere classe ,ippartiennent par exemple tous l e  s syst6mes 
de points du premier genre; mais beaucoup de syst6mes de points du 
deuxi6me' genre font aussi partie de cette classe, par  exem131e: l ° l e  sys: 
t6me de points compos6 de tous les points d 'un intervalle qui ont pour 
abscisses des hombres rationnels (cf. Journa l  d. M. BORCHARDT, t .  84,  p. 

i m ' 250)i 20 le systeme de points co pose de tous les  points d'un intervalle 
qui ont pour abs'cisses, des hombres alg6briques (cf. Journal de M. BOR- 
CrlARDT, t. 77, p. 258). 

Apr6s cela, se pr6sente ~ nous une seconde classe de syst6mes lin6- 
aires de points; cette classe est reprdsentde par le syst6me des points 
appartenant ~ un intervalle continu, par exemple par le systS~me de tous 
le s points dont les  abscisse s sont >= 0 e t  __< 1. A cette classe appartiennent 
par exemple: 

1 ° Tout intervalle continu (a . . .  /9). 

20 Tout syst6me de points compos6 de plusieurs intervalles s6par6s 
eontinus ( a . . .  15), ( a ' . . .  fl'), ( a " . . .  f l " ) , . . . ,  en nombre  fini ou infini. 

3 ° Tout syst6me de points obtenu en supprimant dans un intervalle 
continu un ensemble fini ou infi~'~i de points Ul, %, . .  u~, . . .  de la 
premiere classe (cf. Journal de M. BORCItARDT, t. S4, 13. 254). 

• Iqous n'examinerons pas ici, s i c e s  deux classes • sont les seules que 
forment les ensembles infinis et lin6aires d e  points; mais nous voulons 
d6montrer maintenant que ces deux classes sont distinctes en r6alit6; 
pour Cela il: faut d'abord montrer qu'on ne peut pas faire correspondre 
entre eux point pour 13oint deux repr6sentants queleonques de ces deux 
classes. • 

Comme repr6sentant de la deuxi6me classe choisissons ici rintervalle 
continu ( 0  .... -1); sl cet ensemble appartenait en m6ine temps ~ lapremidre 
classe, il devrait exister une S6rie simplement infinie u i ,  ,t~, . .  U~, • • 
~ompos6e de tous les  nombres r6els _> 0 et =< 1, en sorte que tout nombre 

t • Situ6 darts cet interval!e se presenteraat dans cette s6rie ~ une 131ace d6ter- 
min6e. Mais cette hypoth6se est en contradicti6n avec un th6or6me tr6s, 
g6n6ral que nous avons ddmontr6 rigoureusement clans ie Journal de M. 
BORCHARDT, t. 77, p. 260, ~ savoir:  - 

))Etant donn~e une s~rie simplement ~nfinie 

A¢ta mathematlea. 2. Imprim6 7 ffuln 1888. 45 
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de hombres r~els indgaux progressant d'apr~s une loi quelconque, on Teut 
indiquer dans cItaque intervalle proposd (a . . .  fl) un hombre v (et par consd- 
quent on en peut indiguer une infinit 0 qui ne soit pas compris parm~ les 
termes de cette sdrie.)) 

E n  4gard au grand intSrdt qu i  s'attache k ce th~or~me, non seule- 
ment dans la prdsente thSorie, mais encore dans beaucoup, d'autres questions 
d'avithm4tique ou d'analyse, il ne paralt pas inutile de d4velopper ici, en 
la modifiant et la simplifiant, la d~monstration que notis avons donn~e alors. 

D'apr~s cela, ~tant d~)nnde une s~rie 

" ~ 1  ~ ' ~ 2  ~ • • • q ~ v  ~ * • • 

que nous ddsignerons par le symbole (u~) et un intervalle queleonque 
(a . . .  fl) oh a < f l ;  il s'agit de ddmontrer que, dans cet intervalle on 
peut trouver un nombre r~el v, qui ne se prdsente pas dans (u~). 

I. Nous remarquons d'abord que si notre ensemble (u,) n'est pas 
condensd dans tout rintervalle ( a . . .  fl)) il faut que dans cet intervalle 
(a . . .  fl) il y e n  ait un 'au t re  (~- . . .  3) dont tous les nombres n'appar- 
tiennent pas k (u~); on peut donc choisi r pour v un hombre quelconque 
de l'intervalle ( y . . .  3). Ce cas ne pr~sente donc aucune difficult~ et 
nous pouvons passer k rautre cas plus compliqud. 

II. Supposons rensembie (u~) condens~ dans tout  rintervalle ( a . . .  fl).° 
Dans ee eas tout intervalle ~r . . . .  ~), s i  petit qu'il soit, compris dans 
( a , . .  fl) contient des nombres de notre sdrie (u~). Pour montrer que ndan- 
moins il y a dans l'intervalle (a . . .  f l )des hombres v qui ne st trouvent 
pas dans (u~), raisons les remarques suivantes. Comme dans notre s~rie: 

qt I~  ~ . . .  ~ty~ . . . 

il y a certainement des nombres qu i se rencontrent dans l'intervaile 
( a . . .  fl), i l  f au t  qu'un de Ces hombres ait  le plus petit indice, qu'il soit 
uxl, et un autre l'indice imm~diatement sup~rieur: u~. 

D~Signons par a' le plus petit des deux nombres ux,, ux~, et te plus 
grand par ~. " 

(Ils ne peuvent dire dgaux entre eux, parce que nous avons suppos~ 
notre s6rie compos6e de hombres megaux.) . . . . . .  

On a alors d'apr6s la d6finition: . . . . . .  
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puis:  x, < z.,; et il faut  remarquer en outre q u e  t o u s l e s  nombres u, de 
notre s6rie pour lesquels # =< zi n e  sont pas situ~s ~ l ' int6rieur de l 'inter- 
valle (a' . . .  ] )  comme il ressort immddiatement de la d~termination des 
nombres ux,, u ~ .  De m~me d~signons par u~,, u~, les deux hombres de 
la s~rie (u~) affect~s des p lus  petits indices, que l 'on rencontre situds dans 
ies limites de r interval le  (a' . . .  fl'); soit a" le plus petit de ces nombres 
et fl" le plus grand. 

On a alors: 
a' < a" ~ " , < f l ' ,  

et on rcconnait que tous les nombres  u~ d e  notre s6rie pour lesquels 
p =< z~ ne sont pa s compris dans l ' int6rieur de l ' intervalle (a" . . .  /~"). 

Q u a n d  on est ar r ivd,  en suivant toujours la m6me loi, ~ un inter- 
valle (a (~-~) . . .  fl(~-l)), l ' intervalle suivant s e t i r e  de ce dcrnier, en consi- 
d6rant les deux premiers nombres de notre s6rie (u~) (c. ~ d. ceux qui 0nt 
les plus petits indices) q u i s e  rencontrent  dans l ' intervalle (a(~-t) . .  fl(~-i)); 
soient ux2~_l, u ~  ces deux nombres; on d6signeru le plus petit d'entre 

eux par a (~), l e  plus grand par fl(~). 
L'intervalle (a(~) . . .  fl(~)) e st alors compris dans tous les intervalles 

pr6cgdents et il a avec notre s6rie (u~) ce rapport  particulier que Cons les 
nombres uz pour lesquels /L ~ x ~  ne sont certainement pas compris dans 
cet intervalle. Comme ~videmment : 

x ~ < z  2 < x ~ <  . . . ,  x ~ _ ~ < z ~ _ l  < z ~ ,  . . .  

et que ces nombres, e n  rant qu'indices, sont des nombres entiers, on a: 

et par suite: 

x ~  2~ 

nous pouvons donc assurer, et cela nous suffit pour ce qui doit suivre, que: 
4rant u n  nombre entier pris arbitrairement,  ]a grandeur u~ estl en 

dehors de  l ' intervalle (a(~) . . .  fl(~)). 
Comme les nombres a', a ~', . . .  a" ' ,  . . .  a (~) ,  augmentent  constamment 

de grandeur et sont n6anmoins renferm6s dans l ' intervalle ( a . . ,  fl), ils 
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cnt~ d'apr+s un thdor+me fondamental bien connu de la tb6orie des gran- 
deurs, unc limite que nous d~signons par A, en sorte que: 

A ---- l ima (~) pour ~----c~. 

La m ~ m e  chose est  vraie pour les nombres fl', ~' ,  ,8"', . .  fl(~), . .!. 
qui: ddcroissent constamment tous en restant compris "dans l ' intervalle 
(a . . .  fl); nous d6signerons leur limite par B, en sorte que: 

B ---- lira fic~) pour v ---- c~. 

On a 6videmment:  

a(~) < A <= B < / ~ ) .  

Mais il est facile de vo i r  que le cas A <  B ne peut se prSsenter ici; 
autrement  c o m m e  tout nombre u~ de notre s6rie serait en dehors de 
r interval le  ( A . . .  B), puisque u~ est en dehors de l'interv'alle (a(~). .  ~(~)), 
notre s4rie (u~) ne serait pas condens6 dans tout l ' intervalle ( a . . ,  fl), 
contrairement ~ la supposition que nous avons fa i te .  

I1 ne reste donc que le cas A--~ B et il est ~vident maintenant que 
le nombre:  v - - - -A- -~  B ne se pr6sente pas dans notre s~rie (u~). 

r • Car si ce nombre ~tait membre de notre serm, soit le ~me, on aurait: 

Mais cette derni~re 5quation n'est possible pour  aucune valeur de v, 
parce que v est compris dans l ' intervalle (a(~' . . .  fl(v)), tandis que u~ est 
en dehors de ce m~me intervalle. 

Halle a. S. Janvier  1879. 
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• II .  

( E x t r a i t  d e s  A n n a l e s  m a t h 6 m ,  d e  L e i p s i c ,  t. 17:) 

Pour faciliter, en l'abr6geant, l'exposition 'qui va suivre, qu 'on me 
permette d'indiquer tout d'abord un syst6me de notations. : 

Nous exprimerons par la formul 9 P----Q l!identit6 de deux syst6mes 
de points P e t  Q. Si les deux syst6mes P e t  Q n'ont aucun 616ment 
commun nous dirons qu'ils sont Sans connexion. Si un systeme P e s t  
compos6 de la r&mion de plusieurs systemes /'1, _P~, P~, . . . ,  en hombre 
fini ou infini, n'ayant deux ~ deux aucune connexion, nous 6crirons: 

v=(P, ,  

Si tous les points d'un syst6me :P appartiennent b~ un autre syst6me 
Q, nous dirons que P est contenu dans Q ou encore que P e s t  un diviseur 
de Q, Q u n  multiple de P. Soient P1, P~, P3' .~." des syst6mes de:points 
cluelconques en nombre fini ou infini; ces syst6mes ont un plus petit 
commun multiple I que nous: d6signons par M(P1, P2, P3,":'); ce plus 
petit commun multiple est !e syst6me compos6 de tOusles points diff& 
rents d e  /)1, P~, Pa, " '"  et n'ayant pas d'ailleurs d'autres points comme 
616ments; ces syst6mes on t  de mgme u n  plus grand commun diviseur qua 
nous d6signons par  ~(P1, P2,  P3, . . . ) e t  qui est le syst6me des points 
communs g t o u s l e s  P1, P~, P3, .... Par exemple, po), p(~), p(~), . . .  
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6tant lea d6riv6s successifs d'un syst~me de points P (v. Art. l), nous 
pouvons dire que P(:) est diviseur de pc), p(~> diviseur de p(2) aussi bien 
que de pc), et en gdn6ral P(~) diviseur de P('-~), P(~-~), . . .  P(1); au con- 
traire P(~) en g6n6ral n'est pas diviseur de P; mais si P lui-m~me est le 
premier d6riv6 d'un syst~me Q, P(~) sera diviseur de P. 

I1 est de plus utile d'avoir un signe qui exprime l'absenee de points; 
nous choisissons pour cela la lettre 0; ainsi P - - 0  signifie que le syst~me 
P ne contient pas un seul point, et qu'ainsi, rigoureusement parlant, ce 
n'est pas un vrai syst~me. Pour en donner ici un exempl.e, un syst~me 
de points du premier genre et de la #too esp~ce est caract~ris~ par 
p(~+l)= 0, au contraire P(~) est diffdrent de 0. 

Deux syst~mes sont en connexion par leur plus grand commun divi- 
seur, et si ce dernier --0,  ils sont sans connexion. 

Si deux syst~mes de points P et Q ont la m6me puissance et ap- 
partiennent par cons6quent ~ une m~me elasse (art. I), nous les appelons 
6quivalents et nous exprimons cette relation par la formule: 

P ~ Q .  

Si On a: /~-.~ Q; Q ~ / ~ ,  on aura toujours aussi: P ~ / L  
Soient  ensuite /1 ,  P~, Ps, " "  une s6rie de systSmes, qui pris deux 

deux n'ont aucune connexion entre eux, Q~, Q2, Q ~ , ' "  une autre sdrie 
dans les m6mes conditions; soit aussi: P~,-~Q~; P~.-~ Q~; P3~'Q~; . . . ,  
o n  a u r ~ ;  

Q,:, Q,, . . . ) .  

Les syst6mes de points d u  premier genre, comme nous venons de le  
voir, peuvent ~tre caracteris6s d'une mani6re compl6te par la notion du 
syst6me d6riv6, telle qu'elle a 6t6 ddvelopp6e jusqu'ici; pour ceux du 
second genre cette notion ne suffit plus, et il faut en donner ici une 
"extension qui se pr6sente comme d'elle-m~me quand on approfondit la 
question. 

l~emarquons que dana la s~rie des d6riv6s p!l), /x~>, /~3), . . .  d'un 
syst~me P, chaque  terme est diviseur des .pr6c6dents, et que p a r  suite 
chaque nouveau d6rivd P(~)se tire du pr6cddent P( ' - I )par  l'61imination 
de certains points, sans qu'il s'en rencontre de nouveaux. 
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S i  P est du deuxiSme genre, P(i) se composera de deux syst~mes de 
points Q e t / ~  essentiellement distjncts, en sorte que: pa)--~ (Q, R); Fun, 
Q, se compose des points de po) qui disparaissent dans la s6rie po), p(~), 
P(~), . . .  quand on a suivi cette marche assez 10ngtemps; l'autre R com- 
prend les points qui sont conserv6s dans tous les  termes de la s6rie /~)., 
/x2), /~3), . . .  ; R e s t  donc ddfini p~r la formule: 

R - -  ~(po) ,  p(~), p(~), . . . ) .  

Mais nous avons aussi 6videmment: 

l:t =_ ~(p(2), p(8), p(4), . . . )  
et en gdn6ral : 

R =_ ~(P(~,), P(~,), p(n.), .. :), 

o~! ~1, n2, n~ est une suite queleonque de nombves entiers positifs croissant 
t'infini. 

D6signons maint~nan¢ p a r l e  signe P(~) ce syst~me de points R ob~enu 
ainsi ~ l'aide du systfme P, et appelons-le le syst5me d6riv6 de P d:ordre w. 

D~signons par P!~+~) le premier d6riv6 de /~'~), par P(~+~) le n ~ 
d6riv6 de P(~); P(~)aura aussi un syst~me d&iv6 d'ordre eo g~ndratement 
distincte de O, et que nous appellerons p(2~). En continuant ces op6ra- 
tions, on a r r ive  £ des d6rivds que nous d6signerons cons~quemment par: 
P('0~+~,), oh n0, n l  sont des nombres entiers positifs. Mais nous pouvons 
alter plus loin et former le  systSme: 

~(p ( , o  p ( ~ ) ,  p(3~), . . . )  

qui ser~ d6sign6 par le symbole P(~). 
En r6p&ant maintenant la m~me op6ration et en la combinant avee 

les precedentes," ' on arrive a' une notion plus g~n~rale, celle du systeme: ' d6riv6: 

et en poursuivant cette marche on arrive ~: 

p(no,~ + ni"o;'-~t + . . .  + n~) , 
1 

ou no, nl ,  . . .  n~ sont des nombres entiers positifs. En continuant c e t t e  
g6n6ralisatlon on est amer~6 £ consid6rer v comme variable et ~ envisager 
le s y s t ~ m e :  

p ( ~ )  _ ~(p(~.), P(~), p(~), . . . ) .  
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On  obtient successivement, en continuant de n~eme," la notion de 
syst~mes d~riv~s d~sign~s par: 

p(,~,~), p(~+l!, p(~o~+~), p(~,~), p (~) ,  p(,~) etc. 

Nous avons ainsi une suite infinie de syst~mes, q u i  se d6duisent les uns 
des autres suivant une loi n~cessaire et. ind4pendamment de toute concep, 
tion arbitraire. " 

O n  a, pour lea ' , systemes de points du premier genre, comme il r6sulte 
de leur dSfinition m~me: 

P(~) ---- 0; 

il est £ remarquer qu'on peut d4montrer aussi la r6ciproque: tout syst~me de 
points pour lequel cette 4quation a lieu, est du premier genre; les syst4mes 
du premier genre, sont donc complOtement caract4ris4s p a r  cette 4quation. 

I1 est facile d'imaginer l'exemple d'un svst6me de points du deuxi~me 
genre , pour lequel P(~) est compos~ d'un point donn6 p. A cet effet, 
consid4rons des intervalles qui se suivent, se limitent mutuellement, et 
convergent en m~me temps vers le point  p en devenant infiniment petits; 
prenons dana chacun de ¢es interwalles un syst~me de points du premier 
genre, dont l 'ordre croisse au del~ de toute limite, quand rintervalle 
correspondant s e  rapproche de p. La reunion de tous ces syst~mes fournit 
l'exemple en question. Cet exemple rdsout en m4me temps la question, 
posde dana raft .  I, de savoir si, ~ un syst~me de points du deuxi~me 
genre, doit toujours appartenir un intervalle dans toute l'4tendue duquel 
il soit condens4; or nous voyons, par l'exemple indiqu4 que cela n'a pas 
lieu n4cessairement. ~ 

On c6nstruit avec la mdme facilit(i des syst~mes de points du deuxiSme 
genre, pour lesquels p(~+n) ou p(2~)ou plus g~n~ralement: 

p ( n o ~ + , l ~ Y - l +  . . .  +n~) 

ce composent d'un point p d~termin~ d'avance. 
Pour tous lea systSmes anaIogues, 1"1 n'existe aucun intervalle clans 

toute l'6tendue duquel ils soient condensSs; de  plus tous ces systSmes 
appartiennent ~ la premiSre classe; ~ ce double point devue  ils ressemblent 
aux systemes de points du premier genre. 

Halle, mai 1880. 
i , . . . .  
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( E x t r a i t  d ' u n  m ~ m .  d. A n n a l e s  m a t h .  d e  L e i p s i c ,  t. X X ,  p. 118.) 

Dans les deux articles pr4cdden!s nous nous en sommes tenus rigou- 
reusement au sujet indiqud par notre titre, et nous nous sommes oceup& 
exclusivement de syst~mes de points hnean'es, c. g d. d ensembles de points, 
donn& d'apr& une certaine loi et appartenant h une ligne droite continue 
ind~finie. C'&ait ~ dessein que je m'&ais born5 g ce cas; en effet, d'apr& 
les r&ultats indiqu& dans mon travail: Contribution it la th&rie des e~t- 

sembles, (Journal de BORCgAaDT, t. 84, p. 242), l'on peut faire corres- 
pondre, sans ambiguitS, diSment par 5l~ment, des ensembles g deux, trois, 
. . .  n dimensions g des systSmes lin6aires de points; et l'on peut admettre 
a priori que la plupart des propridt~s et des relations trouv~es pour les 
ensembles linSaires de points," peuvent se dSmontrer aussi, avec des modi- 
fications faciles g deviner, pour les syst&nes de points contenus dans des 
surfaces ou des espaces continus ou dans des ensembles cont.inus de n 

• r * • dimensions. Mais je voudrais maintenant exposer cetfe generahsatmn d'une 
mani~re plus pr&ise; car elle n'est pas seulement int&essante en elle- 
m&ne et au poin t de vue des applications, qu'on en peut faire d'lns la 

Acta mathemat tca ,  2. I m p r i m ~  9 J u i l l e t  1883.  46 
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th6orie des fonctions, mais elle fournit encore de nouveaux points de vue 
pour l'gtt{de des ensembles lingaires de points. 

Pour commencer par un de ces points de vue, on peut 6tendre 
immgdiatement aux syst~mes de points que l'on rencontre dans des en- 
sembles continus de n dimensions, les notions pr6cgdemment donn6es sur 
les dgriv6s des divers ordres d6termin6s nous seulement par des nombres 
entiers finis, mais caract6risgs dans certains cas par des symboles infinitaires 
dont la signification a 6tg rigoureusement fix6e. La notion de l'ensemble 
d6riv6 s'appuie encore ici sur celle de point-limite d'un ensemble de 
points donn6 P; et ce point-limite est d6fini par cette condition clue , 
dans un espace aussi pe t i t  clue l'on veut  entourant ce point, il y a des 
points du syst~me P autres que ce point lui-m~me; d'apr~s cette d6finition 
le point-limite peut indiff6remment appartenir ou ne pas appartenir au 
systSme P. M. W~IERSTm~SS a le premier enonc~ d'une mani~re g6n6rale, 
et appliqu~ ~ la th~orie des fonctions, le th6or~me suivant: tout  syst~me 
de points compos6 d'un nombre infini de points et situ6 dans une portion 
finie et continue d'un ensemble ~ n dimensions a au moins un point-limite. 

L'ensemble de tous les  points-limites d'un systSme P forme un nou- 
veau systSme de points P' ,  g6ngralement distinct de P, et que j'appelle 
premier d6rivg de P. On tire de 1~ les notions des d~riv~s d'ordre plus 
61ev6 en reproduisant cette m~me operation un nombre fini ou m~me 
infini de lois. A l'6gard de ces d6riv6s successifs se pr6sente toujours ce 
fait facile ~ expliquer que tout dgriv6, except6 le premier, est contenu 
dans les ensembles pr6cgdents, y compris le premier d6riv6 P ' ;  tandis clue 
le systSme donn6 P conticnt en g6n6ral des points qui n'appartiennent 
pas ~ ses d6riv6s. On peut de m~me appliquer imm~diatement aux sys- 
t~mes k plusieurs dimensions la notion de la condensation dans un inter- 

valle, que nous n'avons eonsid6r6e d'abord que par rapport aux syst~mes 
lin6aires de points. Etant donn6 un syst~me de points P situ6 dans un 
ensemble continu G~ k n dimensions, nous dirons que ce systSme est 
condens~ dans toute rdtendue d'un ensemble continu partiel a contenu dans 
G~, si tout ensemble a' contenu dans a et ayant le mSme nombre de 
dimensions que a renferme des points du syst~rne P. 

Le premier d6riv6 /)' (et de mdme tous les suivants) d'un syst~me 
de points P condens6 dans toute l'dtendue d'un ensemble con t inua  ren. 
ferme l'enscmble continu a lui-m(~me avec tous les  points de la limite du 
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dernier; ct r6ciproquement on pout aussi prendre cette propri~t6 du sys- 
t6me de points P comme point de dgpart pour arriver g la d~finition 
de l a  condensation de ce systSme darts route l'6tendue de l'ensemble a. 

De m6me la notion de _puissance, qui renferme en elle-mOne, comme 
cas particulier, la notion du nombre entier, ce fondement de la th6orie 
des grandeurs, et que l'on pourrait consid6rer dans les ensembles comme 
le moment l e  plus g6n6ral, cette notion, dis-je, est loin d'etre restrcinte 
aux syst6mes de points lin6aires; on peut bien plutSt la consid6rer comlne 
un attribut de tout ensemble bien d6fini, quelle que soit d'ailleurs la 
constitution de ses 616ments. 

Je dis qu'un ensemble d'6ldments appartenant g une sph6re abstraite 
quelconque, est bien ddfini quand, par suite du principe logique du troisi6me 
exclu,, on peut le consid6rer d6termin6 de telle iea~on que 1 ° un objet 
quelconque appartenant b~. cette sphere abstraite 6tant choisi, l'on puisse 
regarder comme intrins~quement d6termin6 s'il alapartient ou non au sys- 
t6me en question et que 2 ° deux objets appartenant b, l'ensemble 6tant 
donn6s l'on puisse regarder comme 4ntrins~quement d6termin6 s'ils sont 
egaux ou non, malgr6 les diff6rences qui peuvent se presenter dans la 
mani6re dont ils sont dorm,s. 

En fait, on ne pourra pas g6ndralement effectuer d'une mani6re sfire 
et pr6cise les d6terminations en question avec les mdthodes ou les moyens 
dont on dispose; mais lg n'est pas la question; il ne s'agit que de la 

d6termination intrins6que dont il faut tirer une d6termination actuelle 
(extrins6que) en perfectionnant les moyens auxiliaires, dans des cas concrets 

p • 

oh cela sera necessa~re. 
Pour 6claircir ceci, je rappelle la d~finition du syst6me de t ous l e s  

nombres alg6briques; on peut, sans aucun doute, le concevoir 6tre d6ter- 
mind intrins6quement si un hombre V choisi g volont6 appartient ou non 
aux hombres alg6briques; n6anmoins le probl6me qui consiste g trouver 
cette d6termination par rapport g un nombre donn6 72, est souvent, comme 
on le sait, un des plus difficiles; et c'est encore par exemple une question 
toujours ind6cise, et du plus haut int6r6t, de savoir si le hombre ~, qui 
exprime l e  rapport d e  la circonf6rence au diam6tre, est un nonlbre 
alg6brique, ou, comme c'est beaucoup plus vraisemblable, un nombre 
transcendant. Le m6me pro blame a ~t~ r6solu iI y a huit ans par M. 
CI-I. H1~I~MITE, pour le nombre fondamental e du syst5me naturel de loga- 
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rithmes, dans le traw/il remarquable: ))Stir la fonetion exponentielle)~, 
(Paris 1874); il y d~montre que le hombre e n'est racine d'aueune 6qua- 
l:ion alg~brique g coefficients rationnels entiers. 

Si l'on a un ensemble g6om6trique, dont les ~l~ments peuventt ~tre 
non seulement des points, mais des lignes, des surfaces ou des solides, et 
s i e e t  ensemble estt bien d~fini, la question de sa puissance se pr&ente 
encore imm6diatement, et eette puissance sera ou 6gale h. une des puis- 
sances que l'on rencontre dans des ensembles de points ou plus grande 
qtle toutes les.puissanees de ee genre. 

Pour ee qui eoneerne les syst&nes de points eompris dans des en- 
sembles eontinus de n dimensions, j'ai d6montr6 rigoureusementt (Journal 
de BOI¢CHARD'r, tt. 84:, p. 242) que leurs puissances sontt les m~.mes que 
eell,'s des ensembles lin~aires de points; ee fait peul: 6tre regard(;-eomlne 
une simple consequence du.th6or6me d6montr6 dans ee Journal, ett d'apr& 
lequel on peul: fairs eorrespondre 61~Inent par 616menl: un ensemble eontinu 
g n dimensions k un ensemble eontinu k une dimension el: par eons6quentt 
g u n  contin~tum lingaire droit; la question des diverses puissances dans les 
syst6mes de points peut done, sans rien perdre de sa g~n6ralit6, se poser 
seulement pour les syst~mes de points lin6aires, e0mme je l'ai fait remar- 
quer k la fin du travail eit6 tout "k l'heure. 

a'ai emprunt~ le mott: puissance, k a. ST~:INEI¢ qui ' l ' a  employ6 dans 
un sens tout g fair spdeial, mais eependantt toujours analogue, pour ex- 
primer que deux figures, si on les fait eorrespondre entre dies par 
projection, sont dans un rapport tel qu"X ehaque ~l&nent de l'une r~pond 
un 616ment de l'autre, el; un seulement; dans la iaotion absolue de puis- 
sance, que l'on rencontre iei, on maintient, il estt vrai, la relation r6eiproque 
g sens unique, mais on ne fait aueune restriction pour l a  loi de la eorres- 
pondanee, partieuli6rement en ee qui regarde la eontinuit6 et la diseontinuitd, 
en sorte qu'on attribue g deux systdmes la m~me puissance quand on 
peutt d'aprds une loi queleonque, ~tablir entre eux une eorrespondanee 
r6.eiproque g sens unique, et on  ~le peut leur attribuer la m6me puissance 
qu'g eette condition; quand les deux syst&nes song bien definis, on peutt 
regarder eomme intrins~quement d6termin6e la question de savoir s'ils ont 
m~me puissance ou non; mais la solution actuelle de cette question dans 
les cas concrets est souvent un des probl6mes les plus difficiles. Ce n'est 
qu'apr& bien des essais infructueux que j'ai pu r6ussir, il y a huit ans, 
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g lmde' " ~ d'un theoreme" ' d6montr6 d~ns le Journal de BORCHAm)T, t. 77, 
p. 260, et dans l'article I du prdsent travail, ~ prouver que le contimf~em 
lindaire n'a pas la mdme puissance que la s(~rie naturelle des nombres. 

La thSorie des ensembles ainsi con(;ue, (en ne eonsidgrant que ce qui 
est mathSmatique et en laissant de edt(~ provisoirement les autres sphdres 
abstraites), eomprend l'arithm5tique, la th~orie des fonctions et la ge~omd- 
trie; ces parties de la science sont ainsi ramendes gr£ce g la notion de 
puissance ~ une unit5 commune. Le continu et le diseontinu sont ainsi 
eonsid5rds a~t m~me point de vue e~ se trouvent ramendes "~ une com- 
mune mcsure. 

La plus peti te puissance que l'on puisse rencontrer gen4ralement 
dans des systSmes infinis, e. '~ d. eompos5s d'un hombre infini d'6l~ments, 
est la puissance de la s6rie des nombres entiers positifs rationnels; j 'ai 
nomm~ les ensembles de cette classe syst~mes qu'on peut compler g l'infini, 
ou simplcment systSmes d6nombrables; ce qui les caraetdrise, c'est qu'on 
peut les reprSsenter (de bien des mani~res) sous la forme d'une sSrie 
rSguliSre simplement infinie: 

-~1,  E ~ ,  . . . . .  E~ ,  . . . . .  , 

en sorte que chaque ~14ment du syst~me occupe une place ddtermin~e 
de la s4rie et que la sSrie ne renferme pas d'autres membres que les 
~l~inents du syst~me donn& 

Chaque partie infinie "d'un syst~me d4nombrable forme un nouveau 
syst~me qu'on peut dSnombrer ~ l'infini. 

Etant c}onn~ un syst~me fini ou infini mais d~nombrable de syst~mes 
(E), (E~), (E"), " , dont chaeun est respectivement d~nombrable, le 
systSme produit par la r4union de tousles ~ldments de (E), (E'), (E"), . . . . .  
jouira de la m4me propri4t~. 

Ces deux propositions simples et faciles b. prouver servent de base 
l'4tude des syst~mes dSnombrables. Aussi, l'on reconnait, comme je l'ai 

d~jg fait remarquer souvent, que tous les syst&nes donn~s sous la forme 
d'une s~rie n-tiplement infinie dont le terme g6nSml est E,,, ,~, . . . . .  ~. 
(off ~ ,  >2, . . . . .  ~- peuvent prendre, ind@endamment l 'un de .l'autre, 
toutes les wleurs  num~riques positives enti~res) sont  des syst~mes, suseep- 
tibles d'dtre d4nombrds, c. g d. qu'on peut les repr4senter sous la forme 
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de sSries simplement infinics; mais ~ cctte classe appartiennent aussi des 
syst~mes, dont le terme gOl~ral a la forme: 

oi~ # p e u t  aussi prendre toutes les valeurs num6riques positives entiSres; 
l 'ensemble de t ous l e s  hombres algSbriques est un exemple particuliSrement 
remarquablc de cette derniSre espece d'ensembles (V. J. de BOaCHARDT, 
t. 77, p. 258). ~ L'arithmStique et l'alg(~bre p%sentent une quantit~ innom- 
brable d'exemples de cette propriStS; toutefois la gSomStrie n'en offre 
pas en moindre quantitS. Le thdor~me suiva~It qui trouve plus d'une 
application 616gante dans h~ th~orie des hombres et dans celle des fonc- 
tions, pourra en fournir la preuve. 

Soit, darts un espace continu G~, de n dimensions, 6tendu ~ l'infini 
de tous c6t6s, un nombre i nfini d'ensembles partiels (a), continus,(~) de n 
dimensions, s6par6s l 'un de raut re  et ne se touehant tout au plus qu'k 
leurs limitcs; je dis que le syst6me (a) d'ensembles particls de cette esp6ce 
peut toujours ~tre d6nombr6. 

I1 faut remarquer qu'ici on ne fait aucune supposition sur le partage 
et sur la grandeur de l'espace total des ensembles a; leur ~t6ndue peut 
4tre aussi petite qu ' on  voudra, et ils pourront se rapprochcr ind~finiment 
de tout point de G. qui ne leur appartient pas; le th6or6me est sans 
aucune exception, pourvu seulement que chaque ensemble partiel a (tous 
les a ayant  n dimensions d'apr6s l'hypothdse) occupe un volume total 
d6termin6 (aussi petit que l'on voudra) e t ' q u e  lcs divers" a ne se ren- 
contrent tout au plus qu"~ leurs limites. 

On peut d6montrer ce th6ordme de la manidre suivante: Je suppose 
qu'au moyen de rayons vecteurs r6ciproques on transforlne l'espace infini, 

n dimensions G. en une figure tI,, i~ n dimensions comprise '~ l ' interieur 
d'un espace infini Gn+l de n q - 1  dimensions, oh H~ est d6termin~ de 
telle sorte que ses points sont tous '~ une distance 1 d'un point fixe 
dc l'es'pace G~+~. (Pour le cas n = 1 ee sera un cercle de rayon 1; 
pour le c a s n  = 2, une sph6re de rayon 1). A chaque ensemble partiel 
a de G n i~ n dimensions correspond un ensemble partiel b de H ,  h, n 

(1) Pour chaque figure continue on consid~re Comme eu faisant partie les points qui 
lui servent de limite. 
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dimensions, et d'~tendue d6termin6e; si maintenant on peut d6montrer 
pour le syst6me (b) la propri6t6 de pouvoir ~tre d6nombr6, on en ddduira, 
k cause de la correspondance r6ciproque k sens unique, la m~me propri6td 
pour le syst6me (a). 

Le syst6me (b) est susceptible d'dtre ddnombrd parce que  le hombre 
des ensembles b, qui d'apr6s leur dtendue sont plus grands qu'un nombre 
T donn6 k volont6, est n6cessairement fini; car leur somme est plus petite 
que le nombre 

n-kl 

2~r ~ 

c. k d. plus petite que l'6tendue de la figure Ha, dans laquelle les b 
sont tous compris; i l  suit de l'~ que 1'o n peu t  ordonner les ensembles b, 
d'apr+s la grandeur de leur 6tendue, en une s6rie simplement infinie, en 
sorte que les plus petits suivent les  plus grands et finisscnt par devenir 
infiniment petits. 

Le cas n ----- 1 donne lieu au thSorSme suivant, qui est essentiel pour 
le ~]6veloppement de la thdorie des ensembles lin~aires de points: Tout 
ensemble d'intervalles (a . . . . .  fl) distincts, ne se rencontrant tout au plus 
qu'k leurs points extrSmes, et situ6s sur une ligne droite indSfinie, est 
ndcessairement un ensemble susceptible d'etre d6nombr6; la m~me chose 
est done vraie aussi pour le systSme des points extr4mes a et fl, mais ne 
rest pas toujours pour le dSriv6" du dernier ensemble de points. 

Dans le cas n ~ 2, ce thgor~me montre que ron peut d5nombrer 
t o u t  ensemble de surfaces particlles distinctes, ne se rencontrant tout au 
plus qu'k leurs limites, et situ~es dans un plan inddfini; c e  cas paralt 
avoir de l'importance dans la thSorie des fonctions de variables complexes. 
Je remarque en m~me temps qu'il n'est pas difficile d'dtendre ce th6or~me 
aux ensembles de surfaces partielles distinctes situdes sur une surface qui 
recouvre le plan un nombre fini ou infini de lois. 

Quant aux ensembles de points susceptibles d'dtre d~nombr4s, ils 
pr6sentent un ph6nom+ne remarquable que je voudrais faire connaltre 
dans ce qui va suivre. Consid4rons un syst+me de points quelconque (M) 
condensd dans toute l'6tendue d 'un  ensemble continu G~ ~t n dimensions, 
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et jouissant de la propri6t6 de pouvoir 4tre d6nombr6, en sorte qu'on 
peut repr6senter les points a:ppartenant g (M) sous forme de  s6rie: 

. . . . .  l u g ,  . . . . .  ; 

prenons comme exemple, dans notre espace ~ trois dimensions, le systSme 
de tous les points d o n t  les coordonn4es, par rapport ~ un systSme ortho- 
gon.al de coordonnSes x, y, z, sont routes trois des nombres alg6briques. 
Imaginons le syst~me d6nombrable de points (M), enlev5 de l'ensemble G~ 
et desl~nons par A l'ensemble qui reste alors; nous avons ce t.h~or~me 
remarquable, que: pour n ~  2 1'ensemble A ne cesse pas d'etre continu 
et connexe; en d'autres termes, que: deux points quelconques N et N'  
de l'ensemble A peuvent toujours ~tre %unis par une ligne continue qui 
appartient, avec tous ses points, g l'ensemble A, en sorte qu'elle ne contient 
pas u n  seul p0!nt du systSme (M). 

I1 suffit de reconnaitre la vdritd de ce thdo%me pour le casn  = 2; 
sa dSmonstration repose essentiellement sur le th~orSme dSmontrd dans 
l'art. I, que: si on a une s~rie %guli~re quelconque de grandeurs %elles: 

U 1 , U 2 , . . . . .  U v ,  . . . . .  , 

(parmi lesquelles il peut y en avoir qui soient 5gales, ce qui 5videmment 
ne change rien au th6or&ne), on peut trouver dans chaque intervalle 
(a . . . . .  fl) donnd arbitrairement, et si petit qu'on le suppose, des gran- 
deurs rdelles v, qui ne se p%sentent pas dans cette sSrie. 

Soit en effet G' 2 unepor t ion  continue quelconque du plan indSfini; 
prenons" dans G' 2 le syst6me de points (M) suppos6 ddnombrable et con. 
dens6 dans toute l'6tendue de G'~; soient enfin N e t  N' deux points quel- 
conques de la portion continue G'~, n'appartenant pas au systdme (M) et 
que nous relions d'abord Fun i~ l 'autre.par unc ligne continue 1 comprise 
dans l'intdrieur de G'2, sans nous inqui6ter des points (M); il faut montrer 
maintenant que la ligne 1 peut (~tre rcmplac6e par une autre ligne con- 
tinue l', qui relie aussi l 'un g l'autre les points N st N', qui est aussi 
comprise dans les limltcs de G'~, mais qui ne contient pas un seuI point 
du syst~me (M). 

En g~n6ral il y aura sur 1 un nombrc infini de" points du syst~me 
(M), en tout cas ils forment sur cette ligne une pattie de (M), par 
consgquent aussi un syst?~me susceptible d'Stre d~nombr& 
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. . . .  Par su i t e  du th6or6me d'arithm6tique qui Wient d'dtre mentionn6, il 
y a done d a n s  chaque interval le  de la ligne l, si p e t i t  qu'il soit, des 
points qui n 'appart iennent pas b~ (21//). Consid6rons un nombre fini N i ,  

'N2, -Nxi de ces points de la ligne l, tels que les segments de droites 
N N 1 ,  N~N~, . . . . .  NxN'  soient aussi  comprises en entier dans l ' int6rieur 
de G'2..: On peu t  toujours, remplacer ces segments par des •arcs de cercle 
a y a n t  les m~mes poinfs extr6mes, compris aussi dans les limitcs de G'~, 
ne renfermant pas u n s e u l  point du ~yst6me ( . M ) e t  formant, par leur 

r6union,  u n e  ligne continue l '  ayant  les caract6res ddcri ts  plus haut. 
I1 suffira de d6montrer cette proposition pour u n  des segments, par 

exemple  pour le premier  N N  1. 
Les: cercles qui passent par  les points N e t  N 1 forment un gr0upe 

continu, simplement in f in i ;  leurs centres: sont  sur une droite d6termin6e 
y; ddterminons l a  position d'un de ces centres par sa distance u ~ un 
point fixe 0 de la droite g, cette distance 6rant affect6e' d'un signe; on 
peut alors en t o u t  cas faire varier u dans un interva;lle ( a . . .  fl) tel 
que, p o u r  chaque cercle correspondant h u n  de ces u, un des deux arcs 
de cercle q.ui relient N e t  5 r se trouve tout entier dana l'ensemble G'~. 

Les centres des cercles de notre groupe qui passent par les points: 

. . . . .  

du syst6me M, forment sur la droite y u n  systhme de points susceptible 
d'(~tre d6nombr6: . . . .  

P 1 ,  . . . .  . . . . .  , 

les valeurs corrcspondantes de u ~tant: : 

g l  ~ U2 ~ U~ ~ • . . . .  

S! on prendla lors  dans i ' intervalle (a, fl) un  hombre: v qui ne 
s o i t  6ga l  k aucun u~ . (ce:qu on peut touj0urs f a i r e  d'apr6s le th6or6me 
cit6), o n  obtient~ en faisant:u ~- v, un  cerele du groupe, s u r l a  circonf6rence 
duquel ne s e t r o u v e  pas un seul  ~pointl du sys.t6me (M) e t qui ,  cause 
de: a < v < /? ,  nous pr6sent, e un arc de cerele reliant :les -points N . e t / ~  

d a n s  les  conditior~s demanddes. ~ = : . . :  :: : :~. : 
• I1 est d o n e  d6montr6: q u e ,  6 tan t  donn6s deux p o i n t s  quelconque s ~:N 

e t  N' de l 'ensemble A',  qui reste d e  1'ensemble G'i apr<'=~s qu'on e n  a 
A c t a  m a t h e m a t i c a .  2. lmprim~ 18 Jutllet; 1883. 47 
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enlev~ un syst~me de points (M) c0ndens4 daus toute son ~tendue et 
susceptible d'Stre ddnombr5, on peut relier ces deux points par utaecourbe 
continue l' composSe d'un hombre fini d'arcs de cercle, c t  appartenant 
avec tous ses points k l'ensemble A', c. k d. ne contenant pas un seul 
point du systgme (M). 

Du reste on pourrait aussi, p a r  le m4me moyen; relier les points N 
et N' par une ligne continue se d4veloppant d'apr~s une loi analytique 
unique, e'~ comprise tout entiSre daBs l'ensemble A'. 

A c e s  th4or~mes se rattachent des consid4rations sur la nature :de 
respace r4el b. trois dimensions qui doit servir de base k la description 
et '~ l'explication des ph6nom~nes qui se pr~sentent daBs le monde rgel. 
On salt que cet espace, soit k cause des formes qui s'y rencontrent, soit 
surtout k cause des mouvements qui y ont lieu, est consid(!r~ comme 
g~ndralement continu. D'apr~s les travaux publi5s en  m~me temps, mais 
ind4pendants l'un de l'autre, de DEDEKIND (V. l'opuscule: La continuit~ et 
les hombres irrationnels, R. DEDEKIND, BRUNSWICK, 1872) et de rauteur,  
cette derniSre supposition consiste seulement en ce que tout point, dont 
les coordonn~es x, y, z par rapport k un syst~me de coordonm~es rectangu- 
laire sont fournies par des hombres rgels ddterminSs quelconques, ration- 
nels ou irrationnels, est consid6r6 comme appartenant r~ellement k l'espace; 
il n'y a k cela aucune ndcessitd intrinsSque et il n'y faut voir qu'une 
construction arbitraire, quoique ldgitime. L'hypoth~se de la continuit6 
de respace n'est doric rien autre chose que la supposition, arbitraire en 
elle-mSme, de la correspondance compldte, r4ciproque et b~ sens unique 
entre le continu purement arithmdtique k trois dimensions (x, y, z) et 
l'espace qui sert de base au monde des phdnom~nes. 

Nous pouvons facilelnent par la pensde faire abstraction d e  points 
isol6s de l'espace, m~me quand ils sont condensSs daBs toute une 5tendue, 
et aboutir k la notion d'un espace discontinu k trois dimensions A, daBs 
l e s  conditions d6erites plus haut. Quant k la question qui se prdsente 
alors, de savoir si on peut aussi imaginer un mouvement continu daBs 
des espaces ainsi discontinus, il faut, d'apr~s ce q u i  prdc~de, y r~pondre 
affirmativement, 'et d'une mani~re absolue; car nous avons montr6 qu'on 
peut relier deux points quelconques d'une figure A par Un hombre infini 
de lignes :continues parfaitement reguli~res. On arrive donck cette cons6.- 
qUence remarquable qu'on ne peut  rlen conclure imm4diatement, du setil 
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fait du mouvement continu, pour la continuit(; g(~n~rale de l'cspace ~ trois 
dimensions, tel qu'on l'a eon~u pour expliquer les phSnom(~nes du mouve- 
ment. On peut done entreprendre l'essai" d'une m~eanique modifiSe, 
applicable aux  espaees de la m~me nature que A: grace aux r6sultats 
de ees reeherehes, que l'on eomparera avee les faits, on arrivera peut-(~tre 

obtenir des points d'appui rSels pour l'hypoth(~se de la eontinuite g~nd- 
rale de l'espaee, tel qu'on le eon~oit dans la pratique. 

Berlin, le 31 Mars 1882. 



SUR LES ENSEMBLES INFINIS ET LINI~AIRES 

DE POINTS 

I'AI¢ 

G. C A N T O R  
H A L L E  a. S.  

I V .  

( T r a d u c t i o n  d ' u n  m~moi~-e  p u b l i 6  d a n s  les  A n n a l e s .  m a t h ~ m a t i q u e s  

de  Le ip s i c ,  t. XXI ,  p. ~1.} 

Nous avons maintcnant ~ 6noneer et '~ dSmontrer divers th6orSmes 
nouveaux qui se rattachent aux d6veloppements donn6s pr6c(~demment, et 
qui sont ~ la lois int6i~essants en eux-mSmes et utiles pour la th6orie des 
fonctions. Nous nous servirons de la notation suivante. 

Soient plusieurs ensembles de points />1, P2, P ~ , ' "  qui n'ont deux 
deux aucun point commun, et P le systSme.r6sultant de leur r6union, nous 
ehoisirons, au lieu des formules employ6es pl.us trout, It. XVII, p. 355), 
la formule plus commode: 

P--I~ +P~ +P~ + . . . . .  

Et par cons6quent, Q 6tant un ensemble eontenu dans P et R le syst~me 
qui reste quand on enldve 0 de P, on pourrait 6erire: 

R ~ P - -  Q. 

Un syst~me de points Q, que nous nous repr6sentons dans un espace 
eontinu h n dimensions, peut 5tre dans des conditions telles qu'aucun des 
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points qui lui appartiennent ne soit en mdme temps u n  point-limite; 
nous donnerons g e e  syst6me, pour lequel 

~ ( 0 ,  O') - 0, 

le nom de syst6me de points isol& Si l'on a un syst6me de points quel '  
eonque non isol6 1; on peut en tirer u n  syst&ne isol6 Q, en enlevant d e  
P le syst&ne 5~(P, P'). 

On .a  done: 

e t  par eons6quent: 

0 = P -- 9(P; P') 

v -  o + r~(v, v,).  " 

Tout ensemble de points peut done dtre compos6 d'un ensemble isol6 
Q et d ' un  autre ensemble R, qui est diviseur de l'ensemble d6riv6 P'. 
Si nous remarquons ensuite, ee qui a d6jk 6t6 signald souvent, que ehaque 
d6riv6 sup6rieur d'un systeme P e s t  eontenu dans le d6riv6 prdeddent, 
nous voyons que: 

p ,  p , ,  p , ,  ~ p , , ,  p(~) p(vj-1) 
" - -  ) ) " ' ~ "  , " * ' "  • 

sont tous des syst&nes isol6s. . 
Mais o n a  les d6compositions, tr&-importantes pour ee qui doit suivre: 

"< 

e , - ( e , _  _v,,) + (p,, e,,,) + ....... + (p~.~-l)__ p(.!) + p(,,, 

et 

= ( p , ,  p,,,) + . .  ( e ! ~ - ,  v ( ~ ) ) p c o , .  p ' =  ( P ' - -  P " ) +  . . .  + + k l 'infini + 

Maintenant le thgor6me suivant est v ra i  pour les syst6mes de points 
isol6s: 

Thdorbme I.  Tout ensemble de points isol6 peut dtre ddnombrd, et 
appartient par cons6quent ~ la premi6re classe. 

D6mons~ration. Soient Q un system e de points isol6 quelconquc 
compris dans un espace ~ n dimensions, q un point de ce syst6me, q', 
q", q ' " .  . . . .  les autres points de Q .  

Les distances qq', qq", qq'", o n t  une limite inf6rieure, que je 
ddsigne par p l  
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Soient de m6me p' la limite inf6rieure des distances q'q, q'q", q'q'", . . . . .  ,p"  

la limite infdrieure des distances q"q, q,'q', q"q'", . . . . .  etc. 
Toutes ces grandeurs p, p', p", p " ' .  . . . .  sont distinctes de z6ro, parce . 

que Q est un ensemble isol6. 
Qu'on trace, a~zec q comme centre, la figure 'k ( n - - 1 )  dimensions, 

dont les points sont "k la distance p de q; cette figure borne une sph6re 

pleine k n dimensions, que nous d6signerons par K .  Qu'on forme de 
rn6me une sph6re pleine K'  ayant pour centre le point ~' et podr rayon 
O t  " I 

une sphere pleine K" ayant pour centre le point q" et pour rayon p'' , ~-, etc. 

I1 est maintenant essentiel de remarquer que deux quelconques de  
ces sph6res pleines, par ex, K et K'  peuvent tout au plus ~tre tangentes 
entre dies, mais sont d'ailleurs compl6tement ext6rieures l'une k l'autre. 

Cela d6rive de ce que, d'apr6s la d6finition des grandeurs p e t  p', 

elles Sont plus petites que qq---~' ou 6gales ~ qq', et que par cons6quent les 

rayons p P' 2' 2 des deux sph6res K et K'  ne sont pas p lus  grands que la 

moitid de la ligne des centre's qq'. 
Par cons6quent les sph6res pleines K,  K ' ,  . . . . .  forment un ensemble 

de portions, ext6rieures l'une k l'autre e t  b~ n dimensions, de respace k n 
dimensions que nous avons pris pour base; mais un ensemble de cette 
esp6ce peut toujours dtre d6nombr6, comme on l'a d6montr6 t. XX, p. 117. 
Par cons6ituent les centres q, q', q", . . . . .  forment aussi un syst6me suscep- 
tible d'etre d6nolnbr6, c. ~ d. que 0 peut ~tre ddnombr6. 

Nous pouvons maintenant 6noncer les th6or61nes suivants. 
T h d o r O m e  1 L  Si le ddriv6 P '  d'un ensemble de points P peut dtre 

d6nombrd, P jouit aussi de la m~me propri6t6. 
Ddmonstrafion. Qu'on d6signe par R le plus grand commun diviseur 

de P e t  de  P', en sorte que: 

R = P')  

et qu'on pose: 

P - - / ~ - -  O. 

O e s t  alors, eomme nous l'nvons vu plus haut, un ensemble isol6, et 
par eons6quent susceptible d'etre d6nombr6 d'apr+s le  th6or+me I. 
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R jouit de la m6me prqpri6t6, comme 616ment .constitutif du syst6Ine 
P', susceptible d'6tre d6nombr6, d'aprSs l'hypoth6se. 

La r6union de deux systemes susceptibles d'6tre d6nombr6s donne 
toujours lieu ~ "un nouveau syst6me -qu'on peut 6galement d6nombrer; 
par  cons6quent P - - 0  + R e s t  susceptible d'e'tre d6nombr6. 

T h 6 o r ~ m e  II_r. Tout ensemble du premier genre et de la n ~me 

esp6ce peut 6tre ddnombr6. 
1~ ~° D6mons~ration. Le th6or6me est 6vident pour les syst6mes de 

points d'esp&ce 0 qu! sont 6videmment des syst&mes de points isolds. Mais 
nous allons d6velopper complStement l'induction, e n supposant le th6or6me 
vrai pour les syst~mes de points de 0 ~m°, de 1 ~°, de 2 ~m°, . . . . .  de 
( n - - 1 )  ~m° esp6ce, et nous allons montrer, avec cette hypoth6se, qu'il est 
vrai aussi pour les systb~mes de points de la #too esp6ee. 

Soit P u n  syst6me de points de la n ~° esp6ce, P! sera de la (n - -  l) ~m° 
espSce; P' est donc susceptible d'6tre d6nombr6, d'apr6s l'hypothbse, et 
par cons6quent P l'est aussi d apres le th6or6me II. 

2 ° D6monstra¢ion. P 6rant un syst6me de points de la n ~me esp6ce, 
P(') sera de ' ' ' " . " lespece 0, e t  par cons6quent un systeme de points lsole. 

On a alors: 

p , _  (p,__ p,,) + (p, ,__ p,,,) + . . . . .  + (p(n-1) -  p(n)) + p(,). 

Tousles 616ments du e6t6 droit (P' - - P " ) ( P " - -  P"'), . . . . .  (P("-~' P(")) 
et P(") sont des ensembles isolds, par eons6quent tous susceptibles d'6tre 
d6nombr6 d'apr6s ~ le th6or6me I; le syst6me P' form6 par leur r6mfion , 
est donc susceptible d'6tre d6nombr6 et, d'apr6s le th6or6me iI,  P 'le 
sera aussi. 

Thdov%me I V .  Tout  syst6me de points du deuxi6me genre, pour 
lequel P(o) est susceptible d'gtre d6nombr6, jouit aussi de la mgme propridt6. 

La ddmonstration -de ce th6or6me ressort de la ddcomposition suiwnte: 

=P' - -  (P' - -  P") + . . . . .  + (P(~-'2 --" P(~)) + ~ l! infinl + / ' ( %  

En effet eomme tous les 616ments de droi te  s o n t  susceptibles d!gtre 
ddnombr6s e t  que l'ensemble de ces 616ments es~ de la premmre" pmssanee," 
on tire de 1~ pour P' et d'apr6s le thdor6me 'II pour P, la . . . . . . .  ~proprm~e de 
pouvoir ~tre ddnontbr6. 
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Si on :dSsigne par  a un quelconque ¢.les symboles d'infini introduits 
t. XVII  p. 357, on a le th6orSme plus g6ndral: 

: T h d o r b , m e  V .  Tout  systeme de points P du deuxmme genre pour 
lequel p(~./est susceptible d'6tre d6nombr6, jouit aussi de la m6me propri6t6. 

Ce th6or6me se d6montre, ~ l ' a ide  de l 'induction c0mpl6te, comme 
les :' ' theoremes . l l I  et IV. 

O n  peut  aussi formuler les derniers th6or6mes de la ' "' mamere suivante: 
P 6tant on:' systeme d e  points non-susceptible d'6tre dgnombr6, P(~) 

ne l e  sera pus non plus, soit que a soit un nombre entier fin:i, o u  un 
des symboles d'infini. " " 

Dans leurs  t r avaux  s u r  e e r t a i n e s  ' . . . . .  ' ' gener'dlsatlons de theoremes du 
calcul  integral, M.M. pc  BOiS-REVMOND et HAICNACK emploient des systbmes 
de point s lindairds que l'on peut renfermer dans un nombre fini d ' inter-  
valles, en sorte que la somme de tous lea intervalles est plus petite qu'une 
grandeur donn6e i~ v o l o n t 6 ,  : 

Pour qu un systeme de points lin6aire jouisse de cette propri6t6, il 
faut  6videmment qu'il ne soit condens6 dans route l '6tendue d 'aucun inter- 
valle, si pe t i t .qu ' i l  soit; cependant eette derniSre condition ne parait  pas 
suffisante pour qu'un syst~me de points soit tel que nous venona de le 
dire. En revanche nous pouvons d6montrer le th6orSme suivnnt. 

Th~oe~me  VI.  Un systSme de points lin6aire P contenu duns un 
intervalle (a, b) 6tant eonatitu6 de telle sorte q u e  son ensemble d6riv5 
P '  soit susceptible d'6tre d6nombr6, on peu t  toujours renfermer P dana 
tin hombre fini d ' in terwl les ,  la somme de ces in terwl les  6tant aussi petite 
que l'on voudra, 

Dana la d6monstrati0n qui va suivre nous nous servirons des th6o- 
r6mes auxiiiaires ci-dessous, dont le premier expr ime une propri6t6 connue 
des fonctions continues, e t  les deux autres sont le r6sul tat  de nos consi- 
d6rations pr6c6dentes, 

- i 

Thdo~'~me a u x i l i a i r e  I .  Une fonctlon continue 9~(x) donn6e dans 
un. in te rwl le  (c, d) de la variable c0ntinue x ,  et nyant  ~ aes limites des 
valeurs in6gales 9 (c) et  9,(d), prend une lois au moins une valeur y com- 
prise entre les l imi tes  ~ ( c ) e t  9~(d). . . . .  

T h d o r b m e  auvcitiai~*e I I .  Un nombre :infini d'intervhlles,: dans ~une 
droite infinie,: ext6rieurs :Fun ~ l 'autre, et ne se rencontrant: t ou t - au  plus 
qu'~ leurs limites, est toujours susceptible d'6tre d6nombr6. 
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T h d o r ~ m e  a u x i l i a i r e  I l i .  Si l'on a un ensemble de grandeurs, 
qu i est de la premi6re puissance: 

U I ~  g 2  ~ . . . . .  Uv ~ . . . . .  

on peut, dans tout intervalle proposal, trouver une grandem" v qui ne se 
rencontre pas parmi ces grandeurs. 

I)dmonstration du thdor~me ¥I. Prenons , pour simplifier, l'intervalle 
(a, b), qui comprend P, de sorte que a == 0, b = 1; on peut facilement, 
par une transformation, ramener le cas gd~ndrM "~ ce cas particulier. P 
se trouve done dans l'intervalle (0, 1); la m~me chose est dvidemment 
vraie pour  P '  et pour le syst6me produit par la r6union des points de 
P e t  P '  et que nous d6signerons par Q. 

On a: 
Q -  v (p, F ) .  

Nous de. lgnons ensuite par R le systeme de points compris dans 
l'intervaile (0, 1) et qui est c0nstitu6 par les points restants dans cet 
interwlle apr6s qu'on en a enlevd le syst6me Q, en sorte que: 

( 1 )  (0, 1 ) -  q + /3. 

De ce que le syst6me /)' est susceptible d'etre d6nombrd, eomme on 
l'a suppos6, on tire d'abord les conclusions suivantes: 

1. P e s t  aussi susceptible d'6tre d6nombr6, d'apr6s le thdor6me II, 
par cons6quent il en eat de m6me de Q. 

2. 19 et par cons6quent P '  ne son t  condens6s dans route l'dtendue 
d'aucun intervalle; car si P dtait condens6 dans route l'6tendue de l'inter- 
valle (i, k), tous les points de cet intervalle appartiendraient ~ P '  et, 
d'apr6s le th6ordme auxiliaire III, P '  ne pourrait pas ~tre d6nombr& 
Par cons6quent Q n'est eondens6 da.ns toute l '6tendue d'aucun intervalle. 
Les valeurs des coordonn6es, qui correspondent aux points du syst6me Q, 
susceptible d'gtre d6nombrd, peuvent dtre appeldes 

(2) u , ,  . . . . .  . . . . .  

Si maintenant nous consid6rons le syst6me /~., on peut montrer que 
les valeurs des coordonn6es correspondant ~ ses points sont situfes respec- 
tivement dans l'int6rieur d'une s6rie infinie d'intervalles: 

Aeta mathematiea. 2. Imprim6 19 J'uillet 1883. 4~ 
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(8) ( C , ,  d , ) ,  ( c : ,  . . . . .  . . . . .  

ext6rieurs r u n  ~ l 'autre et compris dans  l ' intervalle (0, 1). Comme les 
valeurs int6rieures ~ ces intervalles appartiennent seules ~ des points du 
syst6me R, il r6sulte de la relation (1) que les limites c, et d~ de ces 
intervalles correspondent k d e s  points du syst6me Q, et par consdquent se 
pr6sentent dans la s6rie (2)~ 

En effet, soit r un point de R, les points de Q ne peuvent pas se 
rapprocher ~ l'infini de r, parce qu 'autrement  r serait point-limite de P 
et par cons6quent appartiendrait  ~ Q. ]1 doit maintenant  y avoir h gauche 
de r u n  point c et ~ droi te  de r u n  point d, tels qu'aucun point de Q 
ne se trouve dans l ' intervalle (c, d) et que par co.ntre il y ait en dehors 
de cet intervalle, des points de Q aussi rapproch6s qu'on le voudra de c 
et de d, au cas oh c et d ne sont pas des points isol6s de Q; mais comme 
chaque poin t - l imi te  de Q appartient .~ Q, c et d, m6me dans le dernier 
cas, appart iennent aussi k Q. Les intervalles en hombre infini (c, d), ainsi 
obtenus, sont tous, 6videmment, ext6rieurs l 'un ~ l 'autre et forment par 
consdquent, d'apr6s le th6or6me auxiliaire II, un syst6me susceptible d'etre 
d6nombr6 (3), ce qu'il fallait  d6montrer. 

Puisque nous supposons c~ < d,, la grandeur de l ' intervalle (c,, d,) est: 

La somme, de toutes ces grandeurs d'intervalles s'appellera ~, en 
sorte que : 

(4) = 

On volt a priori que ~r~ 1, parce que les intervalles sont tous 
ext6rieurs l 'un h l 'autre et sont contenus dans l ' intervalle (0, l). Si nous 
pouvions  prouver que a ~ l, notre th6or6me VI serait d6montr6, comme 
on peut s'en convaincre par une considdration tr6s-simple se rat tachant  
au sens des intervalles (c~, d~). 

Toute notre d6monstration se r6duit donc k prouver que l 'hypoth6se 
< 1 condu i t  k une contradiction. 

Pour cela nous d6finissons, pour 0 < x ~ 1, une fonction f(x) comme 
il suit: Qu'on additionne les grandeurs de t o u s l e s  intervalles (c,, d,), 
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tant  que ces intervalles tombent  dans les limltes de l ' intervalle (0, x) et 
qu'on pose cette somme ~ f(x). (On convient de ne prendre dans cctte 
somme, d'un intervalle (c~, d~) qui se trouve, en partie, en dehors de 
(0, x), que la par t ie  correspondante qui tombe dans les limites de (0, x).) 

On a 6videmment: 

f(1) ----- a. 

Si de plus on 6tabiit  que  f ( 0 ) =  0, il s'ensuit facilemen~ q u e  f(x) 
cst une fonction continue de x pour 0 ~'x_< 1. 

En effet de la d6finition d e  f(x) il r6sulte imm6diatement que, x et 
x -[- h 6tant d e u x  valeurs distinctes de l ' intervalle (0, 1), on a pour des 
valeurs positives de h: 

>0 f(x + h) " f ( x )  < ]~. . 

De lg on conclut la continuit6 de f(x). 
On voit alors aussitSt, en revenant ~ la d6finition de f(x), que,  si x 

et x + h sont deux valeurs distinctes d'un seul et m~me intervalle partiel 
( c .  o n  a :  

f(x + h ) -  f(x) : h, 
par eons6quent aussi: 

(x + h ) - / ( x  + h )=  x -  f(x). 

Si donc on introduit  la fonction 

= x -  

F(x) sera aussi une fonetion continue de x qui change sa.ns diminuer de 
0 h 1 - - 6 ,  si x croit  de 0 ~ !. Ce changement se fait de telle fa$on 
que, dans les limites d 'un des intervalles partiels (c,, d~), la fonction 
continue F(x) conserve une valeur constante.  

De 1'~ r6sulte pour la fonct ion F(x) cette propri6t6 que: routes les 
~valeurs qu'elle prend sont 6puis6es par la s6rie de valeurs:  

(5) ~(~1), ~(~),  . . . . .  ~(~), . . . . .  

En efi'et x peut ~tre 6gal6 ~ une des valeurs u, e t  dans ce cas 
n o u s  aVOllS "- 
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, = 

Ou bicn x est une valour comprise dans un des interwdles (c~, d~); dans 
ce cas, ~ cause de la constance de ~(x) dans un de ces interwdles, nous 
avons: 

= = 

Mais maintenant ,  comme nous l'avons vu plus haut, les valeurs c., 
.et d., appartiennent 6ga!ement h. la s6rie (2), on a par exemple: 

C~ " ~  U),. 

Par cons6quent on a aussi dans ce cas: 

= 

La s6rie (5) comprend done toutes les valeurs que peut prendre 
g6n6ralcment F(x). 

Le systSme de valeurs, que peut prendre la fonction continue iD(x), 
est par cons6quent susceptible d'6tre d&lombr& 

Si maintenant a < 1, et par suite 1 - - a  distinct de z6ro, la fonction 
c o n t i n u e  ~(x), d'apr~s le th6orSme auxiliaire I prendrait au moins une 
lois route valeur y entre 0 et 1 -  6. Par cons6quent, dans la sdrie (5) 
qui 5puise routes les valeurs prises par la fonction F(x), comme on vient 
de le montrer,  on trouverait tous les nombres possibles de l ' intervalle 
(0, i - - a ) ,  ce qui est en contradictiofi avec le th6orSme auxiliaire III. 
I1 ne reste done que l'hypothSse 6 ~ l, ce qu'il fallait d6montrer. 

Hartzbourg, 1 °r Septembre 1882. 


