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§1, 

Dans l'exposition de mrs recherches sur la th4orie des ensembles, 
je suis maintenant arriv4 '~ un point oh il me faut dSvel6pper une 

"gdn~ralisation de la notion de  nombre cntier r4el, et ce ddveloppcment 
m'entraine dans une direction oh personne, g ma connaissance, ne s'est 
engag& jusqu'~ present. 

Je me trouve contraint de d~velopper cette notion de hombre au 
point que je pourrais "~ peine, sans cela, avancer dans la th~orie des 
,ensembles; que cette n~cessit~ off je me trouve plac~ me serve de justifica- 
tion ou d'excuse, si cela 4tait ndcessaire, pour avoir introduit dans mon 
travail un ordre d'id~es qui y paralt 4tranger. Car il s'agit de d4#elopper 
cette notion dans le but de continuer la s~rie des hombres entiers r~els 
au-delk de l'infini; si hardie que paraisse cette tentative, je puis exprimer 
non-seulement l'espoir, mais la ferme conviction qu'avec l e  temps on 
consid~rera ce d~veloppement comme tr~s-simple, tr~s-naturelle et parfaite- 
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ment accessible. En m~me temps je ne me dissimule pas cependant que 
par cette entreprise, je me mets en contradiction ,dans une certaine mesure, 
avec les idles g~nSralement r~pondues sur l'infini mathSmatique et avec 
les opinions qu'on a souvent dSfendues sur l'essence de la grandeur 

• • 

numerlque. 
Pour ce qui concerne l'infini mathOnatique, dans la mesure off jusqu'~ 

present, il u pu ~tre employ~ l~gitimement dans la science et contribuer 
ses progr~s, il me semble qu'il se pr~sente en prcmiSre ligne dans le 

sens d'un9 grandeur variable, croissant au-del~ de tbute limite ou d4crois- 
sant autant que ron voudra, mais restant toujours t~nic. Je donne ~ cet 
infini le nora d'infini improprement dit. 

Mais dans ces derniers temps il s'est form~, soit dans la g~om~trie, 
soit particuli~rement dans la th~orie des fonctions, un nouveau genre de 
notions d'~nfini, tout aussi 14gitimes; ainsi, d'aprSs ces notions nouvelles, 
dans la recherche d'une fonction analytique d'une grandeur complexc 
variable, rusage s'est impos~ gSn~ralement de se rCprSsenter, dan s le plan 
qui repr4sente la variable complexe, un point unique situ~ dans l'infini, 
c. ~ d. infiniment (~loign(~, mais n~anmoins dStermin4, et d'examiner la 
mani~re dont se comporte la fonction dans le voisinage de ce point absolu- 
ment comme dans le voisinage d'un autre point quelconque; on volt alors 
que la fonction dans le voisinage du point infiniment 41oignd, se comporte 
pr~cisSment de la mdme maniSre que s'il s'agissait de tout autre point 
placd dans le fini, en sorte qu'on est pleinement autoris5 p a r  l~ ~ se 
reprSsenter l'infini, dans ce cas, comme transport5 sur un point tout '~ fait 
d5termin4. 

Quand l'infini se pr~sente sous une formc ainsi dSterminSe, je l'appelle 
infini pro_prement dit. 

Pour comprendre ce qui va suivre, distinguons bien ces deux formes 
sous lesquelles s'est pr4sent~ l'infini math~matique et sous lesquelles il a 
contribu4 aux plus grands progrSs dans la gdomStrie, dans l'analyse, et 
dans la physique mathOnatique. 

Sous sa premiSre forme d'infini improprement dit, il se pr4sente comme 
un fini variable; sous sa seconde forme que j'appelle l'infini proprement 
dit, il se pr~sente comme un infini absolument d~termin4. Les hombres 
r4els entiers infinis que je d~finirai dans la suite et auxquels j'ai (~t5 
amen5 il y a dSj~ de longues armies, sans m'Stre assur~ d'y trouvcr des 
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nombres concrets ~ sens r 6 e l , ( 1 ) n ' o n t  absolument  r i e n  de commun avec 

la premi6re de ces deux formes, l'infini improprement  dit; ils ont au 
contrair e le  m~me caractdre de ddtermination que nous trouvons, dans l a  
th6orie des fonctions analytiques , pour le point inf iniment  61oign6; ils 

appartiennent donc aux formes et aux affections de l'infini proprement 
dit. Mais tant que le po in t  reste isol6 dans rinfini du plan de nombres 
complexes en face de tous les points qui sont darts l e  fini, nous obtenons 
non-seulement un nombre entier infini, mais une suite infinie de ces 
nombres bien distincts les uns des autres et ayant, soit en t r e  eux, soit 
avec les hombres entiers finis, des rapports r6guliers . . . . .  

Ces rapports ne sont: gu6re de ceux que l 'on peut, au fond, ramener  
h des rapports de hombres finis e n t r e  eux; ce phdnom6ne a lieu sans 
doute, mais il ne se pr6sente fr6quemment que dans les degr6s e t  les 

formes diverses de l'infini improprement dit, par  exemple  dans les fonctions 
d'une var iab le  x qui deviennent inf iniment  petites ou infiniment grandes, 
au cas oh elles ont des num6ros d'ordre finis ddtermin6s en tendant  

l'infini.' Ces rapports, en fair, ne peuvent ~tre consid6rds qne comme une  
• \ 

esp6ce de rapporCs du fini,.ou comme pouvant  s'y ramener  imm6diatement;  
les lois relatives aux hombres entiers proprement infinis sont par contre 
compl6tement diffdrentes des d6pendances que ron trouve dans le fini. 

Les deux principesde formation, ~ l'aide desquels on ddfinit les 
nouveaux nombres infinis ddterminds, comme on pourra  s'en convaincre, 

sont tels qu'en les appliquant ensemble, on peut  d6passer routes les limites 
dans la formation abstraite des nombr~es entiers r6els; mais heureusement  

on a d ' a u t r e .  part, comme nous le verrons, un troisiOme principe que 
j 'appelle principe d'arr~t ou de limitation, et grace auquel  on peut  donner 
certaines limites successives a u  proc6d6 de formation qui est absolument 

san.6 fin; nous obtiendrons ainsi, darts la suite absoiument infinie des nombres 
rdels entiers, des' divisions naturelles, que j 'appellerai  classes de hombres. 

La premiOre classe de hombres (I) est le syst6me des nombres entiers 
finis 1, 2, 3 ,  ~, . . . . .  ;~vient ensuite la seconde classe de nombre~ 
(II), cornposde de certains nombres  entiers infinis a se s u i v a n t e n t r e  eux 
dans un ordre de succession ddtermin6: 

(~) Je  les a i  appelds jusqu'/~ prdsent: ))Symboles d'infini ddfinis d'une fa9on ddter- 
minde~ v. Ann. math. t. XVII~ p: 357, t. XX~ p. 1131 t. XXI~ p. 54. 
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~o, ~o -t- l ,  ~o -t- 2 , . . . ,  2~o, 2~o -~ 1, . . . .  , ~0~o '~ -~ ~1o~t'-1 -t- . . .  T ~,,_1o~ ~- ~I~, 
f~O 

la seconde classe de hombres une fois dSfinie, on arrive ~ la troisiSme, 
puis ~ la quatriSme, et ainsi de suite. 

L'introduction de ces nouveaux hombres entiers me paralt  tout d'abord 
tr~s-importante p o u r  d~velopper et affermir la notion de puissance que j 'ai  
fait entrcr dans rues t ravaux (J. de BOnCnARDT, t. 77, p. 257; t. 84, p. 
242) et que j 'ai souvent employee dans les premiers numSros du prSsent 
travail. D'aprSs cela, h, tout syst~me bien dSfini convient une puissance 
d.~terminSe , et deux syst~mes ont la m~me puissance, q u a n d  on peut 
4tablir entre elles, d'Sl~Tnent ~ glSment, u n e  correspondance r~ciproque 
sens unique. 

Dans les systSmes finis l a  puissance s'accorde avec le hombre des 
41~ments, parce que ces syst~mes ont, compile on salt, dans tous les arrange- 
ments ,  le m~me nombre d'dldments. 

Pour les. systSmes infinis au contraire, i l  n 'avait ~td question gSn4rale- 
ment jusqu'ici, ni dans mes t ravaux ni aille.urs, d'un hombre d'415ments 
ddfini avec precision, mais o n  pouvait bien leur attr ibuer aussi une puis- 
sance dgterminde, et compl~tement indgpendante de l'ordre de leurs dl~ments. 

Il fallait, comme il dtait facile de le faire voir, concSder la p lus  petite 
puissance des syst~mes infinis aux ensembles capables d'avoir la correspon- 
dance rSciproque ~ sens unique avec ]a p!'emi~re classe de hombres et 
ayant  par suite la mdme puissance qu'elle. Mais jusqu'~ present on n'avait 
pas pour les puissances sup~rieures, une dSfinition aussi simple et aussi 
naturelle. 

Les classes de nombres entiers r4els infinis d4termin~s nous apparais- 
sent maintenant comme repr~sentant naturellement,  et sous une fo'rme 
unie la suite rdguli~re des puissances croissantes de syst~mes bien d~finis. Je 
montre de la maniSre la plus prScise que ]a puissance de la deuxiSme 
elasse de nombres (II) ne diffSre pas seulement de la puissance de la 
premiere classe, mais qu'elle est encore, en rSalit6, la puissance imm~diate- 
ment supSrieure; nous pouvons donc l 'appeler deuxi~me puissance ou puis. 
sance de deuxiOme classe. On obtient de m~me, par la troisieme classe de 
nombres, la d~finition de la troisi~me puissance, ou puissance de trois~me 
classe, etc. etc. 
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§ 1 1 .  

• • r Nous avons maintenant  ~ montrer  comment  on est amene aux ddfini- 

tions de ces nouveaux nombres et de quelle mani6re on obtient, dans la 
suite des nombres entiers rdels absolument infinie, les divisions naturelles 
que j 'appelle classes de hombres. La s6rie (I) den nombres entiers rdels 

• p • • 

positifs 1, 2, 3, . . . . .  ~, . . . . .  dolt sa formation b~ la repetition et ~ la 

r6union u unlre~ quon  a prises pour point de d6part et qu'on consid6re 
comme 6gales; ie nombre ~ exprim e un hombre fini ddtermin6 de rdp6ti- 
tions successives de ce genre, aussi bien que de l a  rdunion den unitds 
choisies en un seui tout. La formation den nombres entiers rdels finis 
repose donc sur le principe de l 'addition d'une unit6 ~ un nombre dgjtt 
formd; j 'appelle premier principe de formation ce moment  qui, comme nous 
le verrons bientSt, joue aussi un r61e essentiel dans la production den 

nombres entiers supdrieurs.  Le nombre des nombres u de la classe (I), 
form6 de eette mani6re, est infini et parmi tous ces nombres il n 'y en a 
pan qui soit plus grand que t o u s l e s  autres. I1 serait doric contradictoire 
de parler d 'un nombre max imum de la classe (I); toutefois on peut d 'autre 
part  imaginer un nouveau nombre, que nous appellerons w, et qui servira 
?t exprimer que tout l'ensemble (I) est donnd £apr~s la loi dans sa succession 
natureUe. On peut mSme se repr6senter le nouveau nombre to comme la 
limite vers laquelle tendent les nombres ~, k condition d'entendre par lh 

que to sera le premier nombre entier qui suiw:a tous les nombres ~, en 
sorte qu'il faut  le d6clarer supdrieur ~ tousles hombres ~. En associant 
le nombre ~o avec les unitds primitives on obtient ~ l'aide du premier 
principe de formation les nombres plus 6tendus: 

o J + l ,  w + 2 , .  . . . .  t o + ~ ,  . . . . .  ; 

c0mme par lg on n'arrive encore une lois g aucun hombre maximum,  

on imagine un nouveau, que l'on peut  appeler 2to et qui sera le premier 
apr6s tous les nombres obtenus jusqu"~ present ~ et to 4- ~; si on applique 
encore au nombre  2co le premier  p r inc ipe  de formation, on arrive g con- 

t inuer comme il suit les nombres obtenus j u s q u a  pr6sent: 

2to + 1, 2to + 2, . 2to + ~, . . . . .  ". 
Acta mathematiea. 2 .  I m p r i m 6  7 A o f l t  1 8 8 3 .  49 
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La fonetion logique qui nous a donn6 les d e u x  nombres eo et 2co, 
est 6videmment diff~rente du premier principe de formation; je l 'appelle 
deuxi~me principe de formation des nombres %els entiers et je d6finis 
mieux ce principe en disant: Etant donn~ u~e succession q~elconque dgter- 

mince de hombres entiers rdels ddfinis, parmi lesquels il n'y en a pas qui soil 

plus grand qu e tousles autres, on pose, en s'appuyant sur ce deuxiOme prin- 

cipe de formation, un nouveau hombre que l'on regarde comme la limite des 

premiers, c. ~ d. qui est ddfini comme dtant immddiatement supdrieur ~ tous 

ces hombres. 
En appliquant e t  en combinant ces deux principes de formation on  

obtient donc successivement les continuations des nombres que nous avons 

obtenus jusqu'ici, comme il suit: 

3o~, 3 w  + 1, . . . . .  , 3to + v, . . . . .  

• 6 

#co, #co -Jr- 1, . . . . .  , /Leo -{- v, . . . . .  

Cependant  noua n'en aommes paa venu g la fin, paree que parmi les 
hombres /~(o + u il n'y en a pas non plus qui soit plus grand que tous 

lea autres. 
Le deuxi5me principe de formation nous permet donc d'introduire 

un nombre qui suit immSdiatement t o u s l e s  autres pw + v, et que l'on 
peut ,q)peler w~; ~ ce nombre se rat tacheront dans un ordre de succession 

d6termin6- 

et Yon arrive alors 6videmment, en suivant les deux pl:ineipes de forma- 

t i o n , g  des nombrea de la forme: 

u0~o" + .lw"--' + . . . . .  + .._1o0 + u,, ; 

mais alors le deuxifime prineipe de formation nous amfine ~ poser un 
nouveau nombre qui sera imm'i~diatement sup6rieur ~t tous ees nombres et 

qu'on pourra dfisigner par o)% 
La formation de nouveaux nombres, eomme on le vol t ,  est sans fin; 

en suivant lea deux prineipes de formation on obtient toujours de  nouveaux 
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nombrcs et de nouvelles s6ries de nombrcs ,  avec une succession parfaite- 

ment ddterminde. 
On pourrait donc croire d'abord que nous allons nous perdre ~ l'inddfini 

dans cette formation de nouveaux nombres entiers infinis d6termin6s et 
que nous ne sommes pas en 6tat d'arr~ter provisoirement ce proc6d6 sails 
fin, pour arriver par lk k une limitation semblable it celle que nous avons 
trouv~e, en fait, dans un certain sens, p a r  rapport it l'ancienne classe de 
nombres (I); lk on n'employait  que le premier principe de formation et 
on ne pouvait pas sortir de la s6rie (I). Mais le deuxi~me principe de 
formation ne devait pas seulement conduire au-del~ du systSme de hombres 
employ6 jusqu'.~ prdsent; il nous apparait encore certainement comme un 
moyen qu'on peut combiner avec le premier principe de formation pour 
arriver k pou, voir franchir toute limite dans la formation abstraite des 
hombres rdels entiers. 

Mais si nous remarquons maintenant que tous les hombres obtenus jusqu'it 
prdsent et ceux qui les suivent immddiatement remplissent une certaine condition, 
nous verrons que cette condition, si on la pose comme obligatoire pour tous 
les hombres it former immddiatement, n o u s  apparait comme un troisi~me 
princil~c , qui vient s'ajouter aux deux premiers et que j 'appelle principe 
d'arrdt ou de limitation. En vertu de ce principe, comme je le montrcrM, 
la deuxibme classe de hombres (II)~ d6finie par  l 'adjonction de ce principe, 
n'acquiert pas seulemel~t une puissance plus 61cvde que (I), mais prdcis~- 
ment la puissance immddiatement supdrieure, et par consdquent la deuxiOme 

puissance. 
La condition dont nous venons de parler et qui est remp!ie, comme 

on peut s'en convaincre imm6diatement, par chacun des hombres infinis 
a d6finis jusqu'ici, est: flue le syst~me des hombres qui se trouvent, dans la 
suite des hombres, avant celui qu'on considOre et k partir de 1, soi t  de la 
m ~ m e  puissance que la premiere classe de nombres (I). Prenons, par 
exemple, le hombre eo ~, ceux qui le pr6cSdent sont contenus d a n s l a  
formule: 

" ,0o  + + . . . . .  + + 

off #, .  v0, v~, .  . . . .  vz peuvent prendre routes l e s  valeurs finies positives 
enti~res, y compris zdro, et ~ 1'exclusion de la combinaison: v 0 -----l~ 1 

- - - ~ v ~ - ~ -  . . . . .  . = v z = 0 .  
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Comme on le salt, ce systdme i)eut se mettrc sous forme d'une " " b e r l e  

simplement infinie et il a par consdquent la mdme puissance que (I). 

Comme alors route suite de syst~mes d o n t  chacun est de la premiSre 
puissance, donne toujours lieu, si elle cst elle-m~me de la premiere puis- 
sance, ~ un nouveau systSme, qui a la m~me puissance que (I), il est 
Clair qu'en continuant notre suite de nombres on arrive toujours, cn fait, 

avoir imm6diatement de n o u v e a u x  nombres qui remplissent rdellement 
cette condition. 

Nous d6finissons donc 'la deuxi5me classe de hombres (II): l 'ensemble 
de tons les hombres a qu'on pent former ~ l ' a ide  des deux principes de 
formation, qui se succSdent suivant un ordre d6termin6: 

w, eo + 1, . . . . .  ' 1J0(-/)lJ' + lJlO))z-1 -J I- . . . . .  + P ~ - I  (/) - t -  ,~,a., . . .  , . ,  (-Pc°, . . .  

• • • O ) ~ ( ° ~  • ° • • . ,  ( X ,  . . . . .  

et qui sont soumis ~ cette condition, que . tous les  nombres qui pr~cSdent 
le nombre a, k part ir  de 1, forment un systSme de la m6mc puissance 
que la classe de nombres (I). 

§ 12. 

Nous avons k d6montrer tout d'abord ce thdordme que: la nouvelle 

classe de nombres (1I) a u n e  puissance diffdrente de celle de la premi~ie 
classe de hombres (1). 

Ce th6or~me rdsulte du suivant:  
Soit ~i, %, . . . . .  , av, . . . . .  un systOme ¢uelconque de la premiere 

puissance, de divers hombres de la deuxi~me classe de hombres (en sorte que 

nous sommes autorisds h les mettre sons la forme de sdrie simple (av)), ou il 

y a un de ces nombres qui est plus grand que tons les autres, soit ~-; ou 

bien, si ce n'est pas le cas, il y a un nombre ddtermind fl de la deuxi~me 

classe ( I I )  qui ne se rencontre pas parmi les hombres a~, en sorte que fl cst 

plus grand ¢ue tous les a~ et que par contre tout hombre entier fl' < fl est 

infdrieur en grandeur i~ certains hombres de la sdrie (a~); on pent appeler 

le nombre ~- ou fl la limite supdrieure du syst~me (a~).,) 
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La d6monstvation de ce  th6or6me est fort simple: soit a~( dans la 
s6rie (a~) le premier nombre plus grand que a,, a~ le premier plus grand 
que ar~, etc. 

On a alors: 

1 < x ~ < x ~  < x  4 < . . . . .  

a 1 < a ~  < a ~ <  a~, < . . . . .  

et av < a~, d6s que ~ < x~. 

I I  peut se faire maintenant que, h partir d'uu certain hombre a~p 
t o u s l e s  nombres qui le suiwmt dans la s6rie (a~) soient plus petiis que 
lui; ce nombre est alors 6videmment le plus grand de touset  nous avons: 
~r = a~p. Sinon, qu'on imagine le syst6me de tous les nombres entiers 
plu s petits que a~, ~. partir d~ i ,  qu'on ajoute imm6diatement ~ ce sys- 
t6me celui de tous les  nombres entiers A% e t <  a~,, puis celui de tous 
los nombre s>  a~ et < a~, et ainsi de suite;,on obtiendra alors une portion. 
d6termin6e de nombres successifs de nos deux premi6res classes de nombres; 
ce syst6me-de hombres est 5videmment de 1 a premi6re puissance e t  par 
consdquent il existe (d'apr6s la d6finition de (II)) un nombre d6termin6 
/3 de 1'ensemble /II), qui est imm6diatement plus grand que ces nombres. 
On a donc /3> a~, et par cons6quent aussi: f l >  a~ parce qu'on peut 
toujours  prendre x~ assez grand pour ddpasser un ~ donn6 et qu'alors 

On voit d'autre part que tout nombre /3' < fl est inf6rieur en gran- 
deur ~ certains nombres % ;  et ainsi se trouvent demontrees toutes Its 
parties du th6or&ne. 

De 1~ rdsulte que l'ensemble de tous les nombres de la deuxi~me classe 
de hombres (II) n'a pas la m~me puissance que (I); car autrement nous 
pourrions concevoir tout l'ensemble (II) sous la forme d'une s6rie simple: 

~I~ ~2~ ..... (~v~ • .... 

qui aurait, d'apr6s le thdor6me que nous venons de d6montrer, un membre 
maximum ~- ou dont tous les  membres a~ seraient infdrieurs en grandeurs 
k un certain nombre /3 de (II); dans le premier cas le nombre i" + 1 qui 
appartient b~ la classe (II), dans le second cas le nombre /3 bien qu'ap- 
partenant ~ la  classe (II), ne se trouveraient pas dans la sdrie (a~), ce qui 
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est en c6ntr;tdiction 'tree l'hiTpoth~se de l'identlit6 des syst~mes ( I I )c t  (a~); 
par cons6quent l~ classe de nombres (II) a une autre puissance que la 

classe de nombres (I). 
Quant au fair, que lu seeonde des deux puissances des classes de 

nombres (I) et (II) suit imm6diatement la premiSre, c. b~ d. qu'entre ies 
deux puissances il n 'y en a pas d'autre; c'est une consSquence d'un th6o- 
rSme qu~ je vais formuler et d6montrer imm6diatement. 

Cependant, jetons d'abord u n  regard en arriSre et rappelons-nous les 
moyens par lesquels nous sommes arriv6s soit au d6veloppement de la 
notion de hombre en t ie r  rSel, soit b~ une nouvelle puissance de systSmes 
bien dSfinis, distinete de la premiSre; il y avait trois moments logiques 

importants  et qu'il  faut bien distinguer l 'un de l 'autre. Ce sont les deux 

principes de formation d6finis plus haut,  e t  un .principe d'arrdt ou de limita- 

tion qui s'ajoute aux premiers et qui coilsiste en ce qu'on ne peut entre- 

prendre, ~t l'aide d'un des deux autres principes, la formation d'un nouveau 

nombre entier qu'it une co~ditivn n~cessaire: c'est que l'ensemble de tous les 

hombres prdcddents ait la mdme puissance qu'une classe de hombres dont on 

a ddjit ddfini toute l'dtendue. Par cette mdthode, en observant ces trois 
principes, on peut arriver toe,ours ~ de nouvelles classes de hombres et, 

avec elles, it toutes les puissances all.verses, successivement croissantes que l'on 

rencontre darts la nature matdrielle ou immatdrielle; les nouveaux nombres 
ainsi obtenus ont alors toujours la mSme prdcision concrSte et la mSme 
r6alit6 objective que les pr6c6dents; je ne sais donc pas,  en v6rit6, ce qui 
pourrait  nous empScher de nous servir de ce moyen de formation de 
nouveaux nombres, quand on volt que, pour le progrSs des sciences, il 
est indispensable d'introduire une nouvelle elasse de nombres. 

§ 13. 

J 'arrive maintenant,  pour tenir ma promesse, b+ d6montrer que !es 
puissances de (I) et de (II) s e  suivent imm6di~te,nent, en sorte qu'il n 'y 
en a pas d'autre entre ces deux. 

Si, d'apr6s une loi ~[ueleonque, on choisit dans l 'ensemble (II) un 
systeme (a') de divers hombres a', c. b: d. si on con}oit un systeme quel- 
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conque (a') contenu dans (II), ce sy~t5rne aura toujours des propriStSs que 
l'on peut exprimer par les th6o%mes suivants: 

~Par~ni les no,mbres du syst~me (a') il y e n  a toujours un plus petit 

que tousles autres.~ 

,>Etant donn~, en particulier, une suite de non~bres:de l'ensemble ( I ! ) :  

al, %, . . . . .  , az, . . . . .  do.~t la' grandeur va toujours en ddcroissant (en 

sorte 9ue a z > az,, si ~' > ~), cette sdrie doi~ finir ndcessaire~nent , avec un 
nombre fini de men~bres et se tern~ine par le plus petit des hombres; la s6rie 

ne peut pas 6tre infinie. >) 
I1 est . remarquable que ce thSo%me, qui est d 'une 6vidence immSdiate  

quand les hombres a z sont des nombres entiers finis, peut aussi se d~- 
montrer dans le cas de nombres infinis a z. En fair, d'aprSs l e  thSo%me 
prdcSdent que l 'on dSduit facilement, de la ddfinition de la sdrie de hombres 

(II),  parmi les hombres a~, ~ ne eonsid~rer que ceux oh l'indice v est 
fini, il y e n  a un plus petit que tous les autres; so:it ce hombre = %, 

il est 5vident, qu'k cause de a~ > a~+~, la sSrie a~ et par consdquent aussi 
toute la s~rie a z dolt ~tre composSe prScis~ment de p membres, et par 
suite ser~ une sSrie finie~ 

On arrive maintenant  au th~orSme fondamcntal suivant: 
,(a'.) 6tant un systbme de hombres quelconque contenu dans l'ensemble 

(II),  il ne peut se prdsenter que les trois cas suivants: ou bien (a') est un 

ense~nble fini, c. ted .  composd d'une quantitd finie de hombres, ou bien (a:) 

a la puissance de la premiere classe (I) ou enfin (a') a la puissance de la 

classe ( I I ) ;  il n~ a pas d'autre eas possible.~ 

On peut simplement ddmontrer ce th~or~me de la mani~re suivante: 
soit ~2 le premier nombre de la trois@me classe de hombres (III): tous los 
nombres a' du syst~me (a') sont alors plus petits que ~2 parce  que cette 
sdrie est contenue dans (II). 

Nous nous rep%sentons maintenant  les hombres a' ordonnds d'aprbs 

leur grandeur: s o i t  a~ le plus petit de ces nombres, a~÷~ le hombre im- 

m6diatement supSrieur, etc., on a la sdrie (a') sous forme d'une sdrie ,,bien 

ordonnde, az, o~ fl parcourt les nombres de notre sdrie naturetle de hombres 

ddvelopp~e, ~ partir de eo ; dvidemment fl reste inf~rieur ou ~gal k a z et 
comme a B <  ~2, on a aussi f l <  ~2. Le n o m b r e f l  ne peut doncpasso r t i r  
de la classe de hombres (II), mais il reste dans les limites de cette classe; 
il ne peut donc  s e  prdsenter que trois cam: ou bien fl reste au-dessous 



392 G. (Jantor. 

d'un nombre assignable de la s~rie w + ~, alors (a') est un syst~me fini; 
ou bien fl prend toutes les valeurs de la s4rie eo ~ ~, mais reste au.dessous 
d'un hombre assignable de la sgrie (lI), et alors (a') est 6videmment un 
systSme de la prerniSre puissance; ou cnfin fl prend des valeurs aussi 
grandes qu'on voudra dans (II), alors fl parcourt tous les nombres de (II); 
dans c e  dernier cas l 'cnsemble (az) c. h d. le syst/~me (a') a dvidemment la 

m~me puissance que (II). 
c. q. f. d. 

Comme consSquence immediate du thSorSme que nous venons de 
dSmontrer, on a l e s  suivants: 

,~Etant donn~ un syst~me quelconque bien ddfini M de la puissance de 
la classe de hombres (II), si on prend dans M un systOme partiel infini quel- 
conque M' ,  on peut concevoir l'ensemble M '  sous forme d'une sgrie simplement 
infinie, ou bien on peut faire correspondre rdciproquement les deux systOmes 
M '  et M ~ sens unique. 

,)Etant donn~ un systOme bien dgfini quelconque M de la deuxiOme puis- 
sance, un systOme partiel ~ '  pris dans M, et un systOme partiel M "  pris 
clans M' ,  si on salt que le dernier systOme M "  peut ~tre rapportd d'une 
maniOre r~ciproque, et ~ sens unique, au premier _711,1 on peut toujours aussi 
faire correspondre le deuxibme M',  d'une maniOre r~ciproque et ?~ sens unique, 
au premier, et par consequent aussi au troisibme.,) 

J'~nonce ic i  ce dernier th6or+me, ~ cause du rapport qu'il  a avec 
ceux qui pr4c+dent, en supposant que M a la puissance' de (II); 5videm- 
ment il est encore vrai quand M a la ,puissance de (I); mais ce qui me 
paralt  trSs,remarquable et ce que je signale ici expressement, c'est que ce 
thdorSme est vrai d'une mani~,re g6n6rale, quelle que soit la puissance du 
systSme M. J ' y  reviendrai plus au long dans un autre travail, et je feral 
voir alors l'intdr6t parti'culier qui se rattache k ce thSorSme gSn6ral. 

§2. 

Un avantage consid5rable des nouveaux nombres consiste pour moi 
dans une notion nouvelle, q u i  ne s'Stait pas encore present5e jusqu'ici, 
ce]le du nombre des dldments d'un ensemble infini bien ordonn~ ; comme cette 
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notion est toujours exprimSe par un nombre complStement dStermin6 de 
l'ensemble de hombres que nous avons d~velopp6, pourvu seulement que 

• l'ordre des dl~ments du sust~me, tel que nous le d~finirons tout ~ l'heure~ soit 
d~termin~ et comme d'autre part la notion de nombre d'~16ments ~ une 
repr6sentation objective imm6diate, ce rapport entre le nombre des 4lS- 
ments d'un ensemble et le nombre d~montre la rdalitd de ce dernier m~me 
dans les ca soh  il est  infini et en m~me temps d~termin~. 

_Par ensemble ou syst~me bien ordonn~ i l  faut entendre tout syst&ne 
bien d6fini, oh lea 614ments sont unis entre eux par une succession donn~e 
et d6termin~e, d'aprSs laquelle il y a un premier ~ldment du syst4me; 
chaque 61~ment (pourvu qu'il ne soit pas le dernier dans la succession) 
est suivi  imm~diatement d'un autre d6termin4, et k chaque systSme arbi- 
traire d'61~ments, fini ou infini appartient un ~l~ment ddtermi~, qui les 
suit imm~diatement dans la succession (pourvu que dans l'ensemble il y a 
des 616ments qui suivent tous les 61~ments du syst~me partiel considerS). 
Pour 6claircir soi t  donn6 un ensemble (a~) de la premiere puissance; 
on peut en former de diffSrentes maniSres des ensembles bien ordonn~s~ 
par ex. les suivants: 

(a l ,  % ,  . . . . .  , a~, av+l, . . . . .  ) 

((X2' a 8 '  . . . . .  ' (2v' a ~ +  1 '  . . . . .  ~ (~1) 

(aa, a~, . . . . . ,  a~  av+l, . ,  a l ,  %) 

etc. etc. 

Deux ))systemes bien ordonn4s)) sont dits avoir le m~me nombre (par rapport 
aux successions auxquelles i l s  ont donn6 lieu), quand on peut 6tablir entre 
eux une correspondance rgciloroque ~ sens unique telle, que, E et F 5tant 
deux dl6ments quelconques de l'un, E 1 et 171 les ~16ments correspondants 
de l'autre, la position d e e  et F dans la succession du premier systSme 
s'accorde toujours avec la position de E 1 et F1 dans la succession de la 
deuxi~me s4rie, en sorte que, si E pr~cSde /~' dans la succession de la 
premiere s~rie, E~ pr6c~de aussi F~ dans l a  succession de la deuxi~me 
s~rie. Cette correspondance, si elle est possible, comme il est facile de 
le voir, est toujours compl~tement ddterminde, et comme dans la s6rie des 

Aeta mathematica. 2. Imprim6 9 Aofit 1883. 50 
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hombres d6veloi)p6e il y a toujours un nombre ~, et un seul, tel  que 
c e u x  qui le pr6c~dent (b~ partir de 1) aient d~ns la succession naturelle 
le m6me nombre, on est ob!ig4 d'dgaler directement ~ a le nombre de 
ces deux syst&nes ))bien ordonn&)), quand a est un hombre infiniment 
grand, et de l'dgaler b~ a - - 1 ,  qui pr6c6de imm6diatement a, quand a est 
un noml~re entier fini. Par exemple les trois ensembles bien ordonn&: 

( a l ,  a 2 , a 3 , a4:) . . . . .  I' gv,  a~+l ,  . . . . .  ) 

(<z~, ~ ,  a ~ ,  % ,  . . . . .  , ~ ,  ~ _ ~ ,  . . . . .  ) 

(1 ,2 ,  3, . . . . .  ,~ ,  . . . . . .  ) 

ayant le mSme nombre, celui-ci se trouve d'apr(~s notre ddfinition dgal ~ co. 
De m&ne les hombres des ensembles bien ordonn6s: 

(~29 ~ 3 '  . . . . .  , ~v ,  (~v+l, . . . . .  ' (7"1) 

( ~ 3 '  Gt4' . . . . .  ' ~ v '  ~tv+l '  . . . . .  (~1) a2)  

(~1)  % ,  . . . . .  , (~v--1, Ct~v+l, . . . .  " ,  ~ )  (~a, . . . . .  ~ ~t:~v-~, ( ~ ,  . . . . .  ) 

se trouvent, d'aprSs notre d~finition, 8tre respectivement 6gals k w + 1, 
+ 2, 2~o. 

La diffSrence essentielle entre les systbmes finis et infinis, c'est qu'un 
systSme fini offre le mSme hombre d'Sldments dans toutes les successions 
que l'on peut leur donner; au contraire u.n syst5me compos6 d 'unnombre 
infini d'61&nents aura en g6n6ral divers nombres, d'aprSs la succession que 
l'on donnera k ses fildments. .La puissance d'un syst~me est, comme nous 

l'avons vu, un attribut inddpendant de l'ordre de ce syst~me; mais le hombre 

du syst~me nous apparait comme un facteur dSpendant, en g3ndral, d'une 

succession donnde des dlSments, des qu'on a a faire avec des syst~mes infinis. 
Cependant mSme dans les systfmes infinis il y a encore un certain rapport 

entre la puissance du syst~me et le hombre de ses all,merits, par rapport 
une succession donnde. 

Prenons d'abord un systSme ayant la puissance de la premiere classe 

et donnons aux gldments une succession d&ermin6e quelconque, de maniSre 
b~ obtenir un syst&ne ))bien ordonn6)), le nombre de ce systSme est toujours 
un hombre d&ermin~ de 1,~ deuxiOme classe de hombres et ne peut jamais 
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dtre d6termind.par  un nombre d'une autre classe que de la deuxmme. 
D'autre part  on peut disposer tout syst6me de la premi6re puissance dans 
un ordre de succession tel que l"e hombre de ce syst6me, par rapport 
cette succession, soit 6gal ~ un nombre de l a  deuxi6me classe, d6sign6 
d'avance arbitrairement. Nous pouvons encore exprimer ces thdor6mes 
comme il suit: tout systdme de la puissance de premidre puissance peut dtre 
ddnombrd par des hombres de la deuxidme classe de hombres et par ces 
hombres seuls, et on peut toujours donner aux dl(~ments du systdme un ordre 
de succession tel que le systdme lui-mdme clans cette succession est d~nombrd 
par un hombre de la deuxi~me classe de hombres donnd it vo~ont~, hombre qui 
exprime le hombre des 61d.ments du systdme par rapport dt cette succession• 

Les r6gles analogues s 'appliquent aux syst6mes de puissances plus 
61ev6es. Ainsi tout systdme bien ddfini de la deuxidme puissance peut 6tre 
d~nombrd par des hombres de la troisiOme classe de hombres, et par  ces 
hombres seuls, et on peut toujours donner aux dl.dments du systdme un ordre 
de succession tel, que le systdme lui-mdme darts cette succession est ddnombrd(~) 
par un hombre de la troisi~me classe de hombres donnd i~ volontd, hombre 
qui ddtermine le hombre des dldments du syst~me t~ar rapport ~ cette succession. 

§3. 

La notion du systb.me bien ordonn6 nous apparait  comme fondamental 
pour route la thdorie des ensembles. Je reviendrai dans un autre travail  
sur cette loi fondamentale, ce rile semble, tr6s-importante par ses cons6- 
quences et remarquable surtout par sa gdn6ralitg: on peut toujours mettre 
tout systdme bien d~fini sous la forme d'un systdme bien ordonnd. Je me 
borne ici k ddmontrer comment, de la notion du syst6Ine bien ordonn~, 
on arrive de la mani6re ld plus simple aux op6rations fondamentales 
pour les ~ nombres entiers, finis ou infinis d6terminds, et comment les lois 

(1) D'apr~s la ddfinition que nous venons de donner~ ee que nous avons appeld~ duns 
les premiers numdros de notre travail: syst~mes ddnombrables ne sont que des syst~mes 
ddnombrables ~octr des nombres de la premiere classe (syst~mes finis) ou par  des hombres 
de la deuxi~me elasse (syst~mes de la premiere puissance). 
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de ces opdrations se dSduisent, avee une certitude 6vidente, de 1,~ consid6ra- 
tion intrinsSque imm6diate. Soient d'abord deux systSmes bien ordonn6s 
M et M1, auxquels correspondent colnme hombres les notnbres a et /?, 
M + M~ sera un nouveau systSme bien ordonn6; il y a donc aussi un 
nombre dgtermin6 q u i  correspond comme hombre au systSine M + M 1 
par rapport ~ l'ordre de succession qu e l 'on obtient entre  ses 616ments; 
ce nombre s'appelle la somme de a et /3 et se d6signe par a + / 9 ;  on voit 
imm6diatement que, si a et /9 ne sont pas finis l 'un et l 'autre, a + / ~  
sera en g6n6ral diff6rent de /~ '+  a. La loi de commutation cesse donc 
d'dtre vraie d'une mani~re gdndra!e pour l'addition. Et maintenant  on arrive 
si simplement ~ la notion de la somme de plusieurs hombres donnds dans 
une suite d6termin6e, qui peut 6tre elle-m~me une suite infinie d6termin6e, 
que je n'insisterai pas davantage, sur ce point; je me contente donc de 
remarquer  que la loi d'association se trouve g6n6ralement vraie. On a 
en particulier: 

r) = + fl) + r.  

Si on prend une succession, d6termin6e par un nombre/~, de syst~mes 
tous 6gaux et 6galement ordonn6s, dans chacun desquels le nombrc des 
616ments est 6gal  ~ a, on obtient un nouveau systSme bien ordonn6 dont 
le nombre donne la d6finition du produit  ~a, oh /~ est ]e multiplicateur,  
a l e  inultiplicande; ici encore il se trouve que /~a diffSre g6n6ralement 
de a/~, et par cons6quent la loi de commutation n'est pas vraie non plus 
d'une mani~re gdn~rale p o u r  la multiplication des hombres. Par contrc la 
loi d'association s'applique aussi ~ la multiplication d 'une  maniSre g6n6- 
rale, en sorte qu'on a: a(/3~-)= (a/~)~-. 

Parmi  les nouveaux nombres, quelques-uns se distingucnt des autres 
par la propri6t6 de nombres premiers; cependant il faut Caract6riser cette 
propri6t6 d'une mani6re un peu plus d6termin6e, en entendant par nombre 
premier un nombre a, pour lequel la d6cbmposition a---fl~', oh fl est 
m u l t i p l i c a t e u r ,  n'est possible  que si 19----1 ou fl----a;  p a r  contre le 
mult ipl icande aura g6n6ralement aussi pour les nombres premiers a u n  
certain champ d'ind6termination, ce qui, d'apr6s la nature des choses, ne 
peut p a s s e  modifier. Neanmolns nous montrerons dans un autre travail  
que la d6composition d'un nombre en ses facteurs premiers peut toujours 
avoir Iieu d'une ,mani6re essentiellement unique et d6termin6e m~me au 
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point de rue de la suite des facteurs (rant que ces facteurs ne sont pas 
des nom.bres premiers finis se pr6sentant k c5t6 l 'un de t'autre dans le 
produit). On obtient par l'~ deux esp6ces de nombres premiers infinis 
d6termin6s, dont la premi6re se rapproche des hombres premiers finis, 
tandis que les hombres premiers de la deuxi6me esp6ce ont un tout autre 
caract6re. 

Maintenant, ~ 1'aide de ces nouvelles donn6es, j'esp6re de donner 
bientbt une preuve rigoureuse du th6or6me rehrtif k ce que nous avons 
appel6 les ensembles lin6aires infinis, qui se trouve prononc6 '~ la fin de 
notre travail: ))Une confribution "~ la th6orie des ensembles)) (Journal de 
BORCHARDT, t. S4, p. 257). 

Dans le dernier  num6ro (4) du present travail (t. XXI, p. 5:4), j'ai 
obtenu relativement aux syst~mes de points P, qui sont contenus dans un 
ensemble continu k n dimensions, un thdor~me que l'on peut 6noncer 
comme il suit, en employant les nouvelles expressions d6finies plus haut: 

,,P dtant un syst~me de points, dont le d~rivd t )(~) s'annule d'une mani~re 

identique, o~ a est un hombre entier pris ~ volontd clans la premiere ou la 

seconde classG le premier ensemble ddrivd _P(~) et par consdquent aussi P 

lui-mdme est un syst~me de points de la premiere puissance. 
Ce th6orbme peut st retourner de la manibre suivante: 
,,P ~tant un syst~me de points dont le premier ddrivd t)(" a la premiere 

puissance~ il y a des hombres entiers a, appartenant ~ la premiere ou ~ la 

deuxiOme classe de hombres, pour lesquels t )(~) s'annule d'une mani~re iden- 

tique, et parmi les nombres a ffui o~'ent cette particularitd, il y en a un 

plus petit que tous les autres.,, 
Je publierai tr~s-prochainement la d6monstration de c e  th6or~me. 

M. MITTAG-LEFFLE~ publiera ensuite-un travail oh il montrera comment 
en se fondant  sur ce thborblne on p~u t g6n6raliser d'une manibre remar- 
quab!e le r6sultat de ses recherches et de celles de M. le Prof. WEIEm 
STRASS s u r  l'existence de fonctions analytiques ~ sens unique avec des 
positions singuli~res donnbes. 
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§ 14. 

Je  vais maintenant consid6rer les nombres de la deuxi6me classe (II) 
et les op6rations qu'on peut effectuer sur ces nombres, eu me bornant 
l 'essentiel, et en r6servant b: plus tard des recherches plus profondes sur 
ce sujet. 

J 'ai d6fini d 'une ma+ni6re g6ndrale dans le § 3 les op6rations de 
l 'addition et de  la multiplication et j ' a i  montr6 que pour  les nombres 
entiers infinis, elles ne sont pas soumises en g6n6ral "k la loi de commuta- 
tion, mais bien b, la loi d'association; cela est donc vrai aussi en particulier 
pour les nombres  de l a  deuxi6me classe de nombres. Quant h, la loi de 
distribution, elle est vraie sous la forme suivante: 

(~ + fl)r = ~r + fir 

(oh a + fl, a, fl paraissent comme multiplicateurs), comme on pent s'en 
convaincre imm6diatement par la considdration intrins6que. 

La soustraction pent ~tre consid6r6e k deux points de rue. Soient 
a et fl deux nombres entiers quelconques, a < fl, on st c+nvaine sans peine 
que l '6quation: a -+- $ = fl admet toujours une solution et une seule, par 
rapport k $; si a et fl sont des nombres de ([I), $ sera un nombre de 
(I) ou (n). posons ee hombre $ ~gal '~ f l - - : .  

Si au contraire on consid6re l '6quation suivante: 

~ + ~ = f l  

on volt que souvent elle n'est pas r6soluble d'apr6s $; ce cas, par exemple, 
se pr6sente pour l'dquation~ 

$ + ¢ o = ¢ o +  1. 

Mais n,~me dans les cas oll l'~quation: ~ + a = ~8 peut ~tre rdsolue 
d'aprbs ~, il se trouve souvent qu'on peut y satisfaire par une qt~antit6 
infinie de valeurs num@iques de ~; mais parmi ces solutions diverses il 
y en aura toujours une plus petite que routes les autres. 

Pour d6signer cette plus petite racine de l '6quation 

~ + ~ = f l ,  
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quand elle est r6soluble, choisissons le signe fl_a qui par eons6quent 
diff6re g6n6ralement de f l -  a. 

Si on a ensuite entre trois nombres fl, a, T, l '6quation: 

f l  = r a ,  

(off r e s t  multiplicateur), on se convainc sans peine que l 'dquation: 

n,a pas d 'autre solution, d'apr6s 'S, que S = T  et dans ce cas on d6signe 

r par fl-. 
Ct 

On trouve au contraire que l '6quation: 

fl --= aS 

(oh S est mult ipl icand@ si elle est r6soluble d'apr6s S, a generalement 
plusieurs racines et en a m~me un hombre infini; mais il y e n  a toujours 
une plus petite que toutes les autres; cette racine minima satisfa.isant 
l'6quatiOn: fl --- aS, quand cette 6quation est r6soluble, pent se d6signer par:  

z. 
6C 

Les nombres a de la deuxi6me classe de nombres sont de deux 
esp6ces: 1 ° les a pr6c6dds immddiatement clans la sdrie par u n  autre 
nombre qui est alors a_l; je les appelle nombres de la premi6re esp6ee; 
2 ° les a qui ne sont pas pr6c6d& imm6diatement, dans la s6rie, par un 
autre membre, pour lesquels par consdquent il n 'y a pas de a,1, et que 
j 'appelle de la deuxi6me esp6ce. Lea hombres to, 2to, oJ~-I - to, to ~ sont 
par exemple de la deuxi6me esp6ce, au contraire to + 1, oJ2 -4- to -4- 2, 
oJ '~ -t- 8 sont de l a  premi6re. 

De m~me les nombres premiers de la deuxi6me classe de hombres, 
que j'ai d6finis d'une mani6re g6n6rale au § 3, se divisent aussi en hombres 
de la deuxi6me et en nombres de la premi6re esp6ce. 

Les nombres premiers de la deuxi6me esp6ce sont, suivant l 'ordre 
off ils se pr6sentent dans la classe de nombres ( I I ) :  

O) ,  O) ~°, O) , O) , . . . . .  
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en sorte que parmi t o u s l e s  hombres de la forme: 

9,-----VoO, '~ + v~o, "-~ + . . . . .  + v~_~,o + ~,, 

il n 'y a qu'un n o m b r e  premier, savoir ~o, de la deuxi6me espece; mais 
qu'on ne conclue pas, de cette rarer6 relative des nombres premiers de la 
deuxi6me espSce, que l 'ensemble de tous ces nombres a une puissance 
moindre que la classe de nombres (II) elle-m&ne; il se trouve que cet 
ensemble a la m&ne puissance que (II). 

Les nombres premiers de la premi6re esp6ce sont tout d'abord: 

oJ + 1,  ~o ~ + 1,  . . . . .  , ~o '* "1- 1,  . . . . .  

Ce sont lea seuls nombres premiers de la premiere esp~ce que l 'on ren- 
contre parmi les nombres que nous v.enons de d6signer par F; l 'ensemble 
de t o u s l e s  hombres premiers de l a  premi6re esp6ce dans (II) a aussi l a  
puissance de (II)i 

Les nombres premiers de la deuxiSme esp~ce ont une propri6t6 qui 
leur donne un caract6re tout k fait ~ part ;  soi L 72 un de ces nombres 
premiers  (de la deuxiSme esp6ce), on a toujours 7]a----72, si a est un 
nombre quelconque plus petit  que 72; de lk r&ulte  que, si a e t  fl sont 
deux hombres quelconques, tous deux plus petits que 72, le produit  aft 
est toujours aussi plus petit que 7/. 

En nous  bornant d'abord ici aux nombres de la deuxi6me classe, 
qui ont la forme 9,, nous trouvons pou r ces hombres les r6gles d 'addit ion 
et de multiplication qui suivent. 

Soit: 

9' - -  v0 ~°~ + ~1 ~°~-~ + . . . . .  + ~ 

¢ = p0 o~ + pl~o ~-1 + . . . . .  + p~, 

off nous supposons v o et P0 autres que z6ro. 

1 ° Soit # < 2 ,  on a:  

A d d i t i o n .  
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2 ° Soit /~ > ),, on a:  

+ 4' := ~o °*  + . . . . .  + ~,~-,.-~ t°~+~ + (~,~-,. + po) °-'' + p~ a'~-~ + 

"4- p2o~ ~-~ -t- . . . . .  -4- p~.. 

3 ° P 0 u r , u = 2  o n  a:  

-4- ¢ : (])0-t--DO) (1)~ -Jf- p i  (--0)'-1 "4- . . . . .  "-t-iO), • 

Multiplication. 

1 ° Si ~, est autre  que zero, On a:  

~¢  =?o~O '~+~ + ~to '+~-~ + .:.... + ~__~a, ~+~ + ~po~O ~ + p,o~-+ + . . . . .  + ~ .  

Si ;t = 0, le dernier  membre  k droite est: ~Po" 

2 ° Si ~ =  0, on a: 

~ ¢  = ~0o~.+ ~ + ~oJ~ ~'-~ + . . . .  . + ~._~o? "÷~ = ~o~ ~. 

La  ddcomposifion d ' u n  nombre  ~, en ses facteurs premiers se fait 
comme il suit. 

Soit : 

off # > # ~  > / 1 ~ >  . . . . . .  > /1~  et co, c~, G s o n t d e s  nombres  finis 
posit ifs  autres que " zero~ o n  a : 

• ~ = C0(O)/z/~' "-If- 1)Ci((-D/Z'--l~ =7[- 1 )C  2 . . . . .  Ca--l(  O)/~er-l-/~a -4- 1 ]C; ( / )1 '~ ;  

s i  o n  se r e p r 6 s e n t e  encore co, cl ,  . . . . .  c ._ ,G d@omposds en facteurs 

premiers  d'apr6s l e s ' r 6g l e s  de' la premi6re classe d e  nombres,  on a alors 

la d@omposi t ion de ~ en. facteurs p remiers ;  c a r  les facteurs to~-t - 1 et 

to sont e u x , m d m e s ,  c o m m e  on l 'a r e m a r q u 6  plus  haUt, des nombres  

p r e m i e r s .  Cet te  d6composition de nombres  de t a  for me ~, en nombres  

premiel<s est d6termin6e,  mdme en  ~gard b~la suite de  s6rie des facteurs ,  

en faisant abstract ion de la commutabi l i t6  des  facteurs  premiers dans les 

facteurs c et  s'il ,~ est en tendu  que l e  dernier  fac teur  dolt  dtre une  puis-  

sance de to ou 6gal  k un  et que to ne peut  6tre f ac t eu r ' qu '£  la derni6re 
Acta mathematiea~ 2, Imprim6 ll Aofit 1888. 51 
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place. Je reviendrai d'ms une autre circonstance sur la g4n6ralisationde 
cette d6eomposition en facteurs premiers, pour des nombres a pris b~ volont6 
dans ia deuxi6me classe de nombres (II). 

§ 10. 

L,~ notion du ))contlnm) n'a pas seulement jou6 un r61e important 
dans le d6veloppement des sciences e n  g6n6ral, e l l e a  encore prov0qug 
de grands partages d'opinion et ,  par suite, de rives discussions. Cela vient 
peut-~tre d e  ce que l'id6e prise pour point de d6part a 6t4 absolument 
diff4rente chez les divers auteurs, parce qu'ils n:avaient pas la d6finitlon 
exacte et complSte de la notion; mais pet{t-6tre aussi, et c'est de qui me 
parait le plus vraisemblable, les Grecs qui ont cherch6 les premiers 
se rendre compte de cette id6e du "continu, ne l'ont pas conc;ue aussi 
claire et aussi compl(~te qu'il aurait fallu pour emp6cher les ages suivants 
de se partager comme il l 'ont  fair. Ainsl nous voyons que LEUCIPPE, 
D~MOcRrrE et-AaISTOTF~ considSrent le. continu comme un compos6 de 
parties divisibles h l'infini; tandis qu'Erlcm~E et Lvci~c~ e n  font un 
compos4 de leurs atomes finis; de lh, ensuite, une grande discussion entre 
les philosophesl les  uns suivant ARISTOTE, lea autres EPICURE; d'autres 
enfin, pour rester ca dehors de cette discussion, 6tablirent, avec S. THOMAS 
d'AquIN, que le contlnu n'cst pas cornpos6 d'un nombre fini ou  infini de 
parties, mais qu'il n'a pas de parties du tout; cette derni~re opinion me 
semble moins une explication que l'aVeu tacite qu'on n'est pas arri,~6 au 
fond de la question e t  qu'il vaut mieux la laisser de c6t6. Nous trouvons 
ici l'origine de cette id6e scolastique du moyen-'£ge, q u i a  encore aujourd'hui 
ses partisans , e t  d;aprSs laquelle le eontinu est une id4e ind4composable, 
ou, pour pa r l e ravec  d'autres auteurs,, unc pure intuition a priori dont 
o n  peut ~ peine donner une  notion d6termin6e; on regarde comme une 
tentative sans fondement et on rejette en cons4quence tout essai de dSter- 
ruination de ce mystSre p a r  l'arithm6tique. 

: Je suis bien loin de vouloir 5voquer encore une lois ces discussions, 
et la place me'manquerait  dans le cadre 5troit de mon travail pour les 
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traitor d'une, maniSre cxacte; je me vois seulenient oblig6 de'd6velopper 
ici, d'une maniSre aussi brSve que possible et seulemcnt au point de vue 
de la th6orie math6matique des systSmes, cette notion du continu. Mais 
ce travail ne m'a pas 6t6 facile, parce que, parmi ]es math6maticiens dont 
j'invoque volontiers l'autorit6, aucun ne s'est occup6 du continu dans le 
sens oii j 'ai ~t le faire ici. 

En prenant pour point d e  d6part une o u  plusieurs grandeurs r6elles 
ou complexes continues (ou, p o u r  parler, je crois, plus exactement, des 
systSmes continus de grandeurs), on s'est form6 du inieux qu'on a pu la 
notion d'un continu d6pendant, avec un seul ou plusieurs sens, de ces 
grandeurs, c'est ~ dire qu'on est arri-¢6 ~ la notion de fonction continue 
et ainsi s'est formge la th6orie de ee qu'on a appel6 les fonctions analy. 
tiques, comme aussi  des fonctions plus g6n6rales avec leurs ph6nom~nes 
les plus remarquables (comlue l'impossibilit6 de la differentiation e t  
d'autres semblables); mais le continu ind@endant lui-m6me n'a 6t6 pro- 
pos6 par les math6maticiens que sous la forme l a  plus simple et n'a pas 
6t6 l'objet-de consid6rations plus profondes. 

Je dois d6clarer "tout d'abord qu'~ mon avis l'introduction de la 
notion de temps ou de l'id6e de temps ne doit pas servir ~ explique r ]a 
notion beaucoup plus primitive e t  plus g6n6rale du continu;  le temps, 

mon avis, est une id6e qui suppose, pour 6t~e expliqu6e clairemcnt,  la 
notion de continuit6, ind@endante de celle du temps , et  qui, m6me avec 
cette notion de continuit6 ne  pout 6tre con(}ue ni objectiveinent comme 
une substance, I~i subjectivement comme une id6e n6cessaire a priori; 
cette id6e de temps n'est qu ' une  id6e auxiliaire et relative, servant 
6tablir le rapport entre les div~ers mouvements qui ont lieu dans la nature 
et que nous percevons. Ainsi jamais il ne se pr6sente dans la nature rien 
qui ressemble au temps objectif ou absolu e t  par cons6quent on ne peut  
pas prendre le temps comme mesure du mouvement, mais au contraire 
o n  pourrait considdrer le mouvement comme mesure d u  temps, si on n'en 
6tait emp6ch6 parce qu'on n'a rien gagn6 i~ Consid6rer le temps comme 
une idge subjective n6cessaire a priori. 

Je suis de m6me convaincu qu'on ne petit pas Commencer par l'id6e 
intuitive de l!espace, pour arriver ~ des conclusions sur le continu, parce 
que respace et les figures qu'on y con~oit ne peuvent arriver qu'.~ l'aide 
d'un Continu d6jk form6 d'une mani~re abstraite ~ devenir l'objet non 
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plus sculemcnt de considdrations puremcnt esth6tiques, de Sl)dculations 
philosophiques subfiles o u  d'essais faits au hasard, mais de recherches 
math6matiques positives. 

II ne me reste donc plus qu'k chercher, au moyen des notions de 
nombres r6els d6finis duns § 9~ une id6e purement arithm6tique, et aussi 
gdn6rale que possible, d'un continu de points. Je prends n6cessairement 
pour point de d6partrespace arithmdtique plan k n dimensions G,, c. ~ d. 
l'ensemble dc tous les  syst6mes de valeurs: 

(xl/x  I . . . . .  Ix.) ,  

off chaque x peut avoir ind6pendamment des autres routes les valeurs 
num6riques r6elles de ~ cx9 ~ -b cxv. J 'appellerai  tout syst6me de 
valeurs de ce genre un point arithm6tique de Gn. La distance de deux 
de ces points est ddfinie par l'expression: 

+ x,) + + . . . . .  + ( x ' , - -  

et par un syst6me de points arithmdtiques /) contenu dans  G. on entend 
tout ensemble donn6 de points de l'espace Gn. L'examen aboutit donc tt 
donner une ddfinition exacte et aussi gdn~rale que Tossible, quand on pe~tt 
a ppeler l'ensemble _Pun continu. 

J'ai ddmontrd dans le Journal de BORCHARDT, t. 84, p. 24:2, que 
tous les espaces Gn, si grand que soit le hombre de dimensions n, ont la 
mdme puissance entre eux et par suite la mdme puissance que le continu 
lindaire, et la m~me que l'ensemble de tous les  hombres r6els de l'inter- 
valle (0 . . . . .  1). La recherche et la fixation de la puissance de G. se 
ram6ne donc ~ la mOne question, spdcialisde '~ l'intervalle (0 . . . . .  1), et 
j'esp6re pouvoir bient6t y r6pondre en d6montrant rigoureusement que la 
puissance cherch6e n'est autre que celle de notre deuxi6me classe de 
nombres (II). De 1~ rgsultera que tous les  syst6mes de points infinis /) 
ont soit la puissance de la premi6re classe de nombres (I)soit  celle de 
la seconde (II): On pourra encore en tirer cette autre consdquence que 
l'ensemble de toutes les fonctions d'une ou de plusieurs variables pouvant 
8 t re  repr6sent6es sous forme de s6rie donnde-infinie quelconque, n'a de 
m~me que la puissance de ]a deuxi6me classe de nombres (II) et par 
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cons6quent peut (~tre ddno~'nbrd par des nombres de la troisi6me classe 
de nombres (III). .Ce thdor6me se r'Lpportera donc par exemple ~, 1'en- 
semble de routes les fonctions ))analytiques))d'une ou de plusieurs variables, 
ou au syst6me de routes les fonctions d!une ou de plusieurs variables 
rdelles que l 'on peut repr6senter pa'r des s6ries trigonomdtriques. 

Pour arriver .maintenant 8 la notion gdn6rale d'un continu donn6 
dans G~, j e  rappelle la notion de l'ensemble ddriv6 /)(~)d'un ensemble 
de points /) donn6 ~ volont6, telle qu'elle a dt6 d6veloppde darts le m6- 
moire (Ann. Math .  t. V, pu is  t. XV, XVII, XX et XXI); elle conduit 
k la notion d'un d6riv6 /)(7), o~ F peut ~tre un nombre entier quelconque 
d'une des classes de nombres (I), (II), (III), etc. 

On peu~ maintenant partager aussi les syst6mes de points P e n  deux 
classes d'aprf~s la puissance de leur premier d6rivd /)(1). Si /)(t ) a la 
puissafice de  (I), on volt,, comme Je l'ai d6jg dit dans le § 3 de ce m6- 
moire, qu!il y a u n  pr~miei nombre entier a de la "' . . . . . .  premmre ou de la 
deuxi6me classe de'nombres (It), pour lequel /)<~) disparalt. Mais si po> 
n!a pas la premi6re puissance, on peut toujours, et d'une seule mamere, 
d6composer /)<" en deux syst6mes R et S, en sorte que: /)<~)= R 4 -S ,  
oh R et S sont de nature bien diff6rente: 

/~ est de la premi6re puissance et dans des conditions telles qu'il  
y a toujours un premier nombre entier i" des classes de nombres (i) ou 
(II), pour lequel: 

~ ( R ,  ~(Y)) = 0 (1) . 

S au contraire est darts des conditions telles que remploi du procdd6 
de ddrivation-.n'y change absolument rien, en sorte que: 

S ~ 8 (~) 

et par consdquent aussi: 

S -= S(~); 
.o 

j'appelle ces syst6mes S ensembles parfaits de points. Nous pouvons done 

(i)  Ce earact~re gdngral des ensembles R a ~td remarqud et ddmontrd par 
hi. DsN~I);so~, 
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dire: quand P(') n'a pas la premiere louissance, P(') se divise ~ sens u~ique 
en un ensemble parfidt S et un ensemble t~ de ia premiOre puissance. 

L es syst~mes de points parfaits S he, sont pas toujours ce que nous 
avons appel~ condensd dans route l'dtendue; c'est pourquoi ils ne se pr~tent 
pas encore ~ la d~finition complete d'un continu de points, quand in6me 
on est obligd d'accorder imm~diatement que ]e continu dolt 6tre toujours 
un syst~me parfait .  

Au contraire il faut encore une  notion pour la joindre k cel le  qui 
prdc+de et ddfinir le continu: c'est la notion d'un syst+me de points T 
bien enchalnd. 

Nous disons que T est un syst+me de points bicn enehaind, quand 
pour deux points quelconqucs t et t' de ce syst+me, avec un nombre 
donn~ s aussi petit qu'on voudra, il y a toujours un nombre fini de 
points ti, t~, . . . . .  t~ de T, de plusieurs maniSres, en sorte que les 

distances tt--x, t~t~, t2t,, . . . . .  t,t' soient toutes plus petites que ~. 
Tous l e s  continus de points g6om6triques que n~)us eonnaissons sont 

aussi compris, eomme il est facile de le voir, sous cette notion du syst6m9 
de points bien enchaln6; mais je crois maintenant reconnaitre aussi dans 
ees dcux attributs ))parfait)) et ))bien enchaln~))les caract~res n~ccssaires 
et suffisants d'un continu de points et je.d~finis par consSquent un continu 
de points clans Gn un syst~me parfaitement enchain~. Ici ,)parfait~ et ~bien 
enchain~'~ ne sont pas seulement des roots, mais des attributs du continu tout 

fait gdndraux, caractdrisds d'une mani~re abstraite, de la fagon la plus 
prdcise, par les ddfinitions lordcddentes. 

La d6finition que donne BOLZANO du continu (Paradoxes, § 38) n'est 
certainement pas exacte; elle n'exprime qu'une seule propriSt~ du continu, 
qui se trouve r~alis~e dans les ensembles obtenues en concevant comme 
~loign6es de G ,  'un syst6me de points ~isold, quelconqu c (cf. Ann. math. 
t. XXI, p. 51); elle, se trouve de m~me rSalisSe dans des syst~mes com- 
posSs de plusieurs continus sSparSs; 6videmment dans ces cas il n'y a pas 
de continu, comme le ferait croire la d5finition de BOLZA~O: nous trouvons 
donc ici une faute contre le principe: on dit qu'une chose fair partie de 
l'essence d'une autre, quand l'une ne peut exister sans l'autre et que la 
presence 'de l'une entralne celle de l'autre, ou que l'une ne peut ni exister 
ni se concevoir sans l!autre, et vice versa. 
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Notes. 

L'ensemble de routes les fonctions continues , et m~me de routes les 
fonctions, susceptibles d'etre int4grSes, d'une o u  de plusieurs variables, ne 
pourrait avoir, comme il m e  semble, que l a  puissance de la deuxiSme 
classe de nombres ([I); cependant si on laisse de cSt5 toutes les restric: 
tions et qu'on consid~re l'ensemble de toutes les fonctions continues et 
discontinues d'une ou de plusieurs variables, ce systSme aura l a  puissance 
de la troisiSme elasse de hombres. (III). 

On peut dgmontrer p o u r  les systSmes parfaits ce th5or~me: ils 
n'ont jamais la puissance de (I).  

Comme exemple d'un syst6me de points parfait, qui n'est pas eon- 
dens6 dans route l!6tendu d 'un  intervalle si pet i t  qu'il soit, j ' indique 
l'ensemble de  tons les nombres r6els eontenus dans la formule: " 

oh. les coefficients c, peuvent prcndrc b~ relent6 les deux valeurs 0 et. 2 
et oh la s6rie peut 6tre ' composee d'un hombre fini ou infini de membres. 

I1 faut remarquer que la d6finition d'un continu donnd~e en haut est 
ind@endante de toute consid6ration sur ce qu'on appelle la dimension 
d'une figure continue; la d6finition en effet embrasse aussi les continus 
compos6s de parties bien enchaln6es de diff6rente dimension, comme des 
lignes, des surfaces, des solides, etc. Je sais bien que le mot ))eontlnu)) 
n'a pas pris jusqu'b~ p rdsent, dans les math6matiques, un sens bien arr6t6; 
la d6finition que" j 'en donne sera donc trop 6troite pour les uns, trop 
large pour les autres; j espere avoir rdfissi ~ trouver-le juste milieu. 

D'apr6s ma mani6re de cgncevoir les choses on ne pent entendre par 
continu qu'un ensemble parfait et bien enchain& D'apr6s cela une ~tendue 
droite par exemple, ~ laquelle manque un des points-extr6mes, ou tous 
les deux, une surface circulaire sans limite ne sent pas des continus par- 
faits; j'appelle ces syst6mes de points des semi-continus. 

E n  • t * t general j'entends par  semi-continu un systeme de points irnparfait, 
bien dnchaln6, appartenant ~.la seconde classe et constitu6 de telle sorte 
qtie d e u x  quelconques de ses points peuvent 6tre r6unis par un continu 



408 O. Cantor. 

parfait, qui est un 61~ment constitutif du syst~me de points. Tel est, 
p. ex., respaee que j 'ai dSsign5 par A (Ann.  math., t. XX, p. 119) et qui 
a 5t6 obtenu en 6loignant de Gn un systSme de points quelconque de 
la premi+re puissance. 

L e  d4riv~ d'un systSme de points bien enchain5 est toujours un 
continu, que ]e systSme de points bien enchaln5 air 1~ premiere ou la 
deuxi~me puissance. 

Si  un syst(~me de points bien enchaln5 est de la premib, re puissance, 
je ne puis l'appeler n i  un continu ni un semi-continu. 
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