FONDEMENTS D’UNE THEORIE GENERALE.
DES ENSEMBLES
PAR

G. CANTOR

4 HALLE a. 8.

(Extrait d’'un article des Annales mathématiques de Leipsic, t. XXI, pag. 848.)

§ 1.

Dans lexposition de mes recherches sur la théorie des ensembles,
‘je suis maintenant arrivé a4 un point ou il ‘me faut développer une
-généralisation de la notion de nombre entier réel, et ce développement
m’entraine dans une direction ou personne, & ma connaissance, ne sest
engagé jusqu'a présent.. _

Je me trouve contraint de développer cette notion de nombre au
point que je pourrais & peine, sans cela, avancer dans la théorie des
ensembles; que cette nécessité ot je me trouve placé me serve de justifica-
tion ou d'excuse, si cela était nécessaire, pour avoir introduit dans mon
travail un ordre d’idées qui y parait étranger. Car il s'agit de développer
cette notion dans le but de continuer _l'a série des nombres entiers réels
au-dela de linfini; si hardie que paraisse cette tentative, je puis exprimer
non-seulement espoir, mais la ferme conviction qu'avec le temps on
considérera ce développement comme trés-simple, trés-naturelle et parfaite-
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ment accessible. En méme temps je ne me dissimule pas cependant que
par cette ent_reprise,' je me mets en contradiction, dans une certaine mesure,
avec les idées généralement répondues sur linfini mathématique et avec
les opinions quon a souvent défendues sur Dessence de la grandeur
numérique. ‘

Pour ce qui concerne l'infini mathématique, dans la mesure ol jusqu'a
présent, il a pu étre employé légitimement dans la science et contribuer
& ses progrés, il me semble qu'il se présente en premicre ligne dans le
sens d'une grandeur variable, croissant au-dela de toute limite ou décrois-
sant autant que l'on voudra, mais restant toujours finie. Je donne & cet
infini le nom d'infini improprement dit.

Mais dans ces derniers temps il s’est formé, soit dans la geometrle
goit particuliérement dans la théorie des fonctions, un nouveau genre de
notions d'infini, tout aussi légitimes; ainsi, d’aprés ces notions nouvelles,
dans la recherche d'une fonction analytique d'une grandeur complexe
variable, 'usage s'est imposé généralement de se rgprésenter, dans le plan
qui représente la variable complexe, un point unique situé dans linfini,
c. & d. infiniment éloigné, mais néanmoins déterminé, et d’examiner la
maniére dont se comporte la fonction dans le voisinage de ce point absolu-
ment comme dans le voisinage d’'un autre point quelconque; on voit alors
que la fonction dans le voisinage du point infiniment éloigné, se comporte
précisément de la méme maniére que s'il s'agissait de tout autre point
placé dans le fini, en sorte quon est pleinement autorisé par la & sec
représenter l'infini, dans ce cas, comme transporté sur un point tout i fait
déterminé. ’ | .

Quand linfini se présente sous une forme ainsi determmee, je lappellc
infini proprement dit.

Pour comprendre ce qui va suivre, distinguons bien ces deux forines
sous lesquelles s'est présenté linfini mathématique et sous lesquelles il a
contribué aux plus grands progrés dans la géométrie, dans l'analyse, et
dans la physique mathématique. '

Sous sa premiére forme d'infini improprement dit, il se présente comme
un fini variable; sous sa seconde forme que jappelle Uinfini proprement
dit, il se présente comme un infini absolument déterminé. Les nombres
réels entiers infinis que je définirai dans la suite et auxquels jai été
amené il y a déja de longues années, sans- m'étre assuré d’y trouver des
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nombres concrets a sens réel,(') n’ont absolument rien'de commun avec
la premicre de ces deux formes, linfini improprement dit; ils ont au
contraire le méme caractére de détermination ‘que nous trouvons, dans la
théorie des fonctions analytiques, pour le point infiniment éloigné; ils
appartiennent donc aux formes et aux affections de Uinfini proprement
dit. — Mais tant que le point reste isolé dans I'infini du plan de nombres
complexes en face de tous les points qui sont dans le fini, nous obtenons
non-seulement un nombre entier infini, mais une suite infinie de ces
nombres bien distincts les uns des autres et ayant, soit entre eux, soit
avec les nombres entiers finis, des rapports réguliers .....

Ces rapports ne sont. guére de ceux que l'on peut, au fond, ramener
a des rapports de nombres finis entre eux; ce phénoméne a lieu sans
doute, mais il ne se présente fréquemment que dans les degrés et les
formes: diverses de linfini improprement dit, par -exemple dans les fonctions
d’une ‘variable x qui deviennent infiniment petites ou infiniment grandes,
au cas ou elles ont des numéros d'ordre finis déterminds en tendant &
linfini.” Ces rapports, en fait, ne peuvent étre considérés que comme une
espéce de rapports du fini,.ou comme pouvant 8’y ramener immédiatement;
les lois relatives aux nombres entiers proprement infinis sont par contre
complétement différentes des dépendances que l'on trouve dans le fini.

Les deux principes *de formation, 3 laide desquels on définit les
nouveaux nombres infinis déterminés, comme on pourra s'en convaincre,
sont tels qu'en les appliquant ensemble, on peut dépasser toutes les limites
dans la formation abstraite des nombres entiers réels; mais heureusement
on a “d’autre . part, comme nous le verrons, un troisiéme principe que
j'appelle principe d’arrét ou de limitation, et grice auquel on peut donner
certaines limites successives au procédé de formation qui est absolument
sans fin; nous obtiendrons ainsi, dans la suite absolument infinie des nombres
réels entiers, des' divisions naturelles, que j'appellerai classes de nombres.

La premiére classe de nombres (I) est le systéme des nombres entiers
finis 1, 2, 8,..... v, .....; .vient ensuite la seconde classe. de nombres
(II), composée de certains nombres entiers infinis a se suivant-entre eux
dans un ordre de succession déterminé:

(") Je les ai appelés jusqu'd présent: »Symboles d'infini définis d'une fagon déter-
winéed, v. Ann. math. t. XVII, p. 357, t. XX, p. 113, t. XXI, p. 54. ’
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la seconde classe de nombres une fois définie, on arrive i la troisiéme,
puis & la quatriéme, et ainsi de suite. ‘

L’introduction de ces nouveaux nombres entiers me parait tout d’abord
trés-importante pour. développer et afferinir la notion de puissance que j'ai
fait entrer dans mes travaux (J. de BorcmarDT, t. 77, p. 257; t. 84, p.
242) et que j'ai souvent employée dans les premiers numéros du présent
travail. D’aprés cela, &4 tout systéme bien défini convient une puissance
déterminée, et deux systémes ont la méme puissance, quand on peut
établir entre elles, d’élément & élément, une correspondance réciproque &
sens unique.

Dans les systémes finis la- puissance s'accorde avec le nombre des
éléments, parce que ces systémes ont, comme on sait, dans tous les arrange-
ments, le méme nombre d'éléments.

Pour les systémes infinis au contraire, il n'avait été question générale-
ment jusqu'ici, ni dans mes travaux ni ailleurs, d'un nombre d’éléments
défini avec précision, mais on pouvait bien leur attribuer aussi une puis-
sance déterminée, et complitement indépendante de Uordre de lewrs éléments.

Il fallait, comme il était facile de le faire voir, concéder la plus petite
puissance des systémes infinis aux ensembles capables d’avoir la correspon-
dance réciproque & sens unique avec la premiére classe de nombres et
ayant par suite la méme puissance qu'elle. Mais jusqu'a présent on n’avait
pas pour les puissances supériewres, une définition aussi simple et aussi
naturelle. ; g

Les classes de nombres entiers réels infinis déterminés nous apparais-
sent maintenant comme représentant’ naturellement, et sous une forme
unie la suite régulicre des puissances croissantes de systémes bien définis. Je
montre de la maniére la plus précise que la puissance de la deuxiéme
classe de nombres (II) ne différe pas seulement de la puissance de la
premiére classe, mais qu'elle est encore, en réalité, la puissance immédiate-
ment ‘sﬂpérieure ; nous pouvons donc l'appeler deuxiéme puissance ou puis-
sance de deuxieme classe. On obtient de méme, par la troisiéme classe de
nombres, la définition de la #roisiéme puissance, ow puissance de troisiéme
classe, etc. efc. '



¥ondements d’une théorie géuéra]e des ensembles. - 385

§ 11.

Nous avons maintenant 3 montrer comment on est amené aux défini-
tions de ces nouveaux nombres et de quelle maniére on obtient, dans la
suitc des nombres entiers réels absolument infinie, 1és divisions naturelles
que jappelle classes de nombres. La série (I) des nombres entiers réels
positifs 1, 2, 8, ..... vy, ..... doit sa.formation a la 1"épétitiori et & la
réunion d'unités qu'on a prises pour point de départ et qu'on considére
comme égales; le nombre v exprime un nombre fini déterminé de répéti-
tions successives de ce genre, aussi bien que de la réunion des unités
choisies en un seul tout. La formation des nombres entiers réels finis
repose donc sur le principe de laddition d’une unité & un nombre déja
formé; jappelle premier principe de formation ce moment qui, comme nous
le verrons bientdt, joue aussi un rdle essentiel dans la production des
nombres entiers supérieurs.. Le nombre des nombres v de la classe (I),
formé de cette maniére, est infini et parmi tous ces nombres il n’y en a
pas qui soit plus grand que tous les autres. . Il serait donc contradictoire.
de parler d'un nombre maximum de la classe (I); toutefois on peut d’autre
part imaginer un nouveau nombre, que nous appellerons w, et qui servira
a exprimer que tout Uensemble (I) est donné daprés la loi dans sa succession
naturelle.  On peut méme se représenter le nouveau nombre w comme la
limite vers laquelle tendent les nombres v, & condition d’entendre par Ia
que o sera le premier nombre entier qui swivra fous les nombres v, en
sorte qu’il faut le déclarer supérieur & fous les nombres v. En associant
le nombre @ avec les unités primitives on obtient a l'aide du premier
prineipe de formation les nombres plus étendus:

o+10+2 ... w>+u, ceeed}

comme par la on n'arrive encore une fois & aucun nombre maximum,
on imagine un nouveau, que l'on peut appeler 2w et qui sera le premier
aprés tous les nombres obtenus jusquh prfsent y et @ - y; si on applique
encore au nombre 2w le premier principe de formation, on arrive a con-
tinuer comme il suit les nombres obtenus jusqu'a présent:

20 + 1,204+ 2, ..... 20+ v, ..... -,

Acta mathematica, 2, TImprimé 7 Aofit 1883,

-

49
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Lia fonction logique qui nous a donné les deux nombres o et
est évidemment différente du premier principe de formation; je l'appelle
deuxiéme principe de formation des nombres réels entiers et je définis
mieux ce principe en disant: Etant donné une succession quelconque déter-
minée de nombres entiers réels définis, parmi lesquels il w'y en a pas qui soit
plus grand que tous les autres, on pose, en sappuyant sur ce deuxicme prin-
cipe de formation, un nouveau nombre que Uon regarde comme la limile des
premiers, ¢. & d. qm est défini comme étant immédiatement supériewr & tous
ces nombres. ‘

En appliquant et en combinant ces deux principes de formation -on
obtient donc successivement les continuations des nombres que nous avons
obtenus jusqu'ici, comme il suit: )

3w, 30+ 1, ....., 30+, .....

pw, po + 1, ..o po v, L.l

Cependant nous n'en sommes pas venu & la fin, parce que parmi les
nombres pw 4 v il n’y en a pas non plus qui soit plus grand que tous
les autres.

Le deuxiéme principe de formation nous permet donc d'introduire
un nombre qm suit immédiatement tous les autres pw + v, et que l'on
peut appeler o’ a ce nombre se rattacheront dans un ordre de succession
déterminé:

lo® + po + v

et on arrive alors évidemment, en suivant les deux principes de forma-
tion, & des nombres de la forme: : ‘

v + vt +v#_1w+ 5

mais alors le deuxiéme principe de formation nous améne & poser un
nouveau nombre qui sera immédiatement supérieur & tous ces nombres et
qu'on pourra désigner par o“.

' La formation de nouveaux nombres, comme on le v01t “est sans fin;
en suivant les deux principes de formation on obtient toujours de nouveaux
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nombres ¢t de nouvelles séries de nombres, avec une succession parfaite-
ment déterminée. ‘ . ,

On pourrait donc croire d'abord que nous allons nous perdre & l'indéfini
dans cette formation de nouveaux nombres entiers infinis déterminés et
que nous ne sommes pas en état d'arréter provisoirement ce procédé sans
fin, pour arriver par la a une limitation semblable & celle que nous avons
trouvée, en fait, dans wun certain sems, par.rapport & Uancienne classe de
nombres (I); 1 on n'employait que le premier principe de formation et
on ne pouvait pas sortir de la série (I). Mais le deuxiéme principe de
formation ne devait pas seulement conduire au-deld du systéme de nombres
émployé jusqu'a: présent; il nous apparait encore certainement comine un
moyen qu'on peut combiner avec le premier principe de formation pour
arriver & powvoir franchir toute limite dans la formation abstraite des
nombres réels entiers. o

Mais si nous remarquons maintenant que tous les nombres obtenus jusqu'd
présent et ceuwx qui les suivent immédiatement remplissent une certaine condition,
nous verrons que cette condition, si on la pose comme obligatoire powr tous
les nombres & former immédiatement, nous apparait comme un ¢roisiéme
principe, qui vient g'ajouter aux deux premiers et que jappelle principe
darrét ou de limitation. En vertu de ce principe, comme je le montrerai,
la deuxi¢me classe de nombres (II), définie par I'adjonction de ce principe,
n’acquiert pas seulement une puissance plus élevée que (I), mais précisé-
ment la puissance immédiatement supérieure, et par conséquent la deuwieme
puissance.

" La condition dont nous venons de parler et qui est remplie, comme

on peut s'en convaincre immédiatement, par chacun des nombres infinis
a définis jusqu'ici, est: que le systéme des mombres qui se trowvent, “dans la
suite des nombres, avant celui quwon considére et & partir de 1, soit de la
méme puissance que la premiére classe de nombres (I).  Prenons, par
cxemple, le nombre ®°”, ceux qui le précédent sont contenus dans la
formule:

- . . -1
Yo" + v 4 s 0 -y,
ol fpt;- vy, Y5 -+-.. v, peuvent prendre toutes les valeurs finies positives

entiéres, y compris zéro, et a4 l'exclusion de la combinaison: y, =y, =
=y, = 0.

=Yy = oeeenn
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Comme on le sait, ce systéme peut se mettre sous forme d'une série
simplement infinie et il a.par conséquent la méme puissance que (I).
- Comme alors toute suite de systémes dont chacun est de la premiére
puissance, donne toujours lieu, si elle est elle-méme de la premiére puis-
sance, 4 un nouveau systéme, qui a la méme puissance que (I), il est
clair qu'en continuant notre suite de nombres on arrive toujours, en fait,
a avoir immédiatement de nouveaux nombres qui remplissent réellement
cette condition.

Nous définissons done ‘la deuxiéme classe de nombres (II): I'ensemble
de tous les nombres a qu'on peut former & Vaide des deux principes dc
formation, qui sc succédent suivant un ordre déterminé:

o, 0o+ 1, ...yttt + ooy, 0t o, 0% L

R P I J

et qui sont soumis & cette condition, que tous les nombres qui précédent
le nombre «, & partir de 1, forment un systéme de la méme puissance
que la classe de nombres (I).

§ 12. ?

Nous avons & démontrer tout d'abord ce théoréme que: la nouvelle
classe de mnombres (II) a une puissance d&ﬁ"erente de celle de la premicre
classe de nombres (I).

Ce théoréme résulte du suivant:

»8oit e, o, ... ) Oy eenes un systeme quelconque de la premiére
puissance, de divers nombres de la deuwieme classe de nombres (en sorte qie
nous sommes autorisés & les mettre sous la forme de série simple (a,)), ouw il
Yy a un de ces nombres qui est plus grand que tous les autres, soit y; ou
bien, si ce West pas le cas, il y a wn nombre déterminé B de la deuziime
classe (1I) qui nme se rencontre pas parmi les nombres a,, en sorte que S est
plus grand que tous les a, et que par contre tout nombre entier ' < f est
inférieur en grandeur & certains nombres de la série (a,); on peut appeler
le nombre 7 ou f3-la limite supériewre du systéme (a,).»
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La démonstration de ce théoréme est fort simple: soit «, dans la
série (2, le premier nombre plus grand que a,, a, le premier plus grand
que a,, etc . : .

On a alors: ‘

< <r, <x, < .....

a, <o, <o, < d, < ...

et a, < a,, dés que v < x,.
Il peut se faire maintenant que, & partir d'un certain nombre £
tous les nombres qui le suivent dans la série (a,) soient plus petits que
lui; ce nombre est alors évidemment le plus grand de tous et nous avons:
=0, Sinon, quon imagine le systéme de tous les nombres entiers
plus petlts que a,, & partlr de 1, qu'on ajoute immédiatement a ce sys-
téme celui de tous les nombres entiers > 2o et <a, puis celui de tous
les nombres 2 a, et < a,, et ainsi de suite; on obtiendra alors une portion
déterminée de nombres successifs de nos deux premicres classes de nombres;
ce systéme -de hombres est évidemment de la premiére puissance et par
conséquent il existe (d'aprés la définition de (II)) un nombre déterminé
B de Tensemble (II), qui est immédiatement plus grand que ces nombres.
On a donec > a, et par conséquent aussi: §>a, parce quon peut
toujours prendre x, assez grand pour dépasser un v domné et qu’alors
o, < Oy,

On voit d’autre part que tout nombre ﬁ' < f est inférieur en gran-
deur & certains nombres Oy, 5 et ainsi se trouvent démontrées toutes les
parties du théoréme.

De 1a résulte que Uensemble de tous les nombres de la deuxieme classe
de nombres (II) wa pas la méme puissance que (I); car autrement nous
pourrions concevoir tout I'ensemble (II) sous la forme d’une série simple:

Oy Ogy vovve Gyy venee

qui aurait, d'aprés le théoréme que nous venons de-démontrer, un membre
maximum j ou dont tous les membres o, seraient inférieurs en grandeurs
4 un certain nombre 3 de (II); dans le premier cas le nombre y 4 1 qui
appartient & la classe (II), dans le second cas le nombre 8 bien qu’ ap-
partenant 2 la classe (II), ne se trouveralent pas dans la série (), ce qui
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est en contradiction avec I'hypothése de Tidentité des systemes (II) et (a,);
par conséquent la classe de nombres (II) a une autre puissance que la
classe de nombres (I). '

Quant au fait; que la séconde des deux puissances des classes de
nombres (I) et (II) suit immédiatement la premiére, c. & d. quentre les
deux puissances il n'y en a pas d'autre; clest une conséquence d’un théo-
réme que je vais formuler et démontrer immédiatement.

Cependant, jetons d’abord un regard en arriére et rappelons-nous les
moyens par lesquels nous sommes arrivés soit au développement de la
notion de nombre entier réel, soit & une nouvelle puissance de systémes
bien définig, distincte de la premiére; il y avait frois moments logiques
importants et qu'il faut bien distinguer I'un de Vautre. Ce sont les deux
principes de formation définis plus haut, et wn . principe darrét ou de limita-
tion qui s'ajoute aux premiers et qui cohsiste en ce qu'on ne peut entre-
prendre, & Uaide d'un des deux autres principes, la formation d'un nouveau
nombre entier qu'a une conditton nécessaire: cest que Uensemble de tous les
nombres précédents ait la- méme puissance quune classe de nombres dont on
a déja défini toute Uétendue. Par cette méthode, en observant ces trois
principes, on peut arriver toujours & de mnouvelles classes de mnombres et,
avec elles, & toutes les puissances diverses, successivement croissantes que lon
rencontre dans la nature matérielle ow immatérielle; les nouveaux nombres
ainsi obtenus ont alors toujours la méme précision concréte et la méme
réalité objective que les précédents; je ne sais donc pas, en vérité, ce qui
pourrait nous empécher de mnous servir de ce moyen de formation de
nouveaux nombres, quand on voit que, pour le progres des sciences, il
est indispensable d’introduire unc nouvelle classe de nombres.

§ 13,

J’arrive maintenant, pour tenir ma promesse, a démontrer que les
puissances de (I) et de (II) se suivent immédiatement, en sorte qu’il n’y
en a pas dautre entre ces deuzx.

Si, d’aprés une loi yuelconque, on choisit dans l'ensemble (II) un
systéme (o) de divers nombres «/, c¢. & d. si on congoit un systéme quel-
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conque (a') contenu dans (II), ce systéme aura toujours des propriétés que
Pon peut exprimer par les théorémes suivants: )

> Parmi les mombres du systeme (') il y en a toujours unm plus petit
que tous les autres.» :

» Etant doméé, en particulier, une suite de nombres de l'ensemble (II):
O, Oy vvnn- y Ogy ven e dont la’ grandewr va toujours en décroissamt (en
sorte que ‘ay > ay, Si [ > f3), cette série doit finir wnécessairement, avec un
nombre fini de membres et se termine par le plus petit des nombwes la série
ne peut pas étre infinie.»

Il est remqrquable que ce théoréme, qui est d’une évidence immédiate
quand les ‘nombres a; sont des nombres entiers finis, peut aussi se dé-
montrer dans le cas de nombres infinis ag.  En fait, d'aprés le théoréme
précédent que l'on déduit facilement.de la définition de la série de nombres
(II), parmi les nombres a,, & ne considérer que ceux ou lindice v est
fini, il y en a un plus petit que tous-les autres; soit ce nombre = a,,
il est évident, qu'a cause de a, > a,,,, la série «, et par conséquent aussi
toute la série a; doit étre composée précisément de p membres, et par
suite sera une série finie,

On arrive maintenant au theoreme fondamental suivant:

s(a') étant un systéme de nombres quelconque contenw dans Uensemble
(1), il ne peut se présenter que les trois cas suivants: ou bien (o') est umn
ensemble fini, c. & d. composé dune quantité finie de nombres, ou bien (o).
a la puissance de la premicre classe (I) ou enfin (a') a la puissance de la
classe (I1); il wy a pas d'autre cas possible.»

On peut simplement démontrer ce théoréme de la maniére suivante:
soit £ le premier nombre de la froisiéme classe de nombres (III): tous les
nombres o du systéme (a') sont alors plus petits que £ parce que cette
série est contenue dans (II). ’

Nous mnous représentons maintenant les nombres o ordonnés daprés
leur grandewr: soit a, le plus petit de ces nombres, a,,, le nombre im-
médiatement supériewr, efc., on a la série (a') sous forme dune série »>bien
ordonnée> az, o 3 parcourt les nombres de notre série naturelle de nombres
développée, & partir de o; évidemment B reste inférieur ou égal & o, et
comme oy < Q, on a aussi B < 2. Le nombre 3 ne peut donc pas sortir
de la classe de nombres (II), mais il reste dans les limites de cette classe;
il ne peut donc.se présenter que trois cas: ou bien B reste au-dessous



392 G. Cantor.

d'un nombre assignable de la série @ + v, alors («') est un systéme fini;
ou bien S prend toutes les valeurs de la série @ + v, mais reste au-dessous
d'un nombre assignable de la série (II), et alors (a') est évidemment un
systéme de la premiére puissance; ou enfin # prend des valeurs aussi
grandes qu’on voudra dans (IT), alors S parcourt tous les nombres de (II);
dans ce dernier cas l'ensemble (ag) c. & d. le systéme («) a évidemment la
méme puissance que (II). ’ »
’ . c. q. f. d.

Comme conséquence immédiate du théoréme que nous venons de
démontrer, on a les suivants: _

» Etant donné un systéeme quelconque bien défini M de la puissance de
la classe de nombres (II), si on prend dans M un systéme partiel infini quel-
conque M', on peut concevoir U'ensemble M’ sous forme d'une série simplement
infinie, ow bien on peut faire correspondre réciproquement les deux systemes
M' et M & sens uwique.»

» Etant donné un systéme bien défini quelconque M de la deuxiéme puis-
sance, un systéme partiel M’ pris dans M, et un systéme partiel M" pris
dans M', si on sait que le dernier systeme M peut étre rapporté d'une
mamiére réciproque, et & sens unique, aw premier M, on peut toujours aussi
faire correspondre le deuwxiéme M', d'une maniére réciproque et & sens unique,
aw premier, et par conséquent aussi. aw troisiéme.>

J'énonce ‘ici ce dernier théoréme, a cause du rapport qu’il a avec
ceux qui précédent, en supposant que M a la puissance: de (I1); évidem-
ment il est encore vrai quand M a la -puissance de (I); mais ce qui me
parait trés-remarquable et ce que je signale ici expressement, c'est que ce
théoréme cst vrai d’une maniére générale, quelle que soit la puissance du
systtme M. J’y reviendrai plus au long dans un autre travail, et je ferai
voir alors l'intérét particulier qui se rattache a ce théoréme général.

§ 2.

Un avantage considérable des nouveaux nombres consiste pour moi
dans une notion nouvelle, qui ne s'était pas encore presentée jusqu’ici,
celle du nombre des éléments d'un ensemble infini bien ordonné; comme cette
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notion est toujours exprimée par un nombre complétement déterminé de
I'ensemble de nombres que nous avons développé, pourvu seulement que
‘Lordre des éléments du sustéme, tel que nous le définirons tout & Uheure, soit
déterminé, et comme d'autre part la notion de nombre d’éléments a une
représentation objective immédiate, ce rapport entre le nombre des élé-
ments d'un ensemble et le nombre démontre la réalité de ce dernier méme
dans les cas ou il est infini et en méme temps déterminé.

Par ensemble ou systéme bien ordommé il faut entendre tout systéme
bien défini, o les éléments sont unis entre eux par une succession donnée
et déterminée, d’aprés laquelle il y a wn premier élément du systéme;
chaque élément (pourvu qu'il ne soit pas le dernier dans la succession)
est suivi immédiatement d’un autre déterminé, et a chaque systéme arbi-
traire d’éléments, fini ou infini appartient un élément déterminé, qui les
suit immédiatement dans la succession (pourvu que dans Pensemble il y a
des éléments qui suivent tous les éléments du systéme partiel considéré).
Pour éclaircir soit donné un ensemble (o) de la premiére puissance;
on peut en former de différentes maniéres des ensembles bien ordonnés,
par ex. les suivants: '

Sy Uy aee ey Oy, Oy voeee )
() Ggy vovnny Oy Guyry vveesy O)
(Ggy Gy wvvvey Oy Opqy ooniny Oy O)
(05 Ogy vvvnny Ogu 1y Gappgy oonvey Ogy Opy voveny Gg gy Oy vonu)
ete. -ete.

Deux ))systémes bien ordonnésy sont dits avoir le méme nombre (par rapport
aux successions auxquelles ils ont donné lieu), quand on peut établir entre
eux une correspondance ‘réciproque & sens unique telle, que, E et F étant
deux éléments quélconques de Tun, E| et F, les éléments correspondants
de Dautre, la position de E et F dans la succession du prerhier systéme
gaccorde toujours avec la position de E, et F, dans la suecession de la
deuxiémé série, en sorte (iue, si E précede F dans la succession de la
premlere série, I, précéede aussi F, dans la. succession de la deuxiéme
série. Cette correspondance, si elle est poss1ble, comme il est facile de

le voir, cst toujours complétement déterminée, et comme dans la série des
Acta mathematica, 2. Tmprimé 9 Aot 1883. A . 50
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nombres développée il y a toujours un nombre «, et un seul, tel que
ceux qui le précédent (& partir de 1) aient dans la succession naturelle
le méme nombre, on est obligé d’égaler directement & a le nombre de
ces deux systémes »bien ordonnésy, quand « est un nombre infiniment
grand, ct de T'égaler & a — 1, qui précéde immédiatement o, quand a est
un nombre entier fini. Par exemple les trois ensembles bien ordonnés:

(ot Oy Ggy Gy vonvny Gy Gypry oonss)
(gy Oy Oy Ogy onvey Oy Ogu gy voens)
(1, 2, 8, vovvy vy oennd)

ayant le méme nombre, celui-ci se trouve d’aprés notre définition égal & w.
De méme les nombres des ensembles bien ordonnés:

(Ogy Ogy vvnvny Oy upry coneny &)
(G Oyy vvvnny Oy Gupgy cnoven Gy O)
’ .
(Otyy Oy vuvvny Oogy Oppry oonee y Ogy Gy +onvny Oy gy Olgy ooens)

se trouvent, d’aprés notre définition, étre respectivement égals & w + 1,
o+ 2, 2m. ’

La différence essentielle entre les systémes finis et infinis, ¢’est qu'un
systéme fini offre le méme nombre d’éléments dans toutes les successions
que Ton peut leur donner; au contraire un systéme composé d'un nombre
infini d’¢éléments aura en général divers nombres, d'aprés la succession que
VYon donnera & ses éléments. La puissance d'un systéme est, comme nous
Tavons vu, un attribut indépendant de Uordre de ce systéme; mais le nombre
du systéme mous apparait comme wun facteur dépendant, en général, d'ume
succession donnée des éléments, des qu'on a & faire avec des systémes infinis.
Cependant méme dans les systcmes infinis il y a encore un certain rapport
entre la puissance du systéme et le mombre de ses éléments, par rapport a
une succession donnée.

Prenons d’abord un systéme ayant la puissance de la premiére classe
et donnons aux éléments une succession déterminée quelconque, de maniére
4 obtenir un systéme »bien ordonnéy, le nombre de ce systéme est toujours
un nombre déterminé de la deuxiéme classe de nombres et ne peut jamais
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étre déterminé par un nombre d'une autre classe que de la deuxicéme.
D’autre part on peut disposer tout systéme de la premiére puissunce dans
un ordre de succession tel que le nombre de ce syst¢ine, par rapport a
cette succession, soit égal & un nombre de la deuxi¢me classe, désigné
d’avance arbitrairement. Nous pouvons encore exprimer ces théorémes
comme il suit: fout systéme de la puissance de premiére puissance peut élre
dénombré par des nombres de la deuwiéme classec de nombres et par ces
nombres seuls, et on peut toujours donner aux éléments du systeme un ordre
de succession tel que le systeme lui-méme dans cette succession est dénombré
par un nombre de la deuxiéme classe de nombres donné & volonté, nombre qui
exprime le mombre des éléments du systéme par rapport & cette succession.
Les régles analogues s'appliquent aux systémes de puissances plus
élevées.  Ainsi tout systéme bien défini de la dewxiéme puissance peut étre
dénombré par des nombres de la troisieme classe de nombres, et par ces
nombres seuls, et on peut towjours domner aux éléments du systéme un ordre
de succession tel, que le systéme lui-méme dans cette succession est dénombré (*)
par un nombre de la troisiéme classe de nombres domné & wolownté, mombre
qui détermine le nombre des éléments du systéme par rapport & cette succession.

-~

§ 3.

~ La notion du systéme bien ordonné nous apparait comme fondamental
pour toute la théorie des ensembles. Je reviendrai dans un autre travail
sur cette loi fondamentale, ce me semble, trés-importante par ses consé-
quences et remarquable surtout par sa généralité: on peut foujours mettre
tout systeme bien défini sous la forme dun systéme bien ordommé. Je me
borne ici & démontrer comment, de la notion du systéme bien ordonné,
on arrive de la maniére la plus simple aux opérations fondamentales
pour les nombres entiers, finis ou infinis déterminés, et comment les lois

(') D’aprés la définition que nous venons de donner, ce que nous avons appelé, dans
les premiers numéros de notre»travai], systémes dénombrables ne sont que des systémes
dénombrables par des nombres de la premitre classe (systémes finis) ou par ‘des nombres
de la deuxidme classe (systémes de la' premidre puissance).
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de ces opérations se déduisent, avec une certitude évidente, de la considéra-
tion intrinséque immédiate. Soient d’'abord deux systémes bien ordonnés
M et M,, auxquels correspondent comme nombres les nombres a et B,
M + M, sera un nouveau systéme bien ordonné; il y a donc aussi un
nombre déterminé qui correspond comme nombre au systéeme M 4+ M,
par rapport & lordre de succession que l'on obtient entre ses éléments;
ce nombre s'appelle la somme de « et 3 et se désigne par a -+ 5 on voit
immédiatement que, si a et B ne sont pas finis I'un et l'autre, a 4 8
sera en général différent de B +4- a. La loi de commutation cesse donc
d'étre vraie dune mawiére générale pouwr Uaddition. Et maintenant on arrive
si simplement 4 la notion de la somme de plusieurs nombres donnés dans
une suite déterminée, qui peut étre clle-méme une suite infinie déterminée,
que je n’insisterai pas davantage sur ce point; je me contente donc de
remarquer que la loi d’association se trouve généralement vraie. On a
en particulier: :

st (BH7)=(+p+r

Si on prend une succession, déterminée par un nombre j, de systémes
tous égaux ct également ordonnés, dans chacun desquels le nombre des
éléments est égal a o, on obtient un nouveau systéme bien ordonné dont
le nombre donne la définition du produit fa, ot B est le multiplicateur,
a le inultiplicande; ici encore il se trouve que fa différe généralement
de «f, et par conséquent lo loi de commutation west pas vraie non plus
d'une manicre générale pour la multiplication des nombres. Par contre la
loi d’association 'applique aussi & la multiplication d’une maniére géné-
rale, en sorte qu'on a: a{fy) = (af)r.

Parmi les nouveaux nombres, quelques-uns se distinguent des autres
par la propriété de nombres premiers; cependant il faut caractériser cette
propriété d'une maniére un peu plus déterminée, en entendant par nombre
premier un nombre a«, pour lequel la décomposition a = fr, olt g est
multiplicateur,  n’est possible que si f= 1 ou B = a; par contre le
multiplicande aura généralement aussi pour les nombres premiers a un
certain champ d’indétermination, ce qui, d’aprés la nature des choses, ne
peut pas se modifier. Néanmoins nous montrerons dans un autre travail
que la décomposition d’'un nombre en ses facteurs premiers peut toujours
avoir lieu d’'une maniére essentiellement unique et déterminée méme au
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point de vue de la suite des facteurs (tant que ces facteurs ne sont pas
des nombres premiers finis se présentant a co6té l'un de l'autre dans le
produit). On obtient par li deux espéces de nombres premiers infinis
déterminés, dont la premiére se rapproche des nombres premiers finis,
tandis que les nombres premiers de la deuxiéme espece ont un tout autre
caractere.

Maintenant, & l'aide de ces nouvelles données, jespére de donner
bientdt une preuve rigoureuse du théoréme relatif & ce que nous avons
appelé les ensembles linéaires infinis, qui se trouve prononcé & la fin de
notre travail: »Une countribution & la théorie des ensemblesy (Journal de
Borcuaror, t. 84, p. 257). '

Dans le dernier numéro (4) du présent travail (t. XXI, p. 54), jai
obtenu relativement aux systémes de points P, qui sont contenus dans un
ensemble continu & % dimensions, un théoréme que l'on peut énoncer
comme il suit, en employant les nouvelles expressions définies plus haut:

» P étant un systéme de points, dont le dérivé P sannule dune mawiére
identique, on o est un nombre entier pris & volonté dans la premiére ou la
seconde classe, le premier ensemble dérivé P et par conséquent aussi P
lui-méme est un systéme de points de la premiére puissance.»

Ce théoréme peut se retourner de la maniére suivante:
> P dtant un systéme de points dont le premier dérivé PV a la premiére
puissance, il y a des nombres entiers a, appartenant & la premicre ou & la
deuxieme  classe de wnombres, pour lesquels P sannule dune maniére -iden-
tique, et parmi les: nombres a qui offrent cette particularité, il y en a un
plus petit que tous les autres.»

Je publierai trés-prochainement la demonstratlon de ce' théoréme.
M. Mrrrac-LerrLer publiera ensuite-un travail ol il montrera comment
en se fondant sur ce théoréme on péut généraliser d’'une maniére remar-
quable le résultat de ses recherches et de celles de M. le Prof. WEriEg-
sTRASS sur lexistence de fonctions analytiques & sens unique avec des
positions singuliéres données.
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§ 14.

Je vais maintenant considérer les nombres de la deuxiéme classe (II)
et les opérations qu'on peut effectuer sur ces nombres, en me bornant a
Pessenticl, et en réservant & plus tard des recherches plus profondes sur
ce sujet. . ' '

J’ai défini d’une manicre générale dans le § 3 les opérations de
l'addition et de la multiplication et j’ai montré que pour les nombres
entiers infinis, elles ne sont pas soumises en général 4 la loi de commuta-
tion, mais bien & la loi d’association; cela est donc vrai aussi en particulier
pour les nombres de la deuxiéme classe de nombres. Quant & la loi de
distribution, elle est vraie sous la forme suivante:

@+ Pr=oar+pr

(o a 4 f, @, 3 paraissent comme multiplicateurs), comme on peut g'en
convaincre immédiatement par la considération intrinséque.

La soustraction peut étre considérée & deux points de vue. Soient
« et # deux nombres entiers quelconques, a < f5, on se convainc sans peine
que l'équation: a + & = 8 admet toujours une solution et une seule, par
rapport & &; si a et B sont des nombres de (II), & sera un nombre de
(I) ou (II). Posons ce nombre & égal & f—a. '

Si au contraire on considére 1’équation suivante:

E§+a=4
on voit que souvent elle n'est pas résoluble d'aprés &; ce cas, par exemple,
se présente pour 'équation: : '
Et+w=w+1.
Mais méme dans les cas ol I'équation: & + o = j peut étre résolue
d’aprés & il se trouve souvent qu'on peut y satisfaire par une quantité
infinie de valeurs numériques de &; mais parmi ces solutions diverses il

y en aura toujours une plus petite que toutes les autres.
Pour désigner cette plus petite racine de I'équation

E+a=ﬂ’
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quand elle est résoluble, choisissons le signe B_, qui par conséquent
différe généralement de f— a. ,
Si on a ensuite entre trois nombres f, a, y, 'équation:

B =ra,

(ot y est multiplicateur), on se convainc sans peine que 1'équation:
p—ta

n'a pas d’autre solution, d’'aprés & que & =y et dans ce cas on désigne

B
7 par —.

On trouve au contraire que l'équation:
p=at
(ot & est multiplicande), si elle est résoluble d’aprés &, a généralement
plusieurs racines et en-a-méme un nombre infini; mais-il y en a toujours
une plus petite que toutes les autres; cette racine minima satisfaisant a
Iéquation: f = a€, quand cette équation est résoluble, peut se désigner par:

18-

a

Les nombres a de la deuxiéme classe de nombres sont de deux
espéces: 1° les a précédés immédiatement dans la série par un autre
nombre qui est alors a_,; je les appelle nombres de la premiére espéce;
2° les a qui ne sont pas précédés immédiatement, dans la série, par un
autre membre, pour lesquels par conséquent il n'y a pas de a_;, et que
jappelle de la deuxiéme espéce. Les nombres o, 20, 0’ + o, ©° sont
par exemple de la deuxiéme espéce, au contraire o + 1, 0’ 4+ 0 + 2,
o° + 3 sont de la premiére.

De méme les nombres premiers de la deuxiéme- classe de nombres,
que jal définis d’'une maniére générale au § 3, se divisent aussi en nombres
de la deuxiéme et en nombres de la premiére espéce.

Les nombres premiers de la deuxiéme espéce sont, suivant lordre
ou ils se présentent dans la classe de nombres (II):

w w? wd
W, Wy, W 3, W 5 o000y
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en sorte que parmi tous les nombres de la forme:
. ' - -1 ' )
¢ =y,0" +v,0"7 4+ ...+ Y0+,

il n'y a qu'un nombre premier, savoir ®, de la deuxiéme espéce; mais
quon ne conclue pas, de cette rareté relative des nombres premiers de la
deuxiéme espéce, que l'ensemble de tous ces nombres a une puissance
moindre que la classe de nombres (II) elle-méme; il se trouve que cet
ensemble a la méme puissance que (II).

Les nombres premiers de la premiére espéce sont tout d’abord:

o+, 0'+1,....., 0 +1, .....

Ce sont les seuls nombres premiers de la premieére espéce que l'on ren-
contre parmi les nombres que nous venons de désigner par ¢; l'ensemble
de tous les nombres premiers de la premiere espéce dans (II) a aussi la
puissance de (II). .

Les nombres premiers de la deuxiéme espéce ont une propriété qui
leur donne un caractére tout & fait & part; soit, y un de ces nombres
premiers (de la deuxiéme espéce), on a toujours ya —7, si « est un
nombre quelconque plus petit que %; de la résulte que, si a et § sont
deux nombres quelconques, tous deux plus petits que %, le produit of
est toujours aussi plus petit que 7.

En nous bornant d’abord ici aux nombres de la deuxiéme classe,
qui ont la forme ¢, nous trouvons pour ces nombres les régles d’addition
et de multiplication qui suivent.

Soit:

¢=yoa)"—|—u1w’*_1—|—.....+v#
¢=Powl+;01wl_l+""'+pl’

ou nous supposons y, et o, autres que zéro.

Addition.
1° Soit p < A, on a:

¢+¢:¢
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2° Soit ;> 4, on a:

o4+ =vo" + ..... +y, 0" + (4, + p)0" + p0*t +
+ p, 0+ oo+ o
3° Pour g = 2 on-a: - N

50-}-5[):(»0 +p0)wl+p1(b}.—l+“"' + pr-

Multiplication. -
1° Si y, est autre que zéro, on a:
o =y, 0"t v 0T Ly, 0 00 + p et L + 0.

Si A= 0, le dernier membre & droite est: 1),“00.
2° Si y, =0, on a: ‘

a1 - X
¢ = v,y 0T L Ly, 0t = gt

La décomposition ‘d’'un nombre ¢ en ses facteurs premiers se fait
comme il suit. ’ ‘
Soit:

¢ = 0" + 0" + c0" + ceees + c,w"

ouw u>p >p>....>p et ¢, ¢, ..... ¢, sont _des nombres finis
positifs autres que zéro, on a: :

_ ¢'= c,(0" ™ 4+ 1)e (o + 1)‘02 ceves G (@1 4 1,0y

si on' se représente encore ¢, €, ..... ¢,.1¢, décomposés en facteurs
premiers d’aprés les régles de la premiére classe de nombres, on a alors
la décomposition de ¢ en facteurs premiers; car les facteurs w* 4 1 et
o sont eux-mémes, comme on l'a remarqué plus haut,” des nombres
premiers. = Cette décomposition de nombres de la forme ¢ en nombres
premiers est déterminée, méme en égard & la suite de série des facteurs,
en faisant abstraction de la commutabilité des facteurs premiers dans les
facteurs ¢ et il est entendu que le dernier facteur doit étre une puis-
sance de @ ou égal & un et que w ne peut dtre facteur qu’a la derniére

Acta math.ematica. 2, Tmprimé 11 Aoft 1883, R 51
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place. Je reviendrai dans une autre circonstance sur la généralisation de
cette décomposition en facteurs premiers, pour des nombres a pris & volonté
dans la deuxiéme classe de nombres (II).

§ 10.

La notion du »continu» n'a pas seulement joué un réle important
dans le développement des sciences en général, elle a encore provoqué
de grands partages d’opinion et, par suite, de vives discussions. Cela vient
peut-étre de ce que lidée prise pour point de départ a été absolument
différente chez les divers auteurs, parce qu'ils mavaient pas la définition
exacte et compléte de la notion; mais peut-étre aussi, et cest ce qui me
parait le plus vraisemblable, les Grecs qui ont cherché les premiers &
se rendre compte de cette idée du continu, ne lont pas concue aussi
elaire et aussi compléte qu'il aurait fallu pour empécher les ges suivants
de se partager comme il lont fait. Ainsi nous voyons que LEucrppE,
DEMOCRITE et - ARISTOTE * considérent le - continu comme un composé de
parties divisibles & Dinfini, tandis qu’Ericure et Luckicr en font un
composé de leurs atomes finis; de la, ensuite, une grande discussion entre
les philosophes, les” uns suivant Aristork, les autres Ericure; d’autres
enfin, pour rester en dehors de cette discussion, établirent, avee S. Tromas
d’Aquin, que le continu n’est pas composé d’un nombre fini ou infini de
parties, mais quil n’a pas de parties du tout; cette derniére opinion me
semble moins une explication que l'aveu tacite qu'on n'est pas arrivé au
fond de la question ‘et qu'il vaut mieux la laisser de cété. Nous trouvons
ici origine de cette idée scolastique du moyen-age, qui'a encore aujourd’hni
ses partisans, et d'aprés laquelle le continu est, une idée indééomposable,
ou, pour parler avec d’autres auteurs, une pure intuition a priori dont
on peut a peine donner une notion déterminée; on regarde comme une
tentative sans fondement et on rejette en conséquence tout essai de deter-
mination de ce mystére par l'arithmétique.

Je suis bien loin de ‘vouloir évoquer ‘encore une fois ces discussions,
et la place me manquerait dans le cadre étroit de mon travail pour les
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traiter d’une. maniére exacte; je me vois seulement obligé de développer
ici, d’'une maniére aussi breve que possible et seulement au point de vue
de la théorie mathématique des systémes, cette notion du continu. - Mais
ce travail ne m’a pas été facile, parce que, parmi les mathématiciens dont
Jlnvoque volontiers 'autorité, aucun ne s'est occupé du continu dans le
sens ol jai a le faire ici.

En prenant pour point de-départ une ou. plucucurs grandeurs réelles
ou complexes continues (ou, pour. parler, je crois, plus exactement, des
systémes continus de grandeurs), on s'est formé du mieux qu'on a pu la
notion d’un continu dépendant, avec. un seul ou plusieurs sens, de ces
grandeurs, c'est & dire qu'on est arrivé a la notion de fonction continue
et ainsi s'est formée la théorie de ece qu'on a appelé les fonctions analy-
tiques, comme aussi des fonctions plus générales avec leurs phénoménes
les plus remarquables (comme limpossibilité de la différentiation et
dautres semblables); mais le continu indépendant lui-méme n'a été pro-
posé par les mathématiciens que sous la forme la plus simple et n'a pas
été T'objet- de considérations plus profondes,

Je dois déclarer “tout d’abord qu’da mon avis lintroduction de la
notion de temps ou de lidée de temps ne doit pas servir & expliquer la
notion beaucoup plus primitive et plus générale du continu; le temps,
4 mon avis, est une idée qui suppose, pour dte expliquée clairement, la
notion de continuité, indépendante de celle du temps, et qui, méme avec
cette notion de continuité ne peut étre concue ni objectivement comme
une substance, hi subjectivement comme une idée nécessaire a priori;
cette idée de temps n'est qu'une idée auxiliaire et relative, servant a
établir le rapport entre les divers mouvements qui ont lieu dans la nature
et que nous percevons. Ainsi jamais il ne se présente dans la nature rien
qui ressemble au temps objectif ou absolu et par conséquent on ne peut
pas prendre e temps comme mesure du mouvement, mais au contraire
on pourrait considérer le mouvement comme mesure du temps, si on n'en
était empéché parce quon n’a rien gagné & con&derer le temps comme
une idée subjective nécessaire a pI‘lOI‘l.

“Je suis de méme convaincu qu’on ne peut pas commencer par l'idée
intuitive de l'espace, pour arriver a des conclusions sur le continu, parce
que Tespace et les figures quwon y congoit ne peuvent arriver qu'a l'aide
d’'un continu déja formé d’'une maniére abstraite a devenir l'objet non
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plus sculement de considérations purement esthétiques, de spéculations
philosophiques subtiles ou d’essais faits au hasard, mais de recherches
mathématiques positives. ‘

Il ne me reste donc plus qu's chercher, au moyen des notions de
nombres réels définis dans § 9; une idée purement arithmétique, et aussi
générale que possible, d'un continu de points. Je prends nécessairement
pour point de départ l'espace arithmétique plan & n dimensions G,, c. & d.
. Vensemble de tous les systémes de valeurs: ‘

(g, | @, | oovov | @)

ou chaque # peut avoir indépendamment des autres toutes les valeurs
numériques réelles de — co & - co. Jappellerai tout systéme de
valeurs de ce genre un point arithmétique de G,. La distance de deux
de ces points est définie par Pexpression:

+ V@, — ) + (@', — x,)’ —|—‘ e+ @ —a)’

et par un systéme de points arithmétiques P contenu dans G, on entend
tout ensemble donné de points de lespace G,. IL'examen aboutit donc &
donner wune définition exacte et aussi générale que possible, quand on peut
appeler TUensemble P un continu.

J’ai démontré dans le Journal de Borcmarpr, t. 84, p. 242, que
tous les espaces G, si grand que soit le nombre de dimensions #, ont la
méme puissance entre eux et par suite la méme puissance que le continu
lindaire, et la méme que l'ensemble de tous les nombres réels de linter-
valle (0 ..... 1). La recherche et la fixation de la puissance de @, se
raméne donc & la méme question, spécialisée & lintervalle (0 ..... 1), et
" jespére pouvoir bientét y répondre en démontrant rigoureusement que la
puissance cherchée n'est autre que celle de notre deuxiéme classe de
nombres (II). De 14 résultera que tous les systémes de points infinis P
ont soit la puissance de la premiére classe de nombres (I) soit celle de
la seconde (II). On pourra encore en tirer cette autre conséquence que
Pensemble de toutes les fonctions d’une ou de plusieurs variables pouvant
étre représentées sous forme de séri¢ donnée-infinie quelconque, n'a de
méme que la puissance de la deuxié¢me classe de nombres (II) et par
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conséquent peut étre dénptAnbré par des nombres de la troisiéme classe
de nombres (III). .Ce théoréme se rapportera donc par exemple a len-
semble de toutes les fonctions »analytiques» d'une ou de plusieurs variables,
ou au systéme de toutes les fonctions d'une ou de plusieurs variables
réelles que lon- peut représenter par des séries trigonométriques.

Pour arriver maintenant & la notion générale d’un continu donné
dans G,, je rappelle la notion de l'ensemble dérivé P® d'un ensemble
de points P donné a volonté, telle qu'elle a été développée dans le mé-
moire (Ann. Math. t. V, puis t. XV, XVII, XX et XXI); elle conduit
4 la notion d’un dérivé P, ol 7 peut étre un nombre entier quelconque
d'une des classes de nombres (I), (II), (ILI), etc.

On peut maintenant partager aussi les systémes de points P en deux
classes d’aprés la - puissance de leur premier dérivé P®. Si P® a la
puissanice de (I), on voit, comme je I'ai déjr dit dans le § 8 de ce mé-
moire, quil y o un preémier nombre entier « de la premiére ou de la
deuxiéme classe de nombres (II), pour lequel P disparait. Mais si P®
n'a pas la premiére puissance, on peut toujours, et d’une seule manicre,
décomposer P® en deux systémes R et S, en sorte que: PV = R + §,
ot R et S sont de nature bien différente: o

R est de la premiére puissance et dans des conditions telles qu’il
y a toujours un premier nombre entier ; des classes de nombres () ou
(ID), pour lequel: ' '

D(R, R‘”) = 0.(")

8 au contraire est dans des condmons telles que l'emploi du procede
de dérivation.n'y change absolument rien, en sorte que:

=8
et par conséquent aussi:

S S(/) N

jappelle ces systémes S ensembles parfmts de pomts Nous pouvons done

. ) ° \
(*) Ce caractdre général des ensembles R a ¢t6 remarqué et démontré par
M. BENDIXSON,
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dive: - quand PV w'a pas la premiére puissance; P se divise & sens unique
en un ensemble parfait S et un ensemble R de la premiére puissance.

Les systémes de points parfaits S ne-sont pas toujours ce que nous
avons appelé condensé dans toute Uétendue; c¢’est pourquoi ils ne se prétent
pas encore & la définition compléte d’'un continu de points, quand méme
on est obligé d'accorder immédiatement que le continu- doit étre toujours
un systéme parfait.” ' .

Au contraire il faut encore une notion pour la joindre a celle qui
précéde et définir le continu: c’est la notion d’'un systéme de points T
bien enchainé. ’ ‘

Nous disons que T est un systéme de points bien enchainé, quand
“pour deux points quelconques ¢ et # de ce systéme, avec un mnombre
donné = aussi petit qu'on voudra, il y a toujours un nombre fini de
points ¢, ¢ t, de T, de plusieurs maniéres, en sorte que les

ey Bty ene. 1t soient toutes plus petites que e.

Tous les continus de points géométriques que nous connaissons sont

~aussi compris, comme il est facile de le voir, sous cette notion du systéme

2y e
distances tt tt,

de points bien enchainé; mais je crois maintenant reconnaitre aussi dans
ces deux attributs »parfaity et »bien enchainé» les caractéres nécessaires
et suffisants d'un continu de points et je définis par conséquent un continu
de points dans G, un systéme parfaitement enchainé. Ici » parfait> et »>bien
enchainés> ne sont pas seulement des mots, mais des attributs du continu tout
fait généraux, caractérisés dune maniére abstraite, de la fagon la plus
précise, par les définitions précédentes. ‘

La définition que donne Borzano du continu (Paradoxes, § 38) n'est
certainement pas exacte; elle n'exprime qu'une seule propriété du continu,
qui se trouve réalisée dans les ensembles obtenues en concevant comme
éloignées de @, 'un systéme de points »isolé> quelconque (cf. Ann. math.
~t. XXI, p. 51); elle se trouve de méme réalisée dans des systémes com-
posés de plusieurs continus séparés; évidemment dans ces cas il 'y a pas
de continu, comme le ferait croire la définition de BorLzaNo: nous trouvons
donc ici une faute contre le principe: on dit qu'une chose fait partie de
Iessence d’'une autre, quand l'une ne peut exister sans I'autre et que la
présence de l'une entraine celle de l'autre, ou que l'une ne peut ni exister
ni se concevoir sans lautre, et vice versa,
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Notes.

L’ensemble de toutes les fonctlons continues, et méme de toutes Tes
fonctions, susceptibles detre intégrées, d’'une ou de plusieurs variables, ne
pourrait avoir, comme il me semble, que.la puissance de la deuxiéme
classe de nmombres (II); cependant si on laisse de coté toutes les restric-
tions et qu'on considére Tensemble de toutes les fonctions continues et
discontinues d'une ou de plusieurs variables, ce systéme aura la puissance
de la troisi¢cme classe de nombres (III).

On peut démontrer pour .les systémes parfaits ce théoréme: ils
n'ont jamais la puissance de (I).

Comme exemple d'un systéme de points parfait, qui n'est pas con-
densé dans toute l'étendu *d’un intervalle si petit qu'il soit, -jindique
I'ensemble de tous les nombres réels contenus dans la formule:

¢, | 6
:§+-3—2+..-~-+ -I—""'

ol les coefficients ¢, peuvent prendre & volonté les deux valeurs 0 et 2
et o la série peut étre composée d'un nombre fini ou infini de membres,

Il faut remarquer que la définition d’'un continu donnée en haut est
indépendante de toute considération sur ce qu’on appelle la dimension
d'une figure continue; la définition en effet embrasse aussi les continus
composés de parties bien enchainées de différente dimension, comme des
lignes, des surfaces, des solides, ete. Je sais bien que le mot »continu»
n’a pas pris jusqu'a présent, dans les mathématiques, un sens bien arrété;
la définition que’jen donne sera donc trop étroite pour les uns, trop
large pour les autres; jespére avoir réassi & trouver-le juste milieu.

D’aprés ma maniére de concevoir les choses on ne peut entendre par
continu qu'un ensemble parfait et bien enchainé. D’aprés cela une étendue
droite par exemple, & laquelle manque un des points-extrémes, ou tous
les deux, une surface circulaire sans limite ne sont pas des continus par-
faits; jappelle ces systémes de points des semi-continus.

En général jentends par semi-continu un systéme de points imparfait,
bien enchainé, appartenant & la seconde classe et constitué de telle sorte
que deux quelconques de ses points peuvent étre réunis par un continu



408 . 7 G. Cantor.

parfait, qui est un élément constitutif du systéme de points.  Tel est,
p. ex., lespace que jai désigné par A (Ann. math., t. XX, p. 119) et qui
a été obtenu en éloignant de G, un systéme de points quelconque de
la premiére puissance. |

Le .dérivé d'un systeme de pomts bien enchainé est toujours un
continu, que le systéme de points bien enchainé ait la premiére ou la
deuxiéme puissance. .

Si un systéme de points bien enchainé est de la premlere puissance,
je ne puis l'appeler ni un continu ni un semi-continu.
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