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. . . . . . . .  Dans votre travail r6cemment publiS: ))Grundlagen emer 
allgemeinen Mannichfaltigkeitslehre)), vous avez 6nonc6 le th~or~me suivant, 
qui me paralt devoir ~tre rectifi6 dans quelques parties. Vous y dites 

page 3 ~ : 

))Hat p(1) die Machtigkeit der zweiten Zahlenclasse (II), so lasst sich 
p(1) stets und nut auf einzige Weise in zwei Mengen R und S zerlegen, 
so dass 

p(1) R -]- S, wo R und S eine ausserst verschiedene Bescfiaffen- 
heit haben 

R ist so beschaffen dass sie durch den wiederholten Ableitungsprocess 
einer fortwahrenden Reduction bis zur Annihilation £i~hig ist, so dass es 
immer eine erste ganze Zahl y der Zahlenclassen (I) oder (II) giebt, ft'lr 
welche /~r) - -0 ;  solche Punctmengen R nenne ich reductibel. 

S dagegen ist so besehaffen, dass bei dieser Punetmenge der Ab- 
leitungsproeess gar keine Aenderung hervorbringt indem S (~)- S. 

Derartige Mengen S nenne ich perfecte Punctmengen.)) 
Acta mathematiea. 2. Impr im6  25 Aoll~ 1883. 
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t J 'ai  rdussi k construire u n  exempl% contraire k ce theoreme. Avant 
de le formuler, je veux ~noncer un th~or4me facile dont j 'aurai  besoin 
quelquefois dans lea pages suivantes: 

• ))Si ~ ( P ,  P ' ) -  P, P '  eat un ensemble parfait.)) 
La d~monstration de ce th5orbme n'offre aucune difficult& Car 

chaque point de P e s t  auasi un point de P '  d'apr~s l 'hypoth&e. Or P'! 
contient au moins toua lea points de 1 )'. 

Mais P"  ne peut contenir d'autres points que P'i I1 en r&ulte 
donc que 

P ' =  P", c'est k dire, P '  est un ensemble parfait. 
c. q. £ d. 

L ' e x e m p l e  dont j 'ai parl6 ei-dessus se eonstrui t  ainsi: 
Soit a . . .  fl (a < fl) un intervalle, donn~ sur l 'axe r&l, j 'y  mets les 

points suivan.ts 

+ P - " -  ~ ,~ p - - ~ ,  . . . .  (~ = ~, ~ . .) 
_--V-' ~ + 2 - - r -~ ' " " "  ~ + 2 " - - -~ '  

f l  _ ~  t? - '~ f l  - -  ~ " . . . .  ( ~ := 2 ,  3 .) 
2 2 ~ . . . .  , f l  2 v  ' . .  

Je nomme eet ensemble Q~,B. 
Noua voyons donc que Q'~, z_= (a, fl), oh (a, fl) dbsigne un ensemble 

qui ne contient d'autrea points que a e t  ft. 
Dans chaque intervalle 

~ - ' q  . .  (~ + 
( ~ +  2" ] 2~+~ ] '  

je place un ensemble 

Q a + - - ,  a + - -  
2v 2v + 1 

et dans chaque intervalle 

je place un ensemble 

. . . . .  fl ~-~, ! 

Je nomme le r~sultat de toutea ees operations Qs~, ~. 
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Or 

et il faut que 

o,.-= 

A v a n t  de continuer je veux donner la d6finition sui,¢ante: 
Par ces roots: )finscrire (on placer) sym6triquement l'6tendue a dans 

l'intervalle a . . . f l ) ) ,  je veux dire: ))fixer deux points y, 3 tels que 

3 ~  T --= a , T ~  a ~ f l ~  3)). 

Prenons 1'intervalle 0 ... ]. Plavdns-y sym6triquement ]'6tendue :~/~ 
dans laquelle nous ne plavons plus d'&endues. Dans chacun des inter- 
valles 0 . . .  1/4 et 3/4 . . .  1, formgs aux cStds de l'6tendue inscrite, nous 
plagons sym6triquement une nouvelle &endue 6gale k 1/2. 1/4-(et dans 
laquelle il ne faut plus placer d'dtendues) et a insi de suite, de sorte que 
nous plagons symdtriquement dans chaque intervalle, nouveau une &endue, 
dans laquelle nous ne platens pas de nouyelles &endues, et qui est 6gale 

la moiti6 de ce m&ne intervalle. 
Je nomme Pe l'ensemble de points form6 par les points extr4mes 

de routes les 6tendues, dans lesquelles nous n'avons pas inscrit de nou- 
v elles &endues. On volt sans difficult6, que "chaque p o i n t  de Pe 
appartient aussi k P: .  Car chaque point a 1 de Pe est entour6 d~un 
c6t6 par une 6tendue, oh il n'y a pas de  nouvelles &endues inserites, 
e'est ~ dire, off il n'y a pas de points de Pc. Soit b la  longueur de 

A cette 6tendue et % b, a~ ses points extremes. 
En construisant l'ensemble P, nous avons plae6 l'6tendue b sym6trique- 

ment dans l'intervalle ( a ~ -  ~ )  . . . .  (a  1 + b) .  Le point 'a 1 + b e s t  done 

un point d e P  e. Dansl'intervalle % . . .  (% + b )  nous avons symStrique- 

• b p o i n t  de Be ment plae6 F6tendue ; .  I1 en resulte que a~ + ~ est un 

b 
et ainsi de suite, de sorte que a~ + ~ est uia point de Pe pour v = ! ,  2 

I1 rant done que a~ soit un point de P'~. 
Or 5~(P~, P;)--Pe, et nous savons done que P;: est un ensemble 

parfait. 
Aeta mathemat ica .  2. I m p r i m 6  28 Aoii t  1883. 5 3  
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Plagons maintenant  dans chaque dtendue e 1 . . .  x~ de l 'exemple pr6c& 
dent (dans laquelle nous n'avons pas inscrit de nouvelles &endues) un en- 
semble Qs~. , ,  comme je l 'ai ddfini ci-dessus, nous obtenons comme r6sultat 
un ensemble P; le premier ensemble qui en est d~riv(~ est l 'exemple cherch& 

O n  volt "facilement que P '  contient t o u s l e s  points de Pe. I1 faut 
donc que P~ soit une pattie int~grante de P"  c'est b~ dire de P'.  

Nous pouvons doric mettre 

P'- -P 'e  + T 

off T est form~ par t o u s l e s  points de P'  qui tombent en dedans des 
&endues d~sign6es plus hau t .  

Mais la pattie de P '  qui tombe en deduns d'une dtendue quelconque 
~1 .... ~2 est, comme oil le voit facilement, un ensemble Q~,, ~,, comme 
je l 'ai dSfini ci-dessus. En observant que Q'~,, ~ (¢~, e2), il en r~sulte 
que T' est tel, qu'il  comprend au moins t o u s l e s  points de Pe. 

Or P'~ est une .partie intdgrante de T" c'est ~ dire de T'. Mais 
T'  n e  peut  contenir d'autres points que P'e" 

Or 
T'  ~ P~. 

Nous pouvons donc diviser P '  en 

P ' - - - - T +  P:, 

oh P~ est parfait  et T est tel que 

Et il n 'y a jamais un ~- pour lequel 

T (r) ---- O. 

I1 s'en suit , .que l 'ensemble R de votre ~quation: 

P ' - t ~ +  S 

n'est pas toujours tel, qu ' i l  y ait un T pour  lequel 

R (r) -- O. 

En ehangeant de la mani6re suivante votre th6or&ne, je erois pouvoir 
lui donner une exactitude eompl&e: 
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))Si P e s t  un ensemble de points situds dans un espace continu ~ n 
dimensions, et si P '  a une puissance plus grande que la premiSre, je 
puis toujours le diviser d'une seule mani~re 

P'=_R--}- S 

oh S est u n  ensemble parfait et R e s t  de la premiSre puissance et tel  
qu'il existe toujours un l', te l  que 

K ' )  - 0 ,  

i" ~tant un de vos symboles d'infini correspondant ~ ce que vous avez 
nomm4 nombre de la classe (I) ou (II). 

Dans ]es pages su ivantes  je montrcrai la mani~re dont je prouve 
votre th~0rSme ainsi chang6. Je ne veux pourtant  le  traitei~ i c i  qu'en 
supposant, que P'  soit situ6 dans un espace continu ~ une seule dimension, 
la preuve du th~or~me g~ndral ~ t an t  tout ~ fair analogue. 

Je veux donc prouver les th~or~mes suivants: 
Thdor~me 1). (~) ))Si P' a une puissance plus grande que la premiere, 

il existe toujours des points qui appartiennent ~ la fois ~ tousles p(r) (oh T 
parcourt tous vos nombres de la classe ( I ) e t  (II)).)) 

Thdor~me E.  ))Si p(s2) est l'ensemble de tousles points du thdorOme 
D, p(~2) est un ensemble parfait)) (~2 C0rrespond au "premier nombre de la 
classe III). 

Thd~orOme .~. ))Si _P' - -  p(s2) _ R, R a la premibre puissance.)) 
Thdor~me  G.(~) ))I1 existe un ~-, appartenant aux hombres de la 

classe (I) ou (II),  tel que 

(R,  (') - -  0 .)) 

D~monstra~ion du th~or~me D. 

Nous avons suppos6 que P '  n'est pas de la premiSre puissance. 
I1 n'existe donc pas un T, appartenant  ~ vos hombres de l a  classe (I) ou 

(~) Les lettres sont ch0isies~ comme l'a souhait4 hi .  CANTOR~ aria que les thgor~mes 
puissent ~tre plus en eorrespondanee avee ses propres thgor~mes A~ ]:t~ C page 409 de ee 
m~me tome. 

(~) M. CANTOR m'a iuformg~ que les th~or~mes D~ E~ F dtaient ddj~ trouvds par 
l u i .  Quaut au th4or~me G~ il u'y dtait pas encore parvenu. 
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En effet, entourez, le point a® d'un intervalle ( % -  ¢ . . . .  (% + (~, 
i l  existe toujours un nombre entier positif n tel que 

m--- v -  < (~ pour ~ ~ n. 

I1 en r6sulte que 

fl~ - -  a~ < # pour ~ ~ n. 

Les points ~ ,  fl~ t o m b e n t  donc ndcessairement dans l ' in terval le  
~® - -  3 . . . .  % + 3. I1 en r6sulte qu'il tombe dans l 'intervalle a® - -  # ... 
. . .  % + 3 un ensemble P~ tel qu'il n 'y a pas un i" pour lequel 

PT z 0. 

C'est g dire, dans l ' intervalle a - -  3 a® + 3 tombent  des points 
de P(~) (r pareourant t o u s l e s  nombres de la classe (I) ou (II)). Comme 
cela a lieu pour chaque 3, a® est Un point de p(r+l), c'est '~ dire de p(r) 
(~- parcourant t o u s l e s  hombres de la classe (I) ou (II)). 

Donc il y a des points qui appartiennent it la fois ~ tous les p(.r). 
• c . q . f . d .  

En prouvant le th6or6me D, j'ai aussi donn6 la preuve d'un th6o- 
r6me, que vous avez 6none6 dans les Annales de math6matiques pures 
et appliqu6es, Tome XV, savoir: ))Quand il n 'existe pas  un v, appartenant  
aux nombres entiers positifs, tel que  P(~)~_ 0, il existe toujours un en- 
semble P(~) tel, qu'il appartient ~ l a  lois ~ tous les P~).)) 

D d m o n s t r a t i o n  d u  ~ h d o r ~ m e  E. 

Pour prouver le th6or6me E, je veux commencer pa r prouver que 
p~o) ne peut se composer d'un seul point. 

Notrs avons d6fini l 'ensemble P(~) l 'ensemble de tous les points % 
qui appartiennent ~ la lois "~ tous les p(r). Soit P' donn6 dans l 'inter- 
valle ~ . . .  f l  (a < fl) et a un point de eet intervalle, je dis q u e  P(~) ne 
peut 6tre 6gal ~ a. 

Soient ml,  m~ . . .  m ~ . . .  des hombres entiers positifs, tels que 

( ml < m  2 < . . .  < m ~ < . . .  Dans l ' intervalle ~ . . .  a- tombe 

une partie Q~ de P '  telle que ~ )  ne, eontient pas un seul point. Car 
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si Q~z) contenait un point a~, ce point appartiendrait  '~ tous les ~r), c'est 
b, dire E t o u s l e s  p(r). Par  suite le point a 1 serait un point de P(z), ce 
qui n'~ pas lieu. 

Or O~ ~) ne contient pas un seul point. 
I1 en" r6sulte que Q~ a la premi6re puissance ou ne  contient qu'un 

nombre fini de points. 
Maintenant on prouve de la m6me mani6re que dans l ' intervalle 

( o o) ( o o) 
~b I ~b.~ 

tombe un ensemble Q2 qui a la premi6re puissance ou est fini et que 
dans l ' intervalle 

( °) ( ° °) a. . . - . .  a 
9"rb 2 ,/rt a 

tombe un ensemble Q3 qui a la premi6re puissance ou est fini, et ainsi 
de suite ind6finiment, de sorte que dans l ' intervalle 

( a - - a )  ( a--a~ pour ~ , . a . . . .  a - ~ 1  2 n . . .  
~¢/,v ~ t v + l  / 

tombe un ensemble  Q qui a la premi6re puissance ou est fini. 
L'ensemble de tous ces intervalles forme un ensemble de la premi6re 

puissance et dans chaque intervalle tombe un ensemble de points qui a 
aussi l a  premi6re puissance (ou est fini). 

O r  la somme de tous ces ensembles de points a la premi6re puis- 
sance (ou est finie). 

La partie de P '  qui tombe dans l ' intervalle a . . .  a est donc  de la 
premi6re-puissance (ou est finie). 

On*prouve de la mgme mani6re que la partie de P '  qui tombe dans 
l ' intervalle a . . .  /9 est de la premi6re puissance (ou est finie). 

Donc P '  a la premi6re puissance, (ou est fini), ce qu i  n'a p a s  lien. 
Or 1o(4) ne peut se composer d'un seul point. 
~ain tenan t  nous pouvons sans difficultd prouver que  P(~) est un 

ensemble parfait. 
Je veux d'abord faire remarquer  que tous  les points de/x~) sont des 

points de (P(~))'. Car s'ils ne 1'6talent pas, il y aurai t  un point a de P(~) 
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tel, qu 'on pourrait l 'entourer d'un intervalle (a - -  3) . . . .  (a + 3)clans lequel 
aucun autre point  de P(Q) ne tombera i t .  Soit O la partie de P '  situ& 
dans l 'intervalle ( a -  3) . . .  (a + 3 ) ,  i l  en r~sulterait que 

Q(t2) __ 

ee qui est impossible. 
Donc on  ne peut entourer a d'un tel intervalle. 
Or 

I1 s'en suit  que (P(~)' est un ensemble parfait. 
Mais chaque point de (P(r~)' est aussi un point de P(~. Car si a 1 

est un point de (P(~))', il se trouve dans chaque intervalle a 1 - -  3 . . .  a 1 + 3 
des points de P(Q). C'est h dire~ dans chaque intervalle al - -  3 . . .  a 1 + 3 
i l  tombe une partie 01 de P'  telle qu'il n 'y a pas un ~. pour lequel 

Q i ' =  O. 
Or dans chaque intervalle a l -  3 . . .  a~ + 3 tombent  des points de 

Q~r) c'est b~ dire de p(r). 
I1 s'en suit que a 1 est un point  de chaque p(r+l) c,est ~ dire de 

chaque p(r). 

Or a 1 est un point d e  P(m. 
I1 faut donc que 

Mais de l 'autre c6t4 nous avons 

Donc 
p(Q) ~ (P(~))'. 

c. q. f. d. 

D6monstra~ion du ~h~or6me F. 

Posons P ' - - R  + P(~), nous voulons prouver que R a la premiere 
puissance. 

Chaque point a 1 de R est tel qu'on peu t  l 'entourer d'un intervalle 
a1--:31 " "  al + 3 ~ ,  oh il n 'y a pas  d e  points de /'(~). Car si on n e l e  



424 I v a r  Bendixson. 

pouvait pas, a 1 serait un point de (p(S.,)), c'est b~ dire de P(~), ce qui n'a 
pas lieu. 

Ce¢ intervalle oh il n'y a pas d e  points de  p(S~), s'~tend dvidemment 
sur chaque cSt5 de a jusqu'au point le plus rapproch4 de P(~). A chaque 
point de /~ correspond donc un  intervalle dont les points extremes sont 
des points de P(o) et dans lequel il n 'y a pas de points de P(~). Mats 
le m~me intervalle correspond ordinairement '~ plusieurs points de /~. 

Si nous regardons tous ces intervalles differents q u i  n 'ont  pas de 
points communs, je sais qu'ils forment un ensemble de la premi5re puis- 
sance (ou fini).(~) Mats dans chacun de ces intervalles cst situ6e une partie 
de R, qui a la premiSre puissance (ou cst finie). Car soit R1 la partie 
de R qui tombe dans l 'un quelconque de ces intervalles, nous savons que 
R~ ~) ne contient pas un seul point, chaque point de R~ ~) &ant ~ la lois 
un point de p(S~). 

Or R~ ~, la premiSre puissance (ou est tint). 
Comme dans chacun des intervalles nomm5s tombe un ensemble de 

points qui a la premiere puissance (ou est tint) et que ces intervalles 
forment aussi un ensemble de la premiere puissance (ou tint), il en r~sulte 
que la somme de tous ces ensembles de points a la premiere puissance. 

Mats la somme de t o u s l e s  ensembles de points situ~s dans les inter- 
valles nomm~s, c'est pr6cis4mcnt mort ensemble R. 

Donc R a la premiere puissance. 
c. q. £ d. 

D 6 m o n s t r a t i o n  du  t h 6 o r ~ m e  G. 

' r I1 ne nous reste maintenant  qu'~ demontre que pour un certain ~-, 
appartenant aux nombres de la classe (I) ou (II), on a 

(R, = 0 .  

~OUS a v o n s  

P'  -- R + p(s2). 

( 1 )  Voir le th6or~me de M. OANTOR page 366 de ce m~me tome. 
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Chaque point de p(r) appartient i~ P', c'est h dire ~ R o u  ~ p(~2). 

Mais p¢2) est une partie int6grante de p(r). I1 faht done que p ( r ) p ( ~ )  

ne contienne que des points de R. Or 

p(r) _ _  p(~2) _~ ~3 (R, p(r)). 

I1 s'en suit que 

De m&ne 

P(~>-- P(~) + ~)(R, p(r)); 

p<~+l) _ p<~) + ~(R,  p<~+l)) ; 

Ou il y a maintenant un 7, appartenant aux nombres de la classe (I) 
ou (II), tel que 

v , , )  - 

ou il n 'y en a pas. 
S'il y a u n  ~- dans ees eond. itions, nous voyons que pour ce 

P < , -  + P<') - -  + = 

Or P(r) ---- Pc:). 
De plus, nous savons que 

~(R,  V (') -- ~ ( n ,  P (~) -- O. 

Mais R (r) ne eontient d"mtres points que p(r). I1 s'en suit q u e  

~(R,  R (~)) = 0 .  

Si au contraire il n'existe pas un ~ tel que 

~ ( n ,  P( ' )  -- ~ ( n ,  ~ ( " ) ) ,  

il faut n&essairement qu'il  y ait pour ehaque T des points de R qui 
disparaissent, q~land je passe de p(r) h p(r+l), e'est h dire des points de 
R tels, qu'ils appartiennent b~ p(r) reals non b~ p ( r + , .  

Je peux done ranger les point s de B de telle manifre qu'~ ehaque 
F correspondent  les pointd de  R qui appartiennent ~ p(r) mais non '~ p(r+~). 
Or R ~ au moins la m&ne puissance que les quantit& 1-, e'est b~ dire des 
hombres de la elasse. (II), ce qui est eontraire au thgorfme F.(1) 

(t) Voir l e  thdor~me de M. 0ANTOIt page 388 de ce m6me tome. 
Aeta mathematica. ~. Impr im6  29 Aofit 1883. 54 
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Ii existe done toujours an certain y tel q u e  

I1 en r6sulte qu'il y a toujours un certain 7 tel q u e  

(R, R (') = 0. 
c. q. f. d. 

J 'ai  fair la d6monstration ici en supposant que P'  soit situ6 dans un 
espace continu h une" seule dimension. 

Le thSor6me G se prouve exactement de la mSme mamere, si P '  est 
situ6 dans un espace continu b~ n 'dimensions. Quant aux autres th6o- 
r6mes, leur d6monstration dans ce cas est enti6rement analogue ~ la 
pr6c6dente et je ne crois pas n6cessaire de la donner s6par6ment. 

Je puis maintenant 6noncer le th6or6me primitif  de la mani6re 
suivante: 

*Si P e s t  un.  ensemble de points, situds dans un espace continu it n 

dimensions, et si P'  a. une puissance plus grande que la premiere, il existe 

toujours un y,  appartenant aux hombres de la classe (I) ou ([I), et tel que 

p¢.r) est nn ensemble parfait. 

La preuve de ce th6or6me n'offre pas de difficult6. 
NOllS avons 

P' = R + p,2) 

off pcv.) est parfait et R e s t  tel que ~(R,  R (~')) = 0. 
Mais R (r) ne contient que des points de P'. Or R (n ne contient que 

des points de  pu:). 
11 s'en suit que 

p(r) = p(o) 

c'est ~ dire p(r) est un ensemble parfait. 

• c .  q . f . d .  

On obtient maintenant :le thdor6me gdndral qui suit: " 
,,Si P e s t  un" ensemble q u e l c o n q u e  de points, situ~s dan, s u n  espace 

continu ~ n dimensions, ii existe toujours un "f, apparte~iant aux hombres de 

la classe ( I ) o u ( I 1 )  tel flue . . . . .  
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Car o u  P'  est de la premi6re puissance (ou fini), ou il ne l'est pas. 
Si P'  e s t  de la premi6re puissance (ou fini), il existe toujours un T, 
appartenant aux nombres de la classe (I) ou (II), tel que 

P(Y) ~ 0 ---~ .p(y+l) (1) 

Si P '  n'est pas de la premi@e puissance (et n'est pas fini), il existe 
toujours un T, appartenant aux nombres de la classe (I) ou (II), tel que 
P(~') est parfait, c'est ~ dire 

p(r) -- p('~'+~) 

c. q. f. d. 

Avant de finir je veux ddmontrer un th6or@m assez rcmarquable. 
Revenons pour cela ~ notre exemple P~ page 417, nous voyons que 

P'~ est un ensemble parfait, situ6 dans un espace continu ~ une seule 
dimension, et tel qu'il peut 6tre exprim6 comme le premier ensemble 
d6riv6 de l 'ensemble isol6 T, situ6 lui aussi dans un cspaee ~ une seule 
dimension. 

On peut prouver que: 
Si P est un ensemble parfidt, tel qdil  ne forme nMle part un espace 

continu et situd dans un espace contin~t it une dimension, l'ensemble P peut 

toujours dtre exprimd comme le premier ensemble ddrivd d'un ensemble isold, 

situd aussi dans un espace it une dimension.,, 

On volt de suite que cette qualit6 n'appartient pas: aux ensembles 
parfaits qui forment  quelque part un espace continu. 
• Soit P u n  ensemble parfait qui ne forme nulle part un espaee continu 
et situ6 dans l ' intervalle  a . . .  fl (a < fl) de 1'axe r6el. 

Par (a . . .  fl) je d6signe 1'ensemble de tous les points de l'inter- 

valIe a ..  ft. "" 
Posons 

. . .  s 

Si a~ e s t  un point de S ,  je peux donc l 'entourer d'une 6tendue 
( ~ 1 -  dl ' ' "  (~1 + O~ dans laquelle il n 'y a pas u n  seul point de / ) .  Car 
si on ne le pouvait  pas, % serait un point de  P', e'est ~ dire de P, ee 
qui n'a pas lieu. 

(') Voir le th6or~me C de M. CANTOR page 409 de ee m~me tome. 



428 Ivar Beudixson. 

Cette 6tendue a 1 - -  31 . . .  a~ -[-3 2 dam~ laquelle il n 'y  a pas de points 
de P s'dtend ~ chaque cbt6 de a 1 jusqu'au point le plus rapproch6 de P. 

Si nous regardons toutes les diff'erentes 6tendues don t  les points ex- 
tremes sont des points de P, mais en dedans desquelles ne se trouve 
aucun point de P, je sais que ces 6tendues forment un ensemble de la 
premi6re puissance.(1) Or l 'ensemble Q form6 par tous les points extr6mes 
de ces ~tendues a aussi la premi6re puissance. 

Mais comme les points extr6mes de ces dtendues sont des points de 
P, nous savons que Q est une par t ie  int6grante de /). 

L'ensemble Q' es t  un ensemble parfait. Car si l'on entoure un 
point ~1 de Q d'un intervalle fli ~ 3  . . . / ~  2 7 - 3, je sais qu'il y a des 
points de P dans cet intervalle (chaque point de Q 6tant point de P, 
c'est ~ dire de P'). Mais comme P n'est condens~ dans aucune partie de 
l ' intervalle a . . .  fl, il y a aussi dans l ' intervalle /~ - -  3 . . .  /~1-4- 3 une 
6tenctue, dans laquelle il n 'y a pas de points de P. 

Les points extrdmes de cette 6tendue 6tant des points de Q, il en 
r6sulte qu'il y a des points de Q dans ehaque intervalle fll - -  3 . . .  fll -I- 3. 

Or fll est un point de Q'. 
Or chaque point de Q est aussi point de Q' c'est £ dire 

~(Q, Q') - Q, 

et alors Q' est un  ensemble parfait. 
Maintenant je veux prouver que Q'_= P. 
I1 est clair que chaqae point de Q' est aussi point de P. Car  Q 

~tant une partie int(~grante de /), il faut que Q' soit une pattie intdgrante 
de /)', c'est ~ dire de P. 

On prouve que ch.aque point de P e s t  aussi point limite de Q, 
absolument comme j 'ai prouv6 que chaque point de Q 6tait point limite 
de Q. 

Or P est une partie int6grante de Q'. 
I1 s'en suit que 

p - Q ' ,  

Si 1'on inscrit maintenant dans chaque dtendue ej . . .  z2 (~1, ~ sont 
points de Q), en dedans de laquelle il n e  tombe pas de points de P, un 

(i) Voir le thdor~me de M. CANTOR page 366 de ce m~me tome. 
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ensemble isol6 Q~,, ~2, eomme je l'ai d6fini page 416, je sais que l'ensemble 
Q~ de tous les  Q~,, ~2 est un ensemble de points isol6s. 

L'ensemble ,Q~ est tel que 

P. 

Car Q~ contient au moins tous les points de Q et ne.peut  contenir 
que des points de Q'. Or Q~' contient tous les points de Q'. Il en 
r6sulte que Q~ contient tous les  points de  Q'. 

Or 

Q'~= Q'=_p. 

Q~ est donc l'ensemble isol6 cherchd. 
c. q. f. d. 

I1 existe naturellement un nombre infini d'ensembles isol~s QS tels que 

- - p .  

Je puis enfin dnoncer le th~or~rne suivant dont l a  preuve a ~t6 
donn~e ici: 

))Chaque ensemble parfait /) qui ne forme nulle part un espace 
continu et qui est situ~ dans un espace continu ~ une seule dimension, 
peut 6tre exprimd comme le premier ensemble d~riv4 d'un ensemble de 
la premiere puissance Q, dont les points sont les points extr6mes d%ten- 
dues en dedans desquelles ne tombe aucun point de P.)) 


