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Einer homogenen linearen Differentialgleichung mr'" Ordnung gehsren 
bekanntlich hschstens m algebraisch yon einazader unabh~.ngige Transcen- 
denten als Integrale an, indem jedes Integral sich als homogene lineare 
Function von m Fundamentalintegralen ausdr•cken l ~ t ;  ~hnliches gilt 
far jede lineare nich[ homogene Differentialgleichung beliebiger Ordnung, 
und ich habc diese Frage, welche identiseh ist mit der Untersuchung des 
algebraischen Zusammenhanges zwischen dem allgemeinen und einer be- 
stimmten Anzahl von particull~ren Integralen, weni~tens ~ r  diejenigen 
F~:lle, in welchen in jenen algebraischen Zusammenhang fQr Differential- 
gleichungen erster Ordnung nur I, 2 oder 3 particul~re Integrale ein- 
treten, schon frt~her behandelt(~). Ich lege mir nunmehr das Problem 
ganz allgemein vor, sdmmtliche Differentia]yleichtmgen 

0) F ~, , , ~  = o  

anz.uyeben, far welche sich alle Integrale dutch n selbsta~lige ~ticht algebraisch 
mit einander verb~mde~e Tran~cende~tten ttnd d~trch nic~ weniger alge~aisch 
ausdr~cken lassen oder antlers ausgesprochen, we]cite nttr n algebraisch yon 
einander ~tnabkdngige t r a n . ~ c ~ e  Integrale besi~zen, oder endlich aueh, da 
in das allgemeine Integral eine willkllhrliehe Constante eintreten muss, a//e 

(z) ~l~ber den Zusammenhang zwischen dem allgemeinen und den particnliren Inte- 
gralen yon Differentialgleichungen~ Journal f. Math. B. 91~ H. 4, und in meinem Bueho 
�9 Al!gemeine Uutersuchungen aus der Theorie der D~fferentialgleichungen~, w 9. 
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Differentialgleichungen (I) Z~ charakterisiren, fiir welc~e das allgemeine Inte .  

gra l  z eine algebraische Funct ion  von n algebraisch yon einander unabhdnqigen 

transcendenten .Integralen z~, z ~ , . . ,  z , ,  der unabhdngoe n  Variabeln x und  

einer willk~hrlichen Constanten 

(,) z = f ( ~ ,  ~,, ~ , , . . , ~ . ,  c) 

ist, wobei angenommen werden darf, dass n die kleinstc Anzahl der yon 
einander unabhangigen transcendenten Integralc ist, ftir welc|m diese Dar- 
stellung moglich ist. 

Setzen wir die Gleichung (x) in die Form 

(3) dz d-~ = ~(~' ~)' 

dz wodurch ein in ~ irreductibler Factor yon (I) dargestellt sein mag, so 

ergiebt sich vermSge der f~r diesen Factor geltenden Voraussetzung (2) 

(4) ~(z, f(z,  z, z,, z., c)) = ~ + ~_ ~(z, z, )+ ~-~-~(z, z2)+ . . .  -t- ~ ( z ,  z.), 

und da wir angenommen haben, dass zwischen x, z~, z 2 , . . ,  z ,  nicht schon 
selbst ein algebraischer Zusammenhang stattfinden soll, so wird diese 
Gleichung eine in x, z , ,  z ~ , . . . z . ,  c identische sein miissen, worin die 
einzelnen ~-Functionen Zweige der algebraisch vieldeutigen Function ~(x, z) 
darstellen werden. Differentiirt man die Gleichung (4) nach einer der 
Variabeln zp und der willktihrlichen Constanten c, was wegen ihrer Iden- 
titat for alle Werthe dieser Variabeln gestattet ist, so erhalt man die 
Beziehungen 

(s) 

und 

O~(z, f ( z ,  z , , . . . z . ,  c)) af(z ,  z l , . . . z . ,  c) 
~f(~, z l , . . . z . ,  c) ~zp 

= ~.~Y~p + ~ ~(~, ~,) + . . .  + ~- : - -~(~ ,  ~,) + ~p ~p 

(6) ~ ( ~ ,  f ( z ,  z, , . . . z. , c)) ~f(~, z, , . . . z. ,  c) 
~f(z, z, , . . .  ~.-, c) ~c 

= ~z2~ + ~ ~(z'  z,) + . . .  + ~ ~(z, z.), 
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und durch Elimination von 

Glcichungen 

a ~ o ( z , . f ( z ,  z, , . . . ~ , ,  r 

of(*, , , , . . .  ~., ~) 
zwischen diesen beiden 

(7) 
Of o'f of a~e+ ~(z,z,)lvf o'f of a : f ] +  
oc Ozaz,, o% o~,ar [Uc az, Oz~ az~ oz,oc I "" 

laf ag  
+ 9 , (~ ,  z . )  ~ az.az,, 

Of Of ag,(x , zp) a / o y  + 
ozp o,.oc ac a,p az e - - ~ 0  

oder auch 

(8) O~(z, z~) [ ~f 
o 

az---- 7 -  + ~ l o g  

welche Gleichung wiederum ftir alle Werthe der Variabeln identisch erftillt 
sein muss. Setzen wir ~(x, zp) = Z., fasscn Z. nur als Function von zp 
auf und setzen die Gleichurlg (8) in die Form 

dZ~ (9) dz;TZp0-~-~plog "dzp 

Vc 

O ~ -- (")~(z, z~,) log log ~ 

worin dos der Summe angefiagte (p) bedeuten soll, dass (a = p auszu- 
schliessen ist, so gicbt die Integration der in Zp und ze linearen Differen- 
tialgleichung erstcr Ordnung 

b  l ll- ) :  ,~x, Z~) log dzp, 

worin L eine im allgemeinen von x, zl, z=,. . ,  z. (zp ausgeschlossen) und 
c abhangige Function sein wird, oder 

(") ~(~, z p ) = t 0 /  0f / ~l~f[ d 'p - -  s a-~ ",p,,  a ~! 
d~, 

o,p ~1  
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in welchem Ausdrucke for f(z, zp) auf dec rechten Seite die Werthe 
z~,. . .  ~p-x, ~p+~,...~., c v011ig willkohrlich gew~hlt werden k0nnen,(~) 
oder auch symmetrischer geschrieben: 

(!) Es mag nut uoeh bemerkt werdeu, dass die Willktthrliehe Wahl dieser Gr6ssen so 
zu verstehen ist~ dass ihneu allgemeine~ V611ig yon einauder unabhtingige Werthe beigelegt 
worden kOenen~ dass jedoeh die Festsetzuug gewlsser Besiehungen zwiseheu ihneu 7.u uu- 
endlieheu oder uubestimmten Ausdrtteken ftthren kann, welehe erst wieder dureh eine be- 
stimmte Wahl yon L beseitigt werden k6unten ~ wit wolleu dies au eiuem Beispiel erl~tuteru. 
Far  die Differentialgleiehung erster Ordnuug 

~8 
= + + ,,0,), 

in weleher aJ(z), A(z), ~r(z) belieblge algebraisehe Funetlonen yon z bedeuten~ finder 
swlseheu dem aUgemeinen und 3 ihrer partieulitren ]ntegrale (s. meine zal]g. Ui3tersuehun- 
Ken sue der Theorie der Diff.-gleiehungen~, S. 99) die Beziehung start. 

c , 8 , ( 8 , - - . , )  + c8,(8. - - ~ , )  

und da in diesem Falle far die oben gewlthlteu Bezeichnuugen sieh for p - ~  ! 

a ~ =  (8, - -  8,)(8, - -  ~,) 
a/ (~, - -  0(8, - -  8~) 

ergiebt, so geht die Gleiehuug (I I) in 

(8, - -  8,)(8, - -  8,) 8,--8' - - ~  ., - -  ~, ~(z,  8 , ) =  L (c .__~ , ) (~ ,__8 , )  ~(~, z,) 8 _ _ 8 - - - ~ ( ~ ,  8~) 

Uber~ also in der That  in einen Ausdruek v o n d e r  Form a~(z~s-t  - 81(z)8- I -E(~) ;  setzt, 

man &bers.  B. z s = z s ~ eo warden die einzelnen Posteo unend]ieh werden~ und br ingt man 
clie letzte Gleichuug in die Form 

( , .  - - s , ) f ( z ,  8,)  + (8, - -  8 , ) f ( = ,  8,)  + (8, - -  8 , ) ~ ( z ,  z,)  = L (8' - -  8, ) (8,  - -  8,) 
C s - -  C 1 

m f o l ~  in der That, wenu ~(z ,  z ) ~ - w ( z ~ s - I  - A(z)s "l-~(z) eingesetzt wird, wie un- 
mil~eibar zu sehen 

L = (% - -  e,)o~(zX~ , - -  s,), 

so dam die duroh Gleiehsetzeu you s s uud s s hervorgebrseht~ Uneudliehkeit aus dem Aus- 
d ruke  ~ F(z,  zs) wieder hersusf~ilt. 
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worin p irgend eine der Zahlen I . . .  n sein darf. 
Wir  ksnnen an diese ft~r die rechte Seite der Differentialgleichung (3) 

gefundene Form schon einige allgemeine Schliisse kntlpfen. Da unter der 
Annahme, dass nicht schon zwischen x ,  z~, z ~ , . . ,  z,, ein algebraischer Zu- 
sammenhang stattfinde, die Gleichung (4) far  alle Werthe yon x ,  z ~ , z , , . . . ~ , , ,  

c identisch befriedigt sein musste, so wird sie also auch bestehen, wenn 
man far  z~, z~ , . . . z ,  willkiihrliche andere Integrale Z~, Z , , . . . Z ,  der 
Differentialgleichung (3) einsetzt, und somit 

(~2) ~(z, f ( . ,  z , ,  z , , . . ,  z~, ~)) = of(z, z, . . . .  o. z . ,  .) + of(z, z,~z, . . . .  z . ,  .) ~(.,  z,) 

+ .. .  + 0f(z, Z, . . . .  Z,, c) o~;. ~(z, Z.) 

sein; da aber 

dZ, 
(xO) ~( . ,  7 ' . ) =  d---~ 

ist, so ergiebt sich 

(14) Of(z, Z, . . . .  Z , ,  e) Of(z, Z, . . . .  g , ,  c ) d Z ,  
Ox + Og~ dz  + " "" + 

0f(~ z, . . . .  z., c ) d Z .  
oZ, dz  

= ~(x, .f(~, 7., . . . .  z~, c)) 

oder 

(15) 
df(x, Z, . . . .  Z,, c) 

dz ---- ~(z' f(z, Z , , . . .  Z., c)), 

woraus folgt, dass wiederum 

(~6) z = f ( . ,  z l , . . ,  z., c) 

ein Integral der Differentialgleiehung (3) ist, und zwar wird es das all- 
gemeine Integral derselben sein, wenn dutch Einsetzen der Integrale 
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Z1, . . .  Z, in f(~, z l , . . ,  z,, c) statt der GrSssen z~,..,  z, die willkt~hrliche 
Constante cnicht herausfMlt(~). Wit erhalten somit delr folgenden Satz, 
welcher als ein specieller Fall des von mir bewiesenen Satzes (s. allg. Unter- 
suchungen etc. Kapitel II) vonder Erhaltung der algcbraischen Beziehung 

(~) Es mfigen bier noch einige Bemerkungen zu dem eben bewiesenen Satze Platz 
finden: die theils zum allgemeinen Verst~indnisse desselben n~thig sind~ theils noeh zum 
Zweeke anderer Betraeht.ungen im Laufe dieser Arbeit verwerthet werdeu. Da man in 
~ter Beziehung 

(a) z = f ( ~ ,  z,, z ~ , . . ,  z~, c) 

2"fir z~ irgend ein auderes Integral setzen darf, wenn nut fttr z ein anderes passendes In- 
tegral substituirt wird~ so kann man aueh z 2 = z~ annehmen; da man jedoeh vorausgesetzt 
hat~ dass das allgemeine Integral sieh nicht sehon dutch x und n - - x  partieultire Integrale 
algebraiseh ausdrlicken lassen soll~ andererseits aber z doch wieder naeh dem bewiesenen 
Satze ein Integral der Differentiaigleichung bleibt~ so folgt~ dass~ wenn man in dem Aus- 
drueke (a) zwei Integrale der reehten Seite einander gleieh setzt, die Constante c yon 
selbst herausfallen muss: und die Beziebung (a) eine identisehe sein wird~ und dies ist eine 
eharakteristische Eigensehaft jener a]gebraisehen Relation; so wird die fiir die Differential- 
gleiehung 

dz 
d---x = e~ "t" , l(x)z + It(z) 

geltende Beziehung 
c , z , ( z ,  - -  z , )  + cz~(z,  - -  z , )  

c3(z ~ - -  z3) + c(z~ - -  z,) 

weil z sich nicht schon dureh x, zl und z~ algebraiseh ausdrileken liisst~ far  die Substitu- 
tion z~-~ z I in z = zl tibergehen~ also in eines der partieullireu Integrale. Eine weitere 
Bemerkung~ die ebenso wie die friiher% vorzUglich im Hinblieke auf die analogen Unter- 
suehungen ftir Differentialgleiehungen h~iherer Ordnung gemaeht werden mag~ bezieht sleh 
auf den Fall~ dass die Differentialgleichung aIgebraisehe Integrale besitzt; man sieht sogleieh 
dass, wenn man in (a) dem c denjenigen Werth giebt~ welcber das allgemeine Integral z 

in das particulttre algebraisehe Integral ttberftihrt~ sieh sehon zwischen zi, z ~ , . . ,  z,, und x 
eine algebraische Beziehung der Voraussetzung widerstreitend ergeben wtird% es muss der 
entspreehende Werth yon c in diesem Falle also stets derart sein~ dass die entstehende 

Relation an sich eine identiseh wird. So liefert nach S. 82 meines Buches die Differen- 
tialgleichung 

dz 
d--z = Az '  + Bz + C, 

worin /1, B, C algebraische Fuuetionen yon �9 bedeuten~ fur den Fall~ dass dieselbe zwei 
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zwischen Integralen yon Differentialgleichungen betrachtet werden kann, 
aber, wie man (lurch Vergleichung mit  dem al lgemeinen Theoreme sieht, 
far Differentialgleichungen erster Ordnung eine vs l l ige  Willktlhr aller 
Integrals bis auf eines gestattet: 

_hTndet zwischen dem allgemeinen Integrale einer Differantialgleichung 
erster Ordnung und n algebraisch yon einander unabhdngigen particuldren 
Integralen derselben, der unabhdngoen Variabeln und einer willk~hrlichen 
Constanten eine algebraische Beziehung statt, so darf man n der Integrals 

partieulitre algebraische In~egrale ~ and ~2 besitzt, die folgende Beziehung zwisehen dem 

" allgemeinen z und einem partieuliiren Integrale z o 

(~o~ - -  ~,)~o + (~ - -  ~o)~,~,, (fl) ~ = 
(% - -  ~)~o + (~, - -  %~.) 

und setzt man hierin z ~ - - ~  so folgt unmittelbar 

d. h. c----o~ und flit diesen Werth der Constanten i~allt z o ganz aus der Beziehung heraus. 
Andererseits ist klar~ dass~ wenn man in (a) irgend eines der Integ:rale z 1, z s , . . ,  zn 

dureh sin a]gebraisehes Integral der Differentia]g]eiehung ersetzt, die Constants c yon sell)st 
herausfallen muss, weil sonst das allgemeine Integral wieder algebraiseh dureh nur n - - I  
Integra]e ausdrtiekbar sein wtirde; so wird~ wenn in (fl) z o = ~x gesetzt wird~ z == ~z~ also 
wieder sines jener partieulitren algebraisehen Integrale. Es mag noeh hinzugefltgt werden~ 
dass sieh die Relation (~), wie man unmittelbar sieht~ in die Form setzen lasst 

(r) 

woraus, folgt,~'da~s~ wean 

(~) 

gesetzt wird, die Bcziehung in 

Z . -  q~ % Z o - -  ~ ,  

C z = - - g . ,  
~o 

mithin in einen yon z freien ~usammenhang iibergeht, in welehem das allgemeine und ein 
partieulitres Integral der dureh die Substitution (J) hervorgehenden Differentialgleiehung 
erster Ordnung 

dZ 
d~ = A (~, - -  ~,) Z 

stehen. 
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dutch willkahrliche amiere, die aber mit den fraheren zum Th~il aberein- 
slimmen k~men, ersetzen, immer wird ein (n + I)'" Integral der Differen- 
tialgleichung existiren, welches mit den n neu gewahlten wieder densdben 
Functionalausdr~k befriedigt. 

Setzt man nunmehr in (2) z = z~, so wird nut eines der Integrale 
der reehten Seite z. B. z~ dureh ein anderes zu ersetzen sein, und da 
jedes andere wiederum nach (2) die Form hat 

f(z, z,, z , , . . .z , ,  k), 

worin k irgend einen eonstanten, hier einen im Allgemeinen von c ab- 
h~ngigen Werth haben wird, so wird die Gleiehung 

07) ~ =/(z,  z,, z , , . . .  ~,,, 0 

die Beziehung 

. . . .  k),  . . . .  } 

hervorrufen(a.), welche, da zl, z~, . . ,  z. nicht schon selbst in einem alge- 
braischen Zusammenhange stehen sollten, eine identisehe sein muss. 

(t) So wird~ wean in der in der vorigen Aamerkuag gegebeaen Beziehuug 

c~z,(z, - -  z.,) + ez,(z,  - -  z ,)  
e , ( z , -  z,) + cCz, - - z , )  

z dutch z I ersetzt wird, wie unmittelbar 

CsZt(Z ~ 
~1 ~ CS(Z ~ 

zu substituiren sein~ worin 

k 

zu sehea, 

C~ s 

C ~ C s 

ist. Es mag hier uoch folgend~ Eigenschaft einer aigebraisehen Beziehung zwischen dem 
aligemeinen und einer Aazahl yon partieul~iren Integralen Erwahnung finden. Sei die a]ge- 
bralsehe Beziehung wieder 

(a) z = / ( z ,  at ,  z, . . . .  z., c) 

oder 

(/9) z ~ + f t ( z ,  z, ,  z, . . . .  z., c)zX-l + . . .  + f~(~, z , ,  z, . . . .  z~, c ) =  O, 

woriu f t ,  f~ . . . .  f~ rationale Functiouen der in ihnen enthalteaen GrOssen sein mSgen~ und 
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Untersuchen wi t  nun  zuerst  den Fal l ,  in w e l c h e m  f(x ,  z~, ~ , . . .  z,, c) 
cine ganze  Funct ion  der Grossen z~, ~ , . . .  z .  darstel lt ,  und  denken uns  
dieselbe nach Potenzen  yon z x in der F o r m  geordnet  

09) f('~, ~,, zs,. . ,  a., c) 

= f,(~, ~ s , . . . a , ,  ~)~,/' + Z ( ~ ,  Us , . . . z . ,  e)a/'-'  + - - - +  ft,(z, a , , . . .~ , . ,  c), 

die in dem Sinne als irreductibel aufgefxsst werden mag, dram sic sich nieht in Faetoren zer- 
legen l~tsst, deren Oocftleienten rational aas z, at, u s , . . ,  am t~sammengesetzt slnd, olme 
Rttcksicht aaf etwa eintrctende Oonstanten. Vertauseht man in (a) zwei der Integrale der 
rechten Seite mit einander z. B. zt and us, so wieson wit- naeh dem allgemeinen 8atso 
yon der Erhaltung dcr algebraiaehen Beziehung, due, indem nut a s start st and st statt a s 
geset~t ist, uothwendig z winder ein Integral, and da c i m  Allgemeinen nicht heraaBfltllt~. 
das allgemeine Integral der Differentialgleichung bleiben wird; setzen wit 

(v) g ---- f ( z ,  z . ,  at, u, ,  . . z . ,  c), 

so wird auch Z nach (a) in der ~orm darstellbar sein milssen 

(~) g = f ( z ,  z,,  ~ , , . . .  a., I~), 

worin k eine Function yon e sein wird. Naeh (~) wird nan g dutch die irreduetible 
Gieichung definirt sein 

g~ +.f,(~, ~,, ~, , . . .~, ,  ~)g~-~ + - - -+ f~ (z ,  8,, ~ . , . . . 8 , , / ~ ) f f i o  

and wird mit der nach (a) and (3") bestehenden Gleiehung 

Z ~ "b f , ( z ,  z , ,  z l , . . . z , ,  , e)g~t-1-I- . . . - I -f~(z,  ~,, $ , , . . . z . ,  c ) = o  

nine L~sung gemein haben, also mit ihr identiseh sein, and es wird somit far die ratio- 
nalen Coeflieienten der Gleiehung (p) die Beziehang beatehen 

(e) f~(z, w., z t , . . ,  z , ,  c )==f , ( z ,  a t,. z , , . . ,  z=, k), 

und eine Vertausehang der Grt~ssen zz, s t , . . ,  a= daher keine Ve~nderung der rationaleu 
Fnnetionen hervorbringen, wenn nur start c nine pMsende Constante ~ gesetst wird; so 
wird die eben behandelte Relation 

2 ~  

Cs(Z, - -  as) + e(a, - - $ , )  ' 

die selbst sehon rational ist~ wenn a, mit $s vertauseht end c dareh" k = ess ersetzt wird~ 
C 

unverindert bleiben. 
2-eesoov Aeta mathvmatica. 3 
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so dass sich also 

(20) f(,~, z , ,  z , , . . ,  z,,, k) 

=A(~, ~, , . - .  ~,, ~)~," + f,(~, ~,,..-~,,, ~')~,"-' + .... + f,,(~, ~ , , . . .  ~,,, k) 

ergiebt, so folgt aus (I8), (19) und (20) 

(2I) ~, = 
IL  fo(X, z,,...z,,, c){]~,(z, z , , . . . z , ,  k)z, + f,(.% z , , . . . z , ,  k ) z , : ' - ' +  ... + f / x , z , , . . . z , ,  k)}" 

+ f t (x ,  z , , . . . z ~ ,  c)[fo(x , z , , . . . z , ,  k)z(" + . . . + f i x ,  z , , .  . . z , , ,  k)}:'-' 

+ . . .  + f,,(z, z, ,  . . .  z , ,  c), 

und hieraus, da die Gleichung eine fiir alle zl, z~ , . . ,  z, identische sein 
soll, wenn /, > I, 

fo(~, z , , . . ,  z,,, e)fo(~, ~ , , . . .  ~,,, I~)"= o; 

da nun aber keiner der beiden Factoren verschwinden kann, well k ebenso 
wie c, indem es eine yon dieser Grssse abh'angige Constante bedeutet, 
v011ig willk0hrlich ist, so wird # = i,(1) und also z eine ganze lineare 
Function von z~ sein m0ssen, und da dasselbe auch yon den anderen 
Grsssen z2, z3 , . . ,  zn gilt, so wird z eine ge~nze lineare Function der n 
Gr0ssen z~, z ~ , . . ,  z ,  sein, die wir, ohne die Allgemeinhei t  des Resultats 
zu beeintrachtigen, nur der Kurze der ,Rechnung halber ill der einfach- 
sten Form voraussetzen wollen 

( 2 2 )  Z : m o + r e , Z ,  "Jr- m, ,ZiZ.2.  + m ,  sZ tZ  3 "Jff . . . . . . .  "Jr- minZxZ, ,  

+ m~z~ + m~3z~z s + . . . . . . .  + m~z2z~ 
�9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

.d C ' ? R n _ l Z n _  1 "31- 9"rl, n__lnZn__lZ n 

"~- 9?gnZ n 

= f ( z ,  z , ,  z , , . . ,  z, c), 

worin die Grsssen m yon x und  c algebraisch abhRngen. 
Nachdem ftir diesen Fall die Gestalt der Function f der Gleichung 

(2) gefunden, wird wegen 

~c - ~c + -T[-c ' + ~ z,z~ + . . .  + ~ z,z,, 

' i -  �9 �9 . . . . . . . . . . .  ~ . . . . . . . . . . .  . 

~mn 
+ -~-c z,, 

(') ,,.O .,,~h (2l )  

fo(~, z ,~. . .z , ,  0A(~, z , , . . ,  z~; /0 = I. 
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az---, = ~n, + m.,~z, + m,sz~ + " "  + m , , z , ,  

11 

der. G le i chung  (I I) gemass fftr p = I 

also 

azl m, + m,,z~ "4- m,szs  "4- �9 �9 �9 -I- m~nZ. 
~f a.mo am, : am,,, ~m,, 
a ~  a----J + -~c z ,  + " + a----~ z,z,, + . . .  + ~ z,, 

~ dzl 

m ,  + ml~Z ~ + . . .  + m , ~ n  [am o am, am,,, ~ .  ] 
= ~m, ~m,~ am,,, log [ ~ + ~c z, + ..  �9 + a--~ z,z,, + . . .  + ~ z,, I ~-r + a--~-z., + . . .  + -~-z~ 

und  

= P log O 

+ 
+ - ~ j  z~+ ... +--~-- z~ 

aTIblt a"m'Slt z -I- a~'I'bu--lg z I a~l'tPg-F1 - " a~lrt'Pm 55 

a ~ ~  a ~ t  a ~ s n  - -  ..L a ~ n  

worin  der  logar i thmische  Pos ten  n u r  

da raus  e rg ieb t  sich 

f V 
af az,, I ~f  dz, 

. 1 a T  

seiner F o r m  nach bezeichnet  ist;  

= RlogQ 

+ 

~m~ n t- ~m,~ ~m,~-l~z l ~m~j,+~ ~m~,.  --z'~c + ' " +  ~ ~'- + - -~ - -c  ~'~'+~ + ' " +  ~ " 

~c + ~ - c  z' + - - ~ c  ~ + ' " + - ~ c  z" 
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und ebenso, well 

L e o  K o e n i g s b e r g e r .  

= S log 

ist, 

+ m, + m,~, +... + mt.~. 

~c + - -~ , "  + ' " +  -~-~ " 

~twt o ~ t,W,, t ~sr~t= a~11~,, 
ac~ + ~-~ ~' +" "  + ~ ~=" +""  + ~ ~" 

+ ~ ~' +" "  + -T,- ~'~" + ' "  + ~ ~" 

~s.m o ;~tWt t ~'~tttt, t ~s~r" ~sm" 
ac~ + ~-~--~ z, +.. .+ -~cd~ + ' " +  ~ " ~ z  

= + . . . . .  

a~ + ~ ~, + "'" + - ~  

Setzt man diese Ausdrocke in (z z) ein, so folgt, wenn man beachtet, 
(lass ~(~, z t )e ine algebraische Function von �9 und z~ sein muss, die lo- 
garithmischen Glieder aus dem Endausdrucke also herausfallen mQssen, 

9"(z, ~,)= L. 
a~ + ~ ~' + ~ ~'~' + " "  + -~, ~" 

mt + mr,z. + . . .  + mt.a. 

~sm, o ~)Jmj ~sm],, ~lm. 
+ . . . +  + - . , +  

--~-, + T ~ ,  + " -  + -~-', ~,. 

+ ' " + ~ % , - 1  + + " "  + 

worin L yon z, z2, z a , ' "  z. u n d c  algebraisch abh~ngt. Setzt man nun, 
da die linke Seite der Gleichung nut  yon :v und z~ abhltngt, z~, z~,.., z~ 
gleich beliebigen Constanten, so folgt, dass fQr willk~lhrliche z I die Func- 
tion ff(~v, zl) eine lineare ganze Function yon zl bedeutet, und dass daher 
in diesem Falle die Differentialgleichung (3) die Form annimmt 

dz 
= 9'dz) ' + 
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fi~r welehe bekanntlich die gesuchte Relation zwischen dem allgemeinen 
und particularen Integralen fi~r willkllhrliche Functionen ~l(x) und ~,~(x) 
lautet  (s. S. 9o der ))allg. Untersuchungen))) 

C - -  C z C - -  C t 
Z t ~ -  Z z . 

C 1 ~ C~ C~ - -  C t 

Wir erhalten somit den Satz: 
Die" einzige Kla.sse yon Dif[erentialgleichungen erster Ordnung, f~r 

welche das allgemeine Integral eine ganze Function irgend einer Anzahl par- 
ticuldrer Integrale sein soll, deren Coefficienten yon der willk~hrlichen Con- 
stanten und der unabhdngigen Variabeln algebraisch abIuingen, ist die der 
linearen. 

Gehen wir jetzt zu dem allgemeineren Falle ~ber, in dem sich z als 
rationale Function yon zl, z~, . . .z~ ausdr(icken lasst, deren Coefficienten 
algebraisch yon z und c abh~ngen, so wird wiederum aus der Gleichung 
(18) unter der Voraussetzung, dass 

f(x, z~, z.~,...a~, c) = fo(Z, s.~,...s,, c)z: + f,(x, z,,...z~, c)z: -~ + ...-l-L(z, s,, . . .s.,  c) 
~,.(x, ,,,...,~, c),: + ~o,(~,, , , , . . .z, ,  c),:-1+ ... + ~o~(~,, , , , . . . , . ,  ~) 

ist, aus den auf S. 77 meiner ))allg. Untersuchungen~ angegebenen GrOnden 
sich # = u----- x ergeben, und da dies fi~r Mle Variabeln z~, z~ , . . ,  z. gilt., 
so erhMt man die nothwendige Form einer solchen rationalen Beziehung 
als eine in allen particul~ren Integralen linear gebrochene Function 

Z 
m o "~ m l Z  ~ "4- m l s z l z s  4 -  "" �9 

/l o + II:, + lh~z:, + .. .  
= f ( z ,  zl, z , , . . . z , ,  e), 

oder kfirzer gesehrieben 

( 2 3 )  a - ~ -  - -  
Ao + A: t  
Bo + Blzt ' 

worin A0, A1, B0, B l lineare ganze Functionen von z 2 , . . ,  z, und alge- 
braischc Functionen yon x und c sind. Da nun aus (23) folgt, dass 

o/ 
Oz~ A ~ B , - - A o B ~  

o/-- i . oa ,  aoB- I AoB.  / sA, : oA._aaB. 
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also 

-~f dz t  

Leo Koenigsberger. 

B, OA, A OB, ](a log t ~ )  
W - -  , - ~ d )  - -  ~) 

ist, wor in  a und  b als Losungen des obigen Nenners  a lgebraische Func-  

t ionen yon z ~ , . . . z , ,  x u n d c  sind,(~) so erhMt man  

(1) 8ind die beiden LiSsungeu a und b einander gleich, so wird 

und daher 

~--_fc clz, = 
A o B  a - -  A t B  o I 

OA, ~B, zi - -  a 
B'-'~-c-c - -  A '  Oc 

~ ~z, AoB~ ~ A t B  o Oz~, 
~zg I ~fclz, ~-. OA, 3Bt ( z i - - a )  ~ 

, . /  ~ B ,  -g-d - -  A ,  ~c 

und 

' ~ / : 0 " , - 5 ~  \ 
' O A ,  - -  + z , - - a  Ozg\/B ' ~  0B, I 

r ~f ~a 

~ ,  I,,, - ~)' + - / ~  ~ ,  ~B,)  

woraus sich 
CAn A,  

B,  Oc ~c 
(z, z,) = L 

A , B  o ~ AoB , Z l - - a )  ~ 

3A~ 3B~ 
3a B,-~c - -  A '  ~c 3 / A o B , - -  A,Bo \ 

- t ~A, - - - ;  ~-B, \ .  (~' - -  ~) "k ~-~ A,Bo - -  AoB , Vz B, ~__c __ A .Tcc . / 

_ _  OB, ,, B CA, _ At 
3a ' 3c Oc 

+ F(x, zt, ) ]3z/, A i B  o A oB  1 
2 tt 

I I / A o B  * - A i B o  \ 

\ ' ~c J O c /  

also wieder wie oben als eiue gauze Function zweiten Grades in z, ergiebt. 
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[Ob Oa'] (b 3a Ob 
(-,I,Bo--AoB,) : ' t~-~/+ t ~,zl,--a&~z.~} 
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a--b 

und 

zl[B, OA, OB,] r l  oa. OB.\ (B OA~--A OB'~I 
L 

= S log O 

+ (AiBo - -  AoB,) 
[@b ~a] (b ~a a ~)~b z ,~  ~ + \ ~ - -  

I 8A, A 8B,~ 
+ t B* occ -" *-~c : 

a - -  [ ~A 1 OB,] ( B ~ 1 7 6  OBo~ b z~ B,~cc--A, w j  +' '" + \  o ~ - - A o w i  

und hieraus nach (i i), wenn man wiederum aus den angegebenen Griin- 
den die logarithmischen Glieder fortli~sst 

:'l_ - ' '  J I. 

r ~,)= 

+ \  o~-  c - -  o~-c/ j+  \ o~--Ao~c I 
AIB o - -  AoB l 

h - - ~  ' "  
1 

also eine ganze Function zweiten Grades in der willkt~hrliehen Grssse zl, 
und ks wird daher in diesem Falle die Differentialgleichung die Form 
annehmen 

dz 
(24) d~ = ~,(z)z' + ~(x)Z + ~(x),  

worin f~l(x), ~(x) ,  fD3(x ) algebraische Functionen yon x bedeuten; mn- 
gekehrt wissen wir abet auch nach S. 99 meines Buches, dass ftir alle 
Differentialgleichungen der Form (24) unabhlingig von der Beschaffenheit 
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der Coefficientcn eine lineargebrochcne Bcziehung statt hat, und wir cr- 
halten somit den Satz: 

Die einzi#e Klasse yon Differentialgleichungen erster Ordnung, far welche 
das allgemeine Integral ,qine rationale gebrochene Function i~yend einer An- 
zahl particuldrer Integrale setn soil, deren Coeffwionten yon der willkahr- 
lichen Constanten und der unabhdn#~#en Variabeln algebraisch abhdncjen, ist 
die durch die aleichun a 

dz 

dargestdlte, und far alle diese besteht zwischen dem all aemeinen und drei 
particuldren Integralen die Beziehunej 

c,~,(z, - -  z ,)  + . , ( z ,  - -  z,) 
(25) z = ~,(~, - - z , )  + ~(,, - - ~ , )  "(') 

(t) Es ist wohl nieht oberflttssig zu bemerken, dass, wenn auch fttr die der Differen- 
tialglelehang 
(a) d~ 

zugeb0rigen 4 Integrale z~ zz~ zs, z s die dutch die Gleichung (25) ausgedrttekte Beziehung 
besteht~ welehe yon dem expliciten z frei ist~ doch unter gewissen Umstttnden das allge- 
meine Integral schon dutch zwei particulire Integrale in rationaler Form darstelibar sein 
kann~ in welche jedoch die unabhttngige Variable z explicite eintritt; denn bekanntlich 
geht die obige Differentlalgleichung dutch die Substitution 

I d l o g u  (~) ~ =  
~,,(z) dz 

in die homogene ]ineare Differentialgleiehung 

d~u p du 
dz" + dz + Qu = o 

(T) 

tiber~ in weleher 

P = _ [ r  (-) ) 

ist, and es drttekt sieh das aligemeine Integral yon (a) mit Httlfe zweier partieulttrer Inte- 
grale ~t~ z~ eben dleser Differentiaigleicbang and den beiden diesen eutspreehenden particu- 
liren Integralen ~tt~ ~t ! der Differentialg|eiehang (T) in der Form aas 

~tZt -~ ~tSZ ~ 
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Die Untersuchung wrtrc somit ftir alle diejenigcn Falle abgeschlossen, 
in denen das allgemeine Integral sich als rationale Function irgend einer 
Anzahl yon particul~ren Integralen ausdracken lasst, deren Coefficienten 
algebraisch aus x und der willkiihrlichen Constanten zusammengesetzt 
sind; d,~ss es a,ber noch ausserdem Differentialgleichungen erster Ordnung 
giebt, ftir welche das allgemeine Integral algebraisch, wenn auch nicht 
rational, aus einer Anzahl yon particularen Integralen, der unabhangigen 

worin e eine willkiihrliehe Constante bedeut~t. Wenn nun z. B. der Quotient der beidea 
Integrale ~t, 1 ~ ~t, eine algebraische Function~ also 

(~) u~ = .,(z) 

oder 

r I 
~,(z) 

ist, so wird (e) in eine Beziehung der oben angegebenen Form tibergehen 

z, + ca,(z)z,. (~) z = 
I + c a , ( z )  ' 

und zu dieser Form mag noch die folgeade erganzende Bemerkung hiazugefllgt werden. 
Ieh babe niimlieh im w 9 meines Buehes gezeigt~ dass, wean zwisehen zwei Fundamental- 
integralen einer homogenen linearen Differentlalgleiehung zweiter Ordaung und der unab- 
hiingigen Varlabeln z irgend eine algebraisehe Beziehung stattfindet, dana aueh zwel partl- 
culotte Fundamentalintegrale existiren, welehe homogenen linearen algebraisehen Differential- 
gleiehungen erster Ordnung gentigen} also die Form habea mtlssen 

U l ---- e f~2'(x)d~ , U~ ---- e f t4 (~)d~ ,  

worin .Ql(z) and J2,(z) algebraisehe Fuuet.ionen bedeuten; dana werden aber naeh (]~) die 
entspreeheaden partieulliren Integrale der Differentialgleiehung (a) 

Z, - -  _0 (~)  . _ _  0 (z.____) ~,(~), z, = ~,(~) 

algebraisehe Funetlonen yon z seln~ und naeh dem S. 82 meines Buehes bewiesenen Satze 
drtlekt sieh dana das allgemeine Integral sehon mit Halle e ines  partieuliiren in algebra- 
iseher Weise in der Form aus 

( c , g ,  - -  e Z , ) z ,  + (c - -  c , ) Z , Z , .  
Z 

(c ,  - -  c)z ,  + c7,,  - -  c , Z ,  
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Variabeln und einer willkfihrlichen Constanten zusammengesetzt ist, geht 
schon daraus hervor, dass eine willkiihrliche algebraische Substitution 

(26) z ---- F ( z ,  Z) 

auf die Differentialgleichung (24) ausgefibt dieselbe in eine andere al- 
gebraische Differentialgleichung erster 0rdmmg 

(27) dZ d~ = O(z, Z) 

aberfahrt, far welche die algebraische Beziehung zwischen dem allgemei- 
nen und drei particul~ren Integralen erhalten wird, wenn man den 
Ausdruck (26) ftw z = z, z~, z:, z~ mit den entsprechenden Werthen 
Z = - Z ,  Z,,  Z:,  Z 3 in die oben gefundene rationtde lineare Relation (25) 
einsetzt. 

Man ksnnte nun zur Untersuchung der Msglichkeit einer beliebigen 
algebraischen Beziehung zwischen dem allgemeinen und ~ particul~ren 
Integralen wiederum yon der Relation 

ausgehen und, wie es eben for rationale Functionen geschehen, hier ffir 
algebraische Functionen naehweisen, dass dies nur far solche algebraische 
Functionen m5glich ist, welche aus einer rationalen, also nach dem bisher 
bewiesenen aus einer rationalen linearen dutch eine algebraische Substi- 
tution v o n d e r  Form (26) abgeleitet sind, und for diesen Nachweis ware 
es, wie schon aus den Betrachtungen fiber rationale Beziehungen ersichtlich 
ist, gleichgaltig, ob x in die /'-Function explicite eintritt oder nicht. 
Ich ziehe es aber vor, reich bier einer anderen Methode zu bedienen, 
um die Anwondung der PFAFF'sehen Differentialgleichung auf derartige 
Probleme zu zeigen und die Unt~rsuchung der Integrabilit~tsbedingungen 
einmal an einer grOsseren Klasse solcher Differentialgleichungen durch- 
zufahren. Es wird nach dem obigen geniigen, hier den Fall zu erSrtern, 
in welchem die unabhiingige Variable in jene algebraische Relation nicht 
explicite eintritt, die Function f in (2) also x nicht enthalt; da dann in 
der Gleichung (I I) 

, 1 '  \~c  / 
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ist, so wird, wenn wit  21, z~ , . . ,  zn (zp ausgeschlossen)willkahrl ichen Con- 
stantcn gleichgcsetzt dcnken, die Function ~,(x, zp) die Form annehmen 

(28) ~(~, zA = ~,(~)r + ~(~)r + - . .  + ~.(~)r 

und die nothwendige Form aller Differentialgleichungen, fi~r welche das all- 
gemeine Integral eine algebraische Function von n algebraisch yon einander 
unabhdngigen Integralen und der willki~hrlichen Constanten ist, in welche die 
unabhdngige Variable nicht eintritt, ist somit 

dz 
(29) d~ = r162 + ~(,)r + . . .  + ~(~)r 

worin die rechts stehenden Functionen sammtlich algebraisch sind. 
Wir gehcn nun auf einc gcnauere Untersuchung der Differential- 

gleichungen yon der Form (29) ein, fi]r welche zwischen dem allgemeinen 
und n particul~ren Integralen eine Beziehung 

(29.~) z = f ( z , ,  z , , . . ,  zn, c) 

existirt, in welcher die Variable x explicite nicht vorkommt. Beachtet 
man, dass far z, z~ , . . . za  die Gleichungen bestehen 

dz = ~, (~) r + ~,~(~) r + . . .  + ~(~) r 

dz~ 
(3o) d-; = ~'(~)r + r162 + " "  + ~o,,(~)r 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . , . . . .  

d z  n 
= ~,(~)r + r162 + . . .  + ~,(~)0,,(~,), 

aus denen sich die Differentialgleichung zusammensetzt 

dz dz,  dz., . . .  dz,, 

0,(~) r r162 

(3,) r r r162 = o ,  

. . . . . . . . . . . . .  , . . , , . , . 

r r r 

so kann man (3 o) als eine dieser Differentialgleichung genfigendc Bezie- 
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hung betrachten, far welehe nur zu untersuchen ist, in wie weit die 
Variabeln ,**, z ~ , . . . z ,  als yon einander unabhangig zu betraehten sind. 
Bildet man aus (30) das Totaldifferential 

~f dz~ + ~f dz, + . . .  4" ~f dz., 

und setzt aus (30) und (32) die AusdrQcke far  z und dz in die Differen- 
t iaigleichung (3I) ein, so ergiebt sich ein Ausdruek v o n d e r  Form 

(33) P, dz, + P, dz, + ... + P, dz, = o, 

in welchem /)1, P ~ , . . .  P .  algebraisehe Functionen von z,, z~ , . . ,  z~ be- 
deuten. Ware z ein Integral von den n unabhangigen Variabeln z,, z . , , . . .z . ,  
so mfissten 

(34) P,=o P, =o.-.P. =o 

identisch 5efriedigt sein und umgekehrt; wir wollen 5eweisen, (]ass dies in 
der That im Allgemeinen der Fall ist. Denn seien die Gr0ssen P alle 
oder zum Theil yon Null verschieclen, so wird die Gleiehung (33) verm0ge 
der Beziehungen (29.a) die Gestalt annehmen 

(35) p,{~,,(~)r + . . .  + ~,(~)r + P,{~,(~)~,(~,)  + . . .  + ~,,(~)r + . . -  

�9 . .  + e , , { ~ , ( ~ ) r  + . . .  + ~ . ( ~ ) r  = o ,  

und diese Gleichung wird verm5ge der Annahme, dass zwischen zl, z~,...z- 
und x eine algebraische Beziehung nicht stattfinden sollte, eine ftir alle 
Werthe dieser Variabeln identische sein mtlssen. Differentiirt man nun 
dieselbe n - - i  real nach einander nach x, so erhMt man n lineare 
Gleichungen in den Grsssen P , ,  P ~ , . . .  P~, deren Determinante, wenn 
nicht sltmmtliche P Null sind, verschwinden mt~sste; es ware somit 

~,(~)~,(~,) + . . .  + ~.(~)~.(~,), ~1(~)~(~,) + . - .  + ~ . ( ~ ) ~ ) ,  ... ~,(~)~#.).+-." 

, ? , , , 

. . . . . . . . . .  , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

~ O  
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(36) 

so dass also 
eine oder 
Sei zuerst 
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~,(~) ~,(~) . . .  ~.(~) 

~'~(,) ~',(~) . . .  ~ '  (-) 

. . .  ~ . . . . .  . . . . . . . . . . . .  �9 . . . . . .  o . . . . . . . .  

ft~r den Fall, dass nieht s~mmtliche P verschwinden, die 
die andere dieser beiden Determinanten verschwinden m ~ t e .  

(37) = o, 
. . . . . . . . . . . . .  ~ �9 �9 . . . . .  

~i--,,(~) ~ : - , ( , ) . . .  ~:-,(~) 

so folgt nach einem bekannten Satze,(~) dass zwischen 9~t(~), 9~(~),...9,.(~) 

(t) der yon Herrn FltoB~mus herrtihrt und im Journal far Mathematik B, 77 be- 
wiesen int. Es mag hier bemerkt werden~ dass man diesen Satz auch auf einem anderen~ 
unmittelbar eraichtlichen Wege herleiten kanu; ea ist nltmlich leieht ein~,usehen~ dus man 
beliebige n Funetionen yon x 

stets ale particulitre Integrale elner linearen homogenen Differentialglelehung n "  Ordnung 

darstellen kann~ da~ wean man 

(a) 

setzt~ worin cz~ c z , . . ,  c~ willktlhrlichc Constanteu sein sollen, und diese Oleichung (a) 
n real nach einander differentiirt~ also 

( ~  

V' = e, ~"1(~) + c~,~',(~) + - . "  + c.~",,Cx) 

. . . . . . . . . . . . .  ~ . �9 ~ . . . . . .  , �9 �9 ~ , ~ 
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eine l ineare homogcnc Rel~tion mit  constantcn 
Form 

Coefficienten v o n d e r  

a,~,,(~) -[- a , ~ , ( z )  .-}- . . . . 4 -  anFn(X) -= 0 

besteht;  sctzt man den sich aus dieser Beziehung ergcbenden Worth  von 
~,n(x) in die Different ialgleichung (29) ein, so geht  dicse in 

d-~ = an a , r 1 6 2  "4- {an~ , z ( . z ) - -a , r  " } - " .  

an 

erhglt~ dureh Elimination der OrOssen I~ c1~ % ~ . . . c ,  aus den n - k  i Gleichungen (a) 
und (/9) die lineare homogene Differentialgleiehung n ter Ordnung herleitet 

y ~,(~) ~,(~) . . -~ , , (~)  

y' ~',(~) ~'~(~) . . .  ~'.(~) 

(r) . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  o, 
y(.-i) ~,?-,(,) ~.,:-,(z)...~,:.-,)(~) 

y(*) ,f~:)(~) ~)(~) . . .  ~:,)(~) 

welche offenhar jedes y zum Integral haben w~rd~ welches aus (a) dutch willktihrliehe 
Wahl der GrOssen c~ c~ . . .  cn hervorgeht, also aueh die Integrale ~(x)~ ~?.~(x)~... ~n(x); 
da nun aber der Coefficient yon y(") 

~',(~) ~'~(~) . . .  ~'.(~) 

vermt~ge der Gleichung (37) verschwindet~ so werden die'Functlonen ~l(x)~ ~(x )~ . . .  ~.(~) 
Integrale einer linearen homogenen Differentialgleiehung (n, - -  | ) t e r  Ordnung sein~ und es wird 
somit zwisehcn ihnen eine homogene lineare Bezichung yon der Form (38)bcstehcn milssen. 
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ober, deren rechte Seite somit nut aus der Summe yon n -  I Producten 
algebraischer z- und z-Functionen bestiande. Wird ferner die Determinante 

(39) 

r  r  " r 

r  4 '~(~) . " r  
----- O~ 

r r r 

so muss diese Gleichung der Voraussetzung gem'ass eine in den Grsssen 
z~, z~, . . ,  z~ identische sein, und man darf daher z~, z3,. .  �9 z. wiliktihr- 
lichen Constanten gleich setzen, woraus sich eine homogene lineare Be- 
ziehung mit constanten Coefficienten v o n d e r  Form ergeben worde 

(40) a l i , , ( z , )  + ( i , r  + . . .  + a n i , . ( z , )  = o ,  

welche wiederum for jedes z~ gelten m~sste, und die Benutzung dieser 
Beziehung w0rde die Differentialgleichung in die Form 

d~ 
(4 t) dz 

(i"q"(~) - -  (i' ~"(~) r + (inq,,(~) - -  '~,~'n(~) r + . . .  

(In an 

6gn 

iaberfohren w wir finden somit, dass in allen Fallen, in welchen nieht 
sammtliche P der Gleichung (33) identisch verschwinden, die Differential- 
gleichung sich auf die Form bringen lassen muss 

(42) 
dz  a-~ = ~1(~) E(~) + a~(~) K(z) + . . .  + a~,_p(~) ~;,-dz), 

worin die 4) und ~/r wiederum algebraische Functionen bezeichnen, und 
nunmehr angenommen werden darf, dass weder zwichen den 4~ noch 
zwischen den ~F eine homogene lineare Relation mit constanten Coefficien- 
'ten bestehe. Far den Fall also, dass sieh die Differentialgleiehung (29) 
nicht auf eine Differentialgleichung (42) mit weniger ahnlich gestalteten 
Summanden der rechten Seite zuriackft~hren lasst, wird (30) ein mit einer 
willkohrlichen Constanten behaftetes Integral der Differentialgleichung (29) 
mit den n yon einander unabhangigen Variabeln z~, z~,. . .zn liefern. 
Lasst sich jedoch die Differentialgleiehung (29) auf (42) redueiren, so werden 



24 Leo Koenlgaberger. 

je  n ~ p  -t- ~ In tegra le  derse lben w iede rum wic f rohe r  (lie p d- ~ to ta len  

Differentia]gleichungen liefern 

dz dz~ 

~P~(~) u 

(43) ~(~) q';,(~,) 

~._~(z) ~,_p(~,) ~;,_~(~,)... qf,_~(~,_~) 

0.~ 

( ~ )  

d z  d z ~  d z  t �9 �9 �9 d z ~ _ p §  l 

~(~) ~(~,) ~(~,) . . .  ~(~,_~+~) 

~',(~) ~',(~,) ~',(~,) . . .  ~(~,_~+ ~) 

* . . o o ~ . . . o o . o o o o . o o . o . , o o o . o . , o  

~,,_~(s) ~_p(~,) ~ , ,_~,) . . .  ~,,_p(~,,_.~+~) 
o o o , . o . . . ~ . . . .  . . . . .  , . . . . . . . . . .  �9 

~(~) ~(,,,) ~(~,) . . .  ~(~,,) 

~',(~) ~ ( , , )  ~,(,,) " -  ~(~,,) ~ 0  

o ~ , ~ ~ ~ o . . . . . . . . . . .  o . . . . . . . . .  

~_p(8) ~_~(z,) ~_p(~,)...~_p(z.) 

mit der Reihe der resp. Variabeln 

w z t z , . . . z . _ p _ l  z,_p 

g 8 1  8 2 �9 �9 �9 8 t - - p ~ l  • m - - p + l  

(v) 
�9 . . . . . . . .  , . . . .  . . . o , . o 

8 8 t m I �9 �9 �9 8 u - - p - - - 1  •m 

und es fragt sich, wie der Ausdruck (30) als Integral des Systems dieser 
p -/- I to ta len  Di f fe ren t ia lg le ichungen  m i t  n -~- x Var i abe ln  aufzufassen 

i ~  Setzt man den Werth f~r ~ aus (30) und 

~f ~/ 
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in die Gleiehungen (43) und (44) eln, so erhMt man die Beziehungen 

[ Zll dz I + Z, s d z  , + . . . . . . . .  + Z , . d z .  ~ 0 

(45) Z,, dz, + Z,, dz, + . . . . . . . .  + Z, .dz .  = o 

und wenn aug diesen p -}- i Gleichungen die p Differentialien 

d z ~ _ p + l  , d z ~ _ p + ~ ,  . . . d g l  

elimlnirt werden, so ergiebt sieh eine totale Differentialgleiehung 

(46) T, dz, + T, dz, + . . .  + T,_pdZ,_p = o, 

in weleher T1, T~ , . . .  T,_p algebraisehe Funetionen yon z, z 1, z~ , . . . z .  
sind. W~ren null die T-Gr0ssen nicht identisch Null ffir alle Werthe 
dieser Variabeln, so folgte aus (46) mit Benutzung der Differentialglei- 
ehung (42) 

(47) T, { q),(~) ~](z,) + . . .  + O,_p(z) ~.~_p(z,)} + T~ { 4),(z) r + . - .  + O._,(~) ~;,_p(z,) 

+ . . .  + T._~{ ~,(~) r + . . .  + ~._~(~) r  = o, 

welehe wieder, well der Fall, class sehon eine algebraisehe Relation zwisehen 
.% z~, z2 , . . ,  z. besteht, ausgesehlossen war, identiseh bestehen muss,.und 
es wird daher genau wie oben dutch sueeessive Differentiation naeh ~r 
sieh ergeben, dass, wenn nieht alle T ident.iseh versehw'~nden, zwisehen 
den n - - p  @(x)-Grossen oder zwisehen den n ~ p  ~'(z)-Grossen eine 
lineare homogene Gleiehung mit eonstanten Coeffieienten bestehen milsste, 
was als mOglieh ausgesehlossen ist, da die reehte SeRe der Differential- 
gleiehung (42) bereits auf die kleinste Anzahl von Summanden redueirt 
angenommen wurde. Es werden daher die identisehen Beziehungen statt- 
finden 

T 1 = O  , T,-----O, T._p-----o, 

und somit z,, z2 , . . ,  z._p unabh~ngige Variabeln sein; es ist daher (3 o) 
in diesem Falle ein mit einer willktihrliehen Constanten behaftetes Inte- 
gral mit n - - p  willktih~liehen Variabeln des Systems von p-+- x totalen 
Oifferentialgleiehungen (43) und (44) yon ,n-+- ~ Variabeln. 
3 -  665007 zleta raathematica. 3 
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Fassen wir die beiden Fiflle, yon denen der erste ein specieller Fall 
des zweiten fiir p----o ist, zusammen, so erhalten wir den folgenden Satz: 

tVenn eine Differentialgleichung erster Ordnu~q die Eigenschafl hat, 
dass za'ische~ il~rem allgemeinen b~te.qrale und n ibrer particuldren Integrale 
eine yon einer willk~hrlichen Constanten abhdng(qe, aber yon der unabh(ingigen 
Variabeln x fi'eie algebraische Beziehung yon der Form statthat 

(48) z = f ( z , ,  z , , . . . z , ,  c), 

wobei vorausgesetzt wird, dass nicht sclwn zwiscken z~, z ~ , . . ,  z,, und x eine 
algebraische Beziehung besteht, so hat die Differentialgleichung die Form 

d z  
(49) d~ ---- ~, (x) r (z) + ~2(z)r q- . . .  q- ~,,_p(x)r 

in welcher angenommen werden darf, dass zwiscken F~(x), ~2(x) , . . .  F,_~(x) 
sowohl als zwischen ~(z) ,  r162 nicht mehr eine homogene lineare 
l~lation mit constanten Coefficienten existirt, und es ist dann die Beziehung 
(48) ein mit einer willkiihrlichen Constanten versekencs Integral des 5~stems 
yon p q- i totalen Differentialgleichungen yon n Variabeln 

d z  d z ~  . �9 �9 d z n - p  ] 

I 

d z  d z  t . . . d z .  

. . .  

. . . . .  , . . . . . . . . . . . . . .  , 

~--- O~ 

welches n - - p  unabh~ngige Variabeln entMilt. Umgekehrt wird aber auch, 
wenn das System yon DifferentiaOleichungen (5 o) ein Integral yon der _Form 
(48) besitzt, jede Differentialgleickung erster Ordnung yon der Form (49), 
was auch ~(~),  ~ ( x ) , . . . F , _ p ( x )  fiir Functioncn yon x sein mSgen, die 
Eigensdhafl haben, dass das allgemeine Integral eine wie oben charakterisirte 
al.qebraische Function yon n particuhiren Integralen ist, 

und dies letztere ist unmittelbar daraus ersichtlich, dass, wenn z das 
allgemeine und z~, z 2 , . . ,  z, particulare Integrale yon (49) darste|len, aus 
den dutch Einsetzen dieser Werthe in (49) hervorgehenden Differential- 
gleichungen sich die Reihe der Differentialgleichungen (50) ergiebt, for 
welche die Existenz eines Integrales der Form (.48) angenommen wurde, 
das somit die verlangte Beziehung zwischen dem allgemeinen und n par- 
ticularen Integr,'den liefert. 
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Beschaftigen wir uns zunachst mit dem Falle, in welchem p = o 
ist, und somit der Zusammenhang (48) einer Differcntialgleichung yon der 
Form zugehc)rt 

dz 
(5 ,) a~ - ~'(~)r + ~(~)r  + "'" + ~"(~)r 

ft'tr welche weder zwischen den S(x)- noch zwischen den ~b(z)-Functionen 
eine homogene lineare Beziehung mit constanten Coefficienten stattfindet, 
und stellen die Frage, in welchen Fallen die Differentialgieichung 

(52) 

dz dz, dz, . . . dz,  

r r 4',(~)...r 
r r r 1 6 2  ~ 0  

r r Cn(z~)...r 

ein algebraisches ln tegral  

(53) z = f ( z , ,  z ~ , . . . z . ,  c) 

besitzt, worin c eine willkiihrliche Constante und z~, z 2 , . . ,  z,  yon eina~wler 

unabhangoe Variable sind. 

Bringen wir (52) auf die Form 

(54) Rdz + Itldz ~ + R~dz~ + . . .  + R,dz,  -= o 

und setzen nach (53) 

~f ~f dz, + ~f dz, + . . .  + ~z~ dz, 

in diese Gleichung ein, so erhMt man 

~zl + + + + . . .  + 

deren Coefficienten der Annahme gemass identiseh versehwinden mi;issen, 
und es ergiebt sieh soxnit 

& R. 
~z I R ' ~z  s R-- ~ z .  = - -  R -  ' 
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�9 woraus die Integrabilitatsbedingungen folgen 

(s s) ~,---7-= ~--7-' ~. - ~, " ~- - ~ . - ~  

deren Anzahl n o t - - I )  ist, oder aueh 
2 

,<r,,,. ,.,1 {,. ,,,,1 . r , . ,  ',,] (s6) k ~  ~ J  + R, ~ ~ J  + "L ~ ~ = o(,) 

und die tthnlieh gestalteien, in denen nur die Combination 12 dureh irgend 
eine andere a/~ zu ersetzen ist. Beaehtet man nun, class naeh (52) 

(ST) R = 
J r r r 

r r r 

, R, 

r r r 

~ ~ �9 �9 �9 ~ ~ . . . . . . . . . .  

r r r 

fr r r 

[ r r r162 

R, = I r r r  r 
. , . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

I 
I r  r r  . . . r 

und dass, well die Glieder je einer Verticalreihe immer nur vo~ einer der 
Variabeln abhl~ngig sind, das Differential einer jeden dieser Determinanten 

(') Bekanntlich kOnaen dieselbea aueh~ wean z durch zo~ R dureh /i~ o 

~R~ ~R~ffi (a, fl) 
~z~ ~za 

gesetzt wird~ durch die Determinante ausgedrtlckt werden 

(oo) (el) (02) 

(,o) (x,) (t2) = o  

and die lhalieh gestaitetcn. 

ersetzt und 
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nach einer der Variabeln aus der entsprechenden Determinante erhalten 
wird, wenn man die entsprechenden Funetionen einer Verticalreihe durch 
die Ableitungen derselben ersetzt, so geht die Gleiehung (56) in 

(58) 

+ I r I I ~,(z) r q-~',(z,)~.(z.)...~,(z,)l.l~).(z,)~).(z.)~b.(z,)...~b.(z,) 

r r162 r162 Ir r r162 

+ 
ir r (z~) + r (~) r r r r r r 
r r + r r  r " r 0'("~ 0 ' ( ~ ' )  r 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ . . . . . . .  ~ . . . . . . . . . . . . . . .  

] r r + 0',(,) 0.(,~)... 0.(~.) I 0.(~,1 r 0 . (~ , ) . . .  r 

+ 

r +', (~) + r (z,) r r r r r r = 

0,(~,) 0', (~) + r (~,) r r . O,(~) r r r 

r ~,~(z)t' + ~,.(,,)t' 0.(,,)...r Ir r 0.(,,) . . . .  0.(,.) 

O 

t~ber, und die Gleichung muss eine far alle Werthe von zl, z~ , . . . z ,  
identische sein, wcil sie vonder  willkahrlichen Constanten c frei ist, also 
mit der Gleichung (53) nicht zusammenfallen kann, andererseits aber ein 
gleichzeitiges Bestehen dieser beiden Gleichungen durch Elimination yon 
z einen Zusammenhang zwischen z~, z ~ , . . ,  z, liefern wt~rde, wahrend 
diese Variabeln yon einander unabhangig sein sollten. Betrachten wir in 
der Gleichung (58) die Grsssen za, z~ , . . . z ,  als Parameter und sehen sie 
nut als eine Gleichung in der Variabeln z an, welche fllr alle We rthe 
yon z identisch sein muss, so erkennt man unmittelbar, dass die Ablei- 
tungen der ~b-Functionen der Variabeln z n u r i n  dem Ausdrucke vor- 
kommen 
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~,(z,) ~', (z) ,# , (z , ) . . .  ~,(z.) I~,(~,) r ~ , ( z , ) . . .  ~,(~n) 
1 

r r (z) r . . . C,,(z,) . l ~ , ( z , )  ~,(~) ~,(za)....~,(z.) 

I �9 �9 * �9 �9 �9 * * �9 �9 . .  9 " �9 �9 �9 * * �9 * 

r r  r  I Cn(z,) r Cn(~,)...~n(Zn) 

ir t" , r, z t z. ~,, ( ) ~,( , ) . . .  r ) r r r  r 

~,(z,)..... r r r r . . . .  r . 0 , (~) . . .  r  . . . . .  

ir 0'.(,) r Ir 0.(~) 0.(@...r 

wahrend alle anderen Ausdrt~cke nur eine homogene lineare Function der 
Grsssen r r .0.(z) liefern. Setzt man nun den ersten Posten 
yon (A) in die Form 

[& 0',(.,) + A,O',(,) + . . .  + AnO'.(,)][B,O,(~) + B,r + . . .  + B,O.(,)], 

so sieht man unmittelbar, dass, weil der zweite aus dem ersten dureh 
Vertausehung von O.(z) mit r hervorgeht, dieser die Gestalt annimmt 

[A,O,( , )  + A,r  + . . .  + AnCn(,)][B,O',(~) + B,O',(~) + - . .  + BnO'n(~)], 

und dass daher die Gleiehung (5 8) auf die Form gebracht werden kann 

n 

l 

worin ~ p die ~ (~ - - t )  Combinationen verschiedener Indices yon I bis n 
2 

annehmen, und a~, sowie TI, T~, . . .  T n a]gebraische Functionen yon 
~i, z~,,. .  ~ bedeu~n, die a]s Parameter aufgefasst wurden. Da wir abel" 

aueh ~('~-- l) solcher Integrabilitat~bedingungen (56) haben, so werden sieh 
2 

ebensoviele der Gleichung (59) analoge Gleichungen ergeben, und man 

wird aus die~en in den n (n~  l) Klammern der linken Seite linearen 
2 

Gleichungen dieue homogen linear in den reehten Seiten in der Form 
ausgedrQekt erhalten 
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worin  die U-Grsssen w i e d e r u m  algebra isch  yon z 1, z ~ , . . ,  z. abhangen .  

W~h len  w i t  ~ = I, setzen fe rne r  

(6 i) r dz _ dr, 
r - -  ~ ' '  r 

so e rhMten  wir  aus (6o), wenn  /~ = 2, 3 , . . .  n gesetzt  wird,  

(62) 

at 

I dt 

worin  

be t rach ten  sin& 
dass 

die U wieder  s a m m t l i c h  als Constante  in Bezug a u f  vp und  t zu 

B e s t i m m t  m a n  nun  n - -  i Constante  a , ,  % , . . .  a ,  derar t ,  

U,, + U,,a,  + U,a~ + . . .  + U.,a. = o 

~f,~+ ~,,~, + u,~,  + . . .  + ~ , , a .  = o 

�9 �9 �9 �9 �9 , , �9 �9 �9 ~ . ~ ~ . . . . . . . . . . . . .  ~ , ~ o 

ist, so gehen  nd t  Hll lfe der  Subs t i tu t ion  

(63) % ---- wp + ap 

die Di f fe ren t ia lg le ichungen  (62) in 

(64) I 
d a ,  = ~ , , ~ ,  + V , ~ ,  + . . .  + ~ . , ~ .  

td = U2sw, + Us~ws + " "  + U.3w. 

[ = . ' " i  . . . . . . .  ; . . . . . . . . . . . . . . . .  

-d-f = U,~u,, + lis.w, + . . .  + U. .w.  
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(65) 
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bekanntlich, wenn ~ ,  ~ , , . . .  ~. die L~sungen der 

V ; , - - ~  tr,, . . .  V'., 

t~,, v ; , - -  ~ . . .  u.~ 
~-~-0 

, . . . . . . . . .  . . . . . . . . .  . . ~ 

bezeichnen, und ein Constantensystem aus den Gleichungen bestimmt wird 

( u , , - -  ~,)A, + u,, A., + . . . .  + = o 
(p) (p) 

(r~) I t r , , A ,  + ( U , , - - ~ , , ) A ,  + .  + ~.~A~. "' = o 

I o * * , * *  . . . . . . . .  , , , . . . ,  . . . . . .  , ~ 1 7 6  

(p) (e) (p) 17,.,4, + U~,A, + . . .  + (u , , , , - -  z,p)A,, = o, 

dureh die Beziehungen dargestellt  werden 

w ,  = c, A~)~  ~ + c, A~*) e ' '  + . . .  + ~ . - ,  o" 

I . �9 * ~ �9 �9 �9 �9 * �9 * - �9 �9 ~ �9 . . . . . . . . .  t �9 * . . . . .  

w, = c, dt%'r + c, At, s~g ' + . . .  + c.a.'~') ev. 

Man erh~lt somit vermOge der Substitutionen (6I) und (63) die naeh- 
folgenden Beziehungen 

, , f : "  f ; "  - -  V u  

r = ~,,r + ~,a~,'~C,,(,)e ,,~ + . . .  + ~.A~~162 ,~,, 

,,f ;" #" (6s) r ~'r + c'a~'~r '"' + "'" + *'A~2r " '  

�9 . . , . . . . ~ 1 7 6 1 7 6  . . . . . .  ~ . . . .  , . . . . .  

f,.(~) = a.q,,(~) + e , a ~ r  ~,7,~ + . . .  + ~ .ATr ~:--',, 

wo, in ~/,,(,), ~,(a), . . .~/, .( ,)  algebrsische Functionen v o n ,  scin mQssen; 
wit  durften die Grsssen ~2, ~ffi,.-" P. hier als verschieden betrachten 
w~ren  sie nicht verschieden, so wQrden zu den Exponentialfunctionen noch 
slgebraische Functionen von t hinzutreten ~ well die Coefficienten der 
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Glcichung (65) von den vollig willkt~hrlichen Grsssen ~ ,  z ~ , . . ,  z. ab- 
hangen, welche wit  als Parameter  betrachteten. Aus tier Beziehung 

(| r " f /  f " ~ ' f 2  i45) + + c,.a~"~e ,m r = a~ + %a(~')e ,(*) + e,a(~')e" ... 

folgt aber dutch ( n -  2)-malige successive Differentiation ~ach z etn Sy- 

stem yon n -  i in den n - - i  Grsssen e " ,(') e ~" ~ )  linearen Glei- 
chungen(]),  aus denen sich 

f:- p . - -  

(7 o) e ~ ,(') ---- F~(z) 

ergiebt, worin Fp(z)eine algebmische Funct ion yon z sein muss - -  und 
dass das lineare System auflssbar is(, geht daraus hervor, dass die De- 
terminante nu r  far  gleiche Werthe  der 9-Grsssen verschwinden wtlrde; 
aus (7o / folgt abet 

Fp(~)=e p ,m = = F,(~) ', 

worin ~ eine rationale Zahl sein muss, da der Ausdruek eine algebraische 
Y2 

Function sein soll, und da ~b~(z / nach (701 for  p = 2 durch den Aus- 
druek definirt ist 

r = F ' ,  (z) ' 

so folgt, 

v, F (z )  
~ , ( z )  = r ( ~ )  

a, ~, F(z) ~,, 9, F(z)' + k,, ~, F(z)'~ + '  
(7 ' )  r F'(z) + F'~z) F'(z) 

wenn F2 (Z) ---- F (z 1 gese tz t  w i rd ,  aus  (691 das  G l e i c h u n g s s y s t e m  

~.,~, F(~)~ +' 
+ . . .  + F,(~) 

~ Q O D O ~ O ~ O O Q O O I t O O I O I O D O O m O O O Q O Q ~ D m I 0 0 0 0  

r = r( . )  +. r - ~  + r(z) + ' " +  r( , )  ' 

(') Der ]~'&ll, in welchem r = % . . . .  = e. = o is% darf ausgesehlossen werden, 
weii dleser ~2(z)e-----as~,(z),... ~ ( r  o~ , ( z ) ,  also lineare homogene Relationen gwlseheu 
den ~-Funetionen liefern wilrde~ was gegen die Annahme wire. 
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worin (lie k Constanten bedeuten. Setzt man die.~c Werthe von r 
r r in die Differentialgleichung (5t) und fi'tbrt die abhltngige 
Variable Z dutch die Beziehung ein 

(7 2) F(z) --  Z, 

SO geht (lie Differentialgleichung fiber in 

(73) 
dZ 
d-~ = f,(x)Z + .f,(~)Z' +A(,,)Z ~ + . . .  + f,(~)Z", 

worin r s4 , . . ,  e,, rationale Zahlen bedeuten; setzt man endlich 

~es = ~ ,  $,t ~---~, . . -  $'n =~nn 

und bezeichnet durch fl das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 
fl~, f l : , . . . f l , ,  setzt ferner 

und 

(74) g----- gs, 

so ergiebt sieh die Differentialgleiehung 

(75) 
a u = + + . . .  + 
dz 

in welcher /t~, p~ , . . ,  p, ganze positive oder negative Zahlen bedeuten, 
und wir finden somit, da die Differentialgleichung (5I) als eine verm6ge 
der algebraischen, die unabht~ngige Variable x nicht enthaltenden Substi- 
tutionen (72) und (74) aus tier Differentialgleichung (75) abgeleitete be- 
trachtet werden kann, den fo]genden Satz: 

Sdmmtliche Differentialgleichungen erster Ordnung, fiir welche das all. 
gemeine Integral eine algebraische, yon der unabhdngigen Variabeln x freie 
Function yon n particularen Integralen ist, die nicht schon selbst mit x und 
unter einander in algebraischer Beziehung stehen, haben die Form 

d~ 
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unter den hierin enthaltenen Differentialgleichungen werden unter der Vor- 
aussetzung, class weder die Functionen ~ (x ) , . . . ~ .~x )noch  Ca(z),...d,,,(z) 
unter einander in homogener linearer Relation mit constanten Coefficienten 
stehen, nur diejenigen jene Eigenschafl besitzen k6nnen, welche die Form haben 

dz 
d~ = ~'(~)z~' + ~ , (~ ) i"  + . . .  + ~. (~)~ ,  

worin #~, # 2 , . . .  #. ganze positive oder negative Zahlen bedeuten, oder die- 
]enigen, welche aus dieser Form dutch eine yon der unabhdngigen Variabdn 
freie algebraische Substitution far die abhangoe Variable abgeleitet sind, 

und es ist unmittelbar  einzusehen, dass, wenn fiir eine solche Diffe- 
rentialgleichung die verlangte Eigenschaft statthat, dieselbc auch besteht 
fiat jede andere Differentialgleichung, die durch eine derartige Substitution 
aus der ersteren abgeleitet ist. 

Untersuchcn wir fiun, wclche Differentialgleichupgen erster Ordnung 
yon der Form 

dz 
(76) d-~----- ~~ + ~~ + "'" + ~~ 

die verlangte Eigenschaft besitzen, oder, was nach den frtiheren Aus- 
einandersetzungen dasselbe aussagt, far  welche Werthe p~, p ~ , . . . # ,  die 
totale Differentialgleiehung 

(77) 

dz dz 1 dz~. .  dz.  

z ~ ~ W . . . ~  

~ ~ ~ . . . . . . . . . . .  ~ * 

z~ ~- ~ - . . . ~  - 

-~0 

der oben aufgestellten Bedingung der algebraischen Integrabilitat  mit  n von 
einander unabhangigen Variabeln geniigt. 

Machen wir in (77) die Substitutionen 

(78) z -~'+1 = t, Zl ~'+I = t , , . . ,  z~ -a+l := t. ('), 

(*) Ist  /~, =- l, so kann diese Substitution nioht angewaudt werdeu; wit maeheu danu 
eine  andere Horizontalreihe zur zweiten und setzen z. B. 

= z~-~.+ 1 t . .  $-~+1 ~ z] "-t~+l ---~ t,~... = 



36 Leo Koenigsberger. 

so geht die Determinante (77) in 

d t  d t  i . . . 
- - [ l i  "~- I - -  / l I  "~ I - -  I I  1 -~- I 

P'~--Pl P~--Pi /~--Pl 

z '<' t-~'+~ zf ' tF ''+x . . .  ~ ' t .  --~''+~ 

,~m--pl pU--pl p=--pl 

z ~' t - ' + l  ~ '  tF  :''+~ . . .  i~' t, --"'+l 

d r .  

-~-O 

oder nach Weglassung der Factoren in 

(79) 

d t  d t  I d t  2 . . . d t .  

I I I . . .  I 

Pi - - / l l  P.l--Pl /#"i--/li 

~ ; - - / z l + l  i ~ i / z i ' k  1 �9 . . t ~  - # l l + l  

P ~ - - / h  Pa- - ! t l  ,~ - -  Pl 

t -~, ,+~ t1-/,,+1 . . .  t~ -f'~+1 

-----O 

tiber, und kS wird auch for diesk Gleichung der Voraussetzung .gemitss und 
in F o l g e  der atgebraischkn Substitutionen (7 8) ein Integral yon der Form 

(80) t = f l ( t ,  ~ t , , . . ,  t , ,  0) 

cxistiren mOssen, worin f~ eine algebraische Function und t~, t 2 , . . ,  t , ,  

yon einander unabhangigk Variable skin werden. Setzt man in (79)und  
(8o) die unabhi~ngige Variable t. = o (~), so folgt, dass die totale Diffe- 
rentialglkichung 

(1) Das Bedcnken~ dass~ wenn t,, = o gesetzt wird, die Glieder der letztcn Vertical- 
reihc mit etwaigem negativen Exponenten unendlich wttrdens kann dadureh gehoben werdcn~ 
dass man die Theile der rcchten Seite der Differentialgleichung (76) so ordnet, dass, wcnu 
sgmmtliehe p u n t e r  der Einheit liegen~ man far  [x I die kleinste dieser Zahlen wlihlb - -  
dana sind die Z~ihler und Nenner der t-Exponenten sgmmtlieh positiv - -~ wenn die /x 
alle gr0sser als die Einheit sind, dana rite /x I die gr0sste dieser Zahlen nimmt - -  dana 
sind gghler und Nenner sgmmtlich " n e g a t i v -  und wenn endlich einige der/~-GriSssen 
kleiner~ einige gr6sser sis die Einheit sind~ so wiihle man f u r / h  unter allen denjenigen 
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(8~) 

das Integral 

(82) 

dt  d t  I dr, . . .  d t , _ l  

Its--g1 Pa--#l Ps--lal P~--#'t 

t -~ '+ l  t~1,~+1 t 2 ~ + l . . ,  t-m+],_~ 

P.--gs" P . - -Pl  P,,--Pl /t~--#] 

t-~'+l tl-~,+l t2-~,+1 t-~,+l 
�9 , -  n - - 1  

t = f , ( t , ,  t , , . . . t , , _ l ,  o ,  c) 

= O  

besitzt, worin tl, t 2 , .  . .  t,,_ 1 yon einander unabhangige Variable sind; setzt 
man hierin wieder, indem man zur Abkt~rzung 

/l, - - / A  p.~ - - / ~ ,  41, - - / 1 ,  
-- /11 -~" I ~-" ~1~ - - ~ 1  "It" I ~--- l#s ~ " " "--/A 1 + I 

macht, 

(83) t -~'+1 = u, t-i -~'+~ = u,  , . . . t , ~  '+1 = u , - l ,  

- ~  Yn--1 

so geht die Differentialgleichung wieder in 

(84) 

d u  d u ,  d u ,  . . .  d n , _ l  

I I I . . .  I 

v$--~t  v~- -v l  v~--vl Y~--~I 

- - y | + l  �9 _ v l + l  - - v l + l  
'N'I v l + l -  ~ 2  ...~x--1 

. . , . . . . . . . . . . . . . . . .  o . . . . .  

y , ~ l  - -Yl  y ~ l  --Yl ylt.-I - - P l  p ~ l  - -Yl  

- - u l + l  ,p~t i--- ul + I . - - v t + l .  - -  "~ 2 �9 �9 �9 ~ n ~ - ~  + 1 

= O  

fiber, und diese letztere hat ein algebraisches Integral. 

(85) u =f2(u, ,  % , . . .  u, , -1 ,  c), 

worin u~,  % , . . .  Un-I  unabhangige Variable bedeuten. Setzen wir aueh 

/z, welche unter der Einheit liegen, die kleinste, es werden dana Zlihler und Nenner wieder 
positiv werden; der Fall: dass eine der/z-GriJssen der Einheit gleich ist~ ist offenbar nieht 
ausgeschlossen. 
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hier wieder genau wie oben Un_~ = O, SO erhalten wir die totale I)ifferen- 
tialgleichung mit n ~ 2 unabhlingigen Variabeln 

(86) 

d u  d u t  du~ . . .  du , , _ l  

V 2 - - V  I Y 2 - -  P'I ~ 2 - - ~ 1  v~--v I 

u-,,+~ uF~,+~ u~,+ ~ . . .  ~,,~'~+~ 

. . . . . . . . . . . . . .  , . . . . . .  , . . . .  

P ~ I  - - Y l  ' V u ~ l  - - ' a '  I Y ~ I  - - v  I Y m - I  - - Y t  

O~ 

welcl, e ein Integral 

(87) ~t =f,(~, ,  ~q,. . .  ".,-~, o, c) 

mit n - - 2  unabh~ngigen Variabeln besitzt. Schliesst man so welter, so 
folgt, dass unter der Voraussetzung, dass die l)ifferentialgleichung (77) 

der oben aufgestellten Bedingung der Integrabilit~t gentigt, nothwendig 
auch die Differentialgleichung 

(88) 

dv dv I dv~ 

I I I 

vP~ v7 2 v~ 

ein Integral v o n d e r  Form 

(89) 

dv 3 dv  4 

I I 

v~' v~' = o 

v~' v~' 

V = w ( v  l~ v ~  v 3~ V 4~ c) 

wird haben mt~ssen, worin v l ,  v~, %,  v~ von einander unabh~ngige Va- 
riable bedeuten. Wit  werden nun nachweisen, dass dies nie der Fall sein 
kann, und dass daher auch die ursprt~ngliche Annahme fiir die Differential- 
gleichung unstatthaft war, wenigstens so lange n > 3 ist('). Denn ange- 

(1) Ieh untersueho die Integrabilit~ttsbedingung der Determinante (88)nicht unmittel- 
bar~ well ioh die bei der oben gewiihlten Methode ftir die Reduction des Problems sioh 
ergebendea Resultate far die Integrabilitittsbedinguugen yon Determinanten yon niederer Ord- 

hung als der 5"* im FoPgenden brauche. 
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nommen (89) ware unter der gemachten Voraussetzung ein Integral der 
Differentialgleichung (88), so wt~rde, wenn v~ wiederum Null gesetzt wllrde, 
auch die Differentialgleichung 

(90) ~ O  

dan Integral 

(9z) v----e~(v~ v2~ vs~ O~ c) 

mit 3 unabhangigen Variabeln besitzen und masste somit der oben auf- 
gestcllten Bedingung der Integrabilitat genQgen. Dies letztere ist aber nut 
msglich, wenn p~, P2, Pa bestirnmten Bedingungen unterliegen; denn sei 
p~ eine yon der Einheit versehiedene Grssse, so wlirde die Substitution 

(92) v-P~+l = $, v~ -p'+~ = $1, v~p,+l = $2, v~ -p'+1 ~ ~8 

die Differentialgleichung (90), genau wie oben, in die Gleichung 

(93) 

liberftihren, fiir welche 

(94) 

at 
! ! ! I 

~ o  

und $~, $~, $3 yon einander unabhangig waren, und x~ir untersuchen 
nunmehr direct die Bedingungen far  die Integrabilit~t dieser Gleiehung. 
Bildet man ftir dieselbe die Gleichung (56), so ergiebt sieh 
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welche Gleichung ffir alle Werthe der Grsssen $, $i, $~, $8 erffillt sein 
mfisste; nehmen wir a~ > al an, und suchen in dieser Gleichung das 
Glied mit der hschsten Potenz von Ss, so ist diese g~, und ihr Coefficient, 
weleher wiederum identisch far alle Werthe yon ~, $1, $2 verschwinden 
mfisste: 

und man sieht sogleieh, dass dies nur dann mSglich ist, wenn a I ~ i i s t ;  

suchen wir weiter in der obigen Gleichung (95), jetzt unter der Voraus- 
setzung a I = i ,  den Coefficienten yon ~+"----~2~+t, so wird dieser 

und es ist hier wieder unmittelbar zu sehen, dass dieser nur dann iden- 
tisch verschwindet, wenn a~-~ 2 ist; wir erhalten somit den Satz, dass 

unter allen in der Determinantengleichung 

I I I I 

in we ther  a~ und a~ rationale Zahlen bedeuten, enthaltenen Differential'glei- 
chungen nur 
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(9 6 ) 
I I I I 

~ O  

der Bedingung der Integrabilittit fiir drei unabhdngige Variable ~ ,  ~ ,  ~ 
a~aat ('). 

Da nun also, wie aus der Substitution (92) mit  Rticksicht auf die 
Form (79) hervorgeht, die Determinantengleichung (90) dann und nur  
dann der Bedingung der Integrabilit.~t gent~gt, wenn 

also 

P ,  - -  Pl Ps - -  Pl a, ----- __ pl + I---- i ,  ~, = _ _ p ,  + [ = 2  

(a) p , - - - - -p , ,  p,  = ~, p . , = = - - p ,  + 2  

ist, so fo lgt ,  dass die D e t e r m i n a n t e  (88)  nur  dann der B e d i n g u n g  der 

Integrabi l i tat  g e n a g e n  ksnnte ,  w e n n  sie die  F o r m  hat  

(97) 

dv dv 1 dv 2 dv 3 dv 4 

I I I I I 

v vl  v2 ~3 ~4 

v-p,+~ v~p,+2 v~p,+ 2 v~p,+ ~ v~p,+ ~ 

---- O~ 

(•) ])ass die ])etermlnanteng|elchung (96) auch wirklich der Integrabi}itlttabedingung 
geutigt, ist unmittelbar ersichtlich, da die Gleichung (56) in diesem Falle in 

(~ ,  - -  ~,)(~, - -  r162 - -  ~ , ) (r  ~)(r + r - -  r - .r 

+ ( ~  - -  r 1 6 2  - -  r162 - -  r162 - -  r 1 6 2  r  - -  r  - -  cs )  

+ ( ~ - -  r 1 6 2  r - -  ,~,Xr - -  r162 + r  r - -  r -~ o 
oder 

(~, - -  ~,)(~, + ~, - - ~ ,  - ~ )  + (~- -~, ) (~  + ~, - -~1 - - ~ , )  + (~, - ~)(~i + , ~ -  ~ , - - ~ , )  - -  o 

libergehl~ welehe f'dr alle Werthe von ~ ~,~ ~ ,  ~.~ erftillt ist. 
4 - ~ 5 o o 7  Acta mathematica. 3 
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und es soll endlieh gezeigt werden, dass diese ffir kein rationales Pl der 
Integrabilitlttsbedingung ffir 4 unabhangige Variable v~, v~, v3, v] genOgen 
kann. Um dies nachzuweisen, kSnnte man mit Benutzung der Gleichung 
(58) zeigen, dags die  Beziehung 

;I O ! 

?) 2 V s 

,~, p,(,,~,-, +,,..,-,) ~, 

,,-"~' ( - p ,  + ~)(?)~.,+'+ v~-.,+') ?).;.,+' 

I 

?)4 

?;4 p~ 

I I I I 

?)I ?)2 ?)3 V4 

vT' ?)," v..,"' v~"' 

.?)~-p,+2 v~-p,+2 v~.,+2 vi-p,+2 

+ 

I O I I 

?)1 2 ?)3 ?)4 

~' p, (~,- '  + ~,- ,)  ,~ ?),., 
i 

?);-.,+' ( - p , +  ~)(~;.,+,+?)-.,+,) v;.,+, ?)7.,+. 

I I I I I 

V2 ?) ?)3 ?)4 

�9 ~ '  ?)P' ?)i' 7~44' 

?)~p,+2 v-p,+~ v-~p,+2 v~-~+2 

+ 

I O I I 

?)2 2 V s V 4 

?)." p , (~ ' - '  +~,,-,) ,r ?).., 

,,~-~,+' ( - p ,  + ~)(~-..+' +~-.,+,) ?)~-.,+. ?)7.,+~ 

I I I I 

v 7)1 ~3 ?)4 

r  ?),~' v~' v,~' 

v-p,+~ v~-p,+~ v~-p,+~ vTp,+: 

~---O 

nicht far  alle Werthe von v, "01, '02, "03, "04 identiseh erfQllt werden kann, 
doch wIlrde dies eine etwas umst~ndliche Rechnung erfordern, und wir 
wahlen daher eine wesentlich davon verschiedene Betrachtung, die un- 
mittelbar zu dem gesuchten Resultate ft~hrt. Durch Vergleichung von (9 7) 
mit (5 k) ergiebt sich, wenn die Variablen "0 durch z ersetzt werden, 

also 

/ /  t '  I t ~.. (,) = o ~ .  (,) ~ ~ .  (,) p. ," ' -~ 0'. (") ( - -  p, + 2).-"' + 

und es wird naeh (6o), worin die U-Gro~en yon z unabhl~ngig sind, in 
unserem Falle 

(98) ~ , ( . ) 0 . ( . ) - - r  + + v~ ̀ "~'  + 
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sein, welches auch die ungleiche Combiuation 2# aus den Indices ! 2 3 4 
sein mag; setzt man abet 2~ -  i und # =  3, so ist 

r  (,) - -  (,) = a . e ' - ' ,  

und es muss sonfit vermOge der Gleichung (98) Pl ~ z --~ o oder I oder p~ 
oder --/917!- 2 sein; da aber fi~r p~ = t zwei Horizontalreihen yon (97) 
zusammenfallen, fflr p~ = 2 die letzte Horizontalreihe wieder nur wie die 
zweite aus Einheiten bestehen wiirde, so muss p~ - -  x = - - p ~  -I- 2 d. h. 

3 sein, und nur in diesem Falle wt~rde der nothwendigen Bedingung 

(98) genrlgt sein; setzen wir abet ~ = i und /.t = 4, so folgt 

t 

(*) - -  ,L(-) ,P.  (4 = ( - -  + 

und es mi~sste somit - - p l  q- x = o  oder I oder & o d e r - - p ~  q- 2 sein, 
was zur Folge hat, dass, well PL = t u n d  p~ = o wieder zwei Horizon- 

skin muss - -  da sich also die talreihen zusammenfallen liessen, p~ = ~  

beiden Bedingungen & =23 und P~ = z t  widersprechen, so folgt., dass die 

Gleiehung ( 9 8 ) n i c h t  allgemein besteht, die Differentialgleichung (97) 
somit far  keinen Wert, h yon & der Integrabilitatsbedingung Geni~ge leistet. 
Da dies aber nothwendig war, wcnn die vorgelegte Differentialgleichung 
(77) mit n unabhangigen Variabeln integrirbar sein sollte, so folgt, dass 
diese ebenfalls nie der Bedingung tier Integrabilitat Gen~age leistet, so lange 
n > 3 ist; ist jedoch n = 3, so ergab zugleich die far die Determinante 

(90) 
die Determinante 

durchgeftihrte Untersuchung, dass nach 

dv dv t d% 

V V 1 V 2 

VP' 'OPt I V~21 

V-P~+~ VIP~+2 y ~ m  +2 

den Bestimmungen (a) nur 

d~) 8 

Ya 
~ - o  

v-~Pt-F 2 

die verlangte Eigenschaft hat und zwar ft~r jedes rationale Pl (da wir 
nur  algebraische Funetionen in Betraeht ziehen) oder die dureh die alge- 
braischen Substitutionen (92) daraus hergeleitetr (95). 
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Wir erhaiten somit den folgenden Satz: 
Unter allen totalen Differential#leichungen tier Form 

dz dzl dz~ . . . d~. 

~ ~ . . . ~ .  

, . . . . . . . . . . . . . . .  

- ~ - 0  

hat nur die durch die Gleichung 

dz dz~ dz~ dz s 

I I I I 

- ~ - 0  

repraesentirte die Eigenschaft, dass eine Variable dersdben sich als Function 

der anderen Variabeln und einer willkahrlichen Constanten ausdracken l?isst 

und zwar so dass diese letzteren Variabeln yon einander unabhdngig sind. 

Im Zusammenhange mit der oben gefiahrten Untersuchung, welche 
die Frage nach der Abhangigkeit des al]gemeinen yon den particularen 
Inlegralen einer Differentialgleichung erster Ordnung auf die Untersuchung 
der Integrabilitat einer P~AFF'schen Gleichung zurfickffihrte, wird sich 
somit das folgende Theorem ergeben: 

~am.mtliche Differentialgleichungen erster Ordnung, far welche das all- 

gemeine Integral eine algebraische, yon der unabhangigm~ Variabeln x freie 

Function van n particuldren lntegralen ist, die nicht schon selbst mit x und 

unter einander in algebraischer Beziehung stehen, haben die Form 

09) �9 _ = ~ , , ( z ) p , ( ~ )  + ~ , , ( , ~ ) ~ , ( , )  + . . .  + ~.(~)r 
dz 

u~t, er den hierin enthaltenen 1)ifferentialgleichungen haben unter der Voraus- 

satatmg, dass weder die Functionen ~l(x), . . . ~,(x), hock ~b~(z), . . . ~b~(z) unter 
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einander in homogener linearer Relation mit consta~en C o e ~  sCehen, 
nut die Differentialgleichungen 

dz 
(|OO) ~ = ~1(~) "4- ~,(~)Z + ~I~$(~)Z II 

und die aus dieser dutch eine willkiihrliche, yon tier Variabeltt x freie alge- 
braische Function, welche z mit der neuen abhdngigen Variabel.n t~erbindel, 
abgeleiteten Gleichungen und zwar alle diese die verlangte Eigenschafl; fffvr 
alle anderen Differentialgleichungen erster Ordnung, welche in der Form (99) 
enthalten sind, werden also die unen~ich vielen particuldren Integrale auch 
selbstdndige, wenigstens nicht dutch yon x freie algebraische Beziehungen unter 
einander im Zusammenhang stehende.Transcendente sein, wdhrend die Diffe- 
rentialgleichungen (ioo) h6chstens 3 selbstdndige Transcend~ten deflniren. 

Nachdem wir aber die Untersuchung ftlr den Fall durehgefOhrt, 
dass in der Gleiehung 

do 
a-; =.~,(~)~,(z) + ~o,(~)~,(z) + . . .  + ~.(~)~,(z) 

weder, die ~-Funetionen noch die r unter einander in homogener 
linearer Beziehung mit constanten Coefficienten stehen, gehen wir zu dem 
allgemeinen Falle ober, in welchem far die vorausgesetzte Beziehung 

( [ o l )  z = f(z , ,  z , , . . . z , , ,  ~) 

die Differentialgleiehung die Form hat 

dz 
( t  02) d~ = ~'' (~) r (~) + ~" (~) r  ( 0  + . . .  + ~'.-,,(,~) r  

( io i )  fQr 
Variabeln 

in welcher die Functionen ~ u n d r  nunmehr linear irreducfible Func- 
tionen sind; fiir diesen Fall wurde oben nachgewiesen, dass die Beziehung 

das System der p + I totalen Differentialgleichungen yon 

(Io3) 

dz dz I . . .  dz._p 

'/'1(~) r . . .  r 

r  r  . . . r 

~ 0 ~ , ,  , 

dz dz, ... dz~ 

I~',,-,(~) ~,,- ,o(~). . .  ~',,-,o(~,,) 

-~-O 
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ein mit einer willkOhrlichen Constanten behaftetes Integral yon n - - p  
unabhangigen Variabeln darstellt, ft~r welehe wir die Werthe 

wahlen wollen, wahrend z,_p+~, z._p+2,.., z,, als Functionen dieser ersteren 
zu betrachten sind. Da nun das Integral (toz) dann die Form amlilnmt 

(lO4) z = F(z,, z ~ , . . ,  z._p, c), 

so wird die erste der Determinanten (103) 

(lO5) 

dz dz, . . .  dz ._p_l  dz,_p [ 
0,(~) r r r ] 
. �9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

r O . - A z , )  r r 

- - -O  

ein mit einer willkl~hrlichen Constanten c versehenes Integral (IO4) mit 
einer Anzahl unabhangiger Variabeln besitzen, welche um die Einheit 
kleiner ist als die Anzahl der Variabeln der Differentialgleichung (io5) 
llberhaupt; dies war aber grade der' oben durchgef0hrtc Fall der Difl'e- 
rentialgleichung (52), und es war dort gezeigt, dass dann und nur dann 
die Bedingung der Integrabilitttt erftlllt sein kann, wenn die r 
die durch die Gleichungen (7I) geforderte Form besitzen, dass daher die 
Differentialgleichung (zo2) I~hnlich wie (76) die Form haben muss 

(io6) d~ 

d-~ = p,(z)~" + ~,(z)z ~ + ... + ~._A~)z~*-p, 

und dass somit  nur  die Determinante  

007) 

d~ dzl dzl ... dz~_p 

z t~, zl pl z~ I ... ~p 

. �9 . . �9 . �9 . �9 �9 . . . . �9 . . . . . .  . . 

z~t-p zz~*=p z~*-p'.., z~'-p 
I - - p  

-~-~O 
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ein Integral mit n - - p  von einander unabhi~ngigen Variabeln besitzen 
konnte; dies ist aber der vorher angestellten Untersuehung zufolge dann 
und nut  dann der Fall, wenn die Determinante die Form hat 

�9 : s t 
(m8) :~ o 

Z~ Z~ ~a I 

I 
oder eine solche, welehe erhalten wird, wenn z ~ Z * geaetzt wird, worin 
k eine rationale Zahl bedeutet; e s  muss somit wieder n - - p - - - - - 5  s.ein, 
und die Differentialgleichung jedenfalls wieder - -  yon algebraischen Sub- 
stitutionen far  die abhangige Variable abgesehen - -  die Form haben 

dz 

die bereits oben beh~ndelt ist. 

Wi t  erhalten somit jetzt den folgenden allgemeinen Satz: 
Unter allen Differentialgleichungen erster Ordnung 

(,09) P z, ~, ~ = o  

haben nur die in der Form 

dz 
(~ ,o) d-~ = ~'(~) + ~,(~)z + ~(z)~ '  

enthallenen und die dutch algebraische Substitution aus diesen abgeleiteten die 
Eigenschafl, dass sich ihr allgemeincs Integral als eine algebraische Function 
einer bestimmten Anzahl particuldrer. Integrale ausdriicken 15sst, und zwar 
gilt fiir alle Differentialgleichungen (x x o) die Beziehung 

c~ (z, --  z.) + .c (z~ - -  z, ) 
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oder, wie leicht aus den obigen Formeln zu entnehmen, in symmetrischer 
Form 

I 
~ C8 [ C 

~t ~t~s I C s 
O,j 

mj es~  s I C s 

B s CsT, s I C s 

oder anders ausgedrQckt: 
Fdr jede Differentialgleichung erster Ordnung bilden die particuldren 

Inlegrale unendlich vide sdbstdndige, nicht durch algebraische Beziehungen 
oaf einander zurackfahrbare Function,m; die Differentialgleichungen (ZlO) 
u~t die dutch algebraische Substitution aus diesen abgdeiteten allein haben 
die Eigemchafi nut drei, in dem angegebenen Sinne, wesentlich verschiedene 
Functionen zu definiren. 


