
S U R  LA T R A N S F O R M A T I O N  

DES 

FON.CTIONS. E L L I P T I Q U E S ,  

P A R  

M A R T I N  K R A U S E  
R O S T O C K .  

Soit n un hombre positif impair pris K volont6, puis 

~ t' 

un r6pr6sentant pris ~ volont~ appa.rtenant b, la transformation 
degrd, on a, comme on salt, les 6quations: 

d e  n ~me 

(,) 

~(v', e)o = .,~(,): + x,e( , );-~( ,) ,  ' + . . .  + ,.+,~(,).~(~):-' 
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~(~', r --  ~ ( ~ ) ;  + '~/~);-'~C~)~ + . - .  + ~.+,~(~),~C~); -~ 

t - - I  

a . .  �9 _ _  ~ ~ a - - 1  

s 
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Dans ces 6quat ions :  

v' = iv,  r' t r - -  $. 

et  Its g r andeu r s  x~, x ~ , . . ,  x,,+~ sont  des constantes  qui  se ront  dd termindes  

dans  la suite. 
Cos 6quat ions  p e u v e n t  se me t t r e  sous la f o rme :  

~(o', r'). ,~(v); ;l(v); '-~ 
- - - =  ~v~ + x =-~,  + . . . +  �9 

~(v); ~ ~(~)o ~ 2 ,  ~(v);- '  

,~(v', r'), ,~(o', z"). 

(2) 

O(v', r'):, ,~(v', r')o 

~(r e)o b%,)o 

( _  , ) T , ~ ( r  ~')0 o(,);  

_ _  : :  .c, ;J_(Y)3 + x~ 
~(~); 

"-~ ~ ,y(v)..,O(v)~ ~ ,~(v).~ ,Y(v), + . . .  + x.+~ 

_ _ _  ,~(v):, ~(v)~ ... __ t)(v):~ 
' " ,~(v); x, ;J(o)o + x~ )- + o(,,); 

,~(o)__j_~ ,~(o)i'-"- ,W,). 
- x,  ~(,~); + x~ a(~,),,, "-~ + " "  + x,,+,~ ,~(,,)o 

Alors ,  si on a l e s  rappor ts :  

_ _ _  0 2  

= k ,j:,  k' 

2 

u' = r, Oi v' tO".; .~ 

OI1 a u r a :  

= ~ sn (u, k), 
0(v)0 o, 

= M a  

= X,~,, (,,, k), - -  ' d,, (,t, k), 
0(v), 0(V)o a, 

O(v', r O, ,~(r r O, tJ(v', r O, 
~(,/, ~). = o ~ S n  (u', k'), ~(,,', ~30 ,~(v, ~)0 - -  ~ c n  (u', k'), ----- -~. dn (n', k').  



Sur la transformation des fonctions elliptiques. 

On obtient par cons6quent les (!quations 

95 

(3) 

,~g o( ' )0 V ~  T '  

o(~,)~ 

o~o~ (u', k' O(v', r o---~ -cn ) O(v)~ 

{tCt t 

Oo~"~ dn (u', k') O(~',O(v)o~-)o 

~-10.~'t~ O(v', r 
( - -  I) " -~- - -sn  (U', k') 

03 ~ O(v); 

n - - 2  2 2 n - - 1  n - - I  - - = x , t ~ + x # / ~  O.2sn(u,k)+...x.+,O.jt92 sn (u,k),  

---- x,~92 cn"(u, k) + xe9~-2~I cn"-~(u, k) dn~(u, k ) +  ... 

+ ~.+,,%,9~-' cn (., k) an"-'(~, k), 
2 

�9 x2,9~, 0,, dn u ,  k) end(u, k) + ... --  x,,9~ dn"(u, k) + "-" ~ "-'~' 

w,--~ dn (u, k) en"-~(u, k), 
- V  

- -  - -  xx,9~sn"(u, k ) . +  x2,9.~-%9~ s n " - ' ( u ,  k) + . . .  

"4- x,,+,,9~,%-' sn (u, k). 
2 

De ces 6quations on tire les trois suivantes: 

x, @ c,,"(,,, ~.) 0~. O~ 
Oo 

- -  cn (,,', k ' ) )  + . . .  

O2 �9 0o �9 -2 
o n  - -  l 

0t J 3  

~,, (.', k'). s,,--'(., k)) ---= 0:~ 

/ 

x~ (O'~ dn"(u, k) - -  - -  

(4) \ 

+ ~,,~_.z,(,%,~;-',, an (~,, k) cn"-'(,~, i~) 

030~ ) 
~o dn(u' ,  k') + . . .  

0~. o ,  dn (u', k') sn"-'(u, k) 
.qn  -~ 1 * 

O 0  �9 ~ 8  

t - - 1  

03 sn (u', k') -4- . . .  

t - - 1  
{l t i n - - 1  

+ x . + , ( o # ;  -~ sn (u, k) - -  ( -  ')  "2 0.2. ,,~,,, 
- V  ~ 03 

O~ 

sn (,,', k'). s,,"-'(,~, k ) )=  o. 

P~epr6sentons-nous maintenant,  clans les deux derniers syst6mes d%qua- 
tions, les fonctions she(u, k), cne(u,-k), dne(u, k), d6velopp6es d'apr6s les 
puissances de u, comme i .  ttERMITE, D. ANDR~E et d'autres cn ont 
donn6 l'exemple. Les coefficients sont des fonctions rationnelles connues 
des grandeurs ~.. Repr6sentons-nous de mdme les fonctions sn(u', k'), 
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cn(u', k'), dn(u', k ' )  et leurs produits avec sn~(u, k), d~velopp~s d'apr~s 
les puissances dc u. Los coefficients sont des fonctions rationnclles connues 
des grandeurs 0~ ct 0..  

Soit enfin: 

,~(r ~)_____o_ 7o + ~,u' + ~,u" + . . .  

off il faut eonsiddrer les grandeurs ~ ,  r h , . . ,  eommc.inconmms. 
Repr~sentons-nous cos d6vcloppcments introduits dans ]es 6quations 

(3~ et (4) et ]es coefficients de u ~ u l , . . ,  u ~r+l 6ga]ement p|ac6s k droite 
et k gauche; ]e syst~me d'~quations (3) donncra lieu, cn somme, k 4r 

~quations lin~aires k n +______x-t-r~ x inconnues x~, x2, . .  x,§ rh , . . .  ~ ,  
2 %-- 

et l e  syst~mc d'~quations (4), k 3r 6quations lin~aircs k n + i  ineonnucs 
2 

% -  

Quand r augmentcra, les eonstantcs x~ , . . ,  x.+~ pourront ~tre ex- 
2 

prim~cs d'une mani~rc rationnelie par ]es grandeurs 0~ ct 0n d'autant de 
mani~rcs que l'on voudra. On trouvc cn m~me temps autant de rapports 
rationncls que l'on veut entre les grandeurs 0, ct O~ c]les-m~me~ 

On peut enqore multiplier ces rapports en appliquant ]a transforma- 
tion suppl~mentaire et ]a transformation lin~aire. 

En combinant av.ec ce proc~d~ de d~termination des constantes le 
proc~d~ ordinaire, au moyen duqucl ]es constantes ou du moins leurs 
quotients sont exprim~s par les grandeurs 

0 (  -~ ~- / ,  

on obtient faeilement des rapports pour lcs valeurs partielles des fonctions 
that, ,  comme GAuss, J~com, SCHROETER et d'autres en ont dScouverts. 

Dans les cas les plus simples ]a m~thode conduit cite au r6sultat. 
Posons r -~ o, nous avons la d~termination des constantes pour n -~ 3, 5, 7; 

de plus on obtient pour n ~ 3 et n ~ 5 des rapports entre 0~ et 0~; si 
on pose r ~ ~, on obtient en outre la d~termination des constantes pour 
n - ~  9, ~ ,  x3, et de~ rapports modu|aires pour la transformation du 
9 ~" et du x ~ *  degr~, etc. Dans des circonstances de cc genre cette 
m~thode se recommenderait avant tout pour rapplication pratique. 


