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Dans la premi6re tivraison des Acta mathematica M. MALMSTEN vient 
de publier un article int6ressant sur la th(~orie des rentes viag6res, ayant 
pour objet de ddterminer la valeur d'une pension annuelle de 1 ft. assur6e 

un groupe donnd de n personnes, tant que v, au moins, d'entre elles 
restent en vie. 

Ayant eu occasion, dans une recherche statistique rdcemment termin~e 
sur r6tat d'une caisse de pension tinlandaise,(') de m'occuper d'unc question 

" O" analogue, j'ai dt6 amend ~t 1 envlsa~er ~ un point de vue un peu plus 
gdndral; et comme le r~sultat de cet examen n'est peut-~tre pas sans 
int6rdt, je demande la permission de t'exposer ici cn peu de roots. 

Le probl6me g~n6ralis6 clue nous avons en rue, peut s'dnoncer dans 
les termes suivants: 

Trouver la valeur annuelle d'une rente viag~re, payable a la fin de 
chaque annde tt un groupe donnd de n loersonnes tt telles conditions, que la 
somme h payer chaque fois, au lieu d'etre constante, ddpemte du hombre des 
survivants et qu'elle soit f i x~  respectivvment ~t r. ,  r . _ ,  r . _ ~ , . . ,  r~ ft. ~pour 
les p~riodes de temps successives ~ le groupe donnd sera rdduit it n, n ~  1, 
n -  2, . . .  1 personnes en vie. 

(z) Statistlska ber~kningar angaende fins'ka clvilstatens euke- och pupillkassa, Helsing- 
fors t882. (Aet~ Societatls Seientiarum Fennicae, Tom. XI[[.) 
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Soient x~, x~, . . .  x. les '~ges actuels des n personnes. Suivant 
rusage des actuaires anglais nous ddsignons par a., a.v, a ~ ,  . . .  la valeur 
d'une annuit6 ( ~  t )  sur une, deux, trois, . . .  tdtes, x, y, z, . . .  6tant les 
t~ges respectifs. Le groupe primitif dormant lieu 

n ( n - - 1 ) . . . ( n - - p + l ) = ( n )  

1 . 2  . . . . p  1~ 

combinaisons distinctes de p tgtes, nous d6signons de plus par Sp la somme 
des valeurs des annuit6s relatives k toutes ces combinaisons, en sorte que 

~q~ = ax~ -at- ax, + . .. + ax, 

S 2 = a~,~, + a~,,, + a , ~  + . . .  

et ainsi de suite. Les ttges x,,  x2, . . .  x. 6tant donn6s, on peut calculer, 
suivant des r6gles connues, les valeurs des annuitds a et par suite des 
sommes S. En supposant qu'on air ainsi 6valu6 les quantit6s 5'1, S ~ , . . .  Sn, 
la valeur actuelle V de la rente viagSre dont il s'agit, peut s'exprlmer 
au moyen d'elles par une dquation, dont la forme gdndrale rdsultc des 
consid6rations suivantes. 

hnaginons.nous une telle convention faite avec les n personnes que 
chacune d'elles reqoive sdparement une annuitd viagdre pl ,  et qu'en outre 
une annuit6 P2 soit assur6e k chaque combinaison de deux t6tes durant  
son existence, une annuit6 P3 k chaquc combinaison de trois t(~tes, et ainsi 
de suite jusqu'k la combinaison unique de n tgtes h laquelle on aura de 
m~me assurg une annuit6 p,,, les quantitds p pouvant du reste 5tre posi- 
tives ou n6gatives, suivant qu'il s'agit r6ellement de sommes k payer aux 
assur6s ou k retrancher. I l  est 6vident que les n inconnues Pl ,  P~, �9 " Pn 
pourront ~tre dgtermin6es de manidre que la somme annuelle k payer 
ainsi pendant chacune des n pdriodes successives s'accorde exactement 
avec la rente viag6re pr6c6demment stipulde, dont la valeur actuelle, d6s 
lors, sera 

(1) V =  p , S  1 + p,S~ + p~F;~ + . . . + p , S , .  

Il est facile d'6tablir les 6quations de condition auxquelles les inconnues 
p doivent satisfaire. Considdrons, par exemple, l a m  **me pdriode k partir 
de la fin, c. k. d. celle off le nombre des survivants est r~duit k m per- 
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sonnes. Comme avec ce nombre on peut former (~2)combina isons  de 

~oux ~to~, (~)com~,o~,~oo~ ~o ~ro~ ~,o~ o~c, l~ ~o,,,,,,~ aonuo~l~ ~ 

payer ~ l'ensemble de toutes ces combinaisons durant  la pSriode dont il 
s'agit, sera 

Faisant successivement m ~- 1, 2, 3, . . .  n, on obtient lc syst6me suivant 
d'6quations 

"~1 ~ P t  

r 2 = 2p1 + P~ 

r~ = 3p. + 3p, + D~ 
(2) 

(') (;) rn = npl + 2 p~ + P3 + . .  + P, 

Pour tirer de ces 4quations la valeur d'une inconnuc quelconque p.,, il 
suffit d'ajouter les-m premieres d'entre .elles, apr(~s les avoir multipli~es 
respectivement par les nomlSres binomiaux 

(r), (:), 
pris alternativement avec les signes + et - - .  En effet, dans le r~sultat 
de cette operation l'inconnue pp (p <'m) sera, au signe pros, affect~e du 
coefficient 

( ~ ) _ _ ( 7 ) ( m ; i ) + ( 2 ~ ) ( m ~ 2 ) _ _ . . .  + ( m m - - p ) ( ~ ) ,  

lequel, ~ cause de l'idcntit~ 

peut dtre mis sous la forme 

_+ 
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et, par consdquent, s'dvanouit identiquement. On aura donc 

(o) (3) 

ou bien, en faisant successivement m----- 1, 2, 3, . . .  n, 

Pl = % 

Ps = % - -  2ri 

(4) Ps = ~'* - - 3 r s  + 3r.  

(1) (') p , =  r , - -  r , - x  + 2 r , _ ~ - - . . .  + nr~ 

Les coefficients de l'6quation fondamentale (1) dtant d6termin6s~ notre 
probl~me se trouve ainsi compl6tement r6solu. 

Dans te cas particulier trait~ par M. MALMSTSS on a 

r~ = r~ . . . . .  r . -1 - - - -  O et  r ,  = r ,+ l  . . . . .  r~- - - -1 ,  

ce qui donne d'abord 

P~ =ps . . . . .  p . - l = O  et p . = l .  

Pour m > v~ la formule (3) devient, dans ce cas, 

p , : 1 _ ( 7 ) + ( 2 ) _ . . .  + (  m__v):(__l)~._.[m--1),m__ 

et ton obtient pour la valeur actuelle de la rente viag6re l'expre~aion 
suivante 

n~__~+21) n(v + 1). .  n(n-~jl)84, V=~8,--nSo+~+ 1. 8~  -+ 1 . 2 . . . (  

qui s'accorde, sauf la notation, avec le rdsultat de M. MAIXSTES. 
Dans les rfiglements des eaisses de secours il est souvent stipul6 que 

la rente viagfire ou pension, assur& k une famille, constitue une annui~ 
fixe (---- 1) rant que deux ou plusieurs membres de la famille restent en 
vie, mais qu'elle se rdduise k une eertaine fraction a de cette annuit6 
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pour le dernier suryivant .  Les coefficients p seront alors d6termin~s par 

la formule 

p., = 1 -  

et l 'on aura 

( 7 ) + ( 2 ) - - - . .  + ( m m _ . l ) 6 = ( - - 1 ) " ( m - l - t o O )  

V = 8S, + (1 - -  20)S, - -  (2 - -  30)8 s + (3 - -  40)S, - - . . .  + (n - -  1 - -  nO)S,.  

Si ron suppose en particulier 0 = 2 ,  il vient 

~ n - - 3  
pm - - - - (11 ) ' .  3 

et par sui te  

2 1 1 2 n - - 3  
v = ~ s , - - g s ,  _+ O. S, + ~ 8 , - - ~ 8 ~  + . . .  + - -  Sn. 

C'est la formule d'apr6s laquelle nous avons en effet, dans le travail cit~ 
plus haut,  calculd la table XXII,  dormant pour diff~rentes combinaisons 

d'~ges les valeurs d'une pension assur6e ~ une familIe de 2, 3, . . .  8 enfants. 

Dans le mdme travail nous avions encore ~ traiter un cas oh la 
pension d6pendait non seulement du nombre  des survivants, mais en cer- 

taine mesure aussi de la vie d'une personne particuli6re (la veuve) d6sign~e 

d'avance. Ce cas pourrait  donner l ieu-h une g~n(~ralisation ult6rieure de 
notre probl6me, mais dont la discussion exe6de les limites de la pr6sente 

communication. 


