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Des travaux de M. HERMITE et d'autres savants sur la transformation 
des fonctions hyperelliptiques de premier ordre, il r6sulte qu'on peut 
repr6senter les fonctions th6ta transform6es pour une transformation quel- 
conque du n ~~ degr6, abstraction faite d'un facteur commun, comme 
des fonctions enti6res des fonctions primitives th6ta, du n ~m" degr6, et 
contenant un certain nombre de constantes lin6airement. BmosctIt a donn6 
une d6termination de ces constantes. Nous ferons remarquer dans la suite 
une autre m6thode de d6termination au moyen de laquelle ces constantes 
deviennent des fonctions rationnelles des fonctions thdta, soit primitives, 
soit transform6es, quand les arguments prennent la valeur z6ro. L'avantage 
de cette m6thode, 4est qu'elle donne en mdme temps le moyen de d6duire 
autant de rapports modulaires que ron veut pour un degr6 quelconque 
de transformation. 

Nous nous bornons ici au cas d'une transformation impaire, car le 
cas d'une transformation paire n'offre, en principe, aucune particularit6. 
Nous aurons alors le droit de nous borner aux repr6sentants qui appar- 
tiennent k la transformation propos6e. Ces reprdsentants devront dtre 
convenablement choisis. Enfin, nous signalerons quelques rapports qui 
existent entre ces th6ories et la t.hd,)ric des nor.'A,re.~. 
11-665007  Acta mathematiea. 3 
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Nous rapprocherons d'abord certaines formules de hr thdorie des 
fonctions ~hdta, qui serviront beaucoup dans la suite. D'apr6s la forme 
sous laquelle KOENIGSBEICGEt~., dans  le 64 ~ volume du Journal  de Ct~ELLE, 
a repr6sent6 le th6or6me de l'addition des fonctions th6ta, on obtient 
imm6diatcment les relations suivantcs: 

, " "P.'(',' "'~-)-,~0,,~;(, . ,)0,~,(. , , ,  v~),~,,,(,., ~,~) 

,~,~,,,~.~(~,, ~'~) '~(~," ~,.~) 
c~vi 

o b~(v,, v,) 
C z 

. #:.(v, , % )  

~ v ~  ~ " 

( ' )  ,'J:,'~ ~,~:~(v~, ~,~) 
2v~ 

~ ,~o,(,,, v.,) 

t ) ~ . , 
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2 O~Oo3,~o(v ~, v,) 

o,,~o,9:~(v,, v~) 

a,';o~(~, , , v~) 
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2v~ 

a ~~ ~(~'' v~) 

a,~o,(V,, v~) 
O~(v,, v,~) 

Ov~ 

,~0:,,~o,,~i(v,, v~) "zv, 

~O,,(v,, v.~) 

~(~,,, v~) __ 
~v~ 

--,9,o',,(,,)o,~o,(V,, v.~),9.,,(v,, v.2. 

+ Oo,O',.~(V,)oO,.~(v,, v~),9o,(~,, v~). 

-'~,~;,('~,)o,~o(',, ~),~,(v~, v~) 

-,~,~;(~,)o,~,(v~, ~,~),~(,,~, ~)  

+ ,~.,~',@,)o,~,~%, v~),~(v,, ~.~). 

t q ~* 

- ,~,,9;(V,)oO,(~,, v.~),~,(v~, v~) 

a O..(v., v,) 

v,~,O,,, v.,) 
O~(v,, ~) 
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Les  d o u z e  c o n s t a n t e s  ,9:,.(v,) o q u e  l 'on  r e n c o n t r e  dm,s  (,es fo r lnu les ,  
nc  s o n t  pas  t o u t e s  i n d S p e n d a n t e s  l ' u n e  de  l ' a u t r e ,  m a i s  on a l e s .  r e l a t i o n s :  

,'J;("..,)o = g.~, < "  '~"  '~':' "J '  ;~~ '~o '~" 

? ~ 2 4 ( " ' 1 ) 0  = - -  ] ( l l  Ca4.04  . e5 " 

e;,(v,)0 - K~,  e~ '~ ' '  ' ~  .o , ,  

ho,(v,) o = ( K , ,  + K. , , )  '~'' "'9~ ''?''t'~*:' 

eo,(V.)o = (K' .  + Z ,~ )  <;7,r " 
(~) 

&, �9 '?, " '~ �9 ? o  ,9;(v,) o = (m, ,  + k ' - ' /~,)  a ; : 7 < :  ,~..- " 

<t,,..)0 = (l~"-K.,., + g,.,) '~,,::~-" .2~_.<. 

"~~176 --  + - - "  C , :~ ,  7< 

,~,~(,',)0 

I~'| a(V2)o 

D a n s  ecs  f o r m u l e s  on n 1)os& 

k ~ a~:,. tJ~,, ),~ ,'r. ,'/~ 
- -  : : W " �9 

,~.  ,~. ,.j~,. a: 

"' J , ~ ,  . t ] ,  . ,~ 

K ~ '~:' " ~~ ",9., . ,~:,, =:  (I,'-'K, + ,.,, . . . .  C - - - - "  
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puis on a la relation: 
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(K , ,K , . , -  K,:K. , , )  = ,~' '~:" ~ : ~ :  = K. 
# o ,  " O~,  . 0 ~  . O~ . Oo3 . O o �9 # , ~  

Posons maintenant:  

u,= = ~ ;  , v , + K.~ .y.~ . 

On tire de lk r6ciproqucInent: 

Kv.~ = - -  l ~ , u ,  + K,,u.~. 

Posovs ensuite: 

,%(,~,, v,) 
,~o(,,,, ,,,) - ~1. (u,, u0 .  

On tire de lk: 

K v~l~(' ' ' '  ~ ' ) - -  1(.~ '~o("" "~) 1~;, '~"(~" ":) 

a,(v, ,_v~) ~ ;,,,.(v,, .v,) 
, ~"0 h'~.~ a.O,, ,  v.,) ,~,(v,, .v,) 

Les deux grandeurs 

a] . (u, ,  u~) ct aal . (u, ,  u,) 

peuvent dtrc d6signdes, pour le cas particulier de u 1 --~ o, u~ = o, par 
al~ et al: (u~) o ; il r6sulte alors de lk que le syst4me d'6quations (I) ne 
change pas, quand on met a]~, al'~(u~)0, al.(ul, u~) au lieu de 

~o, ~;(, ,)o,  oo(v,, v,'~ 
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Mais alors Oil fl; 

al; (u,) o - -  o. al~ ( ~ ) o  = Oo, . o , ,  .o,O~Oo~OoO,, 

�9 t 

~l~,  (U,)o - -  al' (u~) o 24 = O. 

al;, (u,) o -~'~" "0~ .0, .O, .  

(3) 
al', (u,) o = ~ "  '~'" #'' '~~ 

, # , ,  �9 '~o, �9 O ,  . # , ,  
alo~ ( " r  = - , =  . . . .  ~ " 

al', (u~) o .... k '  0~. 0,.  ,~,. ,~0 

, 0 , ,  . # ~ ,  . 0 o ,  . O, 
alo: (a,) o . . . . . . . . .  , 03, , 0~ . 0~ 

i P " " " alo~ (a~) o --= 2 2 0,, 0,, ,9o, 0, 

al;3 (u,,) o ----- 0,, .  #o~. ,',(,. ,,,4 

De lk on tire ce th6or&ne bien eonnu que tous les quotients diff6- 
rentiels des fonctions al,,(ul, u..,), quand on ajoute lcs grandeurs  al, ,  
peuvent  s'oexprimer d 'une mani6re rationncl]e par  les grandeurs  a]=(ul, u2). 
Nous supposerons, dans la suite du prdsen t travail, que l 'on connalt  ces 
expressions. 

w  

Nous passons main tenant  ~ la t ransformation de n ~r degr6. Nous 
sommes donc autorisds k nous borner aux repr6sentants de cette trans- 
formation. On peut  les introduire de la mani@e suivante. Nous dd- 
montrons d 'abord que chaque d6terminant  de transformation ( a o b ~ c f l a )  

est dquivalcnt  k un autre off tous les dl6ments k droite des membres  
en diagonale sont 6gaux ~ z6ro. 

En effet, si on ddsigne par k un nombre  entier positif et qu 'on pose: 

~-I  a~l, -k- -o  �9 a 0 = a k + l  

b'o -~ = b~l, + b~+'. 

c~o - x  = e~l~ + c~o +~. 

d~-' = d~t, + d W .  

: a 3 . a 0 : a 0 �9 

b , + l  b ] .  bo ~ = b o b ~ = b 3 
0 ~ ~ 

o k + l  k 0 0 
o = r  Co ~ Co"  63 = C 3 

dok+l  t = d~. d o = do .  d~ = d ~ ;  
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alors, si on suppose en outre que k est un nombre pair, chaque d6ter- 
minant de transformation devient  6gal k: 

a o a 1 a 2 a~ 

b o b 1 b2 b~ 

C o C 1 C~ C:~ 

d o d 1 d 2 d~ 

k r~k+l a o a 1 a~ ,*o 

b,'; b 1 b 2 bo TM 

I" r 
('0 Cl C2 ~0 

do* d 1 d~ d~ +~ 

l~. 0 0 I 

0 0 I 0 

0 I 0 0 

I 0 0 0 

~1 0 0 I 

0 0 I 0 

0 I 0 0 

I 0 0 0 

Nous  ehoisissons maintenant  les grandeurs 1 de mani6re que pour un 
k pair, on ait: 

a~ +1 ~--- O .  

Cette d6termination est toujours possible. En effet,  ehoidissons d'abord 
les  grandeurs l, de tel le sorte que led grandeurs ao ~ d iminuent  quand 
k augmeute,  le ddveloppement est fini et il y aura un k pour lequel  on a: 

a•+l o = o .  

Si alors k est un nombre pair, l e - th6or6me est d6montr6 vrai. Dans 
le cas contraire posons, au lieu des deux derni6res 6quations: 

k---2 k--1 k ao = ao 1,_l + ao 

Go 

led trois suivantes: 
ao = ao ( 1 , _ , -  I) "31- -[- (/~ 

a ~ - i  k-1  
�9 = a o  --~- ao ~ a~ 

k--I k ao + a 0 = - -  a0k( - 1 ,  - -  I ) ;  

ce qui d6montre l e  thdor6me mdme pour ce second ctts. 
Comme d'ailleurs on a: 

1 0 0 I 

0 0 I 0 

0 I 0 0 

I 0 0 0 

II' I 

0 0 I 

0 0 I 0 

"1: o~ :1= 
I o o 1 

0 I 0 0 

0 0 "I 0 

0 0 0 t 

! 0 0 0 

0 I 0 0 

o 0 I o 

l~ o 0 I 
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il ' " sensmt que: 
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!a o a~ a~ a a 

b o b~ b~ b, 

C o C~ C~ C a 

aod ,  d , d ~  

a~ a ,  a, 

b~ b I b ,  

C~ C 1 C2 

d~ 4 d, 

o o l~ 

0 I 0 0 

0 0 I 0 

0 0 0 I 

On obtient ensuite immddiatement: 

. ~  , ~ 

I 0 0 0 

0 I 0 0 

0 0 I 0 

l I 0 0 I 

! a~o a I a~ 0 

I ,  I bo b~ b, b] 

4 c, c, 4 

d ] d , a , g  

! a I a~o 0 a~ 

1 4 b ' o g 4  

c, d. 4 ~, 

d, d l d l d ,  

0 I 0 0 

I 0 0 0 

0 0 0 I 

0 0 I 0 

Nous pouvons op6rer avec le d6terminant gauche, sur le cbtd droit 
comme avec le d6terminant primitif. On a alors: 

(t I ako 0 a 2 

c, 4 4 c ,  

4 d ' o d ~ 4  

a; a*o o o 

b', ~ b! b; 

c'~ 4 4 e, 

o o l: 

0 I 0 0 

0 0 I 0 
i 

0 0 0 I 

I 0 0 0 

0 I 0 0 

0 0 I 0 

'~I 0 0 I 

Des consid6rations tout h fait analogues montrent que, par un d6ve- 
loppement de fraction continue, de plus le d~terminant gauche sur le 
c6t~ droit peut ~tre ramen~ h un autre oh le premier ~ldment de la 
premi6re s~rie horizontale est, seul, autre que z~ro. On peut de m&ne 
faire disparaitre le troisi~me ~l~ment de la deuxibme ~rie horizontale. 
La v~rit~ de notre assertion se trouve alors imm~.diatement d&nontr~e 
l'aide des &luations conditionnelles que Yon a m~cessairement entre lea 
~l&nents d'un d6tcrminant de transformation. 

De 1~ on tire, apr~s quelques autres conclusions auxiliaires, le 
T/~rbme. Tout d~terminant (a,, b,, c2, d3) appartenant k une 
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transformation de n ~m~ degr6, cst 6quivalent h un autre d6terminant 

(%, fl,, T~, ~3) oh les ~16ments ~ droite de la diagonale sont ~gaux i~ 
z~ro, les ~l~ments en diagonale positifs, et chacun des 616ments qui restent 
absolument plus petit que l'~l~ment diagonal correspondant, de telLe sorte 
toutefois que /~0, ~'o, 00, T, sont positifs ou nuls. Enfin les 61~ments 
satisfont aux 6quations: 

+ = o 

Deux transformations de l'esp6ce dont nous venons de parler ne 
peuvent jamais 6tre 6quivalentes l 'une ~ l'autre, sans ~tre identiques. 
DoRs d6montre un th6or6me analogue dans le tome 7" des Mathemati- 
sche Annalen. Sa m6thode est diff6rente de celle que nous avons em- 
ploy6e iei. 

De 1'~ suit ee th~or6me: 
Th~ordme. Si on d6compose le degr6 de transformation ~; en ses 

facteurs premiers, sous la forme: 

a~ eL z 

et si on fait abstraction des classes oh tous les hombres de transformation 
sont divisibles par un seul et mgme nombre, le nombre des repr6sentants 
qui ne sont pas 6quivalents entre eux devient: 

II 
r = l  

2 a , - - 3 !  . ~ \ [  a .4 -3  a r - - I  I )  
a r  ~[ "t" ar]~a, .  "4- a r  - - -  a t - -  . 

a r ~ | 

Une simple observation suffit pour ramener la d6monstration de ce 
thdor6me au eas oli n e s t  la puissance d'un nombre premier. Pour ee 
dernier eas il faut faire une d6monstration analogue, comme l'a fait 
DoRN dans le travail d6js eit6. 

Les r6sultats que nous venons d'obtenir sont exacts pour toutes 
les valeurs positives enti6res de ~. S i n  est un nombre impair, nous 
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poserons, au lieu des dldments k gauche des membres en di~lgonqle, leurs 

produits par  un seul et m6me multiple de huit. 

Les repr6sentants (a0, ill, 7"~, 03) ainsi d6finis serviront de point de 
d6part pour toutes les consid6rations qui vont suivre. 

De mdme il rdsulte pour ees reprdsentants, eomme M. HERMI'rE l'a 

d6montr6 pour une tr 'msformation de nombres premiers, qu'il y a m)e 
dquation de la forme: 

t t t t t 

( , )  ,~0(.1, ~,~, :,1, , , : ,  , . )  = ~ ' ~ o ( " 1 ,  ~'~)~',~,(,'1, ~'~)~,~o#,, v~)~%,(",, v~) ~'. 

On a ici: 

Q -1- ~ "a t- ea + ~, --= n, s, --I- e, ------ ~.~ + e, -- o (/nod 2), s, < 4 

vi = %v, + floV,, v; = fl, v , ,  

t t tandis qu'entre les grandeurs r;~, rl.2, r22, rl~, r~2, q2 on a l e s  relations 
d6jk connues. 

Les grandeurs x~ scmt des constantes inconnues qui seront d6terminr 
dans la suite. 

En substitunnt des demi-pdriodes on tire de lk Its expressions eorre- 

spondantes pour les I5 fonetions thdta transform6es qqi restent, de la 
mani6re suivante: 

I I I 
si on substitue v~ + 2m~ + ~nlr~l + 2n2h2 au lieu de v~ 

I I I 
et v~ + ~m 2 + 2n~r12 + 2n2r22 au lieu de v~ 

,~o( . . . .  ) o~:~. ( . . . . .  ) vl, v~, r11, r12, r.~2 prend la valeur .e  ,9~vl, 935, 7"11 , 7"12 ) 7"22 , ot.l e est 
la quantit6 exponentielle qui s'ajoute it la n ~ puissance de la fonction ~ 
primitive, 

I u u 

et oh on a les relations: 

% ' h  = 2/s~ "-I'- m~, 
y 

o~nl ~ 21~1 - t - n l ,  

~-2n~ = 2 ~  -t- n~. 
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KOENIGSBI.;I{GER a donn6 ce r6sultat dana le tome 67 du Journal  de 
CRELLI~. Nous obtenons ainsi un syst6me d'6quations,  composd de I6 
6quations de la fo rme:  

$ ~ ,,t x �9 

It " t t  h n a g i n o n a  cea i6 6quationa divis6es par Oa( % v.j) , et mettons, sur le c6t6 
( . . . . .  ) gauche, au lieu de t% v~, %, rn, r~2, r2~: 

t n t t i 

_ _ _ ~  . . . .  ( . . . . .  ) ~t.~,(vt, r ~ ,  r t ,  , r ,~ ) t  9 vl,  V~, ~11, r l~ ~'2~ 
, t ,  1 i " 

On pourra alors mettre sur le c6t6 droit al, (u~, %) au lieu des quotients 

,%(v,, v,). Posons ensuite: 
~0 (v,, v.,) 

,%(v',, v',, r',,, r',,, r',,) = al (u,', u;, k', 2', it') 
O,~(v',, v',, r',~, d, , ,  d,,) 

U ~  ~ * t t 
C l l V  1 " 1 - -  Cl~V2, t 

t t t 
�9 U, 2 _.~ C~lV 1 -31- C~2V2~ 

On obtient alors deg relations de la forme: 

u', = Mou, + M,u,,  

u; = i~u ,  + i~u3. 

Pour les valeurs spdciales U'l ----- o, u.~ = o nous d6signons les fonctions 
transform6es par AI,, les quotients diff6rentiels par AI'~ (u~)0. 

Lea i6 dquations de notre syst6me peu~'ent alors toutes 6tre raises 
sous la forme: 

(3) " " k' ~,, It, ) Odv' , ,  v ' , ,  r  r', , ,  r all ,u1,  u ~ ,  , 
O~(v,, v,)" 

$ 
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De ce systdme de I6 dquations o,  peut ddduirc m~ autre syst6me 
de 15 6quations dont chacune a la forme: 

(4) Z x . [ a l . O [ ,  u;, k', ,t', ,a')al, (~,, u.)~'a|, (u,, %)~'alo2(u,, u.)"'ala4(u ,, u,,)" 

- -  ," .at , , ( , , , ,  u,):=, , l . . ( , , , ,  , , , ) ' .at , . ( , , , ,  , , , ) - . ]  = o.  

Imaginons, dans ces deux syst6mes d'6quations, Ies grandeurs al,(u~, %) 
d6velopp6es d'apr6s les puissances de u~ et %. D'apr6s les observations 
faites dans le paragraphe premier, les coefficients, dans ce d6veloppement, 
sont des fonctions rationelles de ~ .  De m6me imaginons les grandeurs 
al.(u;, u;, k', ~', I~') d6veloppdes d'apr6s les puissances de u~ et %. Les 
coefficients sont alors des fonctions rationnelles conntles des gral,deurs O. 
et des grandeurs Mo, M~, M~, M.~. 

Proposons-nous enfin la mdme op6ration avec la grandeur: 

t �9 t t t ) 

~ 5 ( V l  ~ V , ) "  

Nous considdrons, dans ce d~veloppement, los coefficients comme inconnus, 
k rexeeption da membre constant. 

En effet ils ne sont pas inddpendants run  de l'autre, mais nous 
faisons abstraction de cette d6pendance. Nous les ddsigmerons par la lettre y. 

Si maintenant nous posons les coefficients de tous les membres 
' jusqu'aux membres de 2r q- I ordre inclusiv., 6gaux entre eux, U~ . ~2, 

le syst&ne (3) donnera en tout (r + 1)(I6r "4- 22) 6quations lin6aires avec 

n' + I inconnues y et x,, et le syst&ne de 15 6quations les (~" -1- i ) ~ - - I  Jr- 
~s 

donnera (r -4- ~)(Isr -1- 2x) 5quations lin6aircs avcc lcs + K inconnues x,. 2 
Nous devrons toujours dtre en 6tat, en faisant croltre r,  de repr& 

senter les inconnues comme des fonctions rationnelles des grandeurs ~ ,  O~ 
ct M0, M~, M.j, M.j. En m&ne temps on obtient autant de rapports 
rationnels que l'on veut entre les grandeurs d6sign6es. 

De lk se tire le 
Thdordme. T o u s l e s  coefficients que l'on rencontre dans la trans- 

formation de n ~'''~ degr6, sont des fonctions rationnelles des grandeurs 
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0~, 0., 3Io, M~, 312, M~. On peut les repr6senter d'aut',nt de ,nani6res 
que l'on veut. Entre les grandeurs que nous venons d'indiquer il y a 
par cons6quent autant de rapports rationnels que Fon veut. 

Cependant on peut encore r6duire le probl6me. 
Pour cela nous ddmontrons que t o u s l e s  produits des constantes 

deux k deux peuvent s'exprimer comme des fonctions ratiom~e'lles des 
grandeurs 0. et O.. 

En effet on salt que les carr6s de toutes les fonctions thdta peuvent 
s'exprimer lindairement par les carrds de 4 de ces fonctions, entre les- 
quelles il y a une relation bicarrde. Nous choisissons les fonctions 
,9~(v~, %), O0,(v,, v~), O,(v,, %), .~a,(v,, %); on a alors: 

~rt~3(Vtl, V2, Ttll, Trl2, T;2 ) = O~O~.~t~(V~I, V21 "l'tll, T~2 , T22 ) - -  0~00.~2('1~,;, V2, Trll, TI2 ) 2"22 ) 

- -  Oi, O~,~(V;, ~;,  ~',,, ~'1, ~._;~) + O~,O~,(V; ,  V;, ~;,, ~;~, g~). 

(~) "4- OIO~3bq~(/-)'l, 'V2, T;1, T;2, T.12)-- O42003bq~J.('/);, V;, ~r~l , "F'12 , ~'12)" 

-~0~(VPl, V21 TII , T'I2 , T;2 ) = 0~40"~02~(V;, V;, Ttll, ~';2, T22) ~ 0~O~4~2(Vrl, V~, Ttll~, T~2 , T22 ) 

- -  O'i,O'~,'~(Vi, V;, rh, r;..,, g~) + O~O",,~I,(V;, V;, r;,, r;~, g,). 

N = ~ + ~ .  

On obtient lcs neuf autres expressions en substituant des demi-pdriodes. 
hnaginons qu'on divise ces 6quations par 05(v~, v2) ~" et qu'au lieu 

de ,%(v',, v',, r',,, r',,, r'~.y 
on introduise leurs valeurs tirdes du syst6me 

,~(v, ,  v~) 2~ 
primitif d'6quations. Nous obtenons alors I2 6quations lin6aires avcc lcs 
inconnues x~. x~. Les coefficients, si on ajoute ,9. et O., sont des fonctions 
rationnelles de al,.(~tl, u~). Eu d6veloppant d'apr6s les puissances de 
u~ et u 2 on obfient alors imm~diatement lc r6sultat demand6. 
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Mais si o n  peut donner aux produits de routes los constante~, dcux 

S " deux, l expre~smn de fonctions rationnelles des grandeurs 9~ et 0., la 
mdme cons6quenee a lieu aussi pour les grandeurs M0, M~, .M~, M 3. 
En effet, nou.q n'avons gu6re qu'k former los dcux produits 

( ' ' ' - '  - ' )  ,~ (~,,' v~,' 7,,,' 7,~,' ~.,~)" ~t b V l ,  V:/~ 711 , ~12~ ~.~22 " 02 

ct 
( ) ( , '  , . ,  , , )  
/ill, V2, TII~ 712~ 7 2 2 "  

et k les diff6rencier pour voir se v6rifier notre assertion. Et nous arrivons 

ainsi au 
Thgordme. On peut e:,:primer rationnellement par les grandeurs 

#~ et O~ routes les constantes que ron rencontre dans la transformation 
de n 6~"" degrd, et d'autant de mani6res quc l'on veut. Il y a donc e,tre 
les grandeurs ,~ et O~ autant de rapports rationnels que ron veut. 

Le nombre de ces reNtion peut d'abord dtre augment6 par une 
transformation lin6aire. En outre, ~ chaque transformation appartient 
une autre transformation suppldmentaire qui jointe k la premi6re conduit 

la multiplication. Supposons qu'on s'en serve et qu'on tire les mdmes 
conclusions que plus haut, on aura entre 0~ et 0~ de nouvelles relations, 
qui ca g6n6ral seront diff6rentes de celles qu'on a trouv6es plus haut. 

I1 faut maintetmnt considdrer d'abord plus en ddtail le cas r =-o .  
On est alors amen6 pour les ('as n =-3 ct n--= 5 .~ la ddterminafion des 
constantes et k la ddduction d'unc s6rie de relations th6ta. 

Soit d'abord n = 3. 
On a alors: 

,~(v,,' ' v~,' 7~,,' 7 ; .  ~ )  = ~,,9o(,,,, ,~)~ + x~,~(~, ,  ~) ,~ , ( , , , ,  v.,) ~ 

+ x~,~,(v, ,  ,,2),~0~(,',, v ~ ) , ~ . ( v , ,  v~). 
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Si, clans cette 6quat ion et dana les ~5 6~quations que nous  obtenons  

en subs t i tuan t  des demi-p6riodes,  nous  posons v I = v~----o,  nous  obtenons  

les 

(2)  

~o 6quat ions:  

.'~z 4.05 ?034, 

2 2 
003?903 ---- X179013 -J[-- X379037923 ) 

047~ 4 ~ ~1791 2 2 - -  x~79~7%4 , $0 ,47014  = ~l~Q~4 "J[- ~,2~9~4~942. 

00/00 = ~1/904 -J[- "~'2/0~0~), "-Jr- ~'3/~)~9'~ "3[- "X4020~9~12 "-Jl-- ~,5 /00 /00 , 0 ]  012 " 

0ol,9o ' X,,904l ~ 2 ~ 2 o '2 : - -  ~2?9017~0 - -  X3~90179,2 7!-- ~4~9()1792 - -  X5~90190,r �9 

- -  X:d02) % 71- X4,9.~,9o! -- .va,9o,9o,)92,9,~. 

2 ') ~) ,) o ,) 

Ici on a posd: 

~ = ( - -  I)  ' 

En se se rvant  de la t rans format ion  supp l6men ta i r e  on obt icnt ,  a.pr6s 

que lques  cons6quences auxi l ia i res:  

(3) 

rcs tent  invar iables  quand  on pose 
rdc iproquemcnt .  

+ x;,90(v',, v;, r;,, =;2, ~;2),9,(v;, ~,;, r',,, r;2, :;_,)~ 

, (  . . . . .  ),9 . . . . .  ~;)~ -~-X:)~9 a V,, V~, 7",1 , ~'l~, 7"m o~Vl ,  V2, 7"11, ~',2, 

+ ' ( '  ' ' . '  ' ) , 9  ( . . . .  ; 7  �9 T.4~9 ~ V,)  V2) TI, ) *12) ~'22 34 Vl)  v2)  "~ll) Tl2) "~2 

+ x'01(v;, v;, vh, :',2, r;~),%(~,;, v.i, ~h, <;2, r;~.)o~,(v;, v;, :;,, ~;~, :;2). 

Des opdrat ions (r6s s imples  m o n t r e n t  que les i o 6quat ions  ei-dessus 

x'~ au lieu de x . ,  O, au lieu dc ~%, et 
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Des 6quations on tire: 

(4) ~, 
~--- 0 ~ , ~ 9 ~ ,  - -  0 ~ , ~ . ,  

~ o , , , ~  - -  o,,~, 
(5) x~ = ~, .  ~,,(~: + ,~:,) 

(6) ~.' = #o,. a , , ( ~  + ,~:.0 

z~ est d6termin6 par une des quatre derni6res 6quations (2), par 
exemple par la 7 ~ On en tire immddiatement les valeurs de x~. 

On obtient en m~me temps les relations trouv6es par KOENIC, SBERGER 

(8) 

puis les relations: 

o0,~0, + o , ,~ ,~  + ~o, , ,~ , ,  = oe9 . 

Od9 , + zO~,,9~, + 0~,~,  = 0 . ~ ,  

(9) 

oo,~0 + oo,,~o, x,(,~o' + ,9~,) - -  2 , o 

- x , ( ~  + ~ , )  _ , o  ~ o 2 ,r~2r~2 - -  ' - -  ~;3 03 23 ~ *"~'4 "/-5 " 3 4  

Oo,~ o + o,,~.~ = x,(,~o' + ,~') 

Oo ,~0 - -  o,s,9,~ = ~,  (,~: - -  ,9~2) 

, re,  13 ? O~ , o 

2 ") 0 2 

, 0 2  0 3  ' O~ ~2  -{- x2v4~14 -{- x,v~,~s4 

_]_ 2 2 ? 2 
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En diff6renciant on obtient ensuite les 6quations: 

169 

( io)  

5 t t r ~ Xl~ (u2)oM,+~ 

5 [" �9 1 I / t \  "11 

5 

5 I t r ~[Alo,(U,)oM,_, + Ala(u;)oM,+l] 

5 t t z, ~[[Alo,(Ul)oM,-1 -J- Alo~(U;)oM,+~ ] 

t M t t , ,  [A1; (U,)o ,_, + AI,(u,)oM,+, ] 

= ( - - ~ o ~ ,  + ~,o,') ~1; (~,)o 

+ x50,01, a1'13 (U,)o. 

---- (x,30 ~ + x,0~,) al;s (u,)o 

- -  x60,01, al; (u,)o, 

X = ( - -  ,0~ + x,o~3) a];, (~,)o 

- -  x , o . o 0 ,  at;, (U,)o. 

+ x~0,3003 al;, (u,) o. 

+ x~0,03, a|'t (/~,)o" 

- -  (z,o: + ~,oI,) al; (~,)o 

+ x60~0s, alo, (u,)o. 
Dans ces douze 6quations on a pos6: 

y 2 - -  1 ~ s - -  1 

~  ~ 

On en tire imm6diatement les valeurs pour 21/o, M1, M~, M3: 

( i t )  

( ~ )  

(13) 

(I 4) 

�9 elMo = 0o3'914 0,,0,0~ Oo,O,,OoO,, 

~ M  1 = Oos02s 0,,0,0~ 0,,0~,0,~,, 
0~,0,05 X6 0o~0~0o0 " 

Oh 0 1 0 ~  O,,0o,O,01O~', 
,~M~ = 0, Ox, -O~,alO'~ x, Oo,O,,O.O, Oo,OoO" 

�9 x M  3 = 0030~, 0 . 0 ~ 0 ~ 0 " , .  (--z~O~,, + ~,0,~)0o,0,,0~0o + z~'OI, OiOI. 
. _ _  O.O~,OlOI 0 o , 0 , , 0 , 0 . 0 o 0 , ,  

12-665007 Aeta mathematiea. 3 
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On a en m~me temps, d'apr~s le travail que l'auteur a publi6 dans le 
2o' volume des Mathematische Annalen sur les 6quat~ons de multiplica- 
teurs: 

o~. o,'. o~ ,L,,L,,~.,,L,L,oo,L, 
(IS) MoM~--M~M~-~M----a~ e:, 0::0~ 0o,0,,0,,0,0o,000,," 

Apr~s cela il reste encore 8 relations entre les grandeurs 0, et 0~. 
Les r6sultats apparaitront plus nettement si nous introduisons les relations 
suivantes: 

[AI: (u',)oM o + A1; (u;)oM,] al;(u,) o -  [Al:(u;)oM , + Al:(u;)oM,]al~.(U,)o = d.. 

[Al'(u;)0M o + Al :  (u;)M,]ali(u,) o --[Al:(u;)M, + Al:(u;)oM,]al'~(u,) o =d~. 

Les I2 6quatlons ci-dessus prennent alors la forme: 

(x6) x,a~ O'' .0o, .O..0o =r162 '. 
O~ . ~ 

, , ~ ,  = ( ~ , o ,  _ x ,o , )  ~ .  o , , .  o , , .  o , .  o~ 

_ ,~ ,, ,,tl. 0 , , .  O~ . O , .  Oo 

En employant la transformation suppl&nentaire on obtient un nouveau 

M ' M ' M ' M 

syst6me de formules. On peut le tirer de celui qui pr6c~de, en posant 
x" au lieu de x., O a au lieu de #a, et r6ciproquement, 
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respect, au lieu de M0, M~, M2, M3, et enfin z~, ~ respect, au lieu de 

e~, 6 2. En comparant  on obtient alors les relations suivantes: 

(,s) 

3(--  x3~, + x4~) = N(x; o ~, + x: o~,) o,. ~o,, 

3 (x~,9 ~, + x4 ~,) = N(--  x; o~, + x', o~,) o, .  w, ,  

3(x2,9~ + x,~o,)= N(x;O~o, - ~ ' '  '~'~"'~'" 
~4 ~ 2 3 /  O ,  ~ . Oo s 

x'  0 2 ~ 8~ . ,~ ,  

On a pos6 ici: 

0,~ . O~ . 0o~ . 0,.~ . O,  . 0 , ,  

On a ainsi un grand nombre de relations. On peut facilement en dd- 
velopper une pattie, mais non pas toutes, avec les formules de KOV.NmS- 
BERGER. Cela vient de ce que les 6quations propos6es par KOESIGSB~RGER 

sont valables pour les fonctions hyperelliptiques, tandis que quelques- 
unes de celles que nous avons donn6es plus haut  sont valables p o u r  |es 

fonctions th6ta. En employant  la transformation lin6aire on peut d6duire 

une autre s6rie de formules; toutefois nous n'en tenons pas .compte. 

Nous prenons maintenant  le cas n---- 5. Pour  ce qui concerne ce 

cas on pent se reporter  ~ deux t ravaux de l 'auteur,  qui se trouvent 
dans le x6 e et dans-le  2o ~ volume des Mathematische Annalen, 
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(I9) 

Martin Krause. 

N o u s  p o s o n s :  

~,(vl, v;, ri,, r'., r;~) = 

+ ~,o,(v,, v,)O,(~, v~)' + ~oo,(,,, v~)Oo#,, v,)' + x, oo(~,, ~,)o,,(,,, v,)' 

+ ~,oo,(.,, .,)o,(.,, v.)'oo#,, ~,)' + ~,,o,(.,, v,)%#,, ~,)o,,(v,, ~) 

+ z,,o,(v~, v,)~o,(. , ,  ~ .) 'o, . (v, ,  v,) + x,,o~(v, v,)Oo,(.,, v.)o.(v,, v.)'. 

En substituant des demi-p6riodes, on a~ apr6s quelques r6ductions 
faciles, les 

(~o) 

IO 6quations: 

o , ,o? ,  - -  o , o ,  ~ 
. 

0,0~ - -  O .  Oh 
x~ ----Oh. a'~#~ O' 

0,,0, + 0,0,, 
~* = O,.  O,, (O~ - -  Oh) 

0o,0. + 0.0o~. 

O, Oo, Oo % -  2x,r o~, + (x,--~o--~,)(o:--o~,) + :x,O~,.oh 
Oo, + Oo 0,, 

o:.o~.Oo',.o:, _ o, .o, ,(OoO,,-o, .ao,)  o:.o,,(~0,o,, + ~,~o) 
+ ~ ' ~ . . 0 7 , . ~ , ,  + ~" ~ :~oTC, .~,, ~,  o,.o0 .o0, .o,, " " 

O, 
0," 

0o~ Oo 0~, ~94 

O, 0ol 0 o 0,1 

�9 ~,(~o~O; + ~ , ~ , )  x .  o ~ , ( ~ , ' ,  + ~o~o~) x~ o0~. o~.,. o,  ~ . o,', 

+xl~'~:x,:g:?2.v., +~,, ~ ~,.o~ 
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3 2 �9 R 2 ~ 2 

2 2 2 2 "$ 2 + xT02O~-  xsO:OoOol - -  XgO~O,~Ool + X~oO:OoO~2 + x~lO~20oOo, 

xmOmOoOol ~ x|~O~:OoOo~. 

Ces 6quations font connaitre les eonstantes x~, . . . ,  x~0, quand les trois 
eonstantes xxt, x ~ ,  X 1 3  sont donn6es. 

En  employan t  la. t ransformat ion suppl6mentai re  on t rouve  des ex- 
pressions analogues pour  les grandeurs  x'=. 

En  diff6renciant on t rouve  d'a~bord, pour  les constantes x ~ ,  xl~, x~3, 
les expressions: 

o~. O~(d,O~ + do,O~,) 
x~ = ,b?. O,,. Oo,. O,. Oo(O~ -- Oh) 

0~. O~(d,~01 - -  dsO],) 
(~ ~ ) x ~  = ,~I. o , , .  oo , .  o , .  oo(#~ - -  o',) 

0 s . Os(d,,O~.~ + do,O~,3) 

X l 3  ~ i/~ �9 O I ~  . OOl . O~ . O0,(O ~ - -  O~J,) " 

En m~me temps on obtient  les neuf  relations: 

d : i  + do~Oi, = d , ,eh  - -  do,Oh 

ddg~, ~ d,30 ~ = d,,9], + do,O] 

- - d 2 , 0 ~ 3 -  do,O~, = d,30~, + ridge. 

(~3) 

13 4 2 2 ' " d3 (zooh + xTo, - -  zsot,o, ) ~4 o,, Oo,. o,. oo 
- -  O ,  . O~ ,  . O~ . O~ 

, a  ,~2~ ~I  �9 O , ,  . Oo ,  . O ,  . O o 

~ 2 / : .  O , , .  O o , .  O , .  O o 
d~ 4 = - -  (xdg:3 + x70'23 - -  xdg,~Oo3) 0::_0~_():7-~: 

- -  ~ 9 ~ 3 ~ ~  O , ~ .  Oo.~ . O~  . O s 

�9 ~ , 2  ~ ~ 21 �9 O , ,  �9 Oo,  �9 ,9,  . O o 

x O *,~ ~ '~" ~*'" ~o, �9 O,. Oo d ~ = - - ( x  60~ + x ~ O ~ , +  to ~-3,/ O,.#.,,O,.O~ 
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En employant la transformation suppl4mentaire on obtient d'abord 
trois expressions analogues pour les grandeurs x'j,, x;2, x;a, puts les trois 
relations: 

d,01 + do20~, = d~,O~, - -  do,O~. 

(2 4) d:, 0~, - -  d,a 01 = d, 01, q- do2 0~. 

- - d , , O ~ a - - 4 , 0 ~  = d,~O~, + d~O~ 

et enfin six expressions pour les grandeurs d~. En les comparant avec 
celles qu'on a trouvdes plus haut on obtient les 6 relations: 

, . ,  ~ .~ b , . t g , ,  
5 (~,~I, + ,r~ ,9~ - -  .r~,9~, o, ~) = N(.;  01, + *, ~ ,  + x~ 0,, 0,) o, _ ~ .  

5(.~0,' + .,e~, + , , ' ' o '  , 2 o,)~... ~ ,  z~,9,,0,) = N(.', O,, + .r, ~ --ottO,, 

s ( . . e o ' ~ +  ' -  , ~ , , , ,  , o ,3.Oo,  
�9 , e,, x,~ = N(x~ ~ ,  + oc~ 0a~ + z, 0 ,  0o~) 0,3 003 

(25) 
, , = 03, �9 003 

5 ( * , ~  + x,~a + x,~,g~) = N(.r; ~ + x; ~ - -  , ,  O._;a Oo~) 03~ o03 

= .,oO~O~,) ~ _ o .  5(*o,~, + .,o~ + .,oeoe.) N ( . ~  + . , ~ ,  + ' ' < < '  

5(z~e~ + ..o~, + ,,0o101,) = N(,;  o~, + , ' . ~  + ,,ioOlOl,) o~_~, ~ .o,, 

On tire de lg les 4quations donndes par l'auteur dans le 2o" volume 
des Mathematische Annalen: 

(03, o~ o,. oo.~ (03, 
5 ( /~15-~'-~ "Jr ~}03 /----(10~1 0:;4 

(o, o,, o3, o,) _ , , , , ~ , , , , . , ,  
(26 )  5 ~-, "J'- b ~  "-1"- ou ~" = ao/~'l t ~-~, -1- ~--tt, "~'- da ,  

/ 0,. Oo~ O, 0,, ) '~,~ '~03 ~ 
- s / <  + .o; < ~ = %~'(< + o ,  , , ,  

o~. ~ + Oo3! o3,.o~ o,3.oo3 " 

;~, ~ o, . o,, . o,, . o~ 

' ~ " )  ~ ; . ~ : o , : a T ,  " 
b~" ~ 0,3. 003.0,. 0,, 
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De eette mani6re  les 13 constantes X l , . . . ,  x~3 sont exprim6es par  les 

g randeurs  0.,  O~, M0, 3/1,  M~, M3, tandis  que nous avons t rouvd entre 

ces grandeurs  mgmes  une s6rie de .relations. I1 n 'est  pas difficile, d 'apr6s 

ces relations, d ' exp r imer  l e s  g randeurs  M0, M~, M 2, M 3 par  les g randeurs  

0~ et O~. Mais comme  ces expressions ont  une fo rme  assez compliqu6e, 

nous ne faisons qu ' ind iquer  la marche.  

D'apr6s les 6quations que nous avons trouv6es pour  les g randeurs  da, 

on peu t  d6 te rminer  imm6dia t emen t  les rappor ts  ent re  elles et  l 'on a: 

d 3 : d 1 3 : d 2 4 : d o 4 : d o 2 : d  1 ----- . 

'2 2 ? 2 ~ '2 040o~ + 2 ~ ~ ~ 2 00304 O,~0~ + + : O~ 01~ ~ Oo 0~4 034 00 

2 ~ 2 ~ ~ 2 0303 0 , 4 0 0 3 +  + + 2 003014 0~03 - -  o L o h  - -  o,4Oo1' ~ : 

2 2 2 ~ 2 2 2 2 2 2 2 (27) Oo, O,, - -  033 003 Oo 03 O~ 00 + + - -  ~ - -  00~0~ O~200t 

0 , 0 ~ - -  0~40~4 - -  0031903 "J I- 0 3 3 0 3 3 -  014014 - -  0404 - -  0000  "~- 0303  - -  001001 - ~  0 1 3 0 1 2  + 

02~034 + 0~4023 014012 - -  0~2014 0402 020 ,  

2 2 2 2 ? 2 ? 
0 3 3 0 ~  + + Oo 0,4 0o~ 04 0~023 + 2 ~ 2 2 ~ 01400 + 

i a i s  alors les rappor ts  entre  les quanti t6s Mo, M~, 3[~, M 3 s o n t  

aussi d6termin6s imm6dia temen t  puisqu 'entre  elles et les g randeurs  d, il 

y a les relat ions:  

d~ = 0~ " 0~ "0,, . 0,3 . 03~ . 0~ . 03 . O,. 0~ . 0o~ . O o . 0 o . ,9,, . 01, M~. 
o h .  o L  . g~ . o~ . o~ . o~ 

d~ 3 _-: 0 ~  . 0 , ~  . ~o.~ �9 0o~ ~ ~ 3 i :d .  l ). o, : 6 ,  ( M j  + '2 M, , 

d~4 -=  O o ~ ' O o , . •  
Os, . 03, . O, . O, . 06 . O~ 

do 4 0 , ,  . 0 1 ,  . 0Ol . 0 o ,  . O,  . O ,  . 0 ,~  . O , s  
. . . . . . .  0 , , . 0 , , . 0 , . 0 , . 0 3 . 0  ' - ( M o  + M2 - -  M, - -  Ma). 

do2. "0,, . 0~, . 0o, . 0Ol 

dl = ~:. 0 , .~o .00  
o,, .o, ,  + M2k'k - -  M , -  m,k"). 
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La d6termination des quotients des grandeurs M d'apr6s ees 6quations, 
n'est pas une seule. II y aura donc en mgme temps plusieurs relations 
entre les grandeurs 0, et O.. 

Mais une fois connus les rapports entre les grandeurs M, on peut 
facilement d6terminer les grandeurs ellesm6mes. 

Par lb, sont ddtermin6s, pour la transformation de 5 e degr6, les I3 
coefficients et les grandeurs M0, Mr, M~, M s comme fonctions rationnelles 
des grandeurs Oa et Oa, tandis qu'en m6me temps on a trouvd une sdrie 
de relations entre les grandeurs #~ et O~ elles-m6mes. Par une trans- 
formation lin6aire on peut encore aecroitre consid6rablement le nombre 
de ces relations; mais nous ne nous en occupons pas. 

w 

La r des transformations a des rapports 6troits avec la th6orie 
des hombres. Je ne veux pas ici exposer en d6tail tous ces rapports, 
mais je me contenterai d'en signaler quelques-uns. Il faut montrer 
d'abord comment, par une rndthode purement arithm6tique, on peut 
arriver k des rapports entre les grandeurs Oa et Oa, puis comment on 
peut r6ciproquement tirer de ces rapports des conclusions re|atives k la 
th6orie des hombres. 

Si on pose: 

21 + I - - ( 2 j  "l" I) 
4 (,) 

2 i +  I + 3(23"+ I) 
m =  

on a r6ciproquement: 

e t -  

(3) 

2 i - ] -  I = m + 3/~ 

2 ) ' +  i = m - - / ~  

(2i + O' + 3(2j + t)~ __-- m ~ + ?.~. 
o/.~. 

4 
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Si nous y joignons comme condition que m + / ,  est un nombre impair, 
il s'ensuit qu'~ chaque systbme de valeurs m, # correspond un syst~me de 
valeurs enti5res 2i + l, 2 / +  i. La r6ciproque n'a pas lieu. I1 faut que: 

2i + I ~_ 23" -4- I (mod 4) 

pour qu'on ait des valeurs enti~res/~ et m. Si donc nous nous restreignons 
au cas off m + p - -  i (rood 2), oh m e t  # aussi bien que i e t  j parcourent 
t o u s l e s  nombres entiers, la forme: 

(2i + ~)~ + 3(2j + ~)' 
4 

repr6sentera les m&nes nombres que la forme m ~ -4- 3/~ 2 et chaque nombre 
repr6sent6 deux fois par l 'une des formes le sera aussi par l'autre. 

Si ensuite nous posons: 

2n-+ -  I ----- / + 32 
(4) 

2v + I = l -  2 ,  

la m~me chose sera vraie pour les formes: 

(~n+  i) ~ + 3 ( 2 ~ + I ) '  et l 2 +  3 2~. 
4 

En mdme temps on obtient l '~quation: 

(5) m(en + x) + 3#(2v + ,) = l(2i + x) + 3a.(2/+ i). 

Par  lk, en supposant que m + #----l + 2 _= i (rood 2), les deux s6ries 
de puissances deviennent 6gales l 'une k l 'autre: 

E (2n + 1) 2 + 3(2~ + 1) 2 
m*+ 3P'~ ~t m(2a + 1)+3p.(2v+ 1) �9 4 

t/I.~ p. ~ n t Is 

et 

E 2i + 1)2 + 3(2j+l)t 

X 
i , j , l , 2  
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Mais si l'on pose: 

on a pour le repr6sentant: 

3 o o o 

o 3 o o 

0 0 I 0 

0 0 0 I 

(6) ~9, O, - -  ~o~ 0o~ 

Z (2n + 1 f + 3(2v + 1)~ 
~ ~l~ m2+3lt~t ~J m(2n+l)+8tt(2v+ I) ~ 4 

fti,[41n~ V 

(7) Oo, 0o~ - - # 2 0 ,  

Z (21 + 1)2 + a(2j + l)~ 
2 ~C, 4 yl(2i+l)+a~(2j+l) g r~+ 3~. 2 

t , j , l , ~ .  

(8) 

m + / ~  I (mod2). 

2 + 1__= I (mod 2). 

Par lk on obtient pour le repr&entant d6fini plus haut la relation: 

o,o,--.~o~Oo~ = ,~o, Oo, - -o2o2 .  

C'est une des 6quations donn&s par KOE~IGSBERGr~R. 
On a ensuite par une transformation lin~aire, d'aprds les relations 

donn6es pour la transformation de 5 e degr6, l'~quation: 

(9) s ~ ~o, ~o, +~, = ~o~ o, Oo, Oo~ 

Si nous nous bornons au repr6sentant: 

5 o o o 

o 5 o o 

0 , ~  O, . 0o, . 0o, . O, 
O, ) ~, . 0o, 0~ 7b, 

0 0 I 0 

0 0 0 I 
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eette ~quation peut ~tre 4crite comme il suit: 

179 

Z _ _  _ _  a'g_]_ b~4 
(--,)~((--I)'~-- ( - i f ) x  

a,b,c,d 

Z 5a2+ b~ + -- 
- -  ( - -  I ) a ( (  - I ) b - - (  - I )  a)  X 

a,b,c,d 
a,t%',.,a 

�9 ~(2c 4;- 1)2+ (2d + l)l  (2a+ 1"12-~ ( ~  + "[)l 
4 Y a(2a+ 1) + b('/,8 + 1)+5(2c+ !);,'4- (2d + 1)$ ~ 4 

(2c+ 1)2 + (2d+ 1) 2 5t2a+'l'J2 + (2t ~+ 1)2 
4 ySa(2a+l)+b(2,0+l)T(2c+l)'/+(2a+l),3 ~ 4 

Z 5(2r 1) z (2a+l)2+6(2fl+ 1) :~ 

= 5 ( - -  l)a(( - I) b -  ( - -  I) a) X - -  ' ya(=a+l)+"b('a+l)+a"'e+l)z+a(2d+l)aZ ' 
o,b,c,d 
a,fi,'f,J 

Z + -~ ~a ~ 5b 2 

5 ( -  ~)"((- ~)'~--(-  x)~) x 
(2c + 1 f+.5(2d+ 1)= 5(2a + 1)2+'$(2~ 4-1) 7 

4 Y 5a(2a + 1) + 5b('a~ + 1 )+  (2c + 1 ) r+ 5(?d + I),~ ~ 4 

~,b,c,d 
a, :~, "f , t') 

La discussion plus approfondie de cette ~quation fournit diverses 
relations entre les formes quadratiques: 

4u ' + 4 v  = + w  ~ +  5 z~, 4 u ~ + . v  = + w  ' +  2oz ~ 

d'une part et: 

2ou ~ + 2 o v  ~ + 5 w  ~ + z  ~, 2oa ~ -t- 5 v~ + 5w ~ + 4 z2 

d'autre part 
On peut dtablir de telles relations soit en attribuant des valeurs sp& 

ciales aux grandeurs x, y, z, ou en 6galant les uns aux autres les coef- 
ficients des puissances de z g gauche et i~ droite. 

b 

Prenons, par exemple, le coefficient de z 4, nous obtenons l'4quation: 

Z a2+b2+ 5(~c4-1)zq'(2d+ 1)2 

a,b,c,d 

(2C-]- l)2+(?d 4- I ) z 
4 5a+b 

Y 

Z 5(2c4- l)Z +5(2d + I) ~ 

a~b, % d 



18 0 Martin Krause. 

Comme l'expression: 

4a 2 + 2ob 2 + 5(2c + I) 2 + 5(2d + I )  2 

ne peut jamais dtre congruente s _4-_ 2 (mod 5), on a l'dquation: 

(x2) 
Z 5(2e+l)~4.(2d+l) ~ 

4 ( - -  1) x " V "+b+2"+' 
a,b,c,d 

Z 6a~..l.b~..[" (2c"~1)2+(2d4"1) ~ 
= ( ( -  i ? - - ( - -  i)b)  , Y 

a,b,c,d 

oh il faut dtendre la sommation ~, toutes les valeurs de a, b, c, d, pour 
lesquelles les exposants de x sont congruents K + 2 (mod 5). Les r6sultats 
relatifs ~ la th6orie des nombres qui d6coulent imm6diatement de ces 
6quations et que nous n'dtudierons pas en d6tail, ne pourraient pas 
s'obtenir facilement par une mdthode purement arithmdtique. 

Rostock, le 17 Avril i883. 


