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Des travaux de M. HerMITE et d’autres savants sur la transformation
des fonctions hyperelliptiques de premier ordre, il résulte qu'on peut
représenter les fonctions théta transformées pour une transformation quel-
conque du »n*™° degré, abstraction faite d’'un facteur commun, comme
des fonctions enti¢res des fonctions primitives théta, du =»*™® degré, et
contenant un certain nombre de constantes linéairement. Brroscat a donné
une détermination de ces constantes. Nous ferons remarquer dans la suite
une autre méthode de détermination au moyen de laquelle ces constantes
deviennent des fonctions rationnelles des fonctions théta, soit primitives,
soit transformées, quand les arguments prennent la valeur zéro. L'avantage
de cette méthode, c'est qu'elle donne en méme temps le moyen de déduire
autant de rapports modulaires que l'on veut pour un degré quelconque
de transformation. .

Nous nous bornons ici au cas d'une transformation impaire, car le
cas d'une transformation paire n'offre, en principe, aucunc particularité.
Nous aurons alors le droit de nous borner aux représentants qui appar-
tiennent & la transformation proposée. Ces représentants devront étre
convenablement choisis. Enfin, nous signalerons quelques rapports qui

existent entre ces théories et la théoric des nombres,
11~ 665007 Acta mathematica. 3
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§ 1.

Nous rapprocherons d’abord certaines formules de la théorie des
fonctions théta, qui serviront beaucoup dans la suite. D'aprés la forme
sous laquelle Korssseraer, dans le 64° volume du Journal de CreLLE,
a représenté le théoréme de laddition des fonctions théta, on obtient
immeédiatement les rclations suivantes:
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Les douze constantes #(r), que Von rencontre dans ces formules,
ne sont pas toutes indépendantes 'unc de l'autre, mais on a les relations:
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puis on a la relation:

9,98 .
3. 5,0, 9, 3,.9,.9,

(K K,, — I(mKn) =7’

117722
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Posons maintenant:
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On tire de la réciproquement:
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Posons ensuite:
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Les deux grandeurs

dal, (u,, u,)

al, (u,, u,) et T

peuvent étre désignées, pour le cas particulier de w, = o, u,
al, et al; (u,),; il résulte alors de 14 que le systéme d’'équations (1) ne
change pas, quand on met al,, al;(u),, al, (v, »,) au lieu de

= 0, par

'9a’ '9;(’01')0’ ﬂa(vl ’ ’02)‘
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Mais alors on a:

aly (u,), ==o. alj (u,), = Bor s jﬁ‘f’;?fz?#oﬂ“ .
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De 1a on tire cc théorcme bicn connu que tous les quotients diffé-
rentiels des fonctions al, («,, ,), quand on ajoute les grandeurs al,,
peuvent sexprimer d’une maniére rationnelle par les grandeurs al, (%, u,).
Nous supi)oserons, dans la suite du présent travail, que l'on connait ces
expressions. .

§ 2.

Nous passons maintenant & la transformation de n*®™ degré. Nous
sommes donc autorisés & nous borner aux représentants de cette trans-
formation. On peut les introduire de la maniére suivante. Nous dé-
montrons d'abord que chaque déterminant de transformation (a,b,c¢,d,)
est équivalent & un autre ou tous les éléments 4 droite des membres
en diagonale sont égaux i zéro.

En effet, si on désigne par & un nombre entier positif et qu’on pose:

—1 k k41 k+1 k 0 0 ___
ay " = agl, + ag*t. at' = a;. ay = a,. ay == @,
k—1 k k41 k41 '3 0 0

' = by, + b+ bitt = bk, by =1,. by =1,
k—1 k k41 A41 k 0 0

Co = cgl, + it it = ¢t Co == Cy+ ¢y = ¢,

&' =dil 4 & EM = B =d,. dd&=d;
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alors, si on suppose en outre que k& est un nombre pair, chaque déter-
minant de transformation devient égal a:

a a a, a, a a a, ati |, o o 1 /I, o o 1
b, 0, b, D, 6 b, b, BT o 0o 1 o o o 1 o©
€ € € ¢ a o ¢ ¢ ct! . 6o 1 0 o0 o1 0o
d d d, d| |& d d, &' |1 o o o i 0 o o

Nous choisissons maintenant les grandeurs ! de maniére que pour un
k pair, on ait:
att! = o.

Cette détermination est toujours possible. En effet, choisissons d’abord
les: grandeurs 7, de teclle sortc que les grandeurs af diminuent quand
k augmente, le développement est fini ct il y aura un & pour lequel on a:

af,“ = 0.

Si alors k est un nombre pair, le théoréme est démontré vrai. Dans
le cas contraire posons, au licu des deux dernicres équations:
k-2 - k--1 k
G = @ L+ @
ay ' = agl,
les trois suivantes:

05_2 = aﬁ"l(h_l - I) + ao—l + aﬁ
A7 = a7+ d—q
a7 + o) = — ai(— L — 1);

ce qui démontre le’ théoréme méme pour ce second cas.
Comme d’ailleurs on a:

I o o 1| [(I' o o 1 1 o o l{|t o o o
o o1 ollo o 1 o o 1 o o||lo 1 o0 O

. = . ’
© 1 0 of|o 1 O O 0 0 1 o0 O 1 O
I 0 0 o/|1 o o o© 0O 0 o k||, o o 1
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il s'ensuit que:

a, a, a, a a a a oO|l|1 0o o I o o o
b, b b, b, by b b, Uil o 1 0O O o 1 o o
¢ ¢ ¢ c3=c§ ¢, ¢ c§.o o 1 of ...o o 1 of
d, d, d, d, dy d, d, di| J]o o o 1 l, o o 1

a a a, O a a o al o 1 0o o

b b b, b b, b b b| |1 o o o

S
)
o

s
a

K

6 ¢ ¢l jo o o 1

dy d, d, dj d dy dy dl |o o 1 O

Nous pouvons opérer avec le déterminant gauche sur le coté droit
comme avec le déterminant primitif. On a alors:

a, 4 o a, @ a o of]1 o o [ 1 0 0 O
b, b U b, b o b b o 1 o0 O O 1 o o
e, ¢ 6 c,=c; e ¢ c’,.o o1 o Jo o 1 of
d, dy di d, d, di di dy| [o o o 1 L, o o 1

Des considérations tout & fait analogues montrent que, par un déve-
loppement de fraction continue, de plus le déterminant gauche sur le
c6té droit peut étre ramené & un autre o le premier élément de la
premiére série horizontale est, seul, autre que zéro. On peut de méme
faire disparaitre le troisiéme élément de la deuxiéme série horizontale.
La vérité de notre assertion se trouve alors immédiatement démontrée a
Paide des équations conditionnelles que l'on a nécessairement entre les
éléments d’'un déterminant de transformation.

De 15 on tire, aprés quelques autres conclusions auxiliaires, le

Théoréeme. Tout déterminant (a,, b, ¢,, d) appartenant a une
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transformation de »*™ degré, cst équivalent h un autre déterminant
(@5 Bi» T2» ;) ou les éléments & droite de la diagonale sont égaux a
zéro, les éléments en diagonale positifs, et chacun des éléments qui restent
absolument plus petit que 1'élément diagonal correspondant, de telle sorte

toutefois que f,, r,, 4,, 7, sont positifs ou nuls. Enfin les éléments
satisfont aux équations:

To‘73 + 7‘1‘5‘2 *72”\1 =0

:Bo“’\:z + ﬂl{l'; =0
Y

a0, = Bir, =n.

Deux transformations de l'espéce dont nous venons de parler ne
peuvent jamais étre équivalentes 'une a Dautre, sans étre identiques.
Dorn démontre un théoréme analogue dans le tome 7° des Mathemati-
sche Anmnalen. Sa méthode est différente de celle que nous avons em-
ployée ici.

De 1a suit ce théoréme:

Théoréme. Si on décompose le degré de transformation #n en ses
facteurs premiers, sous la forme:

n = ayay ... ay

et si on fait abstraction des classes ol tous les nombres de transformation
sont divisibles par un seul et méme nombre, le nombre des représentants
qui ne sont pas équivalents entre eux devient:

k
H ai"'_a(l +a)(@*? 4 o —a, — l) '

ay — 1
r=1

Une simple observation suffit pour ramener la démonstration de ce
théoréme au cas oht # est la puissance d'un nombre premier. Pour ce
dernier cas il faut faire une démonstration analogue, comme l'a fait
Dorn dans le travail déja cité.

Les résultats que nous venons d'obtenir sont exacts pour toutes
les valeurs positives entiéres de n. Si n est un nombre impair, nous
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poserons, au licu des éléments &4 gauche des membres en diagonale, leurs
produits par un seul et méme multiple de huit.

Les représentants (a,, f3,, r,, 0;) ainsi définis serviront de point de
départ pour toutes les considérations qui vont suivre.

De méme il résulte pour ces représentants, comme M. Hermire l'a
démontré pour une transformation de nombres premiers, qu'il y a une
équation de la forme:

(I) 795(01’ s Tirs Tie T‘;?) = stﬂs(vl ’ 1’2)5"91 (Ul ’ 1"2)32’902(7’1 ’ ”2)53'934(”1 ’ ’02):*'
On a ici:
&+ +e +e =n, g, + ¢&,=¢, + &, =0 (mod 2), g, <4
v, = a0, + f,7,, vy = fBv,,

tandis qu'entre les grandeurs i}, 7}y, T 7,,s 7,4, T, ON & les relations
déja connues.

Les grandeurs z, sont des constantes inconnues qui seront déterminées
dans la suite.

En substituant des demi-périodes on tire de la les expressions corre-
spondantes pour les 15 fonctions théta transformées qui restent, de la
maniére suivante:

. . 1 I I .
sl on substitue o, 4 M ot +5%T, au lieu de v,
¢ 1 1 I liew d
et v, + 5™y + 5™ T -+ 5T T, au liew de v,
3,(v1, v;, T, Ty Ty prend la valeur ce78,(v, vy, 0, T, Ti), OU & est
la quantité exponenticlle qui s'ajoute & la #»*™® puissance de la fonction #
primitive,

1
=— (mymy + nymy) + vty + pymy,

et ou on a les relations:

7

Q,

—_ 14 —_— v
agm, = 2y, -+ my, WM, = 2V, + Ny,

Bim, = 2p, + my, 7oty = 2v, + ny.
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Koexiesgercer a donné ce résultat dans le tome 67 du Journal de
CreLLi.  Nous obtenons ainsi un systéme d'équations, comnposé de 16
équations de la forme:.

(2) ‘8:.:('”;’ Vyy Tiry Tiay Téz) = Zwsiﬂs&m (01 s 1;2)"'19,;3(1)1 ’ ?)2)52197]: (”1 y ’}2)53'97“(”1 ’ va)s“

'Imaginons ces 16 équations divisées par & (v, v,)", et mettons, sur le cote
3 ’ ’ ; ; ’

gauche, au lieu de 8,(v], v;, iy, s, Too):

'9"1(1)11’ v’?’ T’ll’ T’l?" TI?:)

/ !’ ’ 4 i’
P (Vy, vy Thys Uiy Tsa)

’ ? I 7’ ’
19:,(”1’ Vyy Ty Tizy 722)'

On pourra alors mettre sur le coté droit al, (u,, ,) au lieu des quotients
VA CIN) .
a1, %) Posons ensuite:
195 (’u17 vﬂ)
FV' 5 Yoy Tiis Tias Taa)
BV Vs Uiy Thay Taa)

%

= ala(“i) uy, ¥, 4, #')

Uy = ¢,V + €,,05,
Uy = €, 01 + €05
On obtient alors deg relations de la forme:

uy = Mu, +~ Mu,,
Uy, = Myu, + Mu,.

Pour les valeurs spéciales u; = 0, u; = o nous désignons les fonctions
transformées par Al,, les quotients différentiels par Al (u),.

Les 16 équations de notre systéme peuvent alors toutes étre mises
sous la forme:

' BV, V. Tiry Tias Tas)
a]a u' ur k: AI # A\ 13 i 117 13 22
(3) (U1 gy 6y Ay #) 8.(v,, v,)"

T sziﬂi ‘L]ﬂl (ul ’ u?)sl a]ﬂ-z <ul ? u2)52 a]% (ul 4 u2)33 al]’h (ul ’ u?)s‘ ¢
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De ce systéme de 16 ¢quations on peut déduire un autre systeme
de 15 équations dont chacune a la forme:

(4) Zﬁ:ws[a]a(u;’ up, K, Xy g al (wy, w)al, (uy, w)7al, (u, ) aly, (u,, u,)*
- 1:46 al’?l (ul’ u?)slalh(ul’ u2)sza]r“ (ul’ uﬁ)%a]m(ul’ u?)s‘] = 0.

Imaginons, dans ces deux systémes d’équations, les grandeurs al, (u,, u,)
développées d'aprés les puissances de u, et u,. D’aprés les observations
faites dans le paragraphe premier, les coefficients, dans ce développement,
sont des fonctions rationelles de 84,. De méme imaginons les grandcurs
al (uy, uy, ¥, X, p') développées d’aprés les puissances de u, et u,. Les
coefficients sont alors des fonctions rationnelles connues des grandeurs O,
et des grandeurs M,, M, M,, M,.

Proposons-nous enfin la méme opération avee la grandeur:

’ g ’ ’ ’
ﬂb(v‘l‘) ’D!’ Tll’ rli' T!'I)

l’.’}(vl b /v, ),‘

Nous considérons, dans ce développement, les coefficients comtne inconnus,
a l'exception du membre constant.
En effet ils ne sont pas indépendants I'un de Vautre, mais nous
faisons abstraction de cette dépendance. Nous les désignerons par la lettre y.
Si maintenant nous posons les coefficients de tous les membres
;. u,;, jusqu'aux membres de 27 4 1 ordre inclusiv,, égaux entre cux,
le systéme (3) donnera en tout (r 4 1)(16r 4 22) équations linéaires avec

1
les (r 4+ 1)’ — 1 + nT-i-l inconnues y et z,, et le systcine de 15 équations

2
, . . n L.
donnera (r + 1)(15r 4 21) équations linéaires avec les _—:— inconnues z..

Nous devrons toujours étre en état, en faisant croitre r, de repré-
senter les inconnues comme des fonctions rationnelles des grandeurs 8,, O,
et M, M, M,, M,. En méme temps on obtient autant de rapports
rationnels que Yon veut cntre les grandcurs désignées.

De la se tire le

Théoréme. Tous les coefficients que l'on rencontre dans la trans-
formation de =™ dcgré, sont des fonctions rationnelles des grandeurs
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8, O,, My, M, M,, M,. On peut les représenter d’autant de manicres
que lon veut. Entre les grandeurs que nous venons d'indiquer il y a
par conséquent autant de rapports rationnels que on veut.

Cependant on peut encore réduire le probléme.

Pour cela nous démontrons que tous les produits des constantes
deux & deux peuvent s'exprimer comme des fonctions rationnelles des
grandeurs ¢, et O,.

En effet on sait que les carrés de toutes les fonctions théta peuvent
s'exprimer linéairement par les carrés de 4 de ces fonctions, entre les-
quelles i1 y a une relation bicarrée. Nous choisissons les fonctions
8,05 0,), 80,(v,, 0,), 8,(v,, v,), 8,,(v,, v,); on a alors:

TQG2 [, ' ’ ’ ’ 212 2 . ’ 2¢)2 G2 (. ’ ’ ’ ’
‘(’23(01) Vyy Ty Thay T-z'z) = 05023195('”17 Vay Tirs Thes T-zz) — 05003'902(1’1a U2y T11y Ti2) 722)

2 2 Q2 ’ ’ ’ 2 2 G2 ’ ’ ’ ’ ’
— 03, 03'91(‘);’ Vay Ty Tres 722) + 0,05, ;u(”l: U3y Ti1y Tigs 722)-

Y Y S ’ — N2 N2 Q2 2 )2 G2 (49" 9 o ! o
Nﬂo(vu Vay Tiny Tigy T-:vz) = 23014195(017 Vsy Tiiy Tizs T-;-z)_ 14003'902(”1, U2y Ty Tizy 2"-".')
2772 Q2 ’ [ 2732 o2 ’ ’ ’ ’ ’
(5) + 0; 23'91(”1; V35 Trry Tho T;‘z)_(hoosﬂu('vn Vgy T115 Tigs 722)-

2 ’ ’ ’ ’ ’ 2 2 g2 ’ 2732 o2 ’ ’ ’ ’ ’
Nﬂa(vn U2y Ti1y Thay 722) = 03404'95(7);’ Vg5 Ti1s Tz Tn) i 05014'902(1’1; V25 Tirs Tizy 72-2)

2 2 g2 , 2 )2 g2 ) '
— 0, 14191(”;, Vas Tirsy Tras T;‘z) + 0504'934(”;’ Vys Tiry Tiz 7'22)-
N = 05 + Ojs-

On obtient lcs neuf autres cexpressions en substituant des demi-périodes.
Imaginons qu’on divise ces équations par & (v, v,)* ct qu'au licu
(V5 Yy, T, Ty, Tt . )

de ——— 120 o on introduise leurs valeurs tirées du systéme

ﬂs(”l? ’Uz)

primitif d’équations. Nous obtenons alors 12 équations linéaires avec les

inconnues z,.x,. Les coefficients, si on ajoute 8, et O,, sont des fonctions

rationnelles de al, (¥, #,). En développant d’aprés les puissances de

u, ¢t #, on obtient alors immédiatement l¢ résultat demandé.
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Mais si on peut donner aux produits de toutes les constantes, deux
a dcux, lexpression de fonctions rationnelles des grandeurs &, et 0, la
méme conséquence a licu anssi pour les grandeurs M, M,, M,, M,.
En effet, nous n'avons guére qu'a former les deux produits

’ I’ ‘pl '_' —I g 7 7 ! 4 rd
ﬂ:,('”n Vyy Tiiy Tios 422)-'909(UU Vyy Tiry Tr2e Tza)
et

’ I’ ’ ! ! ! 1 ’ ! !
#,(v1, v Ty Tia ) - 3, (01, Vb T Thns Tys)

et & les différencicr pour voir se vérifier notre asscrtion. Lt nous arrivons
ainsi au

Théoréme. On peut exprimer rationnellement par les grandeurs
#, et O, toutes les constantes que l'on rencontre dans la transformation
de né™ degré, et d’'autant de manicres que I'on veut. Il y a donc eutre
les grandeurs 8, et O, autant de rapports rationnels que l'on veut.

Le nombre de ces relation peut dabord étre augmenté par une
transformation linéaire. En outre, & chaque transformation appartient
une autre transformation supplémentaire qui jointe a la premicre conduit
3 la multiplication. Supposons qu’on s'en serve et quon tire les mémes
conclusions que plus haut, on aura entre 8, ct O, de nouvelles relations,
qui en général seront différentes de celles qu'on a trouvces plus haut.

§ 3

Il faut maintenant considérer d'abord plus en détail le cas r = o.
On est alors amené pour les cas » =.3 ct n == 5 & la détermination des
constantes et a la déduction d'une série de relations théta.

Soit dabord n = 3.

On a alors:

(1) G305, v, Ty Ty ) = 80, 00 4 @, 8 (v, v (0, v,)°
+ ;I,':l'?é<vl’ va)”o-z(’”l’ U‘z)? + ‘75479;(”17 02)’934(017 02)2

+ T.')ﬂl(vl ’ va)'yoz(vl’ '1).1)19“(1)1, ’U.‘,).
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Si, dans cette équation ct dans les 15 équations que nous obtenons
en substituant des demi-périodes, nous posons v, = v, = 0, nous obtenons
les 10 équations:

0,8, = x,% + x,8:8,, 0,,8,, = 2,8, + x, 93,5,
0,85 = X, + 2,955, 0,,8,, = 2,8, — 2,35 %0
08, = x,8 — r,98,, €0, 8, =x,8, + o, 57, ;.
(2) 0,8, = =, 8 + z,%%, + 2, %9 + 2,589, + z,98,,9,8,,.

0,,8,, = &8, — 2,98 — 2,958, + 2,99 — x,8,8,,8,8,,.
0,8, = x. 8 — x, %8, — .58 + =K% — 1,88, 8,9,
0,,8,, = 2,8, + x,8,8 + =,8,%, + &, 8,9 + 8,9, 8,8,,.

’

Ici on a posé:
72t h—2

e =(—1) !

En se servant de la transformation supplémentaire on obtient, aprés
quelques conséquences auxiliaires:

(3) 795("’”1’ "”2) = {)':;195(17{, Vyy Ty Tias 7;2)3
+ x;ﬂ(,(”;s Vs Thiy Tios 7;-2)'91@;7 Py Ty Tiz T-;;))’
+ ‘7’:;’95('”;7 Vay Ty Tias 7;2)'902(1);, vy, Ty Tior 7;2)2
+ mi'%(”ia Vgy Ty Tios 7;2)'934(?);; Vg, Tis Tio 7;2)2
+ mg’%(’”i} Yy Tis Tig T;2>7902(U;7 Vyy Tiy Tizy T;‘z) '934(”;7 U3y Ty Tizs '7;2)-
Des opérations trés simples montrent que les 10 équations ci-dessus

restent invariables quand on pose «, au lieu de z,, O, au lieu de #,, ct
réciproquement.
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Des équations on tire:

0,8, — 0,8,
) U T
0, . — 0%
(s) 1§ 8,0 F 9
o 0030:3 - Oasl,::ﬁ
(6) T =5, 9,00 + o)
) . _ 08— 0.

T, —

x, est déterminé par une des quatre derniéres équations (2), par
exemple par la 7°. On en tire immédiatement les valeurs de z.
On obtient en méme temps les relations trouvées par KoENIGSBERGER

+ 23 21 + 0'44 34 =05'95
(8) m ¥, + 012 s € 14 14—05’95
4'94 + 014 14 + 0 sy, = 05'95’

puis les relations:

08, + 0,8, ==z,(8 + 8,) — x,8:8% + 2,88,
= 2}(08 + 0%) — x30%,0% + 7,040,

0,8, + 0,8, —x, 3 + &) + z,88, + 95

— 7{(08 + 0f) + 2,0;0% + 7,0:0%,

048 0.8, =

00 127712 (

" 2 g2 2 g3
s — 3h) 1,98, — 2,959

= xi(0, — O,) + 2,0,0}, — 5,05,0;,.
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En différenciant on obtient ensuite les équations:

Oy A1 0 ,
& fAla(%)oMH = (—=, 8 + =,8) al; (u),
+ z,8,8,, alj; (),
0 ’ ! ’ ’ ’
&, 5 [Alls (u)o Miy + Al (), My ] = (2,87 + 2,80 aliy ®),
— z,8,8,, al; (u,),.
0 ’ ’ ,
&y AL, (w)), M, _, = (— 2,8, + z,8,) al;, (w),

- xs”za'?oz ak, (“i)o'
(10) 0
el i [A](IM (u’;)OMi—l + Al(’M (u;)oMH.x] = (w,ﬂgs + 56419(2)3) al& (u,.)o

+ .’15519,31903 al;4 (uf)o'
0 I ! ’ ’ . ’
€, 5& [AL, (w1)g Moy + Algy (ug), My ] = (7,93 + x,87) al (u,),
+ z,8,8,, al} (),
0 ! ’ ’ ’ ’
2 52[A11 @) My + AL(w), M,y ] = (2,85 + =,8) ali (w),

’
+ %85034 a'102 (ui)o'
Dans ces douze équations on a posé:

r2—1 83— 1
€1=(_I)2’ sg:(_x)’,

On en tire immédiatement les valeurs pour M,, M,, M,, M,:

0,0, (—z,9 ; 38,3
(I I) -51Mo — 190319“ 03404 ] ( zsﬂos + zﬂ,”)l,ul,(b + 2}519 301 2,

l’scﬂcﬂs 00301200014
0,0
(12) el Ml — 0031923 34 406 01401018:8’3 .

r
#3419405 s 0030120001‘
0,00} 8,8,888%
1§99 ¢ 0,,0,,0,,0,0,,0,0

0112723727030 " 14

(13) e M, =48,4

. 8,05,0:00 (—a .8+ 2,308,,8,,9,, + 2,0 Ju5}
(14) &M, = Bod G5 gz 0,.0,,0,0,,0,0

1272
12 - 665007 Acta mathematica. 3

14



170 Martin Krause.

On a en méme temps, d'aprés le travail que l'auteur a publié dans le
20° volume des Mathematische Annalen sur les équations de multiplica-
teurs:

. . 0% . 0. 08 8,,8,,,,8,,9,9,,
(15) MM, — MM, —M—a,p, ¥%..9.9 0,0,0,0,0,00,,

4 01 712783720870 14

Aprés cela il reste encore 8 relations entre les grandeurs 8, et O,.
Les résultats apparaitront plus nettement si nous introduisons les relations
suivantes:

[AY, (), M, + AL (w3), M, } ali(u,), — [ALu(u) M, + AL (), M, ]2l (), = do.
[AL (), M, + Al (us)M,] al(u,), — [AL ()M, + Al (u3), M, ] al;(u,), =d.
Les 12 équations ci-dessus prennent alors la forme:

3,.%,.9,.9,
(16) x,RZ-L—a:f-— =g d,=¢,d,, = —e,dy, =—c,d, =—¢,d,=¢,d,.

2.8, 8,88,
3,.8,.9,.0,

e d = (2,8, — 2,8

3.8, 8 08

&ds = (@8 + 2 8) =55 75,0,

2

.8, .8, 8,9,
00! '0!3'#5 '05

e, dy = (2,8 — 2,5)

(17) ,
A.8,.98,.9,.9
— (@ + 2 B) Sy

™
£3
f

i3.8,.9,.8,.5
exdly = (@, + 2, #) T e B

8,008,

&&= — (8% + 5.8) 5550,

En employant la transformation supplémentaire on obtient un nouveau
systéme de formules. On peut le tirer de celui qui précéde, en posant
z, au lieu de z,, O, au lieu de 4,, et réciproquement,

+ 3Ms - 3Mz - 3M1 3Mo
M’ M’ M’ M
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respect. au lieu de M,, M,, M,, M, et enfin &,, & respect. au lieu de

€, &. En comparant on obtient alors les relations suivantes:

’ ' 8c 'l’u
3(_ wsﬂh + 374’93) = M (-’va 0; + z; 034) 0 .¢0._
4" 14
2 P ' N2 sV '94 ‘l,u
3(5”3194 + (13419,4) = N(_‘ z, Ou + -1;404)0 ) :
4 14
2 2 s "2 '913 'ﬂoz
3(3321923 + '774'903) = N(xz 0y — 023)0 0
(18)
4 4 3 s 903
3(x, 86 — 2, 83) = N(x; 03 + 7, Opy) '6"—'—
33 ° 08
2 2 ' N2 r )2 35“’34
3(%2195 + -773'934) == N(xz O3 + = 05)‘6 0.
2 2 ' N2 ' N2 05 .19‘“
3(x, %5 + 2,85) = N, 05 + =} 034)5 0
5 ° 34

On a posé ici:

0,,.0,.
N=ah 55

0
¢

.0,
Y

.. 0,,.0,
W S
On a ainsi un grand nombre de relations. On peut facilement en dé-
velopper une partie, mais non pas toutes, avec les formules de KoEniGs-
BERGER. Cela vient de ce que les équations proposées par KOENIGSBERGER
sont valables pour les fonctions hyperelliptiques, tandis que quelques-
unes de celles que nous avons données plus haut sont valables pour les
fonctions théta. En employant la transformation linéaire on peut déduire
une autre série de formules; toutefois nous n'en tenons pas -compte.

Nous prenons maintenant le cas # = 5. Pour ce qui concerne ce
cas on peut se reporter a deux travaux de l'auteur, qui se trouvent
dans le 16° et dans le 20° volume des Mathematische Annalen.
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Nous posons:

(19) 8,(v1, V3, T Thay Th) =
x,8,(v,, 0,)°8,(v,, 0,) + 2,8,(v,, v,)°8,,(v,, v,)"
+ x,8,(v,, 1,)°8,,(0,, v,)? + 2.8,(v;, ,)78,(v,, 0,)8,,(v;s v,)8,,(v;, v,)
+ 2,8,(v,, 0,)8,(0,, V,)* + B8, (v, V,)8,,(v;5 ¥,)* + 2,8, (v;, 1,)8,, (v, v,)*
+ x,8,(v,, 0,)8,,(v,, 1,)*8,,(v,, v,)* + 2,8,(v,, 0,)8;,(v;, v,)"8,(v,, v,)?
+ 2,,8,(0,, ,)8,(v,, 0,)28,,(v,, 0,)° + 2, 8,(0;5 0,)*8,,(v)5 0,)84,(v,5 ¥;)
+ 2,,8,(v,, 1,)8,,(0,, 9,)°8,,(v,, v,) + 2,,8,(v, 0,)85,(v;, ;)8 (v, v,)%

En substituant des demi-périodes, on a, aprés quelques réductions
faciles, les 10 équations:

. = 0“19?‘—0‘192 o 01394 + 0‘19“ .
N N -y % T8
I = Oos 19?)3 - 0:3 '939 . T = Ooa 3:3 + Oasl’g
P, 90— ) 6 T Yy By (=3
T, = 05192—0“19; . x = 034195 05334 .
ST — 0 T, S, — )

(1)
2= 22— = 21 . f4+(x5——w6—x7)(z9:—19f4)+2398192. 2

9. 05 0 O 3. R (s — 5. ) H. HGuds + 5%
(20)  Fong g F ey g s, T 3,.0,.0, O
O! 001 Oo 01
8, - 3, — 3, :_: = 22,8 b+ (2 — 2, — , )(86s — Bis) — 22,85 . s

3 - 91 (o8 — o

B8998 &, 9319 + 9.5
TInTy 5,8,

%)
L T T B Y W

0, 00 00 01
3 + 3 ! +§‘ -+ 9. ! = 2%'9: e+ (% +z, + 971)('9: + ?9?;4)‘!“ 2,95 85,
3 o1 [ 13
9. 9 (% + I 5) &% + 85 . 9% . 900
X x — X .
+ 2i 3,.9,.%, .4, + T 3,.8,.0, .9, B8,.9,.8,.9,
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0, = — 2,88, — 2,88, + »,8,8, — £,8,98,,8,,8, + ©,9,8), + 29,8,
+ x,8,9 — 2, 8,58, — 1,8,8,8, + ©,,8,88, + x,,8,9,8,,
+ xm&n'?zaol'_ xuﬂmﬂoﬂzl'

Ces équations font connaitre les constantes z,,. .., z,,, quand les trois
constantes z,,, %,,, Z,, sont données.

En employant la. transformation supplémentaire on trouve des ex-
pressions analogues pour les grandeurs z.

En différenciant on trouve d’abord, pour les constantes z,,, z,,, %,,,

les expressions:
05 : 195(d1 '92 + dogagi)

M T, .0, 00— o)
o0 8,5 — d )
(21) TS, .0, B0 — o)
0,9, 8% + d, %)
Ty =

B, 8,8, 83— o)
En méme temps on obtient les neuf relations:
dlﬂg + d020§4 - d24l‘9g3 - d04823
(22) a8, —d & = d %, + d,5%
- d2419;3 - d04l933 E dl3 ‘:4 + dslgz.

.Y, .8, .88
A = — (@8 + 2,8} — 2, 8,8) 5y

o .

L 8,.0, .0,
_ 2.8,.98,.9,.9,
dz:& = (xslgi + x719}4 + xgﬂh 2) y‘ szu.?los'lys :
B.Y,.8,.9,.8
i = — (7,85 + =, 8% — 2,85 8%) ~5— E

3,,.9,,.0,.9,

.9, 8, .9,.9,
dgi = ($519;3 + 9371933 + .’17919231933) 3y, .21’030.105 .iys )

. i '81"9'8
Aoy = (z,8% + 2,85 + 210 %385) 1751.91934005 -‘;s B

B8, .09
. (x5ﬂ§ + msﬂ; + xwﬂg 2) J, _'0“0106 .:9, a

(23)

02
dy

I
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En employant la transformnation supplémentaire on obtient d'abord
trois expressions analogues pour les grandeurs =z, Xy, Ty, puis les trois
relations:

a0+ d,,05 =d, 05 —d, 0.
(24) d,0}, — d,,0; = d 0}, + d,,0;.
—d,, 05 —d,, 00 =d 0} + d,0]
et enfin six expressions pour les grandeurs d7. En les comparant avec
celles qu'on a trouvées plus haut on obtient les 6 relations:

o A "914
5(redy + 18, — 1,80,8]) = N Of + 2104 + 74 01, 0)) 0,.0,

8, .4,

S(re; + 718 + x# ) = Ny Of + 1,00 — 1.0, 00) 55"

4 4 2 g2 ’ s ' )2 2 323 '803
5(x51903 + 2.8y — 1791953’963) = N(x; 03 + 2705 + 2y Ogy 03s) 0,4 - 003'

(25) 0
5(:17519;3 + xﬂ?é?’ + $9 331933) = N(l'; 0?13 V1 04 I:) 0‘;3 033) 0“. )

5

0 * 19,,‘
5(‘1'5'9;4 + 8 + 1“10‘9.517324) = N(I;O: + 2,05 + 513;003034) 05_0 ’

3,
5(%19; + “"619;4 + mxoﬂ:ﬂL) = -N(‘l'é 0 + 1;02 + 1,0} 0:2;4) 0,.0

34

On tire de la les équations données par l'auteur dans le 20° volume
des Mathematische Annalen:

0 5 43 03 —— '}‘ 23 03‘ : 05 * 0’3 * 003
5(5«“ + ”+a ) “oﬂl( —o.to T¢ )y 3, 33.3”
0‘ OIC ()36 L3 —_ l‘ 34 0‘ 0 4 '%4 05
(26) 5(52 + 52 + 52 —52) = w5 + 52 + 5 — &) 55
0, 0, 0, O, 5. 8, 8 $,10,.0,.0,.0
5(0,3+5I;“E“ﬂ7) °‘°ﬁ‘(0,, O—O,_Tu““)a 3, 9,9
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De cette maniére les 13 constantes z,,..., x,, sont exprimées par les
grandeurs 4, O,, M,, M, M,, M,, tandis que nous avons trouvé entre
ces grandeurs mémes une série de-relations. Il n'est pas difficile, d’apreés
ces relations, d’exprimer les grandeurs M,, M,, M,, M, par les grandeurs
8, et 0,. Mais comme ces expressions ont une forme assez compliquée,
nous ne faisons qu'indiquer la marche.

D'aprés les équations que nous avons trouvées pour les grandeurs d,,
on peut déterminer immédiatement les rapports entre elles et l'on a:

dy:d,:d,:d,:d,:d =
O + 048] — 038}, — OL8; + 0085 + 03,8
0Lt + 0581 + 038, + 0;8; — 03,8, — 03,8,
(27) — Oty — 038 — 0o — O3 + 04,8, + 05,8,
— O+ 0385 — 081, — 018, — 038, + 038, — 03,8, + 04,81, + 038, — 05,83,
Ot + 03,85 — OL 8, — 0L, — 018, — O3,
— 05,8; — 0183, + 0.8 + 028, + O'%;, + O 8:

Mais alors les rapports entre les quantités M,, M,, M,, M, sont
aussi déterminés immédiatement puisqu'entre elles et les grandeurs d, il
y a les relations:

3 048,,.0,,.8,,.0,,.8,.0,.8,,.0,.8,.0,.8,.0,

d3 95,.0% . 82.0:.9:. 0t M?'
= oG B0 (a4 Mt — M, — M)

o > = e o
oy = B G RO O, o M, — M, — M)
do,:ﬂ”‘Ol;:ja A (M MK — M, — M.

L0, 9, .
d, == l,-_o* (Mk* + M k*k'* — M, — M,k
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La détermination des guotients des grandeurs M d’aprés ces équations,
n'est pas une seule. Il y aura donc en méme temps plusieurs relations
entre les grandeurs 8, et O,.

Mais une fois connus les rapports entre les grandeurs M, on peut
facilement déterminer les grandeurs elles mémes.

Par la sont déterminés, pour la transformation de 5° degré, les 13
coefficients et les grandeurs M,, M,, M,, M, comme fonctions rationnelles
des grandeurs 4, et O,, tandis qu'en méme temps on a trouvé une série
de relations entre les grandeurs #, et O, ellessmémes. Par une trans-
formation linéaire on peut encore accroitre considérablement le nombre
de ces relations; mais nous ne nous en occupons pas.

§ 4

La théorie des transformations a des rapports étroits avec la théorie
des nombres. Je ne veux pas ici exposer en détail tous ces rapports,
mais je me contenterai d’en signaler quelques-uns. Il faut montrer
d’abord comment, par une méthode purement arithmétique, on peut
arriver a des rapports entre les grandeurs &, et O,, puis comment on
peut réciproquement tirer de ces rapports des conclusions relatives & la
théorie des nombres.

Si on pose:

24 1—(2 4+ 1)
B= 4
(1) , ,
2+ 1432+ 1)
4

on a réciproquement:

2i4 1 =m+ 3p
(2)

et:

2+ 1=m—p

(3) (28 4 1)" 4+ 3(2j + 1)°

2 2
=m 3u’.
" + 3¢
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Si nous y joignons comme condition que m + g est un nombre impair,
il s'ensuit qu'a chaque systéme de valeurs m, g correspond un systéme de
valeurs entiéres 2i 4+ 1, 2/ + 1. La réciproque n'a pas lieu. Il faut que:

2i + 1 =2/ 4+ 1 (mod 4)

pour qu'on ait des valeurs entiéres u et m. Si donc nous nous restreignons
au cas ou m + g =1 (mod 2), ol m et u aussi bien que i et j parcourent
tous les nombres entiers, la forme:

i+ 1)’ + 327 + 1)°
4

représentera les mémes nombres que la forme m® + 3u° et chaque nombre
représenté deux fois par l'une des formes le sera aussi par l'autre.
Si ensunite nous posons:

2n + 1 =14 32
(4)

2+ 1 =1—],
la méme chose sera vraie pour les formes:

(2n + 1)" 4 3(2v + 1)*

7 et 17 4 3A%
En méme temps on obtient 'équation:
(5) m(2n 4+ 1) + 3p(2v + 1) = U(2i + 1) + 34(2/ + 1)

Par la, en supposant que m + p=1 + A= 1 (mod 2), les deux séries
de puissances deviennent égales 'une & lautre:

(2n+1)243(2v + 1)
mm’+3pﬂym(2n+1)+3y(‘2v+l)z 4

My, n,v

et

E (2 +1)2 4 3(2j 1)
4 Qi+ D430 +1)  B+3a2
P Y (26+1)+30(25+ 2 .

$,5,1,4
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Mais si l'on pose:

£ =— errtr“’ 2 = exifu, y = eﬂ'lr.,’

on a pour le représentant:

0 O 1 O

O O O 1

(6) 194 04 - Q903003
2 (2ﬂ+1)’+3_(_’2:i£
=2 m,u.n,vwmmmymmﬂmﬂm“)z ! m 4 p=1 (mod 2).
(7) 3o 001 — & 02
@i+ 17430+ 17
= 2 i,j,l,lw 4 yt(2x+1)+al(2j+l)zﬂ+w Ati=1 (mod 2)’

Par 1a on obtient pour le représentant défini plus haut la relation:
(8) 8,0, — 8,,0,, = 8,,0,, — 8,0,.

Cest une des équations données par KOENIGSBERGER.
On a ensuite par une transformation linéaire, d’aprés les relations

données pour la transformation de 35° degré, I'équation:

0’ 01 003 04 —— 0? 001 003 0‘ 02 * 00] M 003 N 0‘
(9) 5(;«;2"—5" —z t Iy—) = aoﬂl("‘g + 3, + 3. —3—) T N

4

5 0 O O
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cette équation peut étre écrite comme il suit:

H(2c+ 12+ (2d +1)2 Qe+ DR+ o
N zyppey DT F P TIY S — - 1 5724 8
. 3 3 N _° 1 a(2241)+5(23 4+ 1)+ 5(2c+ 17+ (2d +1)8 4
2) 2(—1)((—1)—(~n>)w v g ®
a,b,¢c,d
3,78

(2¢4+ 132 H(2d41)? 52+ D24+ (23+12
3 sa?+ b2+ — 24
b} 3 a 4 5a(22+1)+ 3284+ D+ (2c+ 1)+ (2d+1)8 4
—Z(—r)((~l) —(— 1)) y ? ?

a,b,e,d
a 3,7, 8
2 2
5 5 a2+5b2+5_“‘)"+_”1{ﬂ?d_+.”_2 (214 5B F 1y 520 4 14524+ 13 Qe +1P+50 4;5(?ﬁ_~_+1) 45,24 567

_ b a a(2a {2¢ 7
—52<—r)<(—x>~(~1>)w U} ¥

a,b,c,d

@, 57,0

2 5(2 1245025+ 132
’ 5 Sat+ 5674 (_?C—‘+W§5m“) Sa(2a+ 1)+ 5623+ 1)4 (2 Dy + 5(2d+ 1) e P s
h i) 7 a(2a C Y
—52<—n>(<—1>~(—1>)w Y ®

a,byc,d .
Uy 37,0

La discussion plus approfondie de cette équation fournit diverses
relations entre les formes quadratiques:

qu® + 40 + w® 4 527, qut + v* + w? 4 2077
d'une part et:
20u® 4 200* 4 sw* + 27, 20u + 507 + 507 + 42°

d’autre part

On peut établir de telles relations soit en attribuant des valeurs spé-
ciales aux grandeurs w, ¥, 2, ou en égalant les uns aux autres les coef-
ficients des puissances de z & gauche et & droite.

b
Prenons, par exemple, le coefficient de #*, nous obtenons l'équation:
5(2c+ 1724+ (2d+1)?
atyprqy ZEET OO
(”) 4 E (_ I)hw 1 ya+b+7d+1
a,b,¢,4
(2c+1)24+(2d +1)2
Sat4pty L T
+2((_ I)b_(_ l>a>w 4 yoa+b

a,b,¢,d

5(2c+ 1% +5(2d +1)*
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180 Martin Krause.

Comme l'expression:
4a” + 20b* + 5(2¢ + 1)° + 5(2d + 1)°

ne peut jamais étre congruente & + 2 (mod 5), on a I'équation:

5(2c+1)24(2d 4 1)?
a’-}-b“{-——————-
b 4 a+b+2d+1
(12) 42 (— 1) y

a,b,c,d

(et 1pt a1y
4

2D (e (s

ab,c,d

ou il faut étendre la sommation & toutes les valeurs de a, b, ¢, d, pour
lesquelles les exposants de z sont congruents a + 2 (mod 5). Les résultats
relatifs & la théorie des nombres qui découlent immédiatement de ces
équations et que mnous n’étudierons pas en détail, ne pourraient pas
g'obtenir facilement par une méthode purement arithmétique.

Rostock, le 17 Avril 1883.




