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In einer vor Kurzem erschienenen Arbeit(~).habe ich eine yon RIE- 
MANN herri~hrende fundamentale Thetaformel aufgestellt und bewlesen. 
Der dort gegebene Beweis war yon mir im Jahre i865 auf die Anregung 
RI~MAS~'S hin verfasst worden, und ich glaubte densclben trotz einer 
gewissen ihm anhaftenden SchwerfMligkeit aus historischen Griinden mSg- 
lichst unverandert mittheilen zu sollen. Einen zweiten, kiirzercn Beweis 
derselben Formel, der ebenso wie der erste auf functionentheoretischen 
Betrachtungen beruht, babe ich dann sp~ter im CaELLE'schen Journalc(2) 
verSffentlicht. Beiden Beweisen ist indess der Vorwurf zu machen, dass 
sie das innere Wesen der Formel nicht zum Ausdrucke bringen, insofern 
als bei ihnen in Folge der angewandten functionentheoretischen Betrach- 
tu.ngen und der dadurch bedingten A.nwendung der Methode der unbe- 
stimmten Coefficienten der directe Zusammenhang zwischen den beiden 
Seiten der Formel vollstandig verborgen bleibt. Einen Einblick in das 
wahre Wesen der Formel gewinnt man nut, wenn man zur" Ableitung 
derselben das, zuerst y on  JACOBI(a) im speciellen Falle der elliptischen 

(~) Untersuchungen tiber die RIEMANN'sche Thetaformei und die RIV.MAN.~'ache 
Charakteristikentheorie. Leipzig 1882, Teubner. 

(~) Kurze Ableitung der RIEMANN'sehen Thetaformel. CRELLlg'8 Journal Bd 93~ P. ! 24. 
(s) JAeOBI~ Theorie der elliptisehen Fuuctionen, aus den Eigenschaften der Theta- 

reiheu abgeleltet. Gesammelte Werke~ Bd I~ p. 505. Berlin I88I~ Reimer. 
14-e65oo~ Acta mathematica. 3 
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Functionen angewandte , Princip der gleichzeitigen linearen Transformation 
dcr Variablen und der Summationsbuchstaben zu Grunde legt und damit 
das Princip der Einschiebung ein~s Factors verbindet, der, yon lthnlicher 
Wirkung wie der DIRICHLET'sche discontinuirliche Factor bei bestimmten 
Integralen, die nach geschehener Transformation eingetretene Beschrankung 
der Summation aufzuheben gestattet. Der Ausftlhrung dieses Gedankens 
sind die folgenden Seiten gewidmet; dazu mag aber schon jetzt bemerkt 
werden, dass die Anwcndbarkeit der soeben charakterisirten Methode 
keineswegs auf die RIEMANN'sche Thetaformel beschrankt ist, dass vielmehr 
die beiden obenerwi~hnten Principe in ihrer Verbindung yon weitgehendster 
Bcdeutung ftir die Theorie der allgemeinen Thetafunctionen sind, insofern 
als man mit ihrer Hiilfe auf ebenso natfirlichem als elementarem Wege 
eine Falle der wichtigsten Thetaformeln ableiten kann. 

. 

Den Ausgangspunkt ft~r die Theorie der allgemeinen Thetafunctionen 
bildet die p-fach unendliche Reihe: 

ml= +oo mp=-l-~ p=p p'=p It=p 

~Q(W 1 ] W2 [ . . . [ W p )  . . . .  P " - '  p = l  

o/L/t. ~= a/t.#, 

bei der die �89 I)-Constanten a~, nur der ftlr die Convergenz der 
Reihe nothwendigen und hinreichenden Bedingung, dass der reelle Theil 

yon ~ a  .mm.. wesentlich negativ sei, unterworfen sind. Betrachtet man p p' PP P . 

w~, . . . ,  w e als unabhangig veranderliche Grsssen, so stellt diese Reihe 
eine einwerthige und fttr endliche w auch stefige Function der complexen 
Verltnderlichen wl, . . . ,  wp dar, welche den Gleichungen: 

,(w, + a,,I ~ + a~l . . .  I,~, + a , ) =  ~(~, I~, [ . . .  I ~p)e -2~--~ 

O*ffi 1,2,... ,p) 
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genQgt. Erfi~llt umgekehrt eine einwerthige 
immer stetige Function f (wi l . . .  I wr) der 
w~, . . . ,  wr die Bedingungen: , 

und far endliche w auch 
complexen Verltndcrlichen 

f (w,  l -- �9 1,,,', + ,,~.1... I w,,) = f (w,  I . . .  I w, I .. �9 I w,,), 

f(w, -I- a,,Iw, + a , , l . . .  I wp + a,,) = f(w, lw,  I . . .  I w,)~ -2 '= '- '~ '  

( v f f i l , 2 ,  . . . , , )  

so kann sie sich von der Function O(w~ I " "  I w,) nu~ um einen yon den 
sammtlichen Grsssen w unabhangigen Factor unterscheiden. 

Aus der Reihe O(w, I ' "  ]wp) entsteht durch Verallge,neinerung die 
Reihe:. 

,[:, iw.) 

. .  e~l~ '=l  ~=l- 2 ] \  ~ 2 / 
m l ~ - - C l D  f~p = - - r  

bei der die ~, e' beliebige gauze Zahlen bezeichnen sollen. Die dadurch 
�9 . . •p 

definirte neat Function 8 [ : ;  gpJ(wl I " "  Iwr) ist dann ,nit der ursprt~ng- 

lichen Function ~(w, I " "  [wp) verknftpft durch die Gleichung: 

L: ( ,~ ~ ,,,](w,t...Iw,,)--,~ w, ~ z ~ - a , , , , + Z - ~ - ,  I .... Iw , ,+ :Z~-  ~ ' ~  
p = l  p = l  

P=P P'=P $p ~lt. 
Z T_ %,,.-;- 

X e ~=1 I.'=1 

,.-( ) T , a  
p= l  

und geht, wenn die Grsssen r ~' s~.mmtlich den Werth Null annehmen, 
in dieselbe i~ber, d. h. cs ist: 

~[~ ~ I .  I w~) = ~(w, I... I~). 
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Ahl}lich wic die ursl)ri'mgliche genflgt die allgemeinere Function den 
G leith tmge,i : 

�9 . . . . . ~ - ~[:~ ~::,]<~, I...1~,+ ~1...1~,)=~: ~;]<~, I...Iw~l...l~,)~ ~,~', 
�9 ( u =  1 , 2 , . . . , p )  

,,[:: ~;:,]<w, + a,.I.. I~, + ~ ~[ :~  :~]r I...1~,)~ -~'~ 

wclchc sic zugleich bis auf eincn von den Variablen w], . . . ,  w, freien 
Factor bestimmen. 

Das Symbol [~' '"~,~] wird die Charakteristik der Thetafunction 
~ ' I  $ P J  

genannt und soll, wenn dadurch kein Missverstandniss zu befiirchten, 

abgekiirzt durch [:,], noah einfacher dureh [e] bezeichnet warden. Ferner 

mSge es erlaubt sein, wenn die Ausdrt~cke fiir die Argumente einer Theta- 
function sich nut durch untere Indices unterscheiden, hinter dam Func- 
tionszeichen nur den allgemeinen Ausdruck fiir die Argumente, mit 
Weglassung des Index, in doppelte Klammern eingeschlossen zu schreiben, 
also: 

,[:.]~c~ ~,,~ ~[:,](,,,, I... f~,), 

und entsprechend ein Grsssensystem w, I w, I " "  [wp einfacher durch (w) 
zu bezeichnen. Bezeichnet man dann endlich noah das System: 

# = P  ~ ' P ' = P  X/t  t 
,a X 1 ~ X p  w, .4- E -g-a~, .4- 7~ri I . . . .  [ w, -4-~,~ yap~ A- y~ri ,  

p = l  

wobei unter den x, x' gauze Zahlen zu verstehen sind, symbolisch mit 

(w + [~, ), so ergeben slab durch Betrachtung der die Function 
I 

~ [~,] ((w)) 
I 

definirenden Reihc leicht die im Spateren zur Anwendung kommenden 
Relationen: 
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(A) ,5 [ : . ] (w +1~ ,, ) =  ~[:, + ~,]((w)) e 

/.=. l,'=,, ~,,x,. l.=,. / 
- - X  X % , . . - - - X ~ , , ,  ,o~ 

/L=I / d = l  4 u = l  
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+ ---~- ~ri + 

(B1) 

(v= 1,2...., 

( B , )  :'2<{ [ O[*;  " ' "  * . . . .  ~ '  " " *  . . . .  ,v)), 
L~t 'v 4" 2 W)) = ( - -  l)'V*9 , ,  ~.'L, "/, 

v=p 
Z ~Viz,V 

(o) ot~ :~]((-w))= (-,)~=, ,[;,, ;~,j~(w)), 
L8 z 

aus denen  f a r  ganzzahl ige  ~, ~' noch  die Fo rme l :  

l~=p l,t'=p it=p !t=p 

- X X %.,,.~.,A,.-' X ~/o,, + X (~,Y,,- G~,,) ~ 
( " )  + ;L=,,,.:, 

folgt.  Die Gle ichungen  (B,), (B,) zeigen, dass im Ganzen n u r  22r wesent- 

l ich verschiedene F u n e t i o n e n  0[~,]((w)) exis t i ren;  als Rcpr l i sentantcn der- 

selben konnen  diejenigen 22~ angesehen werden,  deren  Charak te r i s t iken  n u r  

die Zah len  o ,  z als E l e m e n t e  en tha l t en ;  Charak te r i s t ikcn  yon dieser Ar t  

sollen Iqormalcharak te r i s t iken  genann t  werden.  

. 

" (~) sol len . (1 , .  ui~, �9 i T ' ;  u?'  . u?' ;  u~", , ,,p i n t e r  u(ll)~ . . . ,  % , , . .  , , . .  , "." 

vier  Sys teme von je p bel iebigen Gr0sscn vers tanden  werden.  Bi lde t  m a n  

dann  das P r o d u c t  der  yier  in der  F o r m :  

m(~)=+| m(v)=+~ fL=p I , '=p tL=p 

Z Z _ x'-' (~,) 0,) 
(Om0') + 4 ~ m;t ~p. Z E a,,,_,'m;,. ,,L' 

O((2U(~))) . . . .  e ~,=' ,,'=, ~,=1 ,,,(~, . . . .  ?)=- . .  
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cnthaltenen, den Werthcn ~ ~ ~, ~, 5, 4 entsprechenden 
~((~u~ ~q((2u(~))), ~((~u(~))), ~((~u(~))), so erhMt man zuni~chst:' 

Functionen 

(F) 

- - ~ ,  : . . ,+~o 

E Z a /m(l) (1) (4) (4)\ %"',/' ( l ) ( I )  _(,I).(,I)~ 
_~I~,\ /~ ml~, + . . .  + m/~ m ~ , )  + 4 Z..~ra/~ u,~ + . . .  + ,,,,~ . i~ j 

_ e / , ~ t  r  F=I 

wobei die Summation auf der rcchtcn Scite in dc'r Wcise auszufilhren ist, 
dass jede der 4P Grsssen m unabhangig yon den anderen dic Reihc der 
ganzen Zahlcn yon ~ c x v  bis - t -c~ durchlauft. 

In die rechte Seite der Formel (F) sollcn jetzt an Stelle der Grossen 
%,, u., allgemcin, d. h. fiir p ~ ~, 2, . . . ,  _p, neue Grossen n~,, v~,, ein- 
gcffihrt werden, welchc mit  denseIbcn vcrkniipft  sind durch die Glei- 
chungen: 

(s) 

,~I~ ) + ,,~,) + ,,~:) + ,n~:'= ~,~", 

.~f.) + , ,~:~)- , ,~I :  ~) ,,,.,,, ,.~, 

(D ('~) -(:~) ~ ( 0  (a) 

m~:)--m~,--,,C, + , r  ~n~:), 

u~', + ui:, + ~i ., + ~i:,= :,~,'), 

- -  "l~]l. - - I t  " ~ I  t ~I 

oder auch durch die damit aquivalenten Gleichungen: 

(s,) 
~I:' + vi:,-- v i " -  vl'~' = ~,i ~), 

1~ ~1L -,a ~ 2 ~tr 

In Folge dieser zwischen den Grsssen m u n d  n wie zwischen den Gr0ssen 
u und v gesetzten Beziehungen wird das System linearer Gleichangen: 
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x (~) + x (~) + x("~) + x ( ' ) =  2y~), 

x(1) Jr  x(2)__ X(s)m X(4) = 2y (~), 

X(l)__ X(2) -Jr- x(a) __ X(4) _____ 2y (3), 

x ( 1 )  x ( ~ ) z ( s )  _~_ ~(4) = 2y(4), 

erftillt, wenn man allgemein,  d, h. ft~r ~ = I, 2, 3, 4 :  

,n(v) I) x (~) dutch  m (~) und gleichzeitig f~) dutch .., 

2) x (~) dutch  m~ ) und g-leichzeitig y(~) dutch  n~ ), 

3) x (~) durch u(~ ~) und gleichzeitig y(V) dutch v(~ ~) 

ersetzt. Dasselbe System wird daher  auch erffillt,  wenn man  

4) x (~) durch m(~ ~) -]- m~ ) und gleiehzeitig y(V) dutch n(~ ') q- n~ ), 

5) x (~) durch ml~) q- u(~ ~) und gleichzeitig y(~) durch n(~ ~) q- v(~ ~) 

ersetzt. Nun folgt  aber aus dem obigen Systeme: 

Z(1)2 "1- x(2)2 -~-  X(3)'~ + X(4) '  ~- -  y(l)' + y(~)' + y(Z)' + y(4)', 

und es bestehen daher  entsprechend den ffinf soeben aufgestell ten LSsungen 
die Gleichungen:  

ul ')~ + u~ ~)~ + ul ~,~ + ui: )' : v~ ,)~ + v~:): + ~)~ + ~.)', 

(m~.) + ~:))~ + . . . .  + (m~) + ~i:)) ~ = (,.,?) + ,~i~:)) ~ + . . . .  + (nl ,) + _~., , 

= . , . �9 �9 �9 ~(4)~2 (~(4)  + --~ / , (~:)  + u(;)) ~ + . . . .  + (~ ' )  + u,?)) ~ (,~) + v~:') ~ + + , : .  

aus denen dutch passende Verb indung schliesslich die Gleichungen:  

n~(2)U(2) (3) (3) . . .(4), , ,(4) . ( I ) .  (]) ~V/(2) V(2) n (3 )~ (3 )  ~2(4)//~(4) - - p  ~.u 
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hervorgehen, [lit ffir jedes /~ und /~' yon I his p gelten. Mit H~'dfe dieser 
beiden Gleichungen kann man mm auf der rechten Scite der Formel (F) 
die Grsssen m und u dutch die Grsssen n und v ersetzen und erhMt 
dann die neue Formel: 

(E) ((2 ((: ((:u('!)) 

l~t~ p f t '=p  l t = p  
[ (I) (1) _(4)_(4)~ ~"~ /  (1) (1) (4) (4)~ 

~ %: k",~ ~,,' + "'" + ". ",," / + 4 z:, k% ~:, + "" + 5, % : 
m e ! '=1 l t ' = l  l t = l  

n 

wobei jedoch die Art und Weise, wie i'iber die Grsssen n zu summiren 
ist, noch einer naheren Bestimmung bcdarf. 

Bei der Ausf(ihrung der auf dcr rechten Seite der Formel (F) an- 
gedeuteten Summation tritt im allgemeinen Gliede an  Stelle des Systems 
der vier einem beliebigen Index /~ entsprechenden Grsssen: 

,,,?), m::,, 3,, 

jede Variation zur vierten Classe mit Wiederholung, die man aus den 
tiberhaupt existirenden negativen und positiven ganzen Zahlen als Ele- 
menten bilden kann, und entsprechend muss daher bei der Ausfiihrung 
der auf der rechten Seite der Formel (F~) angedeutcten Summation 
da das allgemeine Glied dieser Summe aus dem allgemeinen Gliede der 
auf der rechten Seite. yon (F) stehenden Summe durch Einfiihrung der 
Gr0ssen n, v unmittelbar erhalten wurde - -  an Stelle des Systems der 
vier Grsssen: 

jedes System von Werthen und jedes nur einmal gesetzt werden, welches 
sich daftir aus den Gleichungen (S) ergibt, wenn man darin an Stelle des 
Systems der Grossen m die genannten Variationen trcten lasst. Die. vicr 
irgend einer solchen Variation entsprechenden Grsssen: 

ind aber, wie die Gleichungen (S) zeigen, entweder sammtlich gerade 
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oder sammtlich ungerade Zahlen, und entsprechend sind daher die vier 
Grossen: 

~(3) y~(4) 

entweder si~mmtlich ganze oder sgmmtlieh halbe Zahlen, wenn man unter 

einer halben Zahl eine in der Form g + ~, wo # eine ganze Zahl be. 

zeichnet, darstellbare Zahl versteht. Frtr das System dieser vier Gr0ssen 
n kann abet' weder jede aus den ganzen Zahlen, noch auch jede aus den 
halben Zahlen als EIementen gebildete Variation zur vierten Classe mit 
Wiederholung auftreten, sondern es ksnnen, wie die Gleiebungen (S') 
zeigen, yon allen diesen Variationen nur diejenigen auftrcten, ff~r wel(-he 
(lie vier auf den linken Seiten der Gleichungen (S') vorkommenden Vcr- 
bindungen: 

+ ,r + ,r + ,,,(:,, + - ), 

s~mmtlich gerade Zahlen sind. Diese Bedingung ist, sobald (lie vier 
Gr0ssen n sihnmtlich ganze oder si~mmtlich halbe Zahlen sind, immer 
erft~llt, wenn n~)A - n~)-t - n ~ ) +  n~, ') eine gerade Zahl ist. Da aber aueh 
umgekehrt die Gleichungen (S'), sobald man in ihnen an Stelle der vier 
G rOssen: 

irgend vier ganze oder irgend vier halbe Zahlen setzt, f('ar welche 
~ )  -4- n~ ) + n~i ~) + n~ ) due gerade Zahl ist, Joiner  ft'~r die vier Grossen: 

m m(2) ~.c~) .m!:) 

vier bestimmte ganze Zahlen liefern, und zwei verschiedenen Systemen 
yon Zahlen nl~) , n(,,~ ), ~z~; '), nl?) stets zwei versehiedene Syste,,,e yon Z,d,len 
ml~ ), ml~ ), m~ ~), m~ ) entspreehen, endlich die angestellte Betrachtung ffar jedes 
/t yon i his p gilt, so ergibt sich schliesslich, dass die auf der reehten Seite 
der Formel  (F1) angedeutete Summation in der Weise auszufiihren ist, dass 
man im allgemeinen Gliede f('lr jedes/~ von I bis p an Stelle des Systems 
der vier Gr0ssen: 
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sowohl jede aus den ganzen Zahlen, wie aueh jede aus den halben Zahlen 
als Elementen gebildete Variation zur vierten Classe mit Wiederholung, 
ffir welehe, im einen ,vie im anderen Falle, n(~ '+  n(~ 2) + n!,8)+ n~4)eine 
gerade Zahl ist, setzt und die Summe der so entstandenen Terme bildet. 

Die in Bezug auf die Gr5ssen n auszuft'lhrende Summation kann yon 
dec ihr anhaftenden Besehrankung, dass n~" + n~ :~ + n~ ~) + n~, 4) immer eine 
gerade Zahl sein muss, auf folgende Weise befreit werden. M a n  bezeiehne, 
indem man unter /z eine Zahl aus der Reihe I, 2, . . . ,  p versteht, mit. 

den Ausdruek: 

r = l 

I + f,, = ,  + c -  , ) r  + 4 '  + -,,',3' = 4 '  ; 

die so definirte Gr5sse f~ besitzt dann den Werth I, wenn 

eine gerade Zahl ist, dagegen den Werth o, wenn n;~,~)+ n~,~'-[ - n~,3)-[ - .n(~ 4 
eine ungerade Zahl ist. Setzt man daher welter: 

0 , ~ . , ~  l*~p !' n(3) " (4)'~ , 7tl ( . (1)  + .(~) + + '~/' /~  

so hat der so gebildete Ausdruck F die Eigenschaft, dass er immer ver- 
schwindet, wenn auch nut  eine der p den Werthen / , =  I, 2, . . . ,  p 
entsprechenden Grsssen n (1) ~(:) . (3) n(4) _,. + __.. + % + ..~ eine ungerade Zahl ist, 
wi~hrend er, sobald diese p Grsssen sammtlich gerade Zahlen sind, immer 
den Werth I besitzt. Sehiebt man nun diese Grssse F auf der rechten 
Seite der Formel (FI) hinter dem Summenzeichen als Factor ein, so darf 
man alsdann die Summation in der Weise ausffihren, dass allgemein, 
d. h. ffir /~ = I, 2, . . . ,  p ,  an Stelle des Systems der v ie r  Grsssen: 

• ( I )  ('D. ,.(3) ~(4) 
~,a 7 ""p. ~ --# 

sowohl jede aus den ganzen Zahlen, wie auch jede aus den halben Zahlen 
als Elementen gebildete Variation zur vierten Classe mit Wiederholung 
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tritt, einerlei, o b  dafiir ]~(l)..tt "+- ~(~) -11- n (8)..,~ 71- n (4),, eine gerade oder eine un- 
gerade Zahl ist, da bei der neuen Summe alle diejenigen Glieder, f i i r  
welche die p Grsssen n~))+ n(] ) + n ~ ) +  n~ 4), p = I, 2, . . . ,  p, nicht 
si~mmtlieh gerade Zahlen sind, und denen daher keine Glieder der ur- 
sprt~ng!ichen Summe entsprechen, in Folge des bei ihnen stattfindenden 
Verschwindens des Factors F den Werth  Null  besitzcn, wahrend der 
Complex der fibrig bleibenden Glieder, da bei jedem derselben der Factor 
F den Werth 1 hat, mit  dem Complexe der die ursprfingliche Summc 
bildenden Glieder identisch ist. Es wird abet an Stelle des Systems der 
vier GrOssen n(~ '), n~ :), n~ ~), n(') sowohl jede atls den ganzen Zahlen, wie 
auch jede aus den halben Zahlen als Elementen gebildete Variation zur 
vicrten Classe mit Wiederholung treten, wenn man: 

setzt  und dann, indem man das eine Ma] zz = o, das andere Mal z:, = i 

setzt, in jedem der beiden Falle die v i e r  Grossen /~ unabhangig yon 
einander alle ganzen Zahlen durchlaufen lgsst. Ffihrt man nun auf der 
rechten Scite der Formel (F~), nachdem man die mit F bezeichnete Grssse 
als Factor hinter dem Summenzeichen eingeschoben und die dabei vor- 
kommende Exponentialgrosse mit der schon in der Formel (F~)stehenden 
vereinigt hat, an Stelle der GrOssen n die Grossen ~ und e ein und ordnet 
die Summation in passender Weise an, so erhhlt man, wenn man zugleich 
noch linke und rechte Seite mit 2 p multiplicirt,  die Formel: 

(F.) 2" o ((2 u"')) o ((2 o ((2 u("')) o ((2 u'")) = 

P=P P '=P I - /  ~ \ / 
x;- x;" a I /~(~) + J2'~/:(~) ' 

es=l~,=l ,_k / k  

x e  #=1 \ 

~nlt + + . . . +  ~np. + 

�9 " " + 2 ! \ I t 

- - ~ . . . , + o a  

wobei die auf der rechten Seite stehende, dureh ~ markirte immre 
71 

Summation s o  auszuft~hren ist, dass jede der 4P Gr0ssen ~ unabhi~ngig 
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von den anderen die Reihe der ganzen Zahlen v o n -  c-x9 bis + cx~ 
durchl'~uft, die ebendaselbst vorkommende aussere Summation dagegcn 
so, dass jede der 2p Grssscn z, z' unabhitngig von den anderen die 

Wcrthe o und t annimmt. 
Die auf der rcchten Seite der Formel (F~) hinter dcm crsten Sum- 

mcnzeichen stehende 4p-fach unendliche Reihe ist aber, wie t in Blick auf 

die in Art. I aufgestclltc, die Function ,9[~,]((w)) definirende Reihc zcigt, 

idcntisch mit dem Producte der vier die Functionen: 

bcziehlich darstcllcnden Reihen. F0hrt  man nun in (F~) an Stellc dcr 
genanntcn 4p.fach uncndlichen Reihe das Product dicscr vicr Thetafunc- 
tioncn tin, so erhMt man die RIEMAss'sche Thetaformel in der Gcstalt: 

[:.] 

wobei die Summation. auf der rechten Scite ('aber alle Tcrmc zu erstrecken 
ist, dic aus dcm allgemeinen Gliede hervorgehen, wenn man all Stclle 

-' ~' der Reihe nach dic des Systcms der 2p Buchstaben z ~ , . . . ,  zp, ~ , . . . , . ~ ,  
sammtlichen 2 ~ Variationen der Elementc o, i zur 2p ten Classe mit  Wiedcr- 

holung oder, was dasselbe, all Stelle yon [:,] dcr Reihe nach die sammt- 

lichen 2 v Normalcharakteristiken treten lasst. Da die GrC)ssen u und v 
nur den Gleichungen: 

--p. ,,L "Up. "Up. 

- '1  t - - /z  

1/,(4) : ~)(1) ~(2)  ~(3)  q)(4) 
" ' / t ,  ~ l  ~ ~ - B  - -  "U:,~ J [ -  --I, L 

zu genfigen haben, im Ubrigen abcr vollstandig willkfihrlich gewithlt, 
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werden dt'trfcn, so kann man in der gewonnenen Formel (R) die GrOssen 
v als unabht~ngige Veri~nderlichc betrachtcn, und es vertreten dann die 
GrOssen u die dutch die soeben aufgestelltcn Gleiehungcn definirten li- 
nearen Functionen dcrselben. 

. 

Die gewonuenc Fo1"mel ([L) ist ciner bcdeutcndcn Verallgcmcinerung 
fMlig. Um zu dcrsclbcn zu gelangen, lassc man, unter Bcnutzung der 

Elemente einer willkOhrlichen Charaktcristik [~,], auf dcr rechten Seite 

dicser Formel das System: 

(2v ~ i~bergchen in (2v(~)-t- 2r ) 

es gehcn dann gleichzeitig die auf der linkcn Seitc stchcndcn Systcmc: 

bcziehlich i~ber in: 

und man erhMt, wenn man auf die rcchte Scitc dcr so entstandenen 
Gleichung die Formel (D), auf die linke die Formcl (A) des Art. ~ an- 
wendet, auch dic den beiden Seiten gemeinsamen Exponcntialfactoren durch 
Division entfcrnt, die allgemeinere Formel: 

( R ' )  p 7] (1) z2 (~) ~ ~ (3) ~ o (4) 

[:.1 



21.1: F. Prym. 

Li~sst man jetzt wciter, unter Bcnutzung dcr Elcmcnte zwcier will- 

kt'd~rlichcr Charakteristikcn [~,], [~,], auf dcr rechten Scitc dicscr letzten 

Formcl die Systeme: 

( : : ) ) ,  (:v(:.), (:o(,,) 

beziehlich Obergehen in: 

;I), 
so gehen dadurch die auf der linken 8eite stehenden Systeme: 

(~:,), (2,,% (~,,(") 

beziehlich fiber in: 

p), 
wi~hrend das System (2u ~) unge~ndert bleibt, und man erhitlt, wenn man 
auf die rechte wie linke Seite der so entstandenen Gleichung die Formel 
(A) des Art. i anwendet, auch die den beiden Seiten gemeinsamen Expo- 
nentialfactoren dureh Division entfernt, schliesslich die Formel: 

( i t , )  +-~l+ . ]  (" ++~" ("' _ : - ' - + + ! " ~ : "  

I t ~ p  

F_, (~,/,+-+',,~) 
, t . j ( (~v )/~[:.+,.j(( v )/~[.+.+,.](( )/~[~.-,.-,.](/~r = Z ( - - i )  ~=~ i- +, ( ,  ,+p~ ~ (~) -++~ 2v(a~ ~ - p - ~  

[:.] 

Diese Formcl ut,,fasst die Forn,eln (E), (E') als specielle Falle und ist 
zuglcich die allgemeinstc derartigc Formcl. 

Setzt man iri der Formel (E"): 

,~[.+.]<<~v,,)),9 [;.+* ;.!/<~v(,~))~ [..r [;._~._;.!/<~v"')/= ~,.+~, 
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.,L=p 

und bezeichnet zur Abkiirzung ( - - i )  z=l 
nimmt dieselbe die Gestalt an: 

mit ( - -  i) "~1~, so 

I,'~sst man jetzt hierin an Stelle von [7] der Reihe~nach die sammtlichen 2 ~p 
Normalcharakteristiken treten, so erh~lt man ein System yon 22p linearcn 
Gleichungen, welches bet passend gewahlter Reihenfolge der Charakteristi- 
ken eine ungemein tibersichtlichc Gestalt annimmt, und welches ft'ir die 
Untersuchung der zwischen den verschiedenen Thetafunctionen bestehenden 
Beziehungen insofern yon fundamentaler Bedeutung ist, als es in gewissen 
aus ihm ableitbaren Gleichungen die Grundtypen far die Additionstheo- 
reme der Thetafunctionen und ft'lr die damit zusammenhangenden Theta- 
relationen liefert. Der eingehenden Untersuchung dieses Gleichungensy'- 
stems ist der ftinfte Abschnitt meiner in der Einleitung erw~hnten Arbeit 
gewidmet, auf den ich beziiglich des N'~heren mir zu verweisen erlaube. 

Wlirzburg, im Juli I88: .  


