EIN NEUER BEWEIS
FUR DIE RIEMANN'SCHE THETAFORMEL

VON
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in WOiRZBURG.

In einer vor Kurzem erschienenen Arbeit(').habe ich eine von RiE-
MANN herrithrende fundamentale Thetaformel aufgestellt und bewiesen.
Der dort gegebene Beweis war von mir im Jahre 1865 auf die Anregung
Riemany’s hin verfasst worden, und ich glaubte densclben trotz einer
gewissen ihm anhaftenden Schwerfalligkeit aus historischen Griinden mog-
lichst unverindert mittheilen zu sollen. Einen zweiten, kiirzeren Beweis
derselben Formel, der ebenso wie der erste auf functionentheoretischen
Betrachtungen beruht, habe ich dann spater im CreLLe’schen Journale (%)
verdffentlicht. Beiden Beweisen ist indess der Vorwurf zu machen, dass
sie das innere Wesen der Formel nicht zumn Ausdrucke bringen, insofern
als bei ihnen in Folge der angewandten functionentheoretischen Betrach-
tungen und der dadurch bedingten Anwendung der Methode der unbe-
stinmten Coefficienten der directe Zusammenhang zwischen den beiden
Seiten der Formel vollstaindig verborgen bleibt. Einen Einblick in das
wahre Wesen der Formel gewinnt man nur, wenn man zur- Ableitung
derselben das, zuerst von Jacosr(®) im specicllen Falle der elliptischen

(") Untersuchungen iiber die RiEMANN'sche Thetaformel und die RIEMANN'sche
Charakteristikentheorie. Leipzig 1882, Teubner.

(*) Kurze Ableitung der RiemanN'schen Thetaformel. CRELLE's Journal Bd 93, p. 124.

(*) Jacomr, Theorie der elliptischen Functionen, aus den Eigenschaften der Theta-
reilien abgeleitet. Gesammelte Werke, Bd I, p. 505. Berlin 1881, Reimer.
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- Functionen angewandte, Princip der gleichzeitigen linearen Transformation
der Variablen und der Summationsbuchstaben zu Grunde legt und damit
das Princip der Einschiebung eings Factors verbindet, der, von shnlicher
Wirkung wie der Diricarer’sche discontinuirliche Factor bei bestimmten
Integralen, die nach geschehener Transformation eingetretene Beschrankung
der Summation aufzuheben gestattet. Der Ausfithrung dieses Gedankens
sind die folgenden Seiten gewidmet; dazu mag aber schon jetzt bemerkt
werden, dass die Anwendbarkeit der soeben charakterisirten Methode
keineswegs auf die Riemanns’sche Thetaformel beschrankt ist, dass vielmehr
die beiden obenerwahnten Principe in ihrer Verbindung von weitgehendster
Bedeutung fur die Theorie der allgemeinen Thetafunctionen sind, insofern
als man mit ihrer Hulfe auf ebenso natirlichem als elementarem Wege
eine Fille der wichtigsten Thetaformeln ableiten kann.

L.

Den Ausgangspunkt fiur die Theorie der allgemeinen Thetafunctionen
bildet die p-fach unendliche Reihe:

m=+w mp= 4o =p # =p p=p
Z Z aN" m,my + 2 Z m,w,
w, | w, e " et
my= —ow My = -—o
Tup’ 7~ p

bei der die 3p(p + 1) Constanten a,. nur der far die Convergenz der
Reihe nothwendigen und hinreichenden Bedingung, dass der reelle Theil

von >2Xa, m,m, wesentlich negativ sei, unterworfen sind. Betrachtet man
Yy
w,, ..., w, als unabhangig veranderliche Grossen, so stellt diese Reihe

eine einwerthige und fur endliche w auch stetige Function der complexen
Veranderlichen w,, ..., w, dar, welche den Gleichungen:

Sw, |...|w + mi|...|w) = 8w, |...|w]|...|w),

v=12,...,p)

, —2w,—a,,

#w, + a,|w, + a,]. .. |w, + a,) = 8w, |w,|...|w
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genigt. Erfullt umgekehrt eine einwerthige und fir endliche w auch
immer stetige Function f(w;|...|w,) der complexen Veranderlichen
w,, ..., w, die Bedingungen: |

flo |...]w, 4+ z|...Jw)=flw|...|w]...|w),

w=12,..p)
fw, + ay | w, + ay, | ... w, + a,) = flw, {w,|...|w)e > %,

so kann sie sich von der Function #(w, |...|w,) nur um einen von den
sammtlichen Grossen w unabhingigen Factor unterscheiden.

Aus der Reihe #(w, |...|w,) entsteht durch Verallgemeinerung die
Reihe:.

e [CA B

m=+w mp=+4® p=pp'=p Ey, s‘“

> 2 (et 2) (300 F) 0 (o 2) (0 0)
#: " =

_— e e ’

my=—w Mp=-—w

bei der die e, &' beliebige ganze Zahlen bezeichnen sollen. Die dadurch
definirte neue Function 19[2,' o :f ](w1 |...|w,) ist dann mit der urspring-
- Ep

lichen Function &(w, |...|w,) verknipft durch die Gleichung:

& ...¢ . ' s A
e 2 Yoty =0, +F Lot Lo, +E E et i)

und geht, wenn die Grossen e, ¢’ sammtlich den Werth Null annehmen,
in dieselbe uber, d. h. es ist:

slo ol ] lw) = 860, |.. . |w,).
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Ahnlich wie die urspriingliche gentigt die allgemeinere Function den
Gleichungen:

sl T el mil ) =82 T G [ ) e,

Lo Ep

t(v=12..,p)

<&y g ...¢& — —g —c
2 Joo o+ oy ) =5 Y, | e,

-
welche sie zugleich bis auf einen von den Variablen w,, ..., w, freien
FFactor bestimmen.

Das Symbol [Z‘ Zp ] wird die Charakteristik der Thetafunction

poe o Ep
genannt und soll, wenn dadurch kein Missverstindniss zu befiirchten,

abgekiirzt durch [z], noch einfacher durch [e] bezeichnet werden. Ferner

mdge es erlaubt sein, wenn die Ausdriicke fiir die Argumente einer Theta-
function sich nur durch untere Indices unterscheiden, hinter dem Func-
tionszeichen nur den allgemeinen Ausdruck fur die Argumente, mit
Weglassung des Index, in doppelte Klammern eingeschlossen zu schreiben,
also:

8[2,](10)) statt 19[ ](wl [ ] w,),

und entsprechend ein Grossensystem w, |w,|...|w, einfacher durch (w)
zu bezeichnen. Bezeichnet man dann endlich noch das System:

z’ . .
w+Z G + 2w . .| w, +22 » ”m,

2

wobei unter dén x, x' ganze Zahlen zu verstehen sind, symbolisch mit
<w + l:l), so ergeben sich durch Betrachtung der die Function 19[5]((10))

definirenden Reihe leicht die im Spéteren zur Anwendung kommenden
Relationen:
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p=p p =p xx., N=P g x
non l . —_ﬁ .
'_Z z G’ —z X\ Yy + 2 m+ 2 ™
‘=1

v=12....,

1 &y .€p
v=p
€, .. &p Elsve"‘ € ..-& ]
© RN (X0 BN CR R AN (U F
aus denen fir ganzzahlige A4, A’ noch die Formel:
n=p

nMu

LT u p. —2 Z l/l.w]L + Z (En/l " E‘Jﬂ)’"

n=1 n=1

o e+ ) oo

folgt. Die Gleichungen (B,), (B,) zeigen, dass im Ganzen nur 2% wesent-

lich verschiedene Functionen #|%|(w) existiren; als Reprisentanten der-
e p

selben konnen diejenigen 2% angesehen werden, deren Charakteristiken nur
dic Zahlen o, 1 als Elemente enthalten; Charakteristiken von dieser Art
sollen Normalcharakteristiken genannt werden.

1 1 2 2 3 3 4) 4)
Unter «®, ..., «®; u®, ..., u®; u®, ..., «; u, ..., w sollen

vier Systeme von je p beliebigen Grossen verstanden werden. Bildet man
dann das Product der yier in der Form:

m(:)=+a> mf"‘)=+m =p '=p

25 Z z (V) (V) + 42 m(V) (V)
uu.
19((2u("))) e/z 1 =1

nMe—c mM=—wn
1 »
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cnthaltenen, den Werthen v = 1, 2, 3, 4 entsprechenden Functionen
8(2uV), 8(2u®), 8(2u®), #(2u?), so erhilt man zunichst:

(F) #(2u) #(2u®) 8 (2u®) 8 (2u®)

p=p p'=p p=p
m (1) 4 (4) 1) (1) 4, 4)
Z Z alm.'(m;l. L +...+ mn, "‘p_') + 42(1’!},‘ Uy + .00+ m, T, )
n=1 p'=1 n=1
S e ,

m

wobei dic Summation auf der rechten Secite in der Weise auszufithren ist,
dass jede der 4p Grossen m unabhangig von den anderen dic Reihe der
ganzen Zahlen von — o0 bis 4 co durchlauft.

In die rechte Seite der Formel (F) sollen jetzt an Stelle der Grossen
m,, u, allgemein, d. h. fir 4 =1, 2, ..., p, neue Grossen »,, v,, ein-
gefihrt werden, welche mit denselben verknupft sind durch die Glei-
chungen:

1) (2 3 4) . 50 (1) (2) (3) 1) D
1"’/1. + m[l.) + "n/(z) + m/(:. - 2”/(4)) u[l. + u[l. + up. + u[l. - 2/0/1. ’

) @ 3 " 2 M @) G) ) . @)
my + m — P — mP = 20, uy, + s w) = 207,
) m ( 1 @ [O) ) @
4 2) 3) ) (3) ( 2 4¢3 p —_
my, m> + m§ m = 2n, uy, w4+ u U, 29,7,

(1) (2 3 9 4 1) (2) (3) A) . 54
) —mP —mP 4+ mP = 20, U —u® —ud 4 ul = 29,

oder auch durch die damit aquivalenten Gleichungen:

1P 4+ 0P + 0 + 2P = 2m, o0 4 0P 4 0P P = 2,

o 7+ nP — P — 0 = 2m, o 4+ 0P — 0P — o = 2u?,
,

) 7 —n® + n® —n = 2m?, VP — o 4 P — o = 24D,

nY —n® —nd + 0P = 2mP, o) — o — P 4 o = 200,

In Folge dieser zwischen den Grossen m und % wie zwischen den Grossen
# und v gesetzten Beziehungen wird das System linearer Gleichungen:
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x(l) + x(?) + w(3) + x(4) — 2y(1)’
x(‘) + x(ﬂ) —_— x(3)___ x(4) — 2y(2)’
x(l) - x(?) + Sﬂ(a) - $(4) — 2y(3)’

YD @ xr® + x® — 2?/“),

erfilllt, wenn man allgemein, d, h. far v = 1, 2, 3, 4:

® ® sohzeitie 4™ ®
1) 2% durch m$ und gleichzeitig y* durch 20,
® ® ichzeitic 4™ ®
2) z® durch m®? und gleichzeitig y» durch n,
3) x® durch 4 und gleichzeitig ¥ durch %

ersetzt. Dasselbe System wird daher auch erfullt, wenn man

4) 2® durch m® 4 m,? und gleichzeitig y® durch n? -+ w2,
5) ® durch m? + u und gleichzeitig 4 durch a7 +

ersetzt. Nun folgt aber aus dem obigen Systeme:
2 + 2P g g O O 07

und es bestehen daher entsprechend den funf soeben aufgestellten Losungen
die Gleichungen:

md” + m® 4w + m" = 00" + 2@ 4 2 4 n,

WY+ w4 =

W 4w = o o o o,
(m 4+ m)? o4 P+ m®)? = 0P + D) . 0+ 0P
(0 + ) L O U = (0 o) o (0 )
aus denen durch passende Verbindung schliesslich die Gleichungen:
PP + mPm + mPm? + mOm® —'nOn® 4 nPuP 4 wOn® + nOn,

(1) (1) 1(2) ), () (3),,(3 ($),,(4) __ (1) ,(1) (2) () (3) 5 (3) (4) y(4)
m,ou, + mOw? 4 mPu 4 m w, =n v, + 10" +n v 4+ 0 v,
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hervorgehen, die fir jedes p und g von 1 bis p gelten. Mit Hulfe dieser
beiden Gleichungen kann man nun auf der rechten Scite der Formel (F)
die Grossen m und # durch die Grossen » und v ersetzen und erhilt
dann die neue Formel:

() B(2u) B (207) 8 (2u) §(2u)

n=1 p’'=1

ey . _Q 4) (4 & (1) (1) ), (4)
z z L (n},. )n‘ft') + ...+ nfl )”,f;')) + 4 Z ",;)”,L + ... + ny Y, )
=1
e "
n ’
wobei jedoch die Art und Weise, wie itber die Grdssen # zu summiren
ist, noch einer niaheren Bestimmung bedarf.
Bei der Ausfihrung der auf der rechten Seite der Formel (F) an-
gedeuteten Summation tritt im allgemeinen Gliede an Stelle des Systems
der vier einem beliebigen Index sy entsprechenden Grossen:

m"

mD 3 (O]
e ? 'n,'l. ’ mp. ’ ”I’[L

jede Variation zur vierten Classe mit Wiederholung, die man aus den
itberhaupt existirenden negativen und positiven ganzen Zahlen als Ele-
menten bilden kann, und entsprechend muss daher bei der Ausfihrung
der auf der rechten Secite der Formel (F,) angedeuteten Summation —
da das allgemeine Glied dieser Summe aus dem allgemeinen Gliede der
auf der rechten Seite, von (F) stehenden Summe durch Einfihrung der
Grossen », v unmittelbar erhalten wurde — an Stelle des Systems der
vier Grossen:

"fll) , n(?) n®

4)
" I n[L

jedes System von Werthen und jedes nur einmal gesetzt werden, welches
sich dafur aus den Gleichungen (S) ergibt, wenn man darin an Stelle des
Systems der Grossen m die genannten Variationen treten lisst. Die vier
irgend einer solchen Variation entsprechenden Grossen:

(1) 2) 3) 5 m(4)
2anl, 20, 2nd, 2w

ind aber, wie die Gleichungen (S) zeigen, entweder simmtlich gerade



Ein ncuer Beweis fir dic Riemaun’sehe Thetaformel. 200

oder simmtlich ungerade Zahlen, und entsprechend sind daher die vier
Grossen:

) 2) (3) 4)
n[L ’ n/l. ’ n[l. ) n,'t

entweder simmtlich ganze oder sammtlich halbe Zahlen, wenn man unter
. . . I . r
ciner halben Zahl cine in der Form g + 5» Wo g eine ganzc Zahl be-

zcichnet, darstellbare Zahl versteht. Fiir das System dieser vier Grossen
n kann aber weder jede aus den ganzen Zahlen, noch auch jede aus den
halben Zahlen als Elementen gebildete Variation zur vierten Classe mit
Wiederholung auftreten, sondern es konnen, wie die Gleichungen (')
zeigen, von allen diesen Variationen nur diejenigen auftreten, fitr welche
dic vier auf den linken Seiten der Gleichungen (S') vorkommenden Ver-
bindungen:
W £ 0D 0D, D —

1) 2) @) 4) (1) (2 3) (4)
n/L - n,u + nfl - n[(l ’ ”,'L - n[l.) - n‘fl. + n‘u

simmtlich gerade Zahlen sind. Diese Bedingung ist, sobald die vier
Grossen 7 simmtlich ganze oder sammtlich halbe Zahlen sind, immer
erfullt, wenn #’ + 2 + 2 + #® eine gerade Zahl ist. Da aber auch
umgekehrt die Gleichungen (S), sobald man in ihnen an Stelle der vier
Grossen:

1) (2) (3)
e, nP, n

(4)
"n o n/:.

irgend vier ganze oder irgend vier halbe Zahlen setzt, fir welche
Y 4+ 0P + 2P 4+ 2 eine gerade Zahl ist, immer fur die vier Grossen:

1) (2) (3) m®
m’, m®, mdP,

vier bestimmte ganze Zahlen liefern, und zwei verschiedenen Systemen
von Zahlen #’, 2, P, nl¥ stets zwei verschiedene Systeme von Zahlen
m, mP, mP, mP entsprechen, endlich dic angestelite Betrachtung fiir jedes
g von 1 bis p gilt, so ergibt sich schliesslich, dass die auf der rechten Seite
der Formel (F,) angedeutete Summation in der Weise auszufiithren ist, dass
man im allgemeinen Gliede fir jedes g von 1 bis p an Stelle des Systems
der vier Grossen:

nd

2) ) 4
m nu ’ n’/a. ’ n’;z
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sowohl jede aus den ganzen Zahlen, wie auch jede aus den halben Zahlen
als Elementen gebildete Variation zur vierten Classe mit Wiederholung,
fir welche, im einen wie im anderen Falle, " 4+ n{’ + n® 4 #{° eine
gerade Zahl ist, setzt und die Summe der so entstandenen Terme bildet.

Die in Bezug auf die Grossen n auszufithrende Summation kann von
der ihr anhaftenden Beschrankung, dass 0> + 2 + % 4+ » immer eine
gerade Zahl sein muss, auf folgende Weise befreit werden. Man bezeichne,

indem man unter g eine Zahl aus der Reihe 1, 2, ..., p versteht, mit,
f. den Ausdruck:

8/‘—_—

1 (2) 3) (4) .
- + 1) ?) (3) (4) .
1+ (_ I)",u 4 By 8, tn, 1 E (n'u + n, + n, + y )slum :

2 2¢ =0

K3

f, =

dic so definirte Grosse f, besitzt dann den Werth 1, wenn
1 4
WO 0P 4

eine gerade Zahl ist, dagegen den Werth o, wenn n{ + n® 4 n® 4 nf!
eine ungerade Zahl ist. Setzt man daher weiter:
>l & 2 3) , (4

1 3 e
("fl)+”‘fl.) + n,(l)+nfl))e LT

!
1 [l.:l

F:f;f;"'ﬁzz_;s‘,,....s’,e ’

go hat der so gebildete Ausdruck F die Eigenschaft, dass er immer ver-
schwindet, wenn auch nur cine der p den Werthen p =1, 2, ..., p
entsprechenden Grossen n’ 4+ n + 2 + n¥ eine ungerade Zahl ist,
wahrend er, sobald diese p Grossen simmtlich gerade Zahlen sind, immer
den Werth 1 besitzt. Schiebt man nun diese Grosse F' auf der rechten
Seite der Formel (F,) hinter dem Summenzeichen als Factor cin, so darf
man alsdann die Summation in der Weise ausfithren, dass allgemein,

d. h. fur p =1, 2, ..., p, an Stelle des Systems der vier Grdssen:
n® , ”LS) s n‘f:)

sowohl jede aus den ganzen Zahlen, wie auch jede aus den halben Zahlen
als Elementen gebildete Variation zur vierten Classe mit Wiederholung
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tritt, einerlei, ob dafiur #® + n® 4+ n® 4 n® eine gerade oder eine un-
gerade Zahl ist, da bei der neuen Summe alle diejenigen Glieder, firr
welche die p Grossen 2’ + n® 4+ n® 4+ 2®, p=1, 2, ..., p, nicht
sammtlich gerade Zahlen sind, und denen daher keine Glieder der ur-
spriinglichen Summe entsprechen, in Folge des bei ihnen stattfindenden
Verschwindens des Factors F den Werth Null besitzen, wahrend der
Complex der fibrig bleibenden Glieder, da bei jedem derselben der Factor
F den Werth 1 hat, mit dem Complexe der die urspringliche Summe
bildenden Glieder identisch ist. Es wird aber an Stelle des Systems der
vier Grossen #°, a®, n®, n® sowohl jede ays den ganzen Zahlen, wic
auch jede aus den halben Zahlen als Elementen gebildete Variation zur
vierten Classe mit Wiederholung treten, wenn man:

1y __ (D & (2) __ (2 &u 3) __ (3 € ) . W) En
n,’ = mn,’ + S0 M =, —i—;, n, = n + o M =, + >
setzt und dann, indem man das eine Mal ¢, = o, das andere Mal g, =1

setzt, in jedem der beiden Falle die "vier Grossen # unabhingig von
einander alle ganzen Zahlen durchlaufen lasst. Fihrt man nun auf der
rechten Scite der Formel (F,), nachdem man die mit F bezeichnete Grosse
als Factor hinter dem Summenzeichen eingeschoben und die dabei vor-
kommende Exponentialgrosse mit der schon in der Formel (F,) stehenden
vereinigt hat, an Stelle der Grossen n die Grossen # und ¢ ein und ordnet
die Summation in passender Weise an, so erhilt man, wenn man zugleich
noch linke und rechte Seite mit 27 multiplicirt, die Formel:

(F,) - 278 (2u) 8(2u”) $ (2uV) 8 (2u) =
p=p p'=p e _ , - \ o\
S| B (el 2) |
pe=p - » . . .
- ) [(;;p + 7*‘) (2,,;)> + T#m) b (504 ) (i L) | |

wobei die auf der rechten Seite stehende, durch X  markirte inncre

Summation so auszufohren ist, dass jede der 4p Grossen % unabhingig
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von den anderen die Reihe der ganzen Zahlen von — o0 bis + oo
durchlauft, die ebendaselbst vorkommende #ussere Summation dagegen
so, dass jede der 2p Grossen ¢, ¢ unabhangig von den anderen die
Werthe o und 1 annimmt.

Die auf der rechten Seite der Formel (F,) hinter dem ersten Sum-
menzeichen stehende g4p-fach unendliche Reihe ist aber, wie cin Blick auf

dic in Art. 1 aufgestellte, die Function 19[2,]((10)) definirende Reihe zeigt,

identisch mit dem Producte der vier die Functionen:

9 [Z] (2v), 9 [iJ« 20)), 9 [ ] (20%), p [z] (20Y)

beziehlich darstellenden Reihen, Fuhrt man nun in (F,) an Stelle der
genannten 4p-fach unendlichen Reihe das Product dieser vier Thetafunc-
tionen ein, so erhalt man die Riemany’sche Thetaformel in der Gestalt:

() 2" §{(2u®) § (20”) B (2u”) 8 (24*)
—2 2o o) o (20 8] & J20),

wobel dic Summation. auf der rechten Secite iiber alle Terme zu erstrecken
ist, die aus dem allgemeinen Gliede hervorgehen, wenn man an Stelle
des Systemns der 2p Buchstaben <, ..., &, 2, ..., ¢, der Reihe nach dic
simmtlichen 2% Variationen der Elemente o, 1 zur 2p*® Classe mit Wieder-

holung oder, was dasselbe, an Stelle von [z] der Reihe nach die simmt-

lichen 2% Normalcharakteristiken treten lasst. Da diec Grossen » und v
nur den Gleichungen:

2“;:) — vle) + ,0(2) + ,0(3) + ,0(4)

(2) __ (1) (2) (3) (4)
2u,’ = v, + v, — v, — v,

PYLC) RS § I ¢ ) 3) __ (4)
2u;1. - 'U‘, v + U u ’
1) ___ (1) (2) (3} (1)
zu',u - ’U',‘ U/A ,vfl + v/:. ’

zu geniigen haben, im Ubrigen aber vollstandig willkihrlich gewihlt
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werden dirfen, so kann man in der gewonnenen Formel (R) dic Grossen
v als unabhingige Veranderliche betrachten, und es vertreten dann die
Grossen u die durch dic soeben aufgestellten Gleichungen definirten li-
nearen Functionen derselben.

3.

Dic gewonnenc Formel (R) ist ciner bedeutenden Verallgemeinerung
fahig. Um zu derselben zu gelangen, lassc wman, unter Benutzung der

Elemente einer willkithrlichen Charakteristik [:77], auf der rechten Seite

dicser Formel das System:
(207) ubergehen in (20‘” + ‘i”),
7
es gehen dann gleichzeitig die auf der linken Seite stchenden Systeme:
(2u), (2u®), (2u), (2u®)
beziehlich ober in:

7
4

D Gl Cerlih (el

und man erhilt, wenn man auf die rechte Seite der so entstandenen
Gleichung die Formel (D), auf dic linke die Formel (A) des Art. 1 an-
wendet, auch die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch
Division entfernt, die allgemeinere Formel:

7

<2u“’ + 4

(R)) 2" ﬁ[ZJ (2u) 19[3,] (2u®) ’(’[ZJ (2u™) 19[2,] (2u)

1

p=p
3 (8aWu = €M)
(— 1"

fl

19[2,] (20™) ,9[2,] (2v) 19[2] (20%) 19[2’] (209).

L'l
™ o
——
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Lasst man jetzt weiter, unter Benutzung der Elemente zweier will-
kiihirlicher Charakteristiken [ZJ, [ZJ, auf der rechten Seite diescr letzten
Formel die Systeme:

(2 0(2))’ (21)(3)), (2 0(4))

beziehlich abergehen in:
g

P 3) e __|p te
) C M A G

so gchen dadurch die auf der linken Seite stehenden Systemc:

(20 +

(2u®), (2u®), (20*)

bezichlich wber in:

QQ

@) P &) |o W __|p

<2u -+ ’p, >, <2u + ¥ ), <2u Iy )
wihrend das System (20) ungeandert bleibt, und man erhilt, wenn man
auf dic rechte wic linke Seite der so entstandenen Gleichung die Formel
(A) des Art. 1 anwendet, auch dic den beiden Seiten gemcinsamen Expo-
nentialfactoren durch Division entfernt, schliesslich dic Formel:

(R") 2787} (2uV) 81710 (2u®) 81717 (20) (525 220 1 (24 )

2( 7™ )
=S R U U e O e L

Diese Formel umfasst dic Formeln (R), (R’) als speciclle Faille und ist
zugleich die allgemeinste derartige Formel.
Setzt man in der Formel (R”):

A 2N(20) B[0P 208210 1(20®) B[ 520 (20) = @y

A1 )(2u) 851 0 W(2u®) 814 71 (2u®) 8570 201 (2u) = =i,



Ein neuer Beweis fiir die Riemanr sche Thetaformel. 215
n=p

(&, 7'y —€,7,)

und bezeichnet zur Abkirzung (— 1)’

nimmt dieselbe die Gestalt an:

mit (— 1)°'", so

2@y = %:(— ) Mg
Lasst man jetzt hierin an Stelle von [5] der Reihe nach die simmtlichen 2%
Normalcharakteristiken treten, so erh#lt man ein System von 2% linearen
Gleichungen, welches bei passend gewshlter Reihenfolge der Charakteristi-
ken eine ungemein ubersichtliche Gestalt annimmt, und welches fir die
Untersuchung der zwischen den verschiedenen Thetafunctionen bestehenden
Beziehungen insofern von fundamentaler Bedeutung ist, als es in gewissen
aus ihm ableitbaren Gleichungen die Grundtypen fur die Additionstheo-
reme der Thetafunctionen und far die damit zusammenhingenden Theta-
relationen liefert. Der eingehenden Untersuchung dieses Gleichungensy-
stems ist der finfte Abschnitt meiner in der Einleitung erwihnten Arbeit
gewidmet, auf den ich beziglich des Naheren mir zu verweisen erlaube.

Wirzburg, im Juli 1882,




