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EINER ALLGEMEINEN THETAFORMEL 

V O N  

F. P R Y M  
i n  W (~' R Z B U  R G .  

Die in dcr vorhergehendcn Arbeit zur Ablcitung der RInMAss'schen 
Thetaformcl angewandte Methode soll jetzt dazu bcnutzt werden, eine 
Thetaformel yon allgemcinerem Charakter hcrzustellcn. Man gclangt zu 
derselben, indem man von einem Producte yon n Thetareihcn ausgeht 
und zur Transformation der Variablen und der Summationsbuchstabcn 
eine allgcmeine mit rationalen Zahlen als Cocfficlenten verschene orthogo- 
nale Substitution verwcndct. Die Anwendung einer dcrartigen Substitution 
erweist sich als nothwendig, sobald man die Bedingung stellt, dass durch 
die Transformation Thetareihen entstehen, welche dieselben Modulcn bc- 
sitzen, wie die urspriinglichcn. Ein specieller Fall der so entstehcndcn 
Formel, welcher dadurch charaktcrisirt ist, dass die n 2 Coefficientcn e der 
orthogonalcn Substitution der Bcdingung el,., = e.~:L for jcdes p und u yon 
I bis n geniigen, ist von mir schon frf~her, im zweiten Abschnitte mcincr 
auf Seite 2oI citirten Arbeit, mit Htilfc functionentheoretischer Betrach- 
tungen abgeleitct worden, und es musste bei dem dort angewandtcn 
Verfahren die Bedingung e,,~ =.e~,, gestellt werden, um einc directe Be- 
stimmung dcr Constanten zu crmsglichen. Die nachfolgende Untersuchung 
zeigt, dass dicse Bedingung eine unn0thige Bcschrankung war, insofcrn 
als die jetzt entstchende, yon diescr Bcdingung freie Formel (Formcl ((4) 
des Art. 2), sobald man nur allgcmcin die Gr0s.~en e,,~ und G.~, die durch 
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r getheilt die Substitutionscoefficienten e,,., beziehlich e~:, repri~sentiren, als 
identisch bctrachtet, ohnc Weiteres mit der frfiheren fibereinstimmt. Nach- 
dem so die allgemeinste Formel gewonnen ist, handelt es sich nut noch 
datum, aus ihr dutch passende Verfi'lgung i'tber die Coefficientcn e der 
orthogonalen Substitution solche specielle Formeln zu gcwinncn, die von 
praktischer Bedeutung ftir die Theorie der allgemeinen Thetafunctionen 
sin& Untcrsuchungen dieser Art  bilden den Gegenstand der diescr Arbcit 
unmittelbar folgenden Abhandlung. Die Ausdehmmg der hier angewandten 
Mcthode auf die Herstellung yon Relationen zwischen Thetnfunctioncn 
mit verschiedcnen Modulen wird e'~ner sp=atercn Arbeit vorbchalten. 

o 

Aus der in der Oorhergehenden Arbeit zu Grunde gelegten p-lath 
unendlichen Thetareihe: 

m z = + ~  m p = + ~  ,,J. = p , ,d=p ,,z=p 

alL, d -= alL,,, ~ 

kann unter Benutzung yon 2p willk('lrliehen Constanten g 1 , ' '  ", gp, 
h 1, . . . ,  hp die allgemeinere Reihe: 

(w, L... t,%) 

m l = + ~  

=Z 
m,=+~ lt=p p.'=p !L=p 

Z "L~=I Z a"~td(m"L + "')(t'"d + ':L') + 2 Z (m"~" + g')('r" + "!d~") Id=l /t=l 
mp=--~ 

gebildet werden. Die dadureh definirte neue Funct ion  ~11~:"" :]~;](,/fl I I " "  l wp) 

ist dann mit der ursprfmgliehen verkn{~pft dureh die Gleiehung: 
1 5 - 6 6 5 0 0 7  Acta mathematiea. 3 
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l t=p I~=p ,grg,.-.g, (wll I,,,,)=,~(w,+ Xa,.a,~+h,~'~l I-'~+ xa~,,,.,,+h,~-i) Lh, .hp " '" ~=l " '"  ;,=1 

i~=p p'~p /L=p 

~. ~. a,a,,,g,d#, + 2 ~ g,.t(wtt + h~=i) 
X e ~'=l ~,'~l ~,=1 

und geht, wenn die Grsssen 9, h sr~mmtlich den Werth Null annehmen, 
in dieselbe fiber, d. h. es ist: 

, f o . . .  I . . .  iw,) = I . . .  i w,). 

_~hnlich wie die ursprfingliche Function genilgt die allgemeinere den 
Gleiehungen : 

ol-g, . . . .  El,.. 2~](w,l'"lw.+~il'"l~,) =~  g,l(,,, Lh. h,J ,l'"l'~.l"'lw,) ~='~", 
( v = l ,  2 ,  . . , ,  p )  

0 I-g' "" "gpl/w Lh, h,J~ 1 + a'" l " ' l~,+ a,') ='r ' g'lCw,h,j I'"[w,) e-=''-~ 

welche sie zugleich bis auf einen yon den Variablen w ~ , . . . ,  wr freien 
Factor bestimmen. 

Das Symbol [ ~ ' " i ~ ]  wird die Charakteristik der Thetafunction ge- 

nannt und soil, wenn dadurch kein Missverstandniss zu befi~rchten, ab- 

gekfirzt dutch [~] bezeichnet werden. Dabei ist nicht zu fibersehen, class 

die bier gewahlte und im Folgenden ausschliesslich zur Verwendung 
kommende Bezeichnungsweise yon der in der vorhergehenden Arbeit an- 
gewandten verschieden ist, und class entsprechend auch der Begriff tier zu 
einer Thetafunction gehorigen Charakteristik sich geandert hat. Will man 

n'~mlich aus ,5 I-g' ' '" hg:]( w, I...1~) die in der vorhergehenden Xrbeit Lh, 

mit ~LS, [~; ""~P]. ~,p (w, I . . .  I wp) bezeicbnete Function erbalten, so hat man 
t t 

gl--=-2,  " ' " g p ~ 2 '  hi ~ G - '  ' ' "  hp----~2 zu setzen. Man gelangt 

also in dem Falle, wo die GrOssen g, h sammtlich rationale Zahlen mit 
dem gemeinsamen Nenner 2 sind, yon der bier angewandten Bezeichnungs- 
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weise zu der in der vorhergehenden Arbeit benutzten, indem man in der 
Charakteristik bei jedem Elemente den Nenner 2 unterdrtickt. Eine 
'~hnliche Vereinfachung wird man sich bei allen jenen Untersuchungen, 
bei denen die Elemente der auftretenden Charakteristiken sammtlich 
rationale Zahlen mit einem gemeinsamen Nenner r sind, gestatten dilrfen, 
in der Weise, dass man alsdann bei allen Charakteristikenelementen den 
Nenner r unterdrt'mkt und das auf diesc Weise entstehende, nur ganze 
Zahlen als Elemente enthaltende Symbol in neuer Definition wieder mit 
dem Namen Charakteristik belegt. 

Ebenso wie in der vorhergehenden Arbeit soll auch bier, wenn die 

Ausdrticke ft'lr die Argumente einer Thetafunction sich nut dutch untere 
Indices unterscheiden, hinter dem Functionszeichen nur der allgemeine 
Ausdruck ffir die Argumente, mit Weglassung den Index, in doppelte Klam- 

mern eingesehlossen geschrieben werden, also O[hg]((w))statt O[~](.w~i I,wj,), 

und entspreehend soll cin Grussensystem w~ I " "  I wp einfaeher durch (w) 
bezeichnet werden. Bezeichnet man endlich noch das System: 

I t ffi p tt = p 

w, "4- Z g'za,z. 4- h'~7~i I . . . .  I w, "1- Z g;,av;, -4- h',Td, 
p f f i l  I t = l  

( g') wobei die g', h' beliebige Constanten bezeichnen, symbolisch mit w A- h' ' 

so ergeben sieh dutch Betrachtung der die Function ~[g]((w)) definirenden 

Reihe leicht die im Spateren zur Anwendung kommenden Relationen: 

a f f i p  l t ' = p  It f f ip 

+ h'] ((w))e ,,=l ,,'=, ,,~, 

(B,) 

(B,) 
(yf f i l ,  2 . . . .  , p )  

(c) w ) )  - 
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die ft'tr beliebigc g, h, g', h' gelten. SilJd ~_cd-,,e,,en~, die Grsssen g', h' 

ganze Zahlen, so geht aus dcr Forme'l (A) durch Anwcndung der Rela- 

tionen (B) die folgendc einfachere Formel hervor: 

, t  = p 2"" = P ,,t ~ I '  :~t = p 

- - ~ .  ~ .  a/qt'g'stg',,t'--2 Zg ' ,do , t  + 2~.(g,Lh',, L -  g~,thll) r'i 

0 
~ e  

, ( , .  u~...~, (.2) lt~ "), ~t~; ') s(,llen n Systemc Unter u~', ., ~.~, , . . . .  . . . . .  ~ ltj, ; ; . . . .  

von je 1~ beliebigen Gr~ssen verstanden wcrden. Bildet Inan dann, indem 
man unter r cine noeh unbestimmte positive ganzc Zahl vcrsteht, das 
Product  der n in der Form: 

o ((,.u(",)) = 

m('~)x = + ~ , . ~ D =  + ~ ; t = l ,  , d = l ,  I L = I  , 

,,(]'~) = (~) _ 

enthaltenen, den Werthen v = x, 2, . . . ,  i~ entsl)rechenden Functionen 
,9((ru(')), ,9 ( ( raC") ) , . . . ,  ,9((rue"))), so erhalt man zun:achst: 

(F) o ((r,('))) o ((ru("')) 

- - o o ~  , . . ~ + r162 

f t =  1. p.  ~ 1  J : ~ t = p  

//I 

wobei die Summation auf der rechten Seite in der Weise auszuffthret: ist, 
dass jede d~r n p Grc)ssen m unabhangig von den anderen die Rcihe der 
ganzen Zahlen yon - - o r  bis -4- o~ dur(.hlauft. In d;c rechte Seite der 
Formel (F) solIen jetzt an Stelle der Gr~ssen m und u neue Gr(~ssen 
eingefnhrt ' ' ~ e r a e n o  
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E s  mSgen o n ,  c~2, . . . ,  cx.;  c2~, c22, . . . ,  C~n; . . . .  ; C,~, C,~, . . . ,  C,,, 
n 2 ganze Zahlen bezeichnen, (lie fi'tr jedes ff und  I ~' yon I bis n den 
Bedingungen:  

% f , , , '  "4- c~,Y2,,' -t- . . .  -t- c.,,c.,,, = I O' wenn It' ~ /t, 

'" '" . . . .  I r ' ,  w e n n  i f '  = / . t ,  

geni~gen, wobei die Grssse r, mit  der  das vorher  eingeftihrte r jetzt  
zu identificiren ist, eine positivc ganze Zahl sein soll. Es bi lden dann 

die Grsssen c~ c ~  c , , .  c2~ c~2 c2,,. c,~ c,,~ c,,, 
r r r r r r r r r 

dig Coefficienten einer orthogonalGn Substi tution,  und es ist daher,  wenn 

man unter  x (~), .,~(~), . . . ,  x (") beliebige Grsssen versteht  und 

(o) 

( ' )  ~ c , ~  "t- c ~  (~) "4- . . .  -4- c~,,~ (") rY ~ 

c~,~ (~) + c ~ z ( "  + . . .  + c~.x(") = ,j(~), 

�9 �9 �9 o , o , o 

c,,r~ :(') + c,,2z (~) + . . .  + c , , , z  (') = ry(',), 

SGtzt, dan no gebildete Gleichungensystem Gin orthogonales,  oder, wan das- 
selbe sagt, es ist stets: 

x (')~ -t-  x (~): -[- . . .  -4- z ('): = Y(~): + Y(~)" + - - -  -4- Y(")~; 

auch finden welter  noch die mit  den obigen aquivalenten Rela t ionen:  

%c~,,  -4- c,,~c,,,, -4- . . .  + c,,,%,, = 

statt. 

o ,  wenn #' > a ,  

r ~, wenn p ' ~  ft, 

In die rechte Seite der  Formel  (F) fiihre man jetzt  an Stelle yon 
mz ,  u,~ al lgemein,  d. h. ffir ff ~ I, 2, . . . ,  p,  neue Grsssen n . , ,  v,, ein, 

�9 �9 0 r  welehe mit  ihnen verkn~'q)ft .~ind durch die Glemhun~,en: 
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41) (D C H , t a  + c ] 2 m ( 2 )  + . . .  + r ~r t.,ln,,,,, z ~ $'$'/p. :~ 

C~*-. 0)...,~ + ~(~) ,~ ~ ( , )  .-(~) c~,,,,~ + ... + 

c,,m~? + c.~m~y +.. .  + ~ ~,(") ,'~(') 

c.u</' + c,#/'  + ... + c,.u(:' = rv;,<", 

U(I)  ~ (2) ~ a~(n) ~ r ~ ( 2 )  c~, ,, + + ... + C 2 2 ~ i i  t+2n~  [~ 

�9 o o , o o . o o o o o o , o �9 �9 �9 �9 

oder auch durch die damit  aquivalenten G]eichungen: 

(s,) 

~ n l  SVlt 

etch, 0) 71- ~, ~(~) ,~ ~<.) - {~) r m ~  . , .  , , n 2 ,  v p .  

�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 , �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 . �9 �9 �9 

C ~ , ( I )  r  , t ~ ( 2 )  r  , t ~ ( n )  
. ~  + + + = ru G ,+21,~,a ... ,+nl ,.., i, t 

c , ~  ') + ~ ~.~,) + + ~ ~,<., _ ~ . , -  

C 4,(1) ~, ~ (9 )  p ~.(n) a . ~ ( n )  v ( n )  ~ r u ( n )  
l n " l t  "3 I -  + . . . J r  . . . .  ~ . . . ~  _ = _ ~  . . . : , ,  , c , .~f)  + c~.v(~ ~) + + c. .  ~ - -  

In Folge dieser zwischen den Gr0ssen m und n wie zwischen den GrSssen 
u und v gesetzten Beziehungen wird das Gleichungensysteln (O) erfollt,  
wenn man allgemein,  d. h. ftlr u--:-- i,  2, . . . ,  n: 

,) 

~) 

3) 

ersetzt. 

~(~) g o  dutch m (~) und gleichzeitig ye,) dutch ...,,, 

~1~) x (~) durch ~g9 und gleichzeitig y(') dutch .~r - - - y .  

x ('~ dureh u ~'~ und gleiehzeitig y(~) dureh v~ '~ 

Dasselbe System wird daher auch erfOllt, wenn man 

4) 
5) 

x (~) durch ~(') + m~ ) und gleichzeifig y(') durch n!; ) + ~")  �9 ~u ~ ---itt 

x (') d u r c h  r e ( d > +  u(d ) und gleichzeitig y(') durch ..,,~(')+ v (~)_ 

ersetzt. Es bestehen daher, entsprechend den fonf  soeben aufgestellten 
Lsmmgen, die Relationen: 
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in (1)~ m}~)~  . .  i l l . ( , )2 ~ t i l l ) 2  t i (~)~ , ) . ( , i t  , + + + - . <  + + + 

t)~( 1)~ llT.(~) ~ ~il.( .0 ~ l l ( l )  ~ l i.(~ ) z ~)l(.) ~ ,<. + + + .... . = + _ . ,  + +-- , , . ,  " ' - i s '  " " " , ,s . . . .  

~g( 1 )2 ,}t(2)2 91(. )2 ,, + + + = ,,<,>, + ,,(2), + + ~,(.), 
+~',tt " " " -'~t ~ �9 " 

(.,,,~<'> + ,,,f,,,>), + . .  + cm<.> + ,,,I;>), = c,,<,> + ,,I,.>) 2 + . . .  + ,..,.(,,.<.> + ...,.,, 
, , * \ Is \ It 

(m,<< '> + u(')~ ' . , ,  + . . .  + (m ,< :>+  "<">~' (n<'> v,<:') ' ~,<">~' ",,s = . .  + + " . + ( ' G  > + o , , ,  

aus denen durch passende Verbindung schliesslich die Gleichungen: 

~ n ( i  ) t i )  ( 1 )  (2 )  (21 �9 �9 t l l , ( l l  ) i l , / 0 )  ) t~ (1 ) t l , ( 1 )  ! i (2) i~(2)  ~ . ( , ) , ) ( , )  
. --/<" + + + = + + + " ' , s  " ' I t ' ,  

~7~ ,, " i~L~ . "-]1 "-ll '  " " , , - - - I s  - - - : g  . - , , ~  . - p .  �9 

t l l ( i ) l i  i )  t i l . (9) l / .  (2) . . t i l .O))t i . (")  tZ ( l ) t ) ( i )  ~1_ " ' /*  _/s "31"- ")1- -,< --:, + + + = tl(~b,(2) ~(,,),~(,,) ---it " ' / ~  . . . .  I~ - - , a  " - I ~  --/~ " " " --It ~lt 
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hervorgehen, die ft'~r jedes /t und /,' yon I bis p gelten. Mit Holfe dieser 
beiden Gleichungen kann man nun auf der rechten Seite der Forxnel (F) 
die Grossen m und u durch die Grossen n und v ersetzen und erhttlt dann 
die neue Formel: 

(F,) ((ru<'>)),~ ((,-u<2>))... ,9 ((ru<">)) 

Z /t=p p.'=p #~p 

2 :  Z a r (,),,(,) (.) (.)~ ~.~2~ ( , ) ( , )  <.) (.)~ �9 . .  ~. / ,  r t, . . .  ~# % ] 
e,,=l r lx~l 

wobei jedoch die Art und Weise, wie ober die Grsssen n zu summiren 
ist, noch einer naheren Bestimmung bedarf. 

Bei der Ausffihrung der auf der rechten Seite der Formel (F) an- 
gedeuteten Summation tritt im allgemeinen Gliede an Stelle des Systems 
der n einem beliebigen Index p entsprechenden Grossen: 

~(1) 
mrs)(2 ~ �9 . 

~/l(  n ) 

jede Variation zur n re" Classe mit Wiederholung, die man aus den ober- 
haupt existirenden negativen und positiven ganzen Zahlcn als Elementen 
bihlen kann, und entsprechend muss daher bei der Ausftihrung der auf 
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der rechten Seite der Formel (F]) angedeuteten Summation - -  da clas 
allgemeine Glied dieser Summe aus dem allgemeinen Gliede der auf der 
reehten Seite von (F) stehenden Summe dutch Einffihrung der Grsssen 
n, v unmittelbar erhalten wurde ~ an Stelle cles Systcms der n Grsssen: 

~:,, . , ~ , , . . . ,  n!:' 

jedes System yon Werthen und jedes nur einmal gesetzt werden, welches 
sich aus den Gleichungen (S) ergibt, wenn man darin an Stelle des Systems 
der Grsssen m die genannten Variationen treten l~st .  

Denkt man sich nun ft~r jedes # v o n  I b i s  p das System der n 
Z a h l e n - ( "  m~, 2), , ;, m:,, . . . .  m ~") in die Form gebracht:  

indem man allgemein unter p~,~) den kleinsten positiven Rest der Zahl m~: ) 
naeh dem Modul r versteht, und fiihrt diese Ausdrtieke an Stelle der m 
in die Gleichungen des Systems (S) ein, so ergibt sich zun'~chst, wenn 
man noch unter ~,~), ~,~), . . . ,  ~.~,") Grossen versteht, welche sich aus n 
gegebenen Grossen a~ ), a~,~), . . . ,  a!, ") den Gleichungen: 

~.i'= c11~1) + c ,~2  + . . .  + c1.~: ), 

~: '  = c2,~:' + c2~:, + . . .  + ~.~!:' ,  

�9 * �9 * , �9 * �9 �9 �9 �9 �9 

geml~ss linear zusammensetzen, dass die n Grsssen: 

n~:,, , ~ y , . . . ,  r  

stets in der Form dargestellt  werden kOnnen: 

-(1) -(~) ~(~) 
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wobei die ~ ganze Zahlen bedeuten, die in den linearen Formen ~ vor- 
kommenden a aber ausschliesslich Zahlen aus der Reihe o, x, . . . ,  r - -  i 
bezeichnen, und dass eine solche Darstellung, wenn man zur Abkt~rzung: 

c,,,~::', + c,~,,~;: ~) §  + C,,,,,;',n' = ~ ' ,  

~,n;:  ~, + C ~ ; :  ~, + . . .  + ~,~;',') = rT,  

�9 ~ ~ . ~ ~ �9 ~ �9 ~ ~ ~ 

e.,,,;:" + c.~m;7' + . . .  + c..,~;? ) = C ' ,  

setzt, durch die Gleichungen: 

,~ i~)= r~',  ,~:- ' )= ~:, ,  . . . .  , ,~;') = ~: , ,  

reprasentirt wird. Die weitere Frage ist dann, ob bei gegebenen m und 
dadurch bestimmten n die Grsssen ~, a nicht auf mehrere den auf- 
gestellten Bedingungen entsprechende Weisen bestimmt werden ksnnen. 

Man nehme an, es existire eine zweite solche Bestimmung der Grsssen 

~, ~, und es sei dieselbe reprt~sentirt durch: 

r = ~!~,, r = 8~:,, . . . .  , ~:'  = 87,  

wobei die s also wieder ganze Zahlen, die a Zahlen aus der Reihe 
o, I, . . . ,  r - - i  bezeichnen. Aus den beiden jetzt vorhandenen Dar- 

stellungen der Grsssen n: 

-(1) -(~) ~(n) 
p,, , r  = ~';' + - - ,  . - , ,  = ~,,, + ~ ,  - ' "  = ~ ' ,  + 

"I, -I, hi, - T '  . . . .  ~' 

-(1) ~) ~oL-(n) 
___ ~t(~) .q(n) ~ ,_z._. 

" h  q -  - 7 - '  n~  r ' " ' "  r 
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wobei dig p, ~ Yon den p, ~ beziehlich in derselben Weise abh'~ngen, wie 
die ~ yon den a, ergeben sich dann unmittelbar  die Beziehungen: 

~ ; )  = ~ ' , ,  - , (s~:, - ~!:,), 

und man erkennt daraus, indem man an Stelle der ~ die ihnen ent- 
sprechenden linearen Functionen der ~r setzt, dass die Grsssen ~) ,  ~) ,  . . . ,  ~ )  
eine yon der Lssung p(~), p~2), . . . ,  p(,) verschiedene, d. h. derselben nach 
dem Modul r nicht congruente, Lssung des Congruenzensystems: 

( c )  

c , , x  (') -{- c,~x(~) + . . .  -{- c, nx ( ~ ) - ~ )  (rood r),  

c~lx(1) + c~2x(~) -{- . . .  -4- c~.x(')--~(~ 2) (mod r),  

c~lx(l) - b c.~x'2) -{- . . .  + c . .x( ' ) - -~(~ ~) (mod r) ,  

bilden mt~ssen. Bezeichnet umgekehrt  ~1), ~ ,  . . . ,  r(n~ eine beliebige 
yon p~), p(~), . . . ,  p(~n) verschiedene Lssung dieses Congruenzensystems, 
deren Elemente r man sich auf ihre kleinsten positiven Reste nach dem 
Modul r reducirt zu denken hat, so kann man stets mit Htilfe der Grsssen 
r, indem man sie an Stelle der a treten l~st ,  eine von der urspriing- 
lichen verschiedene Darstellung der Grsssen n erhalten. Setzt man namlich: 

cl l~ '  + c 1 ~  ) + . . .  + e , . r  ~ '  + ~ ' ) ,  

c~1~' + c , ~ '  + . . .  + c~.~' = ~ )  + ~ ' ,  

oder in ktirzerer Bezeichnung: 
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so sind ~ ) ,  ~2), . . . ,  ~.) ganze Zahlen, und es ergibt sich daher aus der 
urspriinglichen Darstellung: 

-(1) -(9 -(n) 

n(,) ~(~) + P~ , ~,(') ~(,) + f' ) n(;) ,(.) +~_~_ 
tr " /J"  'Y  - - / l  " P ' r  ) :1 ~ - P  r 

mit Hfilfe der letzten Gleichungen sofort die neue: 

+ w '  = r 

bei welcher also die Grsssen ~, a die W~rthe: 

besitzea. Daraus folgt aber, dass die n zu gegebenen Grsssen m(~ ~), m(~ ~), ...,m(s ") 
geh0rigen, durch die Gleichungen (S) in jedem Falle eindeutig bestimmten 
Grossen n(~ ~), n (2) n(") auf s verschiedene Weisen in die Form: 

: ( ,  a(2 a(; > 

" ' ~  " ' ~  ?" T r 

- -  wobei die  ~ ganze Zahlen, die in den lineaten Formen ~ vorkommen- 
den a abet Zahlen aus der Reihe oi i,  . . . ,  r - - x  bezeichnen - -  ge- 
bracht werden ksnnen, wenn man unter s "die Anzahl der ausschliess]ich 
von Zahlen aus der Reihe  o, I, . . . ,  r - -  i als Elementcn gebildeten 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, der nach dem Modul r incongruen- 
ten Lssungen des Congruenzensystems (C) versteht. Diese Anzahl s ist 
abet dieselbe, wie die Anzahl der nach dem Modul r incongruenten 

L0sungen des Congruenzensystems: 

(c0) 

cl ~ x (~) .-]- c~ 2x (2) -.]- 

c2tx  (~) ~ c22x (2) -~ 

C.xX (~) + c .~x  (~) + 

�9 . . + c , , x  ( ' ) -  o (mod r), 

�9 �9 �9 "4- c 2 , , x  ( n ) - = -  o (rood r), 

+ c,,,,x c') = o (rood r); 



228 F. Prym. 

man erhi~lt n~mlich die slimmtlichen soeben erwahntcn Losungen des 
Systems (C) und zwar jede nur einmal, wenn man zu einer bcliebigen 
yon ihncn, z. B. zu p(,~), p(J), . . . ,  p~"), der lCeihe nach die sammtlichen 
nach dem Modul r incongruenten LSsungen des Systems (Co) addirt  und 
die dabei auftretenden Zahlen stets auf  ihre kleinsten positiven Reste 
naeh dem Modul r reducirt. 

Auf welche der s msglichen Weisen man nun auch die zu gegebencn 
Grossen m~ ~), m( ,2 ) , . . . ,  m~ ~) geh0rigen, durch die Gleiehungen (S)be-  
stimmten Grossen n(~ a), n~), . . . ,  n(~ ~) in die Form: 

~.(1)  

n~l) fi(l) % ,  ~,(2) = ~ , ( 2 )  d l  - - I t  , . . . .  , - - g  - - , ,  " l -  
�9 -,~ --/L. r 

bringen mag, es werden die bei irgend einer solchen Darstellung auhre- 
tenden ganzen Zahlen h~ ~, ~(~), . . . ,  h~? ) immer eine gewisse Bedingung 
erftillen, die zudem vollstandig unabhlt~gig ist von dem speeiellen Sy- 
sterne der Grossen n ,  auf das sieh die Darstellung bezieht. Ft~hrt man 
namlich die soeben aufgestellten Ausdri~cke an Stelle der Grsssen n in 
die Gleichungen (S') ein, indem man zugleieh die a dutch die ihnen ent- 
sprechenden linearen Functionen der a ersetzt, so erhMt man unter Be- 
racksichtigung der ~Relationen, denen die ganzen Zahlen  c gent~gen, die 
Gleichungen: 

(S") 

(c,,~, + c~,~, + . . .  + ~ ,~ , )  + r ,~ ,=  r,,',',', 

(c,.,~' + c.~2~' + . . .  + c,2~') + r ~ ' =  r ~ ' ,  

(c, .~, + ~,,~,  + . . .  + c,,n~ )) + ~ , =  r , ~ ,  

und erkennt daraus, dass far die n Grossen h(~), h~2, ), . . . ,  r ') nur solche 
ganze Zahlen auftreten ksnnen, ftir welche die n Grossen: 

e. r  ~ ~(n) e ~.(~) ~ ~(,,) ,~ ~o) . e ~.(") 
- - 1 1  ""P- . . . . . . . . .  

slimmtlieh dureh r theilbare ganze Zahlen sind. Setzt man umgekehrt  
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in den Gleichungen (S") an Stelle d e r n  Grossen ..:,r nd'(.>, . . . ,  _,~.<~)irgend 
welche ganze Zahlen, ft'tr welche die n Grossen: 

~(1) _ ] _ , ,  .if_ p ,~(n> a ~,(1> ~/(n) -*(l> ..~_ , e ~(n> 
Cl 1 "'P , ) Cln ~'t',,t " " "JI- ~ n n  " ' I t  ~"l"~/z ' -12" ' , z  - i f -  " " " 2 1 - C n 2  1, , . . . .  

s'~mmtlieh dureh r theilbare ganze Zahlen sind~ und zugleich an Stelle 
der n GrOssen a (~) _c-,) ~,(") irgend welehe Zahlen aus der Reihc ,!t ~ O[ ! t  ) " " �9 ) ~ Iz  

o, ~, . . . ,  r - - ~ ,  $o liefern diese Oleichungen f('~r die Orossen m immer 
ein System ganzer Zahlen m~, ~), m(,~ ), . . . ,  m(,;'): denen sis Grossen n die 
aus den gewi~hlten h und a gebildeten Grsssen: 

-2.(1) 

"1~,~. ~ . . i t  ~ 

= ~(~) -0 , )  

entsprechen. Daraus folgt aber unter Berficksichtigung des fri'dmr ge- 
fundenen Resultates, wonach bei gegebenen m u n d  dadurch bestimmten 
n die Grc, ssen h und a auf s verschiedene Weisen bestimmt werden 
konnen, dass an Stelle des Systems der n OrOssen ~,,(~) m~ > ~,,(~> ##v,t ,~ 

die mit  den GrOssen r und a i m m e r  dureh die Gleie,hungen (S")verknfipfl  
sind, jede Variation zur n *~= Classe mit Wiederho!ung, die man aus dev 
fiberhaupt existirenden positiven und negativen ganzen ZahIen als Ele- 
menten bilden kann, und zwar eine jede s-mal tritt, wenn man an Stelle 
des Systems der n Grossen a(,, l}, a~ ~, . . . ,  al~ ~ der Reihe naeh die si~m.mt- 
lichen r ~ Variationen der Elemente o~ J, . . . ,  r ~ 1 zur n t~ Classe mit 
Wiederholung setzt und dabe:, jedesma] an Slelle des Systems der n 
OrOssen .~,~(1), "'I t~r . . - ,  --.,,~('~ jedes System yon n ganzen Zahlen treten lii, sst, 
ft'lr welches die n OrOssen: 

r ,~o0 . + + - , , , , - , ,  

siimmtlich dureh r theilbare ganze Zahlen sind. 
A us den) zuletzt gewonnenee Resullate ergibt sieh nun sehliesslich; 

dass man die auf der rechten Scite der GleicL'ung (F1) angedeutete Sum- 
mation in der Weise ausfi'thren kann~ dass man im allgemeincn Gliedc 
ft'lr jedes p yon I b i s  p:  

Z(1) 
9~(1) ~ *(1) ~:t 

- (o )  
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setzt, hierauf an Stclle des Systems. der n Grossen ~,,-c', ~,~,-(~), . . . ,  -~,'r'") der 

Reihc nach die sammtlichen r" Variationen dcr Elemente o, I, . . . ,  r - - I  
zur n t~~ Classe mit Wiederholung treten lasst und zu jeder solchen 

Variation an Stelle des Systcms dcr n Gr5ssen ~('..,, , ...,*i '~', . . . ,  ,~,,':(") jedes 

System yon n ganzen Zahlen setzt, ft:r welches die n Gr0ssen: 

�9 ~ ~ A ( I )  c ~ ( n )  c ;,~") r + + c.~n>? ), , ~,,. , ,  + + �9 (t) + . . .  + , , l , ~  , c l~-- i ,  e l  1 ~ l t  �9 * " �9 " �9 �9 " ~ " ~ n n  " - I t  

sammtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind, endlich die Summe der 

so entstchenden Tcrme bildet und diesc Summc noch dutch s p theilt. 
Die in Bezug auf  die Grosscn ~ auszuffihrende Summation kann yon 

der ihr anhaftendcn Beschrankung auf folgendc Wcise bcfrcit werden. 

Bcrficksichtigt man, dass das Systcm der n Grsssen: 

,,,zJ," + . . .  + ,.,~i:", ,,#~." + . . .  + c. .~: , ,  . . . .  , c,.~il. , + . . .  + c..~i., 

zwar jedesmal in ein System ganzer Zahlen, aber nicht jedesmal in ein 
System dutch r theilbarer ganzcr Zahlen tibergeht, wenn man an Stellc 

der Grt~ssen h beliebige ganze Zahlen setzt, bert~cksichtigt auch, dass ein 

jeder der aus den n Grsssen: 

~/(1) 

. . I t  = ..1~ "31- ~. , t  " ~ -  "* I t  " ~  1" ) . . . .  It - - , t  = --p. 

gebildeten analogen Ausdrticke: 

~,,n2' + . . . .  + ~ .1r  c,.?~,,, + . . .  + c..~:,,, . . . .  , %,r  + . . .  + c . ~ : ,  

mit dem ihm entsprechenden, die Gr~ssen ~ an Stelle der Grcssen n en~- 

haltenden Ausdrucke - -  da fiir jedes v yon I bis n: 

ist ~ immer gleichzeitig eine durch r theilbare oder eine durch r nicht 
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theilbare ganze Zahl ist, so erkennt man, dass man die Summation in 
Bezug auf die Grsssen ~ von der ihr anhaftenden Beschrankung dadurch 
befreien kann, dass man das in (F,) hinter dem Summenzeichen stehende 
allgemeine Glied .mit einer Function F der s'~mmtlichen pn Gr0ssen 
R( n( 2 ) ao.(n ) ., , :, , . . . ,  .~:, , I~ == x, 2, . . . ,  2, multiplicirt, die so beschaffen ist, 
dass sie immer den Werth o besitzt, sobald auch nur eine der pn Grsssen: 

C l l t f ~ :  ' + . , .  7[-- Ca,~'~l~) ) C 1 2 ~ : '  "Jp �9 . .  7[-- Cn2nl~)  ) . . . .  ) C l a n l :  ' *~- . . .  - -~ C . n n ~ :  ) )  

eine durch r nicht theilbare ganze Zahl ist, dass sie dagegen den Werth 
i hat, sobald diese pn Grsssen s'~mmtlich durch r theilbare ganze Zahlen, 
sind. Summirt man namlich, nachdem man eine solche Function F hinter 
dem Summenzeichen als Factor eingeschoben hat, in Bezug auf jedes 
von ~ ~ bis + cx~, so wird der Werth der entstehenden Summe dcr- 
selbe sein, wie der der urspriinglichen,, da bei der neuen Summe alle 
diejenigen Glieder, ffir welche die pn Grsssen: 

11 "',U �9 . . . .  �9 �9 �9 ~ �9 �9 " " ~nl*V# ) U 12"r$1L ~]n2 " / ,  , , "Jln "U,,, + + +)+n'-iz ) 

/I~-~- I ,  2, . . . , 2 7 ,  

oder, was dasselbe, die pn Grsssen: 

c , : ( ;>  + . . .  + c., . l:> , . . .  + c . : , : ,  . . . .  , c : , ; ,  + . . .  + c . : : ,  

/ Z ~  I) 2, . . .~ p ,  

nicht sammtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind, und welchen daher 
auch keine Glieder der ursprtinglichen Summe entsprechen, in Folge des 
bei ihnen stattfindenden Verschwindens des Fac tors .F  den Werth Null 
besitzen, wahrend der Complex der t~brig bleibenden Glieder, da bei jedem 
derselben der Factor F den Werth I besitzt, mit dem Complex der die 
ursprtingliche Summe bildenden Glieder identisch ist. Eine Function F 
mit den erwahnten Eigenschaften soll jetzt gebildet werden. 
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Man setze, indem man unter /~ eine Zahl aus der Reihe x, 2 , . . . , p  
versteht: 

( i~ / : )=rx l  2t~,l)wil (1) C .(n>~ ' 2tJl, " ' {~  _(1) C...O0) 
I ' V  "kCllnt" + ' ' "  + "l"tx ] " ' "  r \Vln",, + "'" -~ 

: e e ; 
~)=o //::)= o 

die so definirte Grssse f~, besitzt dann immer den Werth o, wcnn auch 
nur eine der n Grsssen: 

c ~ : ) +  . + , ~  ,,("> - -(" n ( ] ) +  + e  ~("> ~,~,,:, , q : , ,  + + c.~n? >, , e l . _ , ,  . . .  l - - l , t  �9 �9 �9 �9 �9 , �9 �9 , �9 ~ t z ) ~ - - / (  

o 

eine dutch r-nicht  theilbare ganze Zahl ist, dagegen den Wertb I, wcnn 
diese n Gr(~ssen sammtlich dutch r theilbare ganze Zahlen sin& Bringt 
man nun, indem man zur Abkfirzung: 

c,,j~?> + c,,fli: > + . . .  + c , . f l i : ,=  ~)>, 

c,,/~):' + c ,  fi::> + . . .  + c , . f l : ; '= -fl):>, 

c,,,~:, + c.~fl2 + . . .  + ~,,,~;" = ~:>, 

setzt, die Grssse f,, in die Form: 

~ l ) - r  1 /~,n)= r--1 
I / L  - - -  ,, 

Z �9 Z 2~'~[n(l)~(l) n(2)~1(2) § "'" + e ft~ [ r ~, l~ i /~ + t~ '-,'~ "r~, u tJ t~ } 
�9 �9 

r :/I)=o :/,:)=o 

und bildet das Product: 

0, I . . . . .  r--1 ~TZ1"/x~ t " (I)~(1) _(2)~(2) ..(n)~(n)\ Z .~4lx I~IL l @r ~,=~ tnh ~;' + + "'" + "" :~ ) 

~ =:A...5 :, 

wobel die auf der rechten Seite angedeutete Summation so auszufilhren 
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ist, dass jede der p n  in den linearen Ausdrticken fl vorkom,nenden Grsssen 
/7 unabhltngig yon den anderen die Werthe o, x , . . . ,  r - -  i annimmt, so 
ist F eine Function mit den gewtinschten Eigenschaften, und man darf 
daher, wenn man sie auf der rechten Seite der Formcl (F1) hinter dem 
Smnmenzeichen als Factor eingeschoben und auch bei ihr far jedes p yon 
i bis p die Grsgsen: 

ll(1) w ( 1 )  iq , (n)  
lz 9 "~I  l ~ ," ) " - I t  

durch die Gr~ssen: 

~ILt -(ll) 7,(~) ) fi(,) + =" 
l~,(1) - t , .  t~,(~) ~ ) " " ) "-t* 
" '"  + r ' "-t< + r r 

beziehlich ersetzt hat, die Summation alsdann in der Weise augfQhren, 
dass die ~ unabhangig yon einander die Reihe der ganzen Zahlen yon 
- - o o  his + oo durchlaufen, wahrend gleichzeitig jede der pn in den 
linearen Ausdrticken ~ vorkommenden Grbssen = unabhangig von den 
andcren die Werthe o, x, . . . ,  r - - I  annimmt. Man gelangt auf diese 
Weise nach einfacher Umformung des allgemeinen Gliedes der Summe 
und passender Anordnung der Summation, wenn man zugleich noch linke 
und rechte Seite mit r ' s  ~ multiplicirt, zunachst zu der Gleichung: 

(F~) ( r " s ) ' O ( ( r u < " ) )  O( ( r=<") )  . . .  o ( ( ru<" ) )  = 

{( - - " : " < : "  -<,, ;,-<:D(~<,, (~<.> +;<,--:>~(,,,~.> 
Z Z % .  - .  + + +. . .+  + 

o,, . . . . . . .  , ....... +| , , : , , , : ,  , i t , "  \ '<  " ) \ ' <  

~ I e l<:pr/ z<l),, / ~l~ ~ , co, i, / - 

_ o,. , ,  <.> -----~-. 

I "-- <" ~ ~<'> + - ; - ) t ' "  + : x i ( ' < '>+  , ) C  + x .  , , 
X e t '=lL\ 

wobei also die durch ~ markirte innere Summation so auszufilhren ist, 

dagg die ion Grossen r unabhllngig von einander die Reihe der ganzen 
Zahlen yon - -o ,3  big + oo durchlaufen, die ebendaselbst vorkommende 
aussere Summation aber so, dasg jede der 2Fn in den linearen Ausdrt~eken 
a, /~ vorkommenden Grsssen =, fl unabhangig yon den anderen die Werthe 
o, I, . . . ,  r - - I  annimmt. 
16-665007 acta *nathematiea. 3 
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Die auf der rechten Seitc der Formel (F2) hinter dem ersten .Sum- 
menzeichen stehende np-fach unendliche Reihe ist aber, wie ein Blick auf 

die in Art. I aufgestellte, die Function ~rgl((w))definirende Reihe z e  ig t~  
t _ ~  

identisch mit dem Producte cler n die Functionen: 

k r  I . L _  r ._.J 

(rv,"))) 

- -  bei denen die Charakteristiken, dem frtlher getroffenen I~bereinkommen 
entsprechend, in abgekiirzter Form geschrieben sind, sodass allgemein, d. h. 

das Symbol l die Charakteristik ~ - " )  "-~ 

M r ,  L-T " 

vertritt - -  beziehlich darstellenden Reihen. Sctzt man nun in (F2) an 
Stelle der genannten np-fach unendlichen Reihe das Product dieser n 
Thetafunctionen ein, so erhMt man schliesslich die folgende Hauptformel: 

(o) (,-"s), o((ru",)) o((,.u'~))) . . .  ,9((ru'"')) 

0,' . . . . . . .  ' r '"7 

, L r _ J  t _ .  r J L .  r . _ 1  

bei welcher die Summation in der Weise auszuft~hren ist, dass jede der ~np 
in den linearen Formen: 

a() '=  c,,~(2 + c,~(2 + ... + c,.@', 

~7 = c~,~i" + c ,~7 + . . .  + c,.~7, 

]~7 --  c,,#)) + c,~#2 + . . .  + c, .#:' ,  

#~., = c,~, ,  + c,#7' + . . .  + c~.g.,, 

~7 = ~. ,~,  + ~ . ~ ,  + ... + ~..~ 7 , ~-) = c.1~,, + ~ . ~ ,  + . . .  + ~..~.,,  

~ I~ 2~ . . . ~  ~ 
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vorkommenden Grsssen a, /9 unabh~tngig yon den anderen die Werthe 
o, i,  . . . ,  ~ ' - - i  annlmmt.  Da ferner die Grsssen u und v ,nur den 
Gleichungen: 

~u~ = c ~  + ~ , r  + . . .  + ~.,~.~, 

ru(2 = c~v(2 + c ,v~ '  + . . .  + c.~r ), 
(p ~ 1,2, ...,p) 

~u(; ) = c~.v~) + c,.v'2 + . . .  + c . . r  

zu gent~gen haben, im ~br igen  aber vollstandig willkt~rlich gewahlt  
werden di~rfen, so kann man in der gewonnenen Formel (0) die Gros~en 
v als unabh~ngige Verltnderliche betrachten, und es vertreten dann die 
Grsssen u die durch die soeben aufgestellten Gleichungen definirten line- 
aren Functionen derselben. Der Werth yon s endlich hangt,  da s die 
Anzahl der nach dem Modul r incongruenten L5sungen des frl~her auf- 
gestellten Congruenzensystems (Co) bezeichnet, yon den Werthen der Grbssen 
c a b  und muss in jedem Falle besonders bestimmt werden. 

. 

Die gewonnene Formel (0) ist einer bedeutenden Verallgemeinerung 
fahig. Um zu derselben zu gelangen, lasse man auf der rechten Seite 
dieser Formel die Systeme: 

(rv(~)), . . . ,  (rv ̀")) fibergehen in rv(" + l a(, )]], . ,  (rv (") + l a(.) , 

i nde~  man unter p(l 1), ~(1). _(.). ~1), ~1); .... ; o~,  ..., de.) �9 " ,  r'p , .... ; P~">, "" , / 'p  , "", 
beliebige ganze Zahlen versteht; es gehen dann gleichzeitig die auf  der 

linken Seite stehenden Systeme: 

(~.~(1)), o o o ,  ( ~ ( a , )  t ~ b e r  i n  ~.~(1) + [~(1) ' ~ ~ ~  ~ ' ~ ( ' ) +  [ ~ ( - ) , ]  
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wenn man allgemein, d. h. w /~ = I, 2, . . . ,  p: 

C _(1) r _(2) ~ ,.Ol) ~ (1 )  ll?~< + + + �9 " " ~ - - -  1 %  ) ~ 2 f i l e t  t" n l ~ / ~  

Cl 2/O(pl) + -21 iOP ' I t ? "  _('2) -I '-  " l -  P ~r~(n) = ~ (2 )  �9 . .  ~ p  ) ~nil~p 

�9 �9 �9 �9 �9 , 

C _(I)  p ~(2) t2. n (n) ~-(~) ~,,#.. + + + = " ~ n / %  """ p1~ ) 

_r + _r 
C l l O ' p  > C~,O-X ) 71- . .  �9 J r -  t, a l ~ g  ~.# ) 

C ~1) p. ~ )  ~. ~n) = '  ,~% + + + = ~ ) ,  

�9 o o o o o . �9 o �9 

�9 . . e ~ n )  ~(~) C 1 " ~ ) +  C~"O'I~ ) +  + ~ n " ~  = "1' ' 

setzt, und man erhMt, wenn man auf die rcchte Sci(e der so entstandenen 
Gleichung die Formel (D), auf die linke die Formcl (A) dcs Art. i an- 
wendct und unter Berficksichtigung der Relationen: 

I , . , = n  l , = n  v f f i n  i , = n  I l e = l l  - -  y = ) l  

y = l  u = l  v ~ l  ' J= l  v = l  u f f i :  

die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactorcn durch Division 
entfernt, die allgemeinere Formel: 

P'->I 
(e ' )  (,- ~) ,9 :.<,, . . .  <.> 

i _  r __l I_ .  r . _ l  

0,1 . . . . . . .  ' r m  

a, fl 

r~(.)-] 2,~ ~=. p=r 
((re")) . . .  ~ ((re'>)) e 

L ~ s t  man jetzt weiter auf der rechten Seite dieser letzten Formed 
die Systeme: 

(rdl)), . . . ,  (rd ")) Qbergehen in rv(l'+ [ ~ [ / ,  . . . ,  + ~ [ / ,  

indem man unter ~ ' ) ,  . ,  ~1); ; ~ ' ) ,  ", ip , , . . . . . .  . . . . . . . . . . .  o~ ; ; o~ "), ., 
zunachst beliebige ganze Zahlen versteht, so gehen dadurch die auf der 
linken Seite stehenden Systeme: 
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f 

(ru(~)), . . . ,  (ru (')) iibcr in ( ru  (', + 

\ ~ i ( i ' / ; ' "  " " ' \ru('D + [~176 1_~.  i /  

wenn man ailgemein, d. h. fiir # ~- x, 2, . . . ,  p: 

~ r ~  ) § c, j 2  + . . .  + ~,,~;') = rr;: '), ~,.,~i',) + c~.,~ ~) + . . .  + ~,,~;,  = ro~'~), 

c,,~;, + c,,,?;~ ~, + . . .  + ~,,~:;,= ~r;: ,) ,  c,,,~;, + c~,,,~:, + . .  + ~,, , ,~: ,  = r,~:"', 

setzt. Die Anderungen, welchc auf diese Weise die Systeme (ru), (rv) 
crfahren haben, kann man nun mit Hi'dfc der Formel (A) des Art. x 
durch entsprechende _~ndcrungcn dcr Charakteristiken unter Hinzuft'lgung 
yon Exponentialgrsssen wicder wegschaffen. Stellt man dann die Bc- 
dingung, dass die auf der linken Seitc entstehenden Charaktcristiken den- 
selben Typus bcsitzen wie die auf dcr rechten Scitc auftrctendcn, d. tl. 
dass ihre si~mmtlichen Elementc sich in die Form von Bri'mhcn mit dem 
gemeinsamen Nenner r und ganzzahligen Zi~hlern bringen lassen, so mfissen 
die Grsssen y,  o ~ ganze Zahlen sein. Die nothwendige und hinreichendc 
Bedingung daffir ist aber, dass die gan~en Zahlen ~-, ~ die Eigensch.fft 
besitzen, dass jedes der p, den Werthen /~ -~ i, 2, . . . ,  p cntsprcchcnden 
Systeme ~,~), ~-i? ), . . . ,  ~:), und ebenso jedes der p Systcme ,3~ ~), ~ 2 ) , . . . ,  ~ ,)  
cine LSsung des Congruenzensystems: 

CllX(1) "l t- C21X(2) -] - �9 �9 * -t- Ct,~l x (n) - -  O (mod r), 

C12 x(1) + C22X (2) "-]- �9 �9 �9 + Cn2X~ (n)~. 0 (rood r), 

c,,x(') q - c2,, x(~) -[- . . .  -b c , , x  c " , -  o (rood r), 

ist, und es sollen die bis jetzt noch beliebigen ganzen Zahlen T, 3 yon 
nun an dieser Bedingung unterworfen sein. Dann ist aber jedes der p, 
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den Werthen p = z, 2 . . . .  , p entsprechenden Systeme r~ '>, T/~ (~), . . . ,  r~ "), 
und ebenso jedes der p Systeme o~(~), �9 $ ' , ( ~ ) , . . . ,  ~(,") eine Losung des in 
Art. 2 aufgestellten Congruenzensystems (Co). Wendet man jetzt, nachdem 
die r ,  3 der angefiihrten Bedingung unterworfen sind, auf die linke wie 
rechte Seite der in angegebener Weise geanderten Gleichung (0') die Formel 
(A) des Art. i an und entfernt unter Berticksichtigung der Rela~tionen: 

v = l  ~=1 v = l  ~ 1  ~=1 v = l  

die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division, 
so erhMt man schliesslich die Formel: 

l,=m p~p 
2n'i .,(v) ~(v) 
r '  Z Z f t ~  # v=l/z=l 

~=m It~p 
27ri x--, X", @)--~v) 

v~n~=p 

Diese Formel umfasst die Formcln (~9), (0') als specielle Fallc und ist 
zugleich die allgemeinste derartige Formel. 

Die auf der rechten Seite der Gleichung (0") als Summanden auf- 
ir~tnP 

tretenden r ~'p Thetaproducte konnen in Gru'ppen geordnet werden, 

indem man zu einer Gruppe jedesmal diejenigen Thetaproducte, immer 
s ~p an der Zahl, zusammenfasst, ft~r welche sich die Werthe der 2np 

-(v) ~(v) 
GrOssen at , t-z nur um ganze Zahlen ltndern, wenn man von einem 

dieser s ~ Thetaproducte zu einem anderen derselben tlbergeht. Man zeigt 
dann leicht, dass die s ~p in einer Gruppe vorkommenden Thetaproducte 
denselben Werth besitzen, und kann daher in obiger Summe jede solche 
Gruppe von Summanden dutch das s~P-fache eines beliebigen Summanden 
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~.2np 
ersetzen. F~hrt man diese Vereinigung f~r jede der - -  Gruppen au~ 

�9 82p 

so geht die rechte Seite der Gleichung (0") in das s~-faehe einer Summe 
~2np 

yon wesentlieh verschiedenen, d. h. durch Anwendung der Formeln (B) 
8 2p 

des Art. I nicht auf einander redueirbaren, Thetaprodueten fiber. Man 
erkennt aueh leicht, dass d ie  Formel (0") nichts yon ihrer Allgemeinheit 
verliert, wenn man sammtliehe Grsssen p, a der Null gleich setzt, oder 
wenn man bei unbeschr',~nkter Veranderlichkeit der ganzen Zahlen p ,  tr 

fi~r die Grsssen ~-, ~, die im l~brigen stets den aufgestellten Bedingungen 
zu gent~gen haben, nur  Zahlen aus der Reihe o, i, . . . ,  r - - I  zulasst. 

Wfirzburg, im Januar i883. 


