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1. Soit propos6e rdquation diff6rentielle de rordre n 

(1) / @ ,  y, ~, v)  = 0, 

dont le premier membre se rdduit k 

az'* y(n-l) 
f ( ~ ,  v, ,~, , , ) =  v ( ' ) -  [,~ _ 1----] = o, 

lorsque p = n, tandis qu'en supposant des p entier et plus grand que 
n i l  contient une suite de termes, repr6sentde par 

r = n  

(2) E ( - -  1)" (p - -  n) (y  - -  n + 1) . . . .  (p - -  r, + r - -  2) 
1 . 2  . . . . . . . . .  r ~ l  

r ~  

~ t - - r  
a Z  y(a- - r )  

[~ - rl 

Cette dquation jouit  de la propridtd remarquable de ne pas changer 
essentiellement de forme par des diffdrentiations successives. C'est ce 
qui se voit par la diff~l-entiation des deux termes consdcutifs contenant 
x"-'+~y ("-~+~) et x " - ' y  ("-~) en tant, qu'elle contribue ~ former le terme 
gdndral de la nouvelle dquation, savoir 

( _  1), (p--i n + 1)(V-- n) . . . .  ( p - - n  + r - - 3 )  
I 2 . . . . . . . . . .  r - - - I  
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I - - r  az__z...__ y(,,-,+l) 
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qui provient aussi du terme g6n6ral de la propos6e par le changement 
de p e n  p ~ l, de y e n  y ' .  D~mc en  d i f f d r e n t i a n t  l ' dqua t ion  (1) on t r o u v e  

(3) f(z, y', n, T -  1) = 0. 

De mdme par p -  n diff6rentiations on parvient 

n - - t  ax y(p--l) 
(4/ Y('-')' = 1] = 0, 

en supposant seulement que p soit plus grand que n - -  1. 
Or l'int6gration de l'6quation (1) d6pend de celle de l'5quation (4), 

pour laquelle on trouve 

y(p--1) 0 e~ y(p-t) cpel.~...n 

on a par suite 

(5) f p--1 ax* p--I 1. ,2... n d~P-1 
y = c~ T o , z +  . . . .  + % - 1 z  e t  y = cp 

Ce qui donne l'int6grale compl6te de la propos6e, s ip--- -n .  Pour des 
valeurs plus grandes de p elle contient p - - n  constantes de trop. On 
en r6duit le nombre au moyen des conditions ~ remplir, pour que la 
premi6re int6grale particuli6re (5) rende la propos6e identique. Ainsi 
par exemple l'6quation 

a l e s  int~grales particuli~res 

f(z, y, 3, 7)= 0 

y = z' + 4x x~ 20x' f f "  a ' y + a ' y e ~ '  dx ' .  

C'est pour traiter la premi6re int6grale (5) ~ part, que nous l'avons 
s6parSe de la d6rni6re, ~ laquelle les eonstantes arbitraires de l'int6gration 
l'auraient attach6e. 

2. Pour des valeurs de p depuis 0 jusqu'~ n -  1 lea derniers termes 
de la suite (2) du premier membre de la propos6e s'dvanouissent, dSs 
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que n -  r - - - - 1 o -  2,  e t  de plus les termes restants peuvent-~tre trarm- 
form6s en 

r f n - - p + l  
(6) _ _ ~  ( ~ - - p ) ( n - - p  + 1) . . . .  ( n - - p - - r  + 2) az "-~ 

1 . 2 . . . . . . . . .  r - - 1  [n--r]  
r=2 

Mais cette transformation n'affecte en rien la dgmonstration de la pro- 
pri6t6, que nous venons de reconnaltre. Seulement il faut faire de cette 
propri6t6 un autre emploi que plus haut. La propos6e 6tant une int6- 
grale premi6re de l '6quation (3), une nouvelle int6gration donnera 

f(~, y (-u, n, p + 1) = e., 

et ainsi de suite, de aorte qu'apr6s n - - p  int6grations on parvient k 

(7) f(x, y(-"+~), n, n) = %+1 + %+~ + . . . .  + e.z "-~-1. 

L'int6grale de cette dquation 6rant 

a~ .... ( f e l  "-~'~n(Cp+l--~" en~ n-p-l) d~) r 61.2 

x% + + %+~z + . _ .  + , 

l '6quation (1) sera donc dans ce cas compl6tement integr6e par 

y = e  t + e t z +  . . . .  +%_t~  -~+ 

) + dzp-~ eL2 . . . .  da: e t +  e 1"2 . . . .  (ep+l+t'p+2z . . . .  + c n x  ' t - ~ - l )  d z  . 

Remarquons par exemple que, 1o 6tant l 'unit~, l '6quation 

f ( z ,  y, n, 1 ) =  0 

a l ' int6grale compl6te 

( +f -L(o, . . . .  +e,j'-')dz), (8) Y = e~.z::..., e,  d ~" 

dont nous noua servirons plus tard. 
3. En dernier lieu, consid6rons lea cas de p ----- 0 et de p entier n6ga- 

tif  et changeons i0 en ~ p  dana la propos6e, qui sera alors repr6aent6e par 

(9) f ( ~ ;  v,  ~, - -~)  = 0. 
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Le premier membre ne sera encore ehangd que quant ~ la suite (2), qui 
deviendra 

r ~ n  

Z ( p + n ) ( p + n - - 1 )  . . . .  ( p + n - - r +  2) a~ "-" 
- -  1 . 2 . . . . . . . . .  r -  1 I n  - -  r ]  y ( n _ , ) .  

r ~ 2  

C'est done par p + n int6grations qu'il faut  remonter ~ r6quation int6- 
grable de la forme (7), savoir 

f(z, y ( - ' - " ) , . ,  n) = c, + e,z + . . . .  + enZ "-~ + . . . .  + ep+.2 +"-1. 

Avant d'aller plus loin, observons, qu'en faisant toutes les constantes 
6gales g zdro nous trouvons dans ce cas de cette dquation l'int6grale 

a x  m 

~/(-p-1) ~__ (~e1,2,, .n, 

par cons6quent pour celle de l'dquation (9) 

@~ m 

dp+ l el .2 . . .n  
(10) y = e -  dzp+ 1 , 

ee qui est bien identique k la derni6re int6grale (5), lorsque nous y 
changeons p e n  m p .  

Maintenant pour arriver g l'int~grale compl6te de l'6quation (9), il 
s faire varlet la constante c de l'int6grale particuli6re (lO), puis d6- 
terminer les constantes superflues. Cependant on parvient au r6sultat, 
en verit6 bien simple, d'une mani6re beaucoup plus expdditive. Com- 
men~ons par i ' in~gration de 

(11) 

au moyen de 

f(~, y, ~., O)-~ 0 

f ( z ,  y(-l), n, - - 1 ) =  0, 

dont l 'int6grale rdsulte de l'expression (8) par le changement de y e n  y(-X~. 
Done nous en eoneluons l'int6grale suivante de (11) 

Y = -~z et + (e, + e,z  + . . . .  + c . z  "-2) d= 
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De m~me on remonte successivement aux int~grales de l'~quation (9) 
dans les cas de p ---- 1, 2, 3 . . . .  , en diff~rentiant toujours celle qui repond 

la valeur pr4c~dente de p. Partant l 'int~grale compl4te est 

e 1"~'''" (c, + csz  + . . . .  + c . z  "-2) d z  �9 y - -  dzp+ 1 cl + e 1"~'''" 

Donc on sait intdgrer la propos~e pour  routes les valeurs de p qui sont 

des hombres entiers. 

4. L'int6grale multiple (5) transform6e en int6grale d6finie devient 

(12) I /.x Qa ~ 
y = [p  ~ .  21 (~ - -  a ) P - 2 e  1 "~'--=~ d a ,  

k 

(~tant k " = -  r Par diff4rentiation on en tire 

y ( r )  ----- 

f ~  ~aB 
[p --  r - -  2] z - -  a) p- ' -~  e 1" ~" :"" da, 

k 

en supposant p > r + 1, ce qui substitu6 dans la propos~e, r ~tant O, 
l ,  2 . . . .  n, lui donnera la forme 

,f( ) 1 a a  n - 1  aa 

[ p - - n - - 1  p - - n - - 1  I n - - l ]  ( z - - a )  ( z - - a ) ' - " - ' e  ~'' . . . .  d a :  0 

k 

L'expression sous le signe d'int~gration se r~duisant 

~a aa u 

e l '~  . . . .  d (g~ - -  a )  p - n - 1  "~- ( ~  - -  a) p'-n-1 de  1"~ . . . .  , 

on n'a qu'k satisfaire k la condition: 

1 .2  . . . .  ( Z  - -  a )  p - n - I  = O. 

Maintenant il faut et il suffit, pour obtenir 
k " = - - c x ~  ct p > n +  1. 

19- 665007 Acta maShematica. 3 

une identitY, qu'on ait 
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Donc l'int~grale d~flnie (12) e~t une int~grale particuli~re de la proloosde 
pour routes les valeurs de p > n + 1, m~me cdles qui ne sont pao des nora. 

bres entier~. 
5. Ajoutons enfin qu'on peut dans l'exposition pr~c~dente changer 

aX a - r  

partout "nl - - r ]  en X ~), ~tant 

X = az" + a t z  ~-I + . . . .  + a . - l z  + a . ,  

et parvenir aux mdmes r~sultats. 


