
SUR L'EOUATION AUX DI~RIVI~ES PAI~TIELLES DO TROfSI'EME ORDRE 
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On salt que si 
/ ,  = ,g, z) 

est l'Squation d'uue fiunille de surfaces, la condition u6eessaii,e et suffisante 
pour que eette famille fasse Pattie d'un syst6me triple orthogonal s'ex- 
prime par une fiquation aux Oeriv6es pai,tielles du ti,oisi+me oi'di,e k 
laquelle dolt satisfaii,e le param6tre p eonsid6i,~ eomme fonetion de x, y, z. 
Je me Wo.pose de montrer que la thSorie de LaM~ conduit k un moyen 
rapide de former eette 6q_uation et m~me de l'6erire avee un syst6me de 
w~riables queleonques. 

Soient p, pl, p~ les pai,am6tres de trois familles de sui,faees oi,tho- 
gonales; les eooi,donnSes reetangulaires x, y~ z d'un point de l'espaee 
eonsid6rSes eomme fonetions de p, p~, p~ donneront naissanee ~ l'6quation 

o o ~ ,) (I) (1Z 2 + dy ~ + dz ~ = HZdp ~ + tlvt/,'~ + II.,dp:... 

I1 r6sulte imm~diatement de la th6oi,ie de La.v~ que si Yon eonsid6re 
l'6quation lin~aire 

a" # I a It,  atJ (2) a,o,o, - l t ,  a,,,, ap, 

elle admetti,a les solutions partieuli6res 

O = H ,  O = x ,  O = y ,  
Ac ta  mctthematica.  4. I m p r i m ~  15 M a i  1884. 

~-H, a,o, a,% 

O ~ z ,  O- -x2  + y2 + z 2. 
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Nous pouvons donc 6noncer la proposition suivantc. 
I1 eziste une dquation lindaire du second orJre 5 laqueUe satisfont les 

solutions. ~varticuli&es 

I ,  H ,  ,r, y ,  z ,  ,r, ~ + y~ + z" 

et q ui jouit de plus de la propri~td que, si elle admet ttae solution, u, rile 
admet aussi ht solution u g (p), f (#) dis~qnant une fonction quelconque de p. 

Elle admettra donc &alement les solutions 

p, p.r, p!l, pz. 

Cette remarque permet de former immSdiatemcnt l'6quation quand 
on ehoisit x, y, z eomme variables ind@endantes au lieu de p, p~, p~. 

En eight l 'dquation en 0 prendra 5videmment la forme 

4 a~0 --k A' a ~0 A" a ~/J 2/~ a "0 2 B '  a'-'0 2 B "  a'~{t 
" a.'-' ~ + K' + a,jS~ + a-.a--~; + o~a.!t 

+ 2c  a~ 20, a~ 6,,,a 0 
+ act + 2 a~ = o. 

En exprimtult qu'elle admet les 8 solutions 

:e, y,  z, p,  pa', /sy, pz,  x" + y" + z = 

on obtient les 6quations de condition 

U =  6" = U" : o 

a ~o A' a"o A" a"o a~,,, a-'o a'/, J-~Tcq -t- ~ "Jl- ~ "Ju 2I~5}az .Of_ 2I~' a ea;~ -'t- 2 B "  a't'OU --- 0 

a,o ]3" a,o + B ' g  + a:~= o .~_ a[* 
a,e 

A' a,o 
a:/ 

A,,,2 o 
az 

A 

a,o B"  ap + B g +  a ,%=o 

+ B ~ +  B' a-~= o 

+ A ' +  A " = o  



S u r  1"4quation aux d6rivdes  pa r t i e l l e s  du t, rois ibme o r d r e  des  sy~lbme.~ o r l h o g o n a u x .  !)5 

qui d4terminent les rapports mutuels des coefficients. L'dquation en 0 
est done, sous la forme d'un ddterlninant 

3x" ~!t'-' 3z'-' 3.q3z 3a'az 3.r~!l 

3> 3-> 3~, ~ 3> 3'p 
3,,/" 3!1" 3.'. "~ 3y3z  3.,9z ~'~.1 

~,o 3,0 O,o 
- -  0 0 0 - -  - -  
3,,~ 3z ~!1 

~p 3,0 3o 
0 - -  0 - -  0 - -  

3y  3z 3J" 

0 0 - -  - -  - -  0 
3z 3!t 3,c 

I I I 0 0 0 

O. 

I1 suffit de remplneer 0 par la 9 ~ solution 

0 = I I  ---- 
r (~,,,') " ~o'" /~,o') -' + 

ponr retrouver l'dquation du troisibme ordre k laqnelle satisf'fit p. 
Prenons maintenant eomme variables ind4pendantes .~, Y, P. L'dqua- 

tion en 0 sera de ]a forme 

a~fl , a_ofl ,, a~fl a,,fl a2 0 a~fl 

at/ 2(" aa 2 ( "  aft + 2 c ~ +  . y +  , ~,--o. 

E n  derivant qu'elle admet les solutions partieuli(;res 

�9 :,/, p ,  . v , ,  

on volt qu'elle se rdduit h la forme trSs simple 
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' b" Les rapports mutuels de a, a ,  se ddterminent par la condition 
que l'gquation prdcddcnte admettc les deux solutions nouvelles 

z, z ~ + y~ + z ~ 

et si l'on d&igne, suivant l'usage, par p ,  q, r, s, t les d4civdes de z 
consider6e comme fonction de x et de y on trouve 

a'# 2"0 a'g 
[8(1 .Of.. q2) __/pq]  ax q ..jr_ ~ [l(I "Ju P'~) - - Y ( l  + q•)] + ay----- ~ [ ,~)q---s(I  -Jl-- lJ')] = 0 

pour la forme d6finitive de l'dquation en tq. 
La neuvi6me solution particuli6re 6 = H de cctte 6quation a, darts 

ce cas, pour expression 

~z 

H - -  af, 
~, I + t)" + q'~ 

En dcrivant qu'elle v6rifie l'6quation pr6c6dente, on retrouvera l'dquation 
du troisi6me ordre des syst6mes orthogonaux, sous la formc 616gante quc 
nous devons h M. MAURICE L~.vY. 


