
SUR QUELGUES POINTS 

DE LA THI~ORIE DES I~OUATIONS NUMI~RIQIJES 

PAR 

E. LAGUERRE 
P A R I S .  

I. 

I. Dans tout ce qui suit, K moins que je n'en avertisse express~- 
ment, je d6signe par $ u n  hombre positif ou nul et par ~ un hombre 
posifif quelconque sup6rieur '~ $. 

Cela pos6, en consid6rant le polynbme cntier du degr6 n 

�9 f ( x )  = aoz ~ + a~z "-~ + a~z "-~ + . . .  + a . _ , x  + a . ,  

j'y rattachcrai le polynbme du in,me degr6 r d6fini par l'6galit6 
suiva nte 

(~) ~b(m) = *"+~f(V)--f(*~) + $.f(z~)--f(r 

En posant, pour abr6ger, 

r  = P0z" + P~z "'~ + P~z "--~ + . . .  + P._~x + P . ,  

il est ais6 de d(~terminer les coefficients P~. 
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Si, par exemple, on fait 

f ( x )  = ao x~ -{- a ~  ~ + a~x + a~, 

un calcul facile donne 

/90 = aor2 ~ -1 t- alr2 2 q- a2r/ + a:,, 

Pz ---- aoSq ~ + a~7/2 + a2r/ + a3, 

P2 ----- ao~27/+ a , @  + a27 / + a:~, 

P.~ = ao ~:3 -a t- a,~:' -l- a ~  -4- a~. 

La loi de formation de ces coefficients est dvidente et s'dtend aisdment 
au cas d'un polyn6me d'un degr6 quelconque; les coefficients cxtrdmes 
sont f(r/) et /($). 

2. Le calcul des hombres P~ s'effectue de la fac, on la plus simple 
par la mgt]lode suivante: que' l 'on fbrme d'abord, et par vole r6currente, 
une suite de nombres Q~ d(%erminds par les relations 

Qo = ao, Q1 - -  ~Qo "4- a, ,  Q~ -~- ~0, "4- a~, . . . ,  Q,, -= ~Q,,-1 -4- a,,, 

les nombres P~ seront donnds par les 6galitds 

P . = Q . ,  . . .  

. . . ,  P o = P ,  + 

3. La proprigt6 fondamentale du polyn6me ~b(x) peut s'6noncer ainsi: 
L e  hombre des racines de l'dquation [ ( x )  ~ o,  qui sont comprises entre 

les quantitds ~ et 72, est au plus ~gal au hombre des variations du polyn6me 

~, (x) ,  et, si ces deux hombres different, leur diffdrence est un hombre pair. 

Pour la ddmontrer, je remarque que, de l'6galitd (z), on ddduit 

- + r + $f($) 
(z - -  I )(z~] - -  $) I - -  z xT] - -  Z" 

Pour toutes les valeurs de x comprises entre -~ et l'unit6, 1 est 

d6veloppable en une s6rie convergente ordonnde suivant les puissances 
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cr()issalltcs de x, et i . developpable cn uue sdrie convergcntc ,rtlom~6c 

suivant les puissances ddcroissantes de x. 

Eflectuant ces developpements, on a l'dgalit6 

- -  . . .  + f ( ~ ) . x  "+: + f ( , ~ ) . z  "+~ + r  ( .  - -  , ) ( z , ]  - -  r  

+ $f(,~). x $'f($___~). I 
,~ ~ - +  ,~, z - ~ + ' . . ;  

la sdrie double, qui compose le second meInbre, est convergentc pour 

routes les valeurs de x comprises entre -~ et l'unitd, et le hombre de cos 

valeurs, pour lesquelles elle s'annu!e, est 6videmment 6gal au nombre m 
des racines de l '6quation f ( x ) =  o qui sont comprises entre ~ et 7" 

D'oh i! suit que ce hombre m eat au plus 6gal au nombre  des variations 

que pr6sentent les termes de la s6rie; ce nombre des variations se r6duit 
d'ailleurs au nombre des variations du polyn6me r  II suffit pour le 

faire voir de rcmarquer  que, lc premier terme de r  6tant f (~) .x",  
son coefficient est le m(~me que celui de tous les tcrmes pr6c6dents ct 

quc, le dernier terme 6tant f($),  il est de m6me signe que tous les  termcs 

qui suivent. De lk r6sulte imm6diatement la proposition que je voulais 
d6montrer. 

4- Soit, comme application, l'6quation 

(2) x ~ - - e x  4 + x ~ - - 3 x ~ +  4 , c - - 2  = - o .  

En posant $--~ o c t  ~ = I, on formera le tableau suivant 

valeurs des coefficients ...... + I - - 2  "4- I - - 3  .3[_ 4 - - 2  

wdeurs des Q~ ..................... + i - -  2 "31- I - -  3 + 4 - -  2 

valeurs des P~ ..................... - -  i ~ 2 0 - -  I + 2 - -  2 

d'oh l'or~ conclut, puisque la suite des P~ pr6sente deux variations, que 

l'dquation (2) a au plus deux racines comprises entre zdro et + i. 
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Faisant main tenant  ~----- I ct 7 / =  2, on a c c  tableau 

"31-1 - -  2 31- 1 - - 3  + 4  - - 2  

�9 31-1 - -  I o - - 3  + I - - I  

+ 2 - -  I4  ~ 6  ~ 6  o - -  I;  

la suite des P~ pr6sentant une seule variation, on volt que l 'dquation a 

u n e  seule racine comprise entre + I c t  + 2. 

En faisant ~ =- 2 et ~ =-- 3, on a l e s  suites 

+ I 2 + I - - 3  + 4  - - 2  

+ I 0 + I - - I  + 2  + 2  

+ 91 + IO + I0 + 1 + 4 + 2; 

la derni6re ne renfer lnant  aucune variation, on cn conclut  que l '6quation 

n'a pas de racine c(>mprisc entre + 2 et + 3. 

Pour  ~ = 3 et ~ = 4, on a le tableau suivant  

coefficients ...... + 1 - -  2 "3 k I - -  3 + 4 - -  2 

Q i  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  "3 t- I "3[- ~ + 4  + 9  + 3 t  + 9 ~ ;  

il est inutile ici de calculer les valeurs des P~, j 'ai en effet d6montr6(1) 

que le nombre  des racines sup6rieures ~ ~ est au plus 6gal au nombre  

des variations que pr6sente la suite des hombres Q~; et cette suite, pour  

= 3, ne pr6sentant  aucune variation, il est clair que l 'dquation proposde 

n 'a~aucune racine supdrieure ~ 3. 

5.~. L 'dquat ion (2) a donc u n e  racine comprise entre + I et + 2; 

elle n'a aucune racine sup6rieure ~ A - 2 ,  ni aucune racine ndgative,  

puisque son premier  membre  ne prdsente que des variations. 

L' intervalle compris  entre zdro et -4- I peut  contenir  deux racines, 

ou n 'en contenir  aucune. Pour  r6soudre la question, je remarque  quc le 

(1) Mgmoire sur la thgorie des dquations l~umdriques, J o u r n a l : : : d e  m a t h .  

p a r e s  e t  a p p l i q u ~ e s ~  3 me S6rie~ T. 91 P. I ~  
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nombre des racincs de l'6quqtion proposdc, qui sont comprises entre z6ro 
ct + I, est 6gal au nombre des racines de l'6quation 

2x 5 - -  4x ~ + 3 x~ - -  x ~ +- 2x - -  I = O 

qui sont sup6ricures k l'unit6. 
Formons, en suivant lt~ m6thode que j'ai indiqu6e dans lc mdmoire 

cit6 prSc6dcmment (Thdorie des dquations numdriques, p. i~6), le tableau 
suivant 

+ 2  --4 + 3  --I + 2  --I 

+ 2  - - 2  + I  O + 2  + I  

-4- 2 0 -~- I 0 +2; 

les nolllbres 

+ 2, O, + I ,  O, + 2, + I ,  

qui forment le contour extdrieur du tableau n'offrant aueune wtriation, 
il en r6sulte quc l 'dquation proposdc n'a aucune racine comprise entre 
zdro et l'unit6; e [ l e a  ainsi une sculc racine comprise entre -1- i ct -4- 2. 

II.  

6. Quand on vcut effectuer la sdparation des racines d'une dquation 
ou obtenir leur vateur approximative, il est souvent Utile de d6tcrmincr 
des limites entre lesquelles demeure comprise la valeur que prend un 
polynbme donnS, lorsque la variable prend toutes les vateurs possibles 
dans un certain intervalle. 

En supposant, cornme ci-dessus, $ e t  ~7 positifs et r i plus grand que 
~, CAUCHY a donn5 de cette question la solution tr6s simple suivante: 
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D6composous lc l,olynSme donn6 f(.t:) en dcux parties, c'll mct~ant 
en 6vidcnce les termcs positifs et les termes n6gatifs, cn sortc que l'on ait 

cela pos6, si x varie entre $ e t  rl, la valeur que prcnd le 1)olyn6mc 
f(~:) demcure toujours comprise entre les hombres 

f0(r et f~(~)--f~(r 

L'exactitude de cette r6gle est 6vidente; elle est d'une apl)lication facile, 
mais conduit le plus souvent g des limitcs beaucou 1) trop 61oign6es des 
limites vdritables. 

On obtiendra une solution plus prdcise en employant la m6thodc 
qui suit. 

Soient P0, P~, . . . ,  P,, les coefficients du 1)olyn6me ~,(x); en ddsig- 
nant  respcctivement par R et par S le plus grand ct le plus petit dc 
ces nombres, consid6rons l'6quation 

( ~ )  / ~  - -  f ( : ~ )  = o .  

Los quantit6s, analogues ~ P0, P1,".,  P-,  sont dans ee cas 

R - - P o ,  R - - p , ,  . . . .  R - - P , , ,  

et il est clair qu'elles sont toutes positives ou nulles. L'dquation (1) n'a 
done aucune racine comprise entre $ e t  7] ct son premier membre conserve 
toujours le mdme signe quand x varie depuis $ jusqu'~t ~, g savoir le 
signe -4-; pour toute valeur de x, comprise entre $ et 7/, on a done 

f(x)~n. 

On prouverait d'une fa(;on analogue que, pour les nldmes valeurs, on a 

f(x) ~ S; 

d'ofl cette conclusion importante:  
Lorsque x prend toutes les valeurs possibles comprises entre lcs 

nombres ~ et :7, la valeur du lmlyn6me f(x) demeure eonstumment com- 
prise entre les hombres R et S. 
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7. Soit, comme application, le polyndme 

103 

f(z)  ----- z 5 ~  2x 4 + :r 3 -  3 x~ + 4 ; r - -  2 

que j'ai d~iit eonsid6rd plus haut. 
On voit que, quand x varie de zdro k -4- I, le polyn6me prend des 

valeurs comprises entre les nombres ~ 2 et + 2; la rdgle de CAreHr 
donne les limites - - 7  et + 6. Quand x varie de + i ~/~ "3(-2, la rdgle 
6none6e ei-dessus donne les limites ~ i4  et + 2, la rbgle de Cxrcm" 
les limites - - 4 o  et + 4 I ;  enfin, dans l 'intervalle eompris entre + : et 
- t -3 ,  la r6gle de CAI:cnY donne  les limites - - I 4 3  et + 236, l 'autre 
rdg!e les limites bien plus resserrdes + i et + 9I .  

8. I1 est moins ais6 de d~terminer des limites un peu prdciscs, 
entre lesquelles demeurent  comprises les valeurs que prend nne foncti(m 

rationnelle f@) lorsque :r. varie dans l 'intervalle (~ . .  }) 
f ( ~ )  , �9 . 

Voici cependant une solution assez simple, mais limitdc au ea.~ off 
relativement b, Fun des termes de I'L fraction, au polyn~;me f (z)  par 
exemple, les hombres I)~ out t o u s l e  mdme signe. 

Soient 

P o ,  I'~,  . . . ,  P,, 

ce.r divers nombre.~, et. 

I1o, ll~ , . . . ,  Ho 

les nombrcs correspondants relativcment au polyndme ,~-(:~:); je suppose 
les deux polyndmes du mdme degr6, ee que l'on peut tonjours admettre 
en introduisant au besoin un certain nombre de coefficients nuls. 

Cela posd, en s'appuyant sur les considdrations ddveloppdes plus haut, 
on ddmontrera aisdmcnt que, lorsque :v varie dans l'intel, valle (~. . .  ~), la 

v',h,m" quc pren(l la fraction j=~,~ demeure eon.~tamment (,oml)ri;e entre 

le plu.~ grqnd et le plus petit de~ nombres 

Ho u, H,, 
I'~ 1' , '  " ' "  1',," 
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Considdrons,  pa r  exc mp l c ,  et  en supposan t  $ ~ 2 ct  r] ---:- 3, la f rac t ion  

2x ~ - -  5z:' + 2x" - -  3x ~ 5 
~,~ - - -  2 ~  4 "-1- ;~e, :~ - -  3 x  '~ + 4 , t  - -  2 

o n  a 

Po = 9 ' ,  P , - - -=-P.~= , o ,  P ~ - -  , ,  P , = 4  et P~ = 2. 

Le  t a b l e a u  su ivan t  d o n n c r a  les v a l e u r s  des //~ 

coefficients ... o 4- 2 - -  5 4" 2 - -  3 - -  5 

Q, .................. o + : - -  i o - - 3  - - i i  

Hi ................. "-F 3 1 -1- 3 1 - -  2 3 - -  I 4  - -  14 - -  I I .  

Si m a i n t e n a n t  nous  fo rmons  les f rac t ions  

3 I  3 t  2 3  I 4  i i  
_ _  _ _  ~ 1 4 ~  - - - - ,  , 
9 1  ~ I 0  ' I 0  ~ 4 2 

nous  voyons  que  la p lus  pet i te  d ' en t re  clles est - -  I 4  et  la t)lus g r a n d e  

3I  �9 ~, 
]-~; on en conc lu t  que,  q u a n d  x var ie  depuis  4 - :  j u s q u a  - ] - 3 ,  la 

v a l e u r  de la  f rac t ion  d e m e u r e  comprise  en t r e  les l imi tes  - -  I 4  et  -4- 3,~. 

III.  

9. Soit  p un  h o m b r e  en t ie r  posi t i f  que lconque ,  mais  supdr ieur  

(n + t ) ;  dans  lc dd, v e l o p p e m e n t  ~,~n s6rie de l ' express ion 

I - - x  x ~ 2 - - r  

considdrons s e u l e m e n t  les t e rmes  d o n t  les exposants  sont  compr i s  en t re  

les l imi tes  ]) e t  - - p ,  nous  ob t i cndrons  ainsi un p o l y n S m e  Oj,(.r) d o n t  la  
19 PO" "t~ P v a l e u r  est. donn6e pa r  i e~,antc 
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~,, = l ' o z ;  + . . .  + .l'ox"+' 

+ Po z" + P~."-' + P~z"-' + . . .  + P,,_,x ~ + P._,z + P. 

+ _~ p I *" I ' . .  ~ 
,~ "" 7 + " ' "  + ~ ~,---," 

Lorsque le nombre p eroit inddfiniment, ~ a pour limite une s6rie 

ind6finie 0 qul, pour toutes les valeurs de x comprises entre -$ et i," a la 

mgme valeur que la fraction 

(, - -  I)(zrj - -  $)' 

d'oh rgsulte, en dd.signant par m le nombre des racines de l '6quation 
f ( x )  ~ o qui sont comprises entre $ et 7, que la s6rie O est convergente 
et s'annule pour m valeurs de la variable. 

Cherehons d'abord une limlte supdrieure du hombre des racines 
positives de l'6quation Op = o; une pareille limite est donnde imm6diate- 
ment  par le hombre des variations de Or, qui ae r6duit k celui des varia- 
tions de r  Mais on peut obtenir une limite plus prdeise en faisant 
usage d'une proposition importante due k NEWTON. 

Au dessous de ]a suite des termes de Op(x) oh se peuvent trouver 
des variations, h savoir les terrnes 

Po, P , , p , , . . . , t ' . _ , , l ' . _ , , p .  

&rivons les termes de la suite 

I'~o - -  POP, ,  P~ - -  PoI'~, P~ - -  Pot',,  . . .  

P ~ - ,  - -  P . P .  2 ,  t '~  ~ JP.I~ , - ;  

nou~ obtiendrons le tableau suivant 

(A) 
i%, P,, p,, ..., p,,_,, &_,, P., 

+ ~, F , - P , P , ,  U--Pop, ,  ..., pL~-I~,, .,P,,_,, ~ . , - / ' . _ ~ P . ,  + ,, 
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oh j 'ai remp]aed les termes extr&nes de la seconde ligne par "Jr- I, attendu 
que, quand -Po et /)1 sont de "signe eontraire, Po- -PoP]  est positif et 

de m~me, /~  ~ ~P,,P,,_] est positif quand les termes P,, et P~_~ que, 

pr6sentent une variation. 
Cela pos6, il suit du th6ordme de NnWTON que le nombre q des 

raeines positives de l'6quation 0~,-----o, est au plu.~ dgal au nombre V 0 
des rariations de la suite supdrieure du tableau (A), qui correspondent ~ 
des permanenees dens la suite inf6rieure. 

Ce nombre q est, on le volt, ind@endant  de la valeur attribu6e au 
nombre entier p et sa valeur demeure la mdme quand p erolt inddfini- 
ment;  on en eonelut que le nombre m, qui repr&ente le nombre des 
valeurs positives de x pour lesquelles la s&ie 0 converge vers zdro, est 
au plus 6gal g p. 

D'oh la proposition suivante: 
Si l'on forme le tableau (A), le hombre des racines de l'@tafion 

f(x) = o, qui sont contprises entre $ e t  7, est au plus @al a~t hombre de.r 
~,ariatio~s pr~oent@s par la lone supdrieure (ht tablemt el a~t.~q~telles, corres- 
pondent des permanences dans la ligne inf&ieure. 

Soit, comme application, l'6quation 

(i) x a - -  3,v:' + 9:r~ ~ - -  I I:r 2f- 5 - -  O; 

eherehon.a le hombre des raeines comprises entre $--= I e t  ~ ~ 2. 
Les valeurs des nombre.~ P, s'obtiennent en formant le tableau mfivant 

31- i o - - 3  -4- 9 - -  i i  + 5  

+ I + t ~ 2  + 7  - - 4  + I  

+ 2 7 -1- It  + 3 -4- I I - -  3 21- l ,  

et le tableau (A) devient 

+ 2 7  + I I  + 3 + I t  - - 3  + l  

. . . . . . . . .  + 2 0  - - 2  + I .  

Dens la ligne inf6rieure, je n'ni indiqu4 les signes des termes que quand 
ils correspondent h de.~ variafion,~; on voit qu'il n'y a dens la ligne 
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sup6ricure aucune variation '~ laquclle correspondc une permanence dans 
la ligne inf6rieure, d'o~ il suit que l'~quation propos6e n'a aucune racine 
comprise entre. -t- I et -t- 2. 

On arriverait ~ la m~me conclusion en employant la m6thode suivantc 
qui trouve fr6quemment d'utiles applications. 

L'dquation peut se mettre sous la forme 

@* + x ~ 2x ~ + T x -  4 ) @ ~  I) + I = o ,  

ct, par suitc, peut s'6crire 

2) X ~ I 
z* + z 3 - 2 z 2 +  7 z - 4 "  

Cherchons des limites entre lesquelles varie le polyn6me d6nominateur 
lorsque x varie de q- I ~ -t- 2; en appliquant la m6thode indiqu6e plus 
haut, on formera le tableau 

-4- t -t- i - - 2  -t- 7 - - 4  

~ - i  + 2  o + 7  + 3 .  

II suffit ici de calculer les valeurs des nombres Q~; ceux-ci 6tant en effet 
positifs, il est clair que les P, seront ~galement tous positifs et, par suite, 
le d6nominateur demeure positif quand z varie dans les limites indiqu6es. 

I I e n  r6sulte que le second membre de l'6galit6 (2) est toujours 
inf6rieur ~ l'unit6; il ne peut donc jamais ~tre compris entre + ~ et 
A- 2 et l'on voit, comme nous l'avions reconnu pr6c6demment, que l'dqua- 
tion (I) n'a aucune racine dana cet intervalle. 

IV. 

Io. La proposition, 6noncde dana le premier paragraphe, peut encore 
~tre d6montr6e par une autre m6thode qui donne lieu h quelques cons6- 
quences int6ressantes. 
8 -  665o06 A c t a  ~nathe~natica.  4 
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En d6signant par $ e t  ~] deux hombres quelconques positifs ou ndga- 
tifs, soient f ( x )  un polyn6me entier du degr6 n e t  r  le polyn6me 
d6termin6 par la relation 

r  --~ x'+~f(v)--f(xT)) + ~ f ( x ~ ) - - f ( $ )  

Appelons r  ce que devient r  quand on remplace f (x )  par ( x - -  2); 
on a ~videmment 

d'ofi, par un calcul facile, 

+ $.f(x~)(xV --  ),) - - f ( $ ) ( $ -  2) 
xV-- ~ 

On volt que tb,(x) et le produit t b ( x ) ( xy t - -2  i ne diff(~rent que par 
leurs termes extremes; les coefficients de x "+z 6rant respectivement [puis- 
que f ( y / ) =  P0 et f($), = t~] P 0 ( ~ -  2)et  Po~, les termes constants 6tant 
respectivement (~ - -  2)Pn et - -  2Pn. 

Si donc le nombre 2 satisfait aux conditions suivantes 

~ ( ~ -  2) > o, ~ ( 2 -  ~) > o, 

le polyn6me ~bx(x ) pr6sente pr6cis6ment autant de variations que le produit 
r  D'ofl il suit, en vertu du lemme de Sv.GsEa, que, si ~). 
est positif, Cx(x) a au moins une variation de plus que ~b(x), et que, si 
7/2 est n6gatif, ~bz(--x) a an moins une variation de p lus  que r  

On peut donc 6noncer les propositions suivantes: 
L'6quation ~ b ( x ) =  o a au moins autant de variations que l'6quation 

f (x )  ~= o a de racines rdelles 2 satisfaisant aux indgalitds 

(,) 2 7 > o ,  V(7 2)>o,  2 (2 - -~)>o ,  

Za transformge r  x) a au moins autant de variations que l'dquation 
f ( x )  = o a dg racines rdelles 2 satisfaisant aux indgalitgs 

O) ~ < o, v(v - a) > o, a(a - ~) > o. 
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l i. Supposons pt~r exemplc $ c t  r/ positifs et r />  5, lea in~galit~s 
(x) sont satisfaites pour toutes lea racines comprises entre ~ et ~]. D'oh 
la proposition que j'ai ddmontr~e au commencement de ce m~moire. 

Supposons main tenant que ~ et ~/ soient des nombres positifs quet- 
conques, .les in~galit~s (2) sont v~rifi~ez pour toutes lea racines n~gatives; 
d'oh cette conclusion: 

Quels que soient les hombres positifs $ e t  ~, le hombre des racines ndga- 
rives de l'dquation f ( x ) ~  o est au plus d#al, au nombre des variations du 
polun , e r x). 

Dana le cas particulicr oh, $ ct ~7 ~tant positifs, r/ eat plus grande 
que 5, on volt quc, si toutes les racines de l'6quation sont r~elles et si 
toutes les racines positives sont comprises entre $ et ~, le hombre des 
variations de ~b(x) est pr6cis~ment ~gal au hombre des racines positives 
ct le hombre des variations de ~ ( ~ x )  ~gal au hombre des raeines 
n4gatives. 

x2. Dana ce dernier cas, j'ajouterai encore une observation. 

Ayant, pour toutcs lea valeurs de x comprises entre -$ et -J-r ,  

l'6galit~ 

($- -~)xf (xr j )  . . . .  -}- f ( ~ ) .  x ~§ + f (r t ) ,  x "§ -]- ~b(x) 
(,~ - -  i )  ( *7  - -  $)  

-I- ~-f(~). Jr" / ( ~ ) . ~  -~- . . . ,  

je rernarque que, si f($) et f(~/) sont de mgme signe et si l '~quation 
r  = o n'a aucune racine comprise entre o et + i ,  r  conserve dana 
cet intervalle un s.igne constant ~ savoir celui de f($), puisque r  se 
rdduit k cette quantit6 pour ~----o. 

Le second membre de l'6galit~ pr6c6dente conserve done toujours le 
m~me signe [k savoir celui de f($) et  de f(~2)], quand x varie de 

-$ ~ -I- I;  il en est de m~me du premier membre qui, par suite, ne peut 

s'annuler quand x varie depuis ~ jusqu'k ~7. 
D'oh la proposition suivante que l'on peut souvent appliquer avec 

utilitY, pour reconnaitre si un intervalle donn6 renferme des racines: 
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Les nomb,'es /($) et f(rl) dtant (le mdme siy,,e, l'delaatioa f ( x ) =  o u'a 
aucune racine comprise entre $ et rj, si l'dquation r  o n'a aaca~e 
racine camprise entre o e t  Jr I. 

J'ai d'ailleurs donn6(~) un algorithme tr6s simple qui permet, dans 
beaucoup de cas, de reconnaitre facilement si unc 6quation a des racines 
sup6rieures ~ l'unitG h quoi se ram&~e imm6diatemcnt le probl6mc de 
d~terminer si l'6quation r  = o a des racines comprises entre o et + I. 

Soit, comme application, l'6quation 

x ~ - 2 x  ~ +  3 x ~ - 8 x +  7 o = o  

qui n'a, 6videmment, qu'une seule racine n6gative. 
Le nombre des alternances de la suite 

~ o - - 8 + 3 - - 2 +  x 

6tant nul, le hombre des racines positives de l'6quation, qui sont inf6ricurcs 
q- i ,  est 6gal b~ z6ro; de m~me le nombre des alternanccs de la suite 

2 5 - -  2"23 Jr- 3 . 2 2 ~ 8 . 2  -4- I0 

6tant 6galement nul, on voit qu'il n'y a pas de racine sup6rieure "~ + 2. 
Pour reconnaitre s'il y a des racines comprises entre + ~ et + 2, 

j'emploierai Ia m6thode exposde plus haut; on formera le tableau 

+ i o - - 2  + 3 - - 8  + ~o 

+ i -I- I ~ i + 2 - - 6  -4- 4 

+ 22 + 6 ~ 2  + 2 - - 2  . +  4; 

d'oh l'on d6duit 

r  = 22x ~ Jr 6x 4 -  2x ~ -4- 2x~- -  2x -4- 4. 

or,  le hombre des alternanees de la suite 

+ 4 - -  2 + 2 ~  2 + 6 + 22 

(~) MgmOire sur la thdol-ie des d~uati~ms numdr61ues, p. tl6. 
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6tant nul, t'dquation r  n'a aueune racine positive infdrieure h 
l 'unit6 et, par suite, l '6quation proposde n'a aueune racine comprise entre 
+ i e t  + 2. Elle a done une racine n6gative et quatre raeines imaginaires. 

V.  

1 3. La proprift6 fondamentale des coefficients du polyn6me ,d,(.~) 
peut s'dnoncer ainsi: 

Le nombre des racines de l'dquation f ( x ) =  o, qui sont comprises 
entre les nombres ~ et r], est au plus 6gal au hombre des variations que 
prdsente la ,~ite 

/ 'o,  P , ,  / ' , ,  . . . ,  P,,. 

lI est ndeessaire d'examiner les simplifications 
le polyndme f(z) prdsente des laeunes. 

Soit, pour fixer les id6es, l '6quation 

formons la suite 

qui st pr&entent, lorsque 

A +  B~ "~ + Cr ~ + D . r ' " = o ;  

Po = A + B ~  ~ + 6 ' ~  ~ + nrj ~~ 

~ ' , = A + P ~  ~ + c (  + D & ,  

P2 = A + B ~  ~ + ( } '  + D ~ ' r ]  ~, 

~ , = A + B ~  ~ + c ~  7 +D~'~  ,, 

P, = A + B~2 ~ + C'~" + D~'~ ~, 

P,. = A + Brj ~ + C ~  ~ + D~'57", 

t)~ - - = A + B r / ~  +,~,.~ 4 tic rj + D*~rl ', 

/'7 = A + By; ~ + C'~'~ ~ + D~'r~ 3, 

P~ --- A + B ~ +  6T5~ ~ + D~r~ ', 

P~o---- A + B'~ '~ + 6'~' + D~ 10. 
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A l'6gard du hombre de variations que l~r6.sente la suite de ces hombres, 
on peut remarquer que les termes P~, P~, /)2 et Ps peuvent s'dcrire de 
la facon suivante 

.q + D~ ~~ ~.q + Dr ~, ~2 + D$~ ~, .(2 + Dr 

oh j'ai pos6, i)our abr6ger, 

s ~ =  A + ~ + </~: . 

I1 est clair que ces quantit~s vont routes en croissant ou toutcs cn 
d~croissant, le nombre des variations qu'elles prSsentent se r6duit donc 
au nombre des variations des deux termes P o e t  /)3 et l'on peut supprimer 
les termes /)1 et P~; on d~montrerait de mSme qu'on peut ne tenir aucun 
compte des termes /)4, P~, P~, Ps et P~. 

I1 suffit ainsi de consid6rer la suite 

A + B+~ + <;,~ ~ + D +  '', 

A + B~ ~ + r+,,~: + 1)~+~, 

A + B+ ~ + C~+ ~ + D~:~ :', 

D~ ~~ A +  B~" + C ~ :  + = . 

D'une fa,con un peu plus g~nSrale, soit l'6quation 

(,) f (x)  = A + B:r '~ + C:r: + D ~  + E ,  '~ = o, 

oh fl, •, 9, z d(~signent des hombres entiers positifs croissnnts; on 5tablira 
comme ci-dessus la proposition suivante: 

En d~signant par ~ et rj <let~x hombres posiSfs, <lont le plus grand soit 

~, le hombre des racines de l'dquation f(:r) = o,  qui sont comprises entre 

et 7], est au plus dgal au hombre des variations qt~e pr~sente la s~dte des ~wmbres 

(1') 

A + B r / +  C~ ~ + D~ '~ + EV", 

A + B~ ~ + (/~" + D e  + E ~ - ~  '~, 

A + B e  + 6'~' + D~'~-:~, : + E~:-,~/, 

A + B~ :~ + C~ ~ + D~ ~ + E~-L 
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La loi de formation de ces quantit6s cst 6vidente ct il est clair que 
lc th6or6me s'6tend au cas oh le polyn6me contient un nombre quelconque 
de termes. 

J 'ajoute qu'iI subsiste encore lorsque les emposants l~, "(, ~, z sont des 

hombres po~itifs quelconques, commensurables ou incomme~surables~ rangds par  

ordre croissant de grandeur.  

Pour le ddmontrer, supposons que /~, y, d, z soient des nombres 
fraetionnaires quelconques et que, l~', y,  d, z', l~", y", d '  et z" (16signqnt 
(los nombres entiers, on air 

j'~(' 
t~ d - -  T ,  z - -  , .  = j ,  r = .  7, , ,  

En posant, pour ,qbr6ger [r o~ et on faisant �9 = X '~ l '6quation (I) 
a pour tvansformde l'dquation 

(2) 
r " t t t ) "  ' r r~ ' ' to  2 "  ' 

A + X '~" + X "~" -t- X ~ - t -  X ~' , = o ,  

(lan.~ laquellc tous les exposants sont des noml)res entiers. 
Le nombrc des raeines de l '6quation (I), qui sont comprises entre 

et ~, est 6gal a u hombre des racines de l '6quation (2) qui sont comprises 
1 1 

entre ~'~ et ~'~. Or, en appliquant h, l '6quation (2) la proposition 6none6e 
dans le n ~ prdc6dent, on trouve prdcisdment la suite (A); d'ofi il r6sulte 
que cette proposition subsiste lorsquc fl, T, '~, z sont des nombrcs fraction- 
naires positifs quelconques et, par consdquent, mOme lorsqu'ils sont in- 
eo~nn~ensurables. 

t4. Les 6quations impor tantes  de la fovme 

Ar + Ile~" + . . .  + L e ~ ~  o 

se ram6nent k une 6quation de ,1'~ forme considdr~e pr6cddemment en 
posant e : ~  - -  z; d'oh la proposition suivante, qui s'6tend 6videmment an 
cas olt le premier membre contient un nombre quelconque de termes, 
mais que, pour plus de clart6, j '6noncerai seulement darts un cas partieulier. 

E n  dgsign(mt par  ~ et ~ dea.r ~ombres positifs ou m'~.qatifs dont le plus 

flr~tml soit ~, par a, 1~, y, ,~ el z de.~ nombre.~ q,elcm~q,e.~, posilif~ r ~@a- 
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tifs, que je  supposerai ranges par  ordre croissant de grandehr, 

des racines de l'dquation 

F ( x )  =-:- Ae  "~~ -at" Be  ~ -1- Ce r~ + D e~'~ a t- E e l ' : =  o,  

le hombre 

qui sodt comprises entre ~ et ~, est au plus d, qal au hombre des variations 

que prdsentent les termes de la suite 

Ae  ~, ~- Be ~ 

A e "  A- Be  ~'' 

Ae"', A- B e  ~' 

Ae,'~ at- Be ~,, 

A :  ~ -+- Be~ 

-~ Ce :~, -}_ De'~ + Ee ~'', 

-b (:e;~' + De'>' + Ee(~-';!~+'>', 

+ C'e ;~' @ De (':-;)~+;~' A- Ee  (~'-;')~+;~', 

q- (ge (;'-:)~ '~ a t- De ('~-'~)e§ -4- Ee  (~-'~)~-:', 

.q.- 6'e:: "q- De  '~ -I- Ee~-~; 

il est clair que, si ces deux nombres diff6rent, leur diff6rence est lm 
nombre pair. 

Le thdordme de EOURIER peut aussi s'appliquer, mais, d'une faqon 
moins facile, aux dquations de la forme pr6c6dente; !l exige en effet 
(Voir le M6moire de M. STFm~" Sur  la rdsolution des dquations transcendantes, 

J o u r n a l  de CRELLE, T. 22) que l'on calcule les d6riv6es de F ( x ) j u s q u ' ~  

ce qu'on arrive ~ une d6riv6e qui ne change pas de signe dans l'inter- 
valIe consid6r6; ce qui peut exiger dc longs calculs et amener souvent 
h tenir compte d'un trbs grand hombre de termes. 

VI. 

15. Les propositions, qui suivent, se rattachent ~ des considerations 
entibrement diff~rentes de celles qui font l'objet des paragraphes pr~c6,dents. 

Etant donn~e l'(~quation g~n6rale du degr~ n 

f (x)  ---- a0 + a ~  + . . .  + a . :  ----- o 

il y existe toujours  une infinit~ de systSmes de hombres 

'~0 ~ ~ 1  ~ ~ 2 '  " " " ~ Gin 
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lels que, si l '6quation f (x) - - - -o  a toutes sos r-tciues r~,clles, il en cst dc 
mdme de l'6quation 

%a o + ~,a~x + %a~x ~ + . . .  + ~,y,,.c" ::: o. 

I1 parait difficile de ddterminer, d'une fagon prdcise, les conditions 
auxquelles doivent satisfaire les hombres a,, lesquelles d'ailleurs J~c 
d6pendent que de la valeur t~ttribude au nombre entier n. 

Je laisserai enti/~rement de c6t~ cc probl/zme et m'eu tiendrai aux 
consid6rations suivantes qui peuvent, dans certains cas, trouver d'utilcs 
applications. 

16. Soient f ( x )  un polyn6me entier, du degr6 n, ayant toute~ ses 
racines rSelles e t a  un nombre posit, if; il est clair que l'6quation 

a 5galement toutes ses raciues rdelles. 
Pour le volt, il suffit, dana le cas oh toutes les racines de ['(x) sont 

indgalcs, de mettre l'6qu'ttion prdcddente sous la forint 

_ f ' ( ~ )  
tZ "J 1- -~--- O~ 

et la proposition subsiste ~videmment quand f(x)  a des racines 6gales. 
En mettant en 6vidence Its coefficients de f ( x )  et en posant 

/(.,;) --- ,0 + a,:c + %~:'~ + . . .  + u " ,  

l'~quation (I) peut s'5('rire 

,'0~ + ,,,(~ + ,).,' + ,,~(~ + :)~" + . . .  + ,,,(~ + ,,),~" = o. 

Comme elle a encore routes ses raeines rSellcs on peut encore en d&luive 
une infinit6 d'6quations jouissant de 1~ m6me propri6t~; telle sera, eu 
g~n6ral, l '6quation 

,0~'(o) + ,,,1,'(,)..,; + ~,~F(~).,,~" + . . .  + , , , t"( , ) . .C'  ---= o, 

F ( x )  d6signant un polyn6me entier de la forme 

off los ~, sont des quantitSs positives avbitraires et en hombre quelconque. 
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La mdme chose aura  lieu 6videmment ,  quel  que soit le nombre  k, {~ 
l '6gard de l '6quation 

a0b'(o) -4- a,F(t)e'Jc -4- %b'(z)e  "'x~ + . . .  -t- a.b'(,t)e"%"-~ o, 

que l 'on peut  6erire 

O) %0(0) + + + . . .  + = o,  

si l 'on pose 

e0~ ) = Ze-"(,~ + ~)(.. + ~ , ) . . .  (~,, + ~,,). 

Comme le nombre  des quantitds a, peut  croitre au dclir de route 
l imite et que le nombre  k est arbitraire,  on peut  supposer que O(~r) soit 

une fonction enti6re du genre z6ro ou du genre un. 

D'ofi la proposition suivante:  
En ddsignant par O(z) une fonction enti~re quelconqae, ~e s'annuhmt 

�9 q,te pour des valeurs rdettes et ndgatives de x et dont tes ~ldments simptes 
sout des poly~d)mes entiers, des exponentielles de la forme e ~*, des [bnctions 
entikres da genre zdro ou du genre un, si l'dquation f ( x ) =  o a toales ses 
racines r@lles, il en est de m~me de l'dquation (2). 

J7. Comme application, considdrons la fonction G(x) de M. WEIER- 
~. pot , �9 s'rRass qui est l ' inversc de 1 m t % r a l e  eulermnne l ' (x) .  

La fonction G(x + w) ne s 'annulc que pour  x = - - o J ,  x = - - (~o + 1), 
etc.; si done to est positive, G(x + ~o) satisfait aux  conditions 6noncdes 

ci-dessus et l 'on volt quc, l '&tuation (I) ayant  routes scs racincs rdcllcs, 
il err est" de mOne de l 'dquation 

~ o  (11 

1'(,o) + 1 '(,o + ,  ) 

quc l'on peut  6crire 

.c + /,(,. + _ + . . . .  + 1,(,, + ,,)~ -~ o, 

et2 X'2 . . . .  . . . . . . . . .  ~4  

~o(o, + ,) + ,,(,, + ,X,o + 2)' + ' "  

n t t  

+ ~o((o + , ) . . .  (~o + , ,~-  t)'c" - -  o. 

J 'a jouterai  quc le th&)r6nm subsistc cncore pour Its valcurs  de to 
comprises entre - - I  ct o (par cons6quent  pour  toutes lcs wdcurs  de to 
sup6rieures h, - - I ) ,  si t '6quation f ( x ) =  o a routes ses racines de 
mdme signe. 
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t8. En faisant usage de la proposition prdcddente,(~) on d6montrera 
aisdment le thdor6me g6ngral qui suit: 

En d~signant par q un hombre positif qudconque dgal ou infdrieur d 

runitd, et par H(x )  et O(x) deux fonctions enti~res quelconques, ne s'annulant 

que pour des valeurs rdelies et n~gatives de x et dont les all,merits simples 

sont des polyn6mes entiers, des exponvntielles de la forme e ~*, des fonctions 

entidres du genre zdro ou du genre un, si l'dquation f ( x ) =  o a routes ses 
racine8 r6elles, il en est de mdme de l'~quation 

~(0 0(2) 0 ( 3 )  ,~x~ 
.q(x) --  aob/(o) + a, .-H~)qx + a. 2 . H(o)H(,) q'x'*+ a~. H(o) H(i)1t(2) q + "'" 

0(~) ""r" 
. . .  + a,,. a ( o ) H ( t )  , . .  H ( ~ - -  z) q ' = o .  

On volt ainsi qu'on satisfait au probl6me, pos6 au .commencement de ce 
paragraphe, en faisant, quels que soient les coefficients a0, a ~ , . . . ,  a, 
(pourvu que l'6quation f(x)-----o air routes ses racines r6etles) 

o(~) 0(2) % = O ( o ) ,  ~, - - ~ 6 ~ q ,  % - u ( ~ ( , )  q' "'" 

on obticndrait cncorc unc solution plus g6n6rale en eonsid6rant l '6quation 

~ : t ~ ( ~ ) ~ o ,  qui a le mdme hombre de racines rdellcs que l'6quation 

= o .  

I9. Pour appliquer cc qui prdc6dc k un excmple simplc, je  con- 
sid6rer'd l'6quation 

(I  + z)  . . . .  i + , .~ + '~('~ - -  ~ ) : :  + . . .  + n . :  ' + .r" = o, 
1 . 2  

dont routes les racines sont r6elles. 
Faisant ( # ( x ) =  ~, q =  i et H ( x ) = x +  ~, on voit que l'6quation 

+ - - + . . .  
I . 2  I . ~  1 . 2 .  3 | : 2 .  3 

;~n--1 ,t:tt 
. . . + n .  4 - - o  

1 . 2  . . .  ( ~  I) 1 . 2  . . . n  

a toutes s,'~e~ racilles r6elles et ndgatives; 1)ropositioll bicn comme. 

(~) Voir~ h cc sujet, mon Me:moire sur la thdorie des d~lnations uum,:ri(lues, p. 13 2. 
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I1 en est de mdme de l'4quation 

rt 1 . 2  1 . 2 , ~ ( "  I . 2 .  3 - - . 3  " 

or le premier membre, quand u eroit inddfiniment, a pour limite la fonc- 
tion de Br:ssi~.L 

r = ~ + .,, + (~ .2>" + (, .-'. 3)' + " '"  

l)e lit rdsulte, en vertu d'une proposition que j'ai fait connaitre dans une 
note insdrSe darts les C o m p t e s  R e n d u s  de l ' A c a d d m i e  des  s c i e n c e s ,  
que ~/,(x) est une fonction du genre zdro, ou du moins le produit d'une 
pareille tbnetion par une exponentielle de la forme e% a 6tant un nombre 
essentieliement positif. 

On a done 
+',(.,,) : 

F(.r)  &ant une fonetion du genre z6ro ct n 'ayant  que des racines ndgativcs. 
Je veux maintenant prouver que le hombre a est nul;  )~ eet effet, 

je remarque que r satisfait i~ l'dquation lindaire du second ordre 

d'ofi l'on ddduit 
<r + r  : :  o 

a2 + ,~ - -  ~ [ z j I,"(,<) IQ))  
~c - -  \ 2 ( t  A t- x,/ '  F ( , v )  l ? ( ~ v ) "  

Quand .c prend des valeurs l)ositives de plus en plus grandes, le premier 
membre a pout' limite (d; cherchons la limite du second membre. 

En ddsignant par a~, ~ ,  %, . . .  les valeurs absolues des raoines de 
l'dquation / " ( x ) - - - o  (je suppose ces llombres rangds par ordre croissant 
de grandeur), on a 

~"(~) _ ~ + ~ + ~ + � 9  �9 
( 4 )  / ~ , { ~ )  ,~. + "-i ,; + ,j-- .,, + ,~--~ - ,  

oh le second membre cst convergent pour toutc valeur positive de ,c, 
puisque, /,'(s:) 6tal~t du genre z6ro, la serie 

~ - + ~ + •  
tL 1 f.l~ 6~ s 

est t i le lndme convergente. 
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Soit Sp la somme des p premiers termes de la s6rie contenue dans 
le second membre de l'6galit6 (4), on a 

Sp < P 
z + n-----~ ; 

cette quantit6 tend vers zdro, quel que soit p, quand z croit inddfiniment, 
_~(~) 

donc S v a pour limite zdro et il e n e s t  de m~me de F(z)" 

On a d'ailleurs 

~'(,~) (,~ + ~,.)~ (~ + ,~:)~ (~ + ,~)' 

i + I + I j~; 
+ ~ + , , ,  ~ + , ~ - - ~  ~ +  , - - - -~  + . . .  

on voit, ~ fortiori, que F"(z) F(z)  a pour limite zdro. 

D'oh il suit, le second membre de l'identit6 (3) ayant pour limite 
z6ro, que a est nul. 

La transcendante de BEssEL est donc une fonction du genre zdro. 
2o. Aux consid6rations prdcddentes se rattache encore le thdordme 

qui suit: 
Si l'6quation 

f ( x )  ---- a o -4- a lx  + a~x ~ + a3x "~ "4- . . .  + a,,.r = o 

a routes ses racines rgelles et de mdme signe; l'~quation 

aocosa + a, cos( ) ,+  o)x + a, eos(a + 20)x" + a, cos(~ + 3o)x" + . . .  

. . .  + a, cos (a + no)x" = o,  

ole ]~ et 0 dJsignent deux arcs arbitraires, a routes ses racines rdelles. 

Pour le ddmontrer, je m'appuierai sur cette remarque importante 
due h M. HERMIT~: (') 

(1) Sur  l'ind~ce des fractions rat~onnelles (Bu l l e t in  de la Soe. Math.~ T. 7~ 
p. I31); voir ~galement~ sur ee sujet~ rues Notes sur la vdsolution des dquatious 
nnmJ~ues~ p. 4 8. 
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Si, pour toutes les racines de l'dquation F ( z r ) ~  o,  les coefficients 
de i sont d e  m~me signe et si, mettant  en dvidcnce dans le polyn6me 
F ( z )  la partie r6elle et la partie imaginaire , on pose 

les racines de l'6quation 

F(~) = F, (~) + ~F,(~), 

~ ( ~ )  + f l~ (~ )=  o, 

o~l a e t  fl d6signent des hombres arbitraires, ~ont toutes rSclles. 
Considdrons maintenant l'5quation 

(5) f[z(cosw + isinw)] = o; 

dont los racines, en d~signant par k~, k2, k3, . . .  los racines de l'(~quation 
f(x)  ---- o,  sont 

~,(~oso,--isin,,,), k~(co~to--~sin,,,), Z':~(eosto--isin,,,), ~tc. 

I1 est clair, puisqu~ les k~ sont tous de mSme signc, que le coefficient de 
i a lc m~me signe darts toutes les raeincs de l'(iquation (5). 

O r  o n  a 

f [ x ( c o s w . +  isin to)] = a 0 -4- a, coso , .z  + a.,cos : o , . z  ~ + ... + a,,cos,,to.x" 

-]- i[alsin to.~ "4- a~sin 2to.x 2 -t- . - .  -4- a,, sin nw . x"]. 

En vertu du th6or~m~ de M. HF.RMITE, on volt done que l'dquation 

cos Z[% + a, cos to..~ + a s cos 2to..~'  + . . . ]  

msin2[a~s ino~ .z  + a~sin 2to.z ~ + . . . ]  - o  

a toutcs sos racines r6elles, quels que soient les-arcs rdels ), et to. 
Or cette 6quation peut s'dcrire 

a0eos), -I- ar cos(X "4-w)x 4- a2cos(), + 2W)-~ -4 - . . .  + a,, cos (2 - I -~w)x"=  o; 

ce qui dbman/re la proposition que j'avais 6non56e. 

I .  - - - -  


