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Unter einer Brennlinie eines Strahlenbt~ndels versteht man im All- 
gemeinen eine Gerade, welche sttmtliche Strahlen des D~lndels schneidet. 
Im Besonderen findet dieser Begriff Anwendung auf unendlich diinne 
Strahlenbondel, wenn es sich um die Betraehtung der Umhfallungsflache 
samtl~cher Normalen eines unendlich kleinen Elements einer krummen 
Oberflr~che oder der Form eines in einer continuirlich gekrt~mmten Fl~tche 
gebrochenen homocentrischen optischen Strahlenb~ndels handelt. STUI~M 
und KUMMER haben das Theorem aufgestellt, dass immer entweder zwei 
reelle oder zwei complexe Brennlinien existiren und dass dieselben, senk- 
recht auf deia Hauptstrahle des B~ndels stehen. Neuerdings ist mehrfach 
darauf hingewiesen, dass dies Theorem streng keine allgemeine G~iltigkeit 
haben ksnne, da sehon von REuscH (POGG. A n n .  Bd. 13o , S. 497 [I867]) ge- 
zeigt worden sei, dass, wenn man die Form eines an einer sph~rischen Flttche 
gebrochenen oder gespiegelten homoeentrischen Strahlenbt'mdels betrach- 
tet, man eine zur Axe des Bondels sehiefe Brennlinie erhMt. Z~cH zieht 
hieraus (SCHLOMILCH, Zei t sehr .  f. Math.  u. Phys .  Bd. 24 S. 168 [I879]) 
die Vermuthung, dass drei Strahlen zur Bestimmung der Brennlinien eines 
dannen Strahlenbt~ndels nicht gent~gen, well auch noch der Winkel der- 
selben mit der Axe zu bestimmen ~brig bleibe. Er untersucht deshalb 
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ein Strahlenbt'mdcl, welches durch seine Axe und irgend zwei diese Axe 
sehneidende Gerade als Brennlinien bestimmt ist, wenn noeh eine unend- 
lich kleine gesehlossene Kurve, deren 3littelpmlet auf der Axe liegt, als 
Leitlinie gegeben ist. ZF.clI bemerkt mit Bezugnahme auf S'rI.:INEI~'S Unter- 
suehungen (Sqstematische. E~lwicklto~q der Abha~giSceit u. s. w. S. 253 ) 
dass Strahlenfseher, die auf einem einfi~ehen H3perboloide liegen, beliebig 
vide Brennlinien haben ksnnen und ferner, dass, wenn die Leitlinie ein 
Kegelsehnitt ist, die zu zwei Brennlinien gehorige Kegelflaehe so wie 
jeder Sehnitt derselben mit einer 1)eliebigen Ebene vom vierten Grade 
sei. Hieraus folgt, dass unendlieh (tCmne Strahlenb~'mdel Brennlinien 
haben, welehe mit dem Hauptstrahle im Allgemeinen beliebige spitze 
Winkel bilden. In einer spi~teren Abhandlung (Si tzungsber .  d. math .  u. 
15hys. K1. d. k. bayer .  Akad. d. Wiss. I883, H. I) ist yon mlr gezeigt 
worden, wie man den Ort und die Lage der Brennlinien eines dannen 
Strahlenbt'mdels bereehnen kann, welches yon si~mtliehen Normalen eines 
unendlieh kleinen Elements einer krummen Oberflrmhe z. B. der MaLus'- 
sehen Wellenfl~ehe eines gebroehenen optisehen Strahlenbnndels gebildet 
wird. Far ein eompaetes Strahlenbandels d. h. ein solehes, welches aus 
lauter Strahlenfaehern zusammengesehiehtet ist, existiren im Allgemeinen 
immer nur zwei Brennlinien, welehe sieh in folgender Weise geometrisch 
eharaeterisiren lassen. Jede krumme Flaehe hat im Allgemeinen zwei 
Krcunmungsmittelpunetsflaehen, die in jeder Normale auf einander senk- 
reeht stehen, also Orthogonalflaehen sind. Die dureh die beiden Haupt- 
normalsehnitte und die Nor,nale tines Fl'aehenelements bestimmten Ebenen 
nennt KUMMEa die Foealebenen; die I. Foealebene tangirt die II. Krrmt- 
mungsmittelpunetsflaehe in der II. Brennlinie; die II. Foealebene tangirt 
die I. Krammungsmittelpunetsfl'aehe in der I. Brennlinie. Die I. Focal- 
ebene trifft die I. Brennlinie im I. Brennpunete und ebenso trifft die ]I. 
Foealebene die II. Brennlinie im II. Brennpunete. Die Sehnittlinie der 
beiden Foealebenen ist der Hauptstrahl oder die Axe des Strahlenbandels. 
Es ist ferner bekannt, dass der geometrisehe Ort der Krlunmungsmittel- 
prorate eines jeden der beiden Hauptnormalsehnitte den Namen ))Rt'lek- 
kehrkantm> ffihrt. Man kann "tlso aueh sagen: die I. Foealebene tangirt 
den geometrisehen Oft aller I~Ctekkehrkanten der nebeneinanderliegenden 
IL Hauptnormalsehnitte eines Flaehenelementes in der II. Brennlinie; die 
II. Foealebene tangirt den geometrischen Ort aller llimkkehrkanten der 
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nebeneinanderliegenden [. Hauptnormalschnitte in der I. Brennlinie. Es 
ergibt sich nun unmittelbar aus diesen Thatsachen, dass zwar die Brenn- 
linien in zwei aufeinander senkrechien Ebenen, den beiden Focalebenen 
liegen, damit abet keineswegs die Neigung der Brenn|inien gegen den 
Hauptstrahl bestimmt ist, und hierin liegt eben die irrige Anschauung 
S'ruR~'S yon tier tetraedrischen Gestaltung eir~es astigmatischen Strahlen- 
bt'mdels, indem er annimmt oder vielmehr den Beweis ft~hrt, es sei diese 
Neigung eine senkrechte. Es gilt dies Theorem nur far einige specielle 
Falle z. B. fr~r den Scheitel eines dreiaxigen Ellipsoides. 

Die Aufgabe der vorliegenden Untersuchung soll die sein; zu zeigen, 
dass man zur vollstrmdigen Bestimmung des Ortes und der relativen Lage 
der beiden Brennlinien eines beliebigen, aueh endlichen Strahlenbondels 
mindestens vier Strahlen kennen muss und dass alle abrigen Strahlen 
gewisse Bedingungen erftillen massen, um zu denselben Brennlinien zu 
gehsren. 

Wir gehen aus yon der Betrachtung beliebiger Strahlen im Raume 
und beziehen ihre Gleichungen 'mf ein beliebiges rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem. Zur Bestimmung der Constanten einer Brennlinie betrach- 
ten wir die Coordinaten ihrer Schnittpunkte mit s~mtliehen Strahlen als 
Unbekannte. Sind n Strahlen gegeben, so lassen sich 4~s Gleichungen 
mit 3 n + 4 Unbekannten aufstellcn. Dieselben sind also nut dann be- 
stimmt, wenn n = 4 ist. Wit haben demnaeh folgende seehszehn Glei- 
chungen nach x, y, z aufzulssen: 

a, die Gleichungen der Strahlen: 

[ x~ -Jr- aaz ~ -}-- a~ ~ o, 

y~ + b~z~ + fl~ = o;  

x + a3z 3 + % = o,  

y~ -Jr- b.~z.~ -+- fl.~ = o; 

.r -Jr- a.s. ~ --]- a.., = o, 

y., + b./.~ + fl~ = o; 

i x -Jr- aazi -}- a~ = o, 

l Y, + b &  + A = o. 

b, die Gleichungen der Brennlinien: 

+bZl  + f l = o ;  

I x --[- az.~ Jr- a ~- o,  

y.~ + bz~ -k  fl = o; 

I x~ -k  az~ -4- a = o,  

lu, + o; 

[x  4 + az 4 + a = o,  

[y, + bz,.+ = o. 



1 8 0  L u d w i g  Mat th iessen .  

Damit diese Gleichungen zusammenbestehen, ist erforderlich, dass sei 

I 0 a 1 ~ 

0 1 b 1 fll  

I 0 a (1 

o ~ b  fl 

I 0 a 2 (12 

o I b 2 A  

I 0 a (1 

o ~ b  fl 

I 0 a 3 (1~ 

0 1 b3 fl 3 

I 0 a (1 

o ~ b  8 

I 0 a 4 ~4 

o I b~ ~ 

I 0 t~ (1 

o l b  f l  

= O .  

Daraus resultirt folgendes System von Bestimmungsgleichungen far a, (1, b, fl: 

b 1 8  fll --b, 8 A 

g - -  ~3 (1 ~ (13 

l,--b~ fl--fl~ 

I 

__~ [ a -  a 4 (1 - -  (14 

b, fl -- /~4 
= = O .  

Dutch Elimination von a 8 ~ (1b erhMt man folgendes System yon linearen 
Gleichungen bezaglich a, 8, (1 und b: 

a (11 ~ ( 1 2  

b 8 1 - - f l 2  

ai + 
t~ bl - -  b 2 b I t~1 

g (11 - -  (1~ 

81--~ 

(1 

fl 
I_/al 

b 1 - -  b~ b 1 

(11 
+ 

81 

~2 

A 

aa ~a 

: ' -"  -  1- 41-1" "1 + L" "l 
fll  f14 8 5 1  b4 bl fll  b 4 1 ~ 4  

Dicse Gleichungen lassen sich ktirzer sehreiben dureh 

A l a + B l b +  I - - - -o ,  

A.~a + B.~ + I = o, 

A:,a + /3~t~ + I - -  o. 

----=- O~ 

= O .  
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Das vollstlindige System ftahrt demnach auf cine quadratischc Gleichung 

1111 a= "k Nl  a Jr" "P1 = o. 

Daraus ergebcn sieh die eon~ugirten Wurzelwerthe: 

a = ~n I ~ 751 b = m a _Jr-_ ~/a~ 

Das Strahlensystem hat also entweder zwei reelle oder zwei complexe 
Brennlinien; dieselben sind im Allgemcinen zwei unter einem belicbigen 
Winkel sich kreuzende Gerade und ihre Gleichungen: 

Ix + (ml + n,)z + (,,~ + ,,) = o, 

I ~ + (,,,1 - ,~1)~ + ( , ,~ , -  ,,,.,) = o, 

Iv + (,,,~ - ,,~)~ + ( <  - < )  : o .  

Die l;edinguug ihres Senkrechtstehens wtirde iautcn 

Fc, r den Fall imagingrer Werthe yon n~ und % wftl'dcn die Brcnnlinien 
unmogli('h sein und folgeweise aueh eincn complexen Winkel mit einan- 
der und mit den Strahlen bilden mi~ssen. Die Ocrter der acht Brenn- 
punete findet man dureh AuflOsung des Gleichungensystemes: 

Xi "JF giai JI- Oq ~ O~ 

y, + b,z, + [~, = o, 

x, Jr- az, -4- a = o ,  

indem man i yon I bis 4 schwanken litsst. Auch die Brennstrecken auf 
den einzelnen Strahlcn lassen sich lcicht dutch Rechnung finden; cbenso 
die I)imensioncn der Brcmdinien. 
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Dass die Brennlinien im Allgemeinen schief gegeneinander stehen, 
erweist folgendes Zahlenbeispiel. Es sei 

( a - -  I ) ( ~ - -  2 ) -  ( b -  3 ) ( R -  4) --- o,  

(a - -  2)( 8 - -  5) - -  (b - -  6)(~ - -  I) = O, 

3 ) ( 8 - -  2 ) -  (b - , ) ( = -  s) = o, 

( a - -  2)( 8 - -  3) - -  ( b - -  4 ) ( ~ - -  6) = o. 

Die Finalgleichung ist 

2 o 2 a  2 ~ 8 6 I a  + 8 9 ~ o ,  

und die simultanen Wurzelwerthe 

a '  = O, I 0 6  (d' ~--- 4 , 1 5  6 

b ' =  5,445 b" == 4 , 8 2 2  

~x' = 2 , 7 2 0  ~t" ~ 5 , 2 1 2  

fl' ~__- 5,502 ~5~" -=  2 , 6 9 9 .  

Far die gegenzeitige Neigung dcr beiden Brelmlinien findet marl daraus 

den Winkel 39 ~ 5' 4o". 
Wir wollen nunmehr  diese Betraehtungen auf ein unendlich dannes 

B~mdel yon vier St rahlen fibertragen, indem wit  die Grisssen a 1 b I (~1 191 

um unendlieh kleine GrOssen Z, ,5, to, p yon derselben Ordnung der 
Kleinheit variiren. Wit  setzen demgem=ass voraus, kS sei 

tt2 = al  - - Z 1  b:a = bl -]- 6"91 0[2 = 0[1 "-1- q"Ol 82 = 81 - -  ~1 

a ~ = a  l - z ,  b ~ = b  1 + 6 ~  a ~ = a  1 + %  f l ~ = f l l - - r  

a 4 = a , - - Z a  b4 -= bl + 6a % = % + t~ 84 = 8 1 - -  Ca" 

Das fr~'dmre System der drci linearen Gleichungen bezt'@ich a, b, a, fl 
geht dadurch ttber in: 
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(t"~ - -  (q~1)r + (~) - -  bl)(/) l -J~ ( ~ - -  ~1)'~1 ~l-- ( / ~ - - f l l ) Z 1  " J l ' - ( r  ?~10),) ~ 0 '  

( . -  al)r + ( t , -  ~,)0~ + ( . -  ~,),9.~ + ( j ~ -  ~l)x, + ( r  ,9,0.~) _- o, 

Die Absolutglieder sind nun zwar unendlich kleine Grsssen der II. Ord- 
nung; cs wird sieh abet zeigen, dass sie selbst dann nicht gcgen die 
vorangehenden Glieder vernachlassigt werden dflrfen, wcnn a--(q, b~b~, 

- -a~  und fl ~ f l a  endliehe yon Null verschiedene Wcrthe annehmen. 
Eliminirt man nun je zwei dieser Grsssen, so wird man zu folgenden 
Glciehungen gefahrt :  

a - -  a ] )  

r X1 '91 ~ X) '91 

~ X3 ~3 

(r - -  "191(/)1) 

+ (r - -  ,9~%) Z~ ~92 

Z3 ?~3 

O~ 

(b - -  b,) 

~ 2'1 r 

82 X2 r 

#3 X3 r 

+ (r - -  ,9~,o,) x~ r -~- O~ 

111 llx l l l  
~ O .  

Urn eine 
stehender 
gleiehung 

Gleichung in ( a - :  al) zu erhalten, w('lrde man mit Ht~lfe vor- 
Gleiehungen (b--b1) , (a--a1) und ( f l - - f l l )  aus der Grund- 

(a - -  a l ) ( / ~ - / ~ 1 )  - -  (b - -  bl)((l  - -  t~l) = o 

zu e liminiren haben. Zu diesem Zwecke bedient man sich mit Vortheil 
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folgender Relationen, 
enten hat: 
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in welehen da.~ zweite Glied den gleiehen Coeffiei- 

a - -  al) 

G X1 '91 

G X, G 

G Za 'ga 

+ ( b - - b 1 )  

e~ Z1 

033 Xa ~a 

a I  al) 

wl Z~ r 

% X~ G 

w:~ Z~ G 

+ (=--=,) 0)2 Z2 

0)3 ~3 ,9 a 

I 
( z - -  ,,, , ) "., t O~ 

it91 0)1 ~'1 

,92 o~.~ r + ( f l - -  fl,) 

~ Z1 

0)2 Z2 

r176 "a ]~ a ~a 

I (r I ~10)1 ) '91 0)1 I 
I 

z O .  

Bezeiehnen A, B, C, D und ebenso M, N, P unendlieh kleine Gr~sssen 
der IlL Oednung, ferner #,  v, r: solche der I. Ordnung oder derselben 
Ordnung wie r Z, ,9, w, so kann man die drei letzten Gleichungen der 
l(farze wegen schreiben: 

+ ( b - - t , , ) B  + M# = o, 

(a - -  al)C --[- ( a -  %)B Jr- l~,} = o, 

( a - - a , ) D  + ( f l - -  fl,)B + P~ = o .  

Die Finalgleiehung in ( a - - a l )  ist 

( a -  a,)2(AC + BD) + ( a -  al)(CM/, + A N v  + BPr:) + M.N[~v = o. 

Bei willkiMichen Annahmen der Elemente r Z, ,9, w ist nun der Coeffi- 
cient yon ( a - - a l )  2 eine unendlich kleine Grssse der 6. Ordnung, der 
von (a--a~) eine yon der 7. Ordnung, das Absolutglied eine yon der 8. Ord- 
hung; und ~hnlich wird es sich mit den Finalgleichungen in (b--b1), (a--a1) 
und f l - - f l l  verhalten. Wenn demnaeh a - - a ~  aueh nur einen yon Null 
verschiedenen endlichen Werth haben soll, so muss AC + BD eine kleine 
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Gr5sse der 7- Ordnung oder aberhaupt die beiden gr0ssten Coefficienten 
yon gleicher Ordnung sein; entweder wird dann der andere Wurzelwerth 
eine kleine Grosse der I. Ordnung, oder unendlich gross, oder die Glei- 
chung hat zwei gleiche Wurzeln mit entgegengesetzten Vorzeichen. Die 
eine Brennlinie schneidet alsdann sruntliche Strahlen unter einem end- 
lichen yon Null verschiedenen Winkel, wogegen die andere mit dem 
Hauptstrahle coincidirt, wenn der zweite Wurzelwerth verschwindet. 
Wenn dagegen a ~ a 1 z w e i  yon :Null verschiedene endliche Werthe haben 
soll, so mi~ssen die drei Coefficienten der quadratischen Finalgleichung 
unendlich kleine Grossen der 8. oder einer hoheren Ordnung sein. Be- 
zeichnet demnach (r eine Grosse der I. Ordnung, so ist die Bedingung, 
dass a ~ a~ mindestens e inen  endlichen yon Null verschiedenen Weft habe: 

I ~ 

Es ergibt sich daraus die bemerkenswerthe Thatsache, dass wenn eine 
Brennlinie den Hauptstrahl eines unendlich dtinnen Strahlenbtindels unter 
einem spitzen Winkel schneiden soll, die Summe der beiden voranstehen- 
den endlichen Grsssen zwar unendlich klein, aber nicht gleich Null werden 
darf, vorausgesetzt, dass die Coefficienten der beiden andern Glieder der 
FinMglelehung reap. von 7. und 8. Ordnung der Kleinheit sind; und 
ferner dass, wenn die Summe gleich Null wird, die Brennlinien mit dem 
Hauptstrahl eoincidiren. Der Werth a - - a ~  verschwindet auch, wenn 
A C - 4 - B D  eine kleine Grssse der 6. Ordnung bleibt. Es braucht kaum 
hinzugefagt zu werden, dass wenn a -  a~ gleich Null wird, im Allge- 
meinen aueh (b- -b l ) ,  ( a -  %) und ( f l - - f l , )  versehwinden. 

Wenn man das unendlieh dtlnne Strahlenbtlndel als den Complex 
samtlieher Normalen eines unendlieh kleinen Elementes einer krummen 
Oberfl'Aehe ansieht, so ist, wie frilher yon mir gezeigt worden ist, 

tg3~ '=  - -  I ~r' 

9a 
t 
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W O  31  und  J2 die Nc igungswinke l  der  lh 'ennl inicn gegen den Haup t s t r ah l ,  
r und  p die H a u p t k r 0 m m u n g s r a d i e n ,  ~s und  8~ die Differenziale dee 

H a u p t n o r m a l s c h n i t t e  der  F lgche  oder  die r ech tw ink l igen  Ha lbmesse r  der  

indicator isehen Linie bezeichnen.  Die Ana log ie  zwischen diesen und  den 

vo rangehenden  F o r m e l n  bes teht  darin,  dass auch  3, und ~}'~ gle ich Nul l  

werden,  wenn  die Differenzen ( a -  a,) u. s. w. verschwinden .  

Zu r  E r l g u t e r u n g  des ersten Falles,  in we lchem die eine Brennl in ie  

m i t  dem H a u p t s t r a h l e  einen yon Nu l l  verschiedenen Winke l  bi ldet ,  die 

andere  mi t  demse lben  coincidirt ,  mOge ein Zahlenbeispie l  gewghl t  werden,  

indem wir  fo r  die Var ia t ionen  x ,  ~, w ,  ,,5 etwa Tausends te l  annehmen .  

Es sei 

a 1 = 2 , 0 0 0  

a~ = I , 998  

a a = 1 ,997  
a 4 = 1 ,996  

Daraus  fo lg t  

X l  ~ 0 , 0 0 2  

X2 = 0 , 0 0 3  

Z3 - -  o , o o 4  

8 1 ~ 5,000 

f12 = 4 , 9 9 9 5  
jga = 4 , 9 9 7 4 9 9 7 5  
194 = 4 , 9 9 7 5 0 0 5 0  

(,~ = 0 , 0 0 0 5  

,/,~ - -  0 , 0 0 2 5 0 0 2 5  

('a ---~ ~ 1 7 6 1 7 6  ~ 

b I = I , 0 0 0  

b 2 = 0 , 9 9 9  
b a = o , 9 9 ~  

b4 = 0 , 9 9 7  

~9 t = -- 0 , 0 0 1  

# ~  ~ -  - -  0 , 0 0 2  

# a  = - -  0 , 0 0 3  

Die R e c h n u n g e n  ergebcn daraus  wel ter  

al ~ 3,000 

% ~ 2,999 

% = 2 , 9 9 6  

% --~ 2 ,997 .  

O) 1 ~ - -  O , O O I  

0* 2 ~ - -  0 , 0 0 4  

r  a ~-~ _ _  0 , 0 0 3 .  

A = --2'~176 3,997 B = 4 ,000 D - -  1,999 
I O 0 0  s , C -  I O 0 0  s , i 0 0 0  s , i O 0 0  a , 

also den A n f o r d e r u n g e n  gemass  

IoooG(AC q-- BD)  -= o , o o 1 9 9 7  = ( r  

Es sind d c m n a c h  A,  B ,  C, D sehr kleine Gr0ssen 3- Ordnung ,  die Coef- 

ficienten der  beiden ersten Glieder  der  F ina lg l e i chung  yon der  7. Ordnung ,  
das Abso lu tg l i ed  von der  8. O r d n u n g .  Setzt  m a n  dcr  Korze wegen  

a ~ a ~  = x ,  f l ~ f l ~  = y ,  b - - b l , = Z ,  a ~ a  I -=-4 so erhMt m a n  fo lgcndc  

B e s t i m m u n g s g l e i c h u n g e n :  
xy  - -  zt = o, 

o , 5 x +  2 y - -  z ~ t = o ,  

2,50025'T -I- 3Y -- 4z -- 2[ -- 0,0005 ~ o, 

2 , 4 9 9 5  ox + 4 Y -  3 z -  31 + o , o o I o  -~ o. 
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Daraus  result i ren die Gleiehungen 

187  

o , 4 9 9 7 5 x  ~ y  -t- 0 ,0005  ---- o, 

0 ~ 5 0 0 2 5 9 C  ~ Z ~ 0 , 0 0 0 5  ~ O, 

o , 9 9 9 2 5  x - -  t - t -  O , O O I  5 = O. 

Die F ina lg le ichung in x ist 

o , 4 9 9 2 5  x2 - -  o , 9 9 7 x  - -  0 ,003  = o, 

und  ihre Wurze ln  & ----- 2, x~ - - - ~ o , o o 3 .  Daraus  e rgeben  sich die si- 

m u l t a n e n  Wer the :  

a' = 4  fl' = 6  b' = 2  a' ----5 

a" --~ i ,997 f l "  = 4 ,999  b" -~ 0 ,998  ~t" --~ 2 ,9985.  

Wi t  k5nnen wel ter  die Winke l  berechnen,  welche  die Brennl inien mit  

dem I t aup t s t r ah l  und mit  e inander  bilden. Da das Strahlenbflndel  sehr 

dram ist, so ksnnen  wir  den ersten Strahl  als den Haupts t r ' lh l  be t rachten  

und die Neigungswinkel  3~ und  32 gegen diesen suchen;  dieselben werden 

nu r  u m  sehr kleine OrSssen -~'on den fibrigen drei Paaren  abw{,ichen; man  

findet  3] = I I ~ 29' 3o" u n d o '  2 nahezu  gleich Null ,  den Wink(:l dec 

Brennlinien mit  e inander  gleich I I ~ 3 t '  3o". Die Coordinaten der  beidcn 

Brennpuncte  sind 

x 1 = ~ 1 ,  Yl = - - 4 ,  zl = - -  i ;  x~ - ~ - ~ 2 ,  ! 1 . . - - - - - 4 , 5 ,  & = - - ~  

endl ich die Brennstreeke gleich ,5. 

A u c h  der a l lgemeinere  Fall,  in welchem beide Winkel  3] und 3.., 

yon o und ,_-r versehieden sind, mggc  bier als besonders lehrre ich du rch  
z 

ein Zahlenbeispiel  i l lustr i r t  werden. Wi r  nehmen  an, es sei 

6/1 ~ 2 , 0 0 0  f l l  ~ 3 '  ~  b 1 ~--- - -  I , O 0 0  

a,~ = 1,998 l~ = 2 , 9 9 7 7 5 0 5 7  b~ - -  I ,OO37498I  

a 3 = 1,997 fl~ = 2 , 9 9 2 2 4 8 5 9  b 3 = __ i , o o 6 2 5 o 4 7  

64 ~= 1,996 /~4 = 2 ,99375132  b4 . . . .  I , ~ 1 7 6  
1"-3 -- 665"006 Ae~ta-m-aThema)ica~-4 . . . . . . . . . . . . . . . .  

{zl ~ 3 } 0 0 0  

a~ = 2 , 9 9 9  

a 3 = 2 ,996  

% - -  2 , 9 9 7 .  
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Daraus  c rgcben  sich fo lgcnde  W e r t h e  der  Va r i a t i onen :  

Z1 = o , o o 2  4,, = 0 , 0 0 2 2 4 9 4 3  ~1 = - - o , o o 3 7 4 9 8 I  eo~ = ~ o , o o I  

Z2 ~--- 0 , 0 0 3  r = ~ 1 7 6 1 7 6  ~2 = - -  0 , 0 0 6 2 5 0 4 7  o.~ ---~ ~ 0 , 0 0 4  

Z~ = 0 , 0 0 4  ~3 = 0 , 0 0 6 2 4 8 6 8  t93 = - -  0 , 0 0 7 7 4 9 5 6  eo 3 = ~ 0 ,003"  

Die B e r e c h n u n g  der  D e t e r m i n a n t e n  e rg ib t  wei~er 

A - =  o ~ o o i 8 1  0 , 0 0 5 4 3  o , o o i 8 i  0 , 0 0 9 0 5  
IOOO s , (J' = B = , D = -  i 0 0 0  s ' I 0 0 0  a I 0 0 0  a 

Es ist d e m n a c h  de r  A n f o r d e r u n g  gemass  

i o o o G ( A C  q- BD) = - -  0 , 0 0 0 0 0 6 5 5 2 2  = (r 

Die D e t e r m i n a n t e n  A,  B ,  C, D sind k le ine  Gr0ssen der  4. O r d n u n g ,  

m i t h i n  a l le  drei Coeff ie ienten de r  q u a d r a t i s e h e n  F i n a l g l e i c h u n g  yon  8. 

also g le iehe r  O r d n u n g .  F o r  x ,  y ,  z, t e rhg l t  m a n  die B e s t i m m u n g s -  

g l e i c h u n g e n  

2 , 2 4 9 4 3 x f f -  2 p - -  z ~ 3 , 7 4 9 8 I t  J r - o , o o o 7 6  = o ,  

7 , 7 5 1 4  Ix  q- 3 i f - -  4z - -  6 , 2 5 o 4 7 / - -  o , o o i 8 8  -= o, 

6 , 24868 :~ ' q -  4 f f -  3 z - -  7,74956t -t- o , o o 1 7 6  = o. 

D a r a u s  resu l t i r en  die G l e i c h u n g e n  

5x ~ y  ~ 7 = o, 

X ~ Z "all - I ~ O~ 

3 x ~  t ~ 4--= o. 

Die F i n a l g l e i c h u n g e n  we r d e n  fo lgende :  

X ~ -  3 x -~- 2 ~ O,  X 1 ~ 2 ,  X~ ~ I~ 

y ~ - -  y - - 6  = o,  :ql = 3, y~ = - -  2, 

z ~ 5 z q- 6 = o, zl = 3, z~ ~--- 2, 
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Constanten der beiden Brennlinien und des Hnupts t rahles  sind dem- 

a' = 4 /5" ----- 6 b' = 2 a' = 5 

a" = 3 /9" = i 5" = i ~" = 2 

a 1 =  2 fl~ = 3  b~ -------I  ~, = 3. 

Bezeichnen wir den Winkel,  welchen die beiden Brcnnlinien mit  einander 
biiden, durch e, so finden wir 

3~ = 5 I~ 25' Io",  32 = 420 23' 40", ~-----9 ~ i6 '  3 o''. 

Die Coordinaten der beiden Brennpuncte  sind 

81 ---- - -  I ,  r/~ = 0 , 5 ,  

~ ---- - -  5 ,  r /= = - -  2 ,  

Die Brennstrecke hat  die GrSsse 

v'(~, - - ~ ) ~  + (v, - - w )  ~ + (--", - - - ' ~ ) :  = V 2 6 , 2 5 .  

Unsere Untersuchungen haben also zu dem beachtenswerthen Resultate 

gefflhrt, dass die beiden Brennlinien unendl ich drmner Strahlenbiandel 

durch vier einzelne Strahlen bes t immt  sind und d~ss dieselben unter  

sich und  mi t  dem Haupts t rahle  sehr verschiedene Winkel  bilden k6nnen. 

Wenn  nun  neue Strahlen hinzutreten,  welche zu denselben Brenn- 

linien geh6ren, so mrtssen sie gewisse Bedingungen  erfiallen. Die Varia- 

tionen Z,:, ~9~, oJ,,, r mtissen offenbar so gewithlt werden, dass das oben 

aufgestellte System yon linearen Gleiehungen bestehen bleibt. Dureh die 

Variat ionen der  Constanten muss folgendem Systeme yon Gleiehungen 

Gentige geschehen : 

(a - -  "1)~1 "Al- (b - -  51)o)  1 -1.- (o[ - -  o[1)bq I -if- ( ~  - -  i l l )Z1 .Af_ (r - - / 91 ( / )1 )  = o ,  

(a - -  a , ) r  + (b - -  b , ) ,o~  + (~ - -  ~,~),9~ + ( f l  - -  ~ ) Z ,  + (r - -  e . o ,~ )  = o ,  

( .  --~,,>r + (b - -  b~>o.~ + (~ - -  ~ , > <  + (~ - -  fl,>Z,, + (r - o,,.o~> = o. 



190 Ludwig )Iatthiessen. 

Die Bedingungsglcichungen sind offcnbar die folgendcn zwci: 

Z, O, o), G, 

X~ 01 wl ,G 

X~ G w~ G 

wofflv man kt'lrzcr schreiben kann 

O~ 

a usserdcm 
DX,, + CO. + Ao,. + Br = o; 

( r  - -  O,,(o,,) 0,, w, ,  

(r G o)~ 

r 
~ O .  

Dutch willkfirlichc Annahmen yon X,, und 0, erhMt man daraus zwei 
lineare Gleichungcn in w,, und r woraus diesc bercchnet werden konnen. 
Die beiden Relationen bril~gen zugleich eine bemerkcnswerthe Eigenschaft 
shmtlicher NormMen eines unendlich kleinen Elements einer krummen 
Oberfl~che zum Ausdruck. Wenn die Constanten der beiden Brennlinien 
bereits bekannt sind, wird man sieh mit Vortheil der beiden linearen 
Gleichungen 

(~' --~, , )r  + (b, --b,,),o. + (~' --~,),~,, + (y  --~,)Z,~---- ~ 

( . " - -  ..)r + (b" - -  b,,),,,,, + ( ~ " - -  ~,,)O. + ( y '  - -  g,)Z,, = o 

bedienen konnen. Die Reehnung ist selbstverst~ndlich bis auf kleine 
Grossen dee 2. Ordnung incl. genau ausZuffthren. 

Es l~sst sich nun noch zeigen, dass es unendlich viele reelle un- 
endlieh danne Strahlenbi~ndel giebt, welche sich zu einem gegebenen 
Paare imaginitrer Brennlinien eonstruiren lassen. Wir nehmen an, die 
Constanten derselben seien 

a~m~ +n~,'--i ,  13--m~_+~-- l ,  b----m~_-+~--I, a : m  4+_n 4v-I;  



~ber  die Lage der Brennlinien eines unendlich dtinnen Strah|enbiindels. 191 

mad setzen zun:,tchst vovaus, es sei der HauptstrahI durch die Elemente 
aa b 1 %  fl~ bestimmt; alsdann geiten folgende Gleichungcn: 

("~1 -Jl-- ~1 ~ r  (/n)~ln "-~ (~"3 -Ji'- '$-~ ~ - - I - - b n ) ( D  n -31- ()11' 4 "if- 9~'4 ~ '~I I  --0~I)/~" 

21-- (1)~2 "AI- n2 ~ - - I  - - /~l) j~  n = O, 

()~';~'1 - -  n l  ~r - -  a . )  (fi. -4- ( ,n  z - -  ,z:, ~.'-- ~ - -  b,,) o ) .  71-. ( m ,  - -  ~4 ~r - - i  - -  q l )  19,, 

Daraus folgt 

( . , 1 -  ,,~)r + (,.~ - - b . ) . , .  + ( , . , -  %)o,, + (,,,~ --Z~)z,, = o, 

nl ~6n "-{- naal,, -{- ~t'4*% -'{- ~l~Z'* == O. 

Dutch willki]rliche Annahmen von Zn und 0,, erh'Mt man also zwei lineare 
Gleichungen in r und ton, woraus diese berechnct werden ksnnen. 

Wenn tier Hauptstrahl nicht bekannt ist, so lasst sich ein solcher 
demnach immer finden auf folgende Art: 

Indem man z. B. b~ und % willkt'~rlich wahlt, lassen sich die zu- 
gehorigen Werthe a~ und fl~ berechnen aus folgcnden Gleichungen: 

(m~ + n,  V ~  - -  a; ) (m 2 + . ~  V-~-[  - -  ['t~) 

- -  ( ~  "4= "*~ t - ~ - ;  - , - -  b , ) ( . , .  + n ,  ~ ' "  i - -  ~,) = o ,  

(t'~' 1 - -  n 1 V - - I  - -  a l ) ( m  2 - -  n 2 ~ - -  i l l )  

- -  ( . ~  - -  n~ V ~ - ; ,  - -  b , ) ( . ,  - - . ,  V-----; - -  " , )  = o .  

Ft'dw~ man die Multiplicationen aus, und setzt der Ki:~rze wegen 

(mlN' 2 - -"n l~2 )  + ('1~1~ ~ + J]~2~.1) ~----I ---- A 1 + B 1 ~Y----l, 

(mare ~ - -  n.~n4) + (m~n, + m4n3) V ~ I  = A 2 + B~ ) / Z i ,  

so  f i n d e t  m a n  

al l~  1 ~ m ~ a  1 - -  m l f l  1 + A 1 - -  A~ - -  a i b  1 -[- m 3 a  1 + m4b 1 : o ,  

n 2 a  , + n,~81 ~ B 1 + B~ - -  n3a  1 - -  n , b  I --:-: o .  



192 Ludwig Matthicsscn. 

Elhninirt man ill, so erh.dt man die Finalgleiehung 

a~ + f(%, bl)a , + F(%, b , ) =  o, 

wo f eine lineare, F eine quadratische Function ist. Es lassen sich dann 
a~ und b~ allemal so wi~hlen, d'tss a~ reell wird; dadureh wird aueh ~ 
reell. Mit Hfilfe der Gleiehungen 

( , , , , -  ..,)r + ( . , ~ -  b.)to. + ( , , , . , -  ~,)O. + ( , , ,~-  fl,)Z. = o, 

n~r + n~to. + n~O. + n~z. = o 

lassen sich alsdann unendlich viele unendlieh nahe Strahlen des Bi~ndels 
berechnen. 

Samtliche oben aufgestellte Gleichungen gtlten natfirlich auch fiir 
endlieh dicke Strahlensysteme mit gemeinschaftlichen Brennlinien. Es 
treten aber Abkt'lrzungen der linearen Gleichungen selbst dann nicht tin, 
wenn die Variationen Z, 0, to, ~ unendlich klein, also die Absolutglieder 
unendlich kleine Grossen der 2. Ordnung werden. In einem derartigen 
Fehler diirfte die Ursache zu suchen sein, in Folge deren STURM und 
KUMMER in ihren bekannten Untersuehungen (POGG. Ann.  Bd. 65 und 
BORCU. J o u r n .  Bd. 57) so wit auch HELMIIOLTZ (Physiol. Opt. S. 246) zu 
einem abweichenden Fundamentalthtoreme des Astigmatismus gelangt sin(]. 

Rostoek, 22 September i883. 


