
SUR L ' I JSAGE DES P R O D U I T S  I N F I N I S  

D A N S  

LA T H I ~ 0 R I E  DES F O N C T I O N S  E L L I P T I O U E S  

P A R  

CH. H E R M I T E  et R. L I P S C H I T Z .  

1. E x t r a i t  d ' u n e  l e t t r e  d e  M. I - - Ie rmi te  th M. L i p s c h i t z .  

. . . . .  Une remarque k cette occasion sur les formules 7, 8, 9, IO, I I 

de la page 8 9 des Fundamenta; il me parait  eonvenable d' introduire ces 
quatre produits infinis: 

~4 = (I "it- q2)( I -Jv q4)( I -Jr- q ' ) "  �9 �9 

B =  ( I - - q ) ( i - - q 3 ) ( l - - q S ) . . .  

e,  = (I + q ) ( I  -~- q3)(I  + q'~) . . . 

D = (I - -q ' ) ( I  - -q ' ) ( I  - - q ~ ) . . .  
on a alors 

8 

~/k : V2 V q A ' B ,  

V u  ' - - ~  

~ k ' =  B~A 

= B.~D ' 2K = C~D. 

(ABe,---- i) 

En 6vitant les d6nominateurs j 'obtiens comme vous voyez plus de 
mdtrie. 

Paris, 14 D6cembre I883. 
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2. E x t r a i t  d ' u n e  l e t t r e  de  M. L i p s c h i t z  ~ M. I-Iermite .  

. . . . .  Si vous avez jug6 convenable d'introduire los quatres produits 
infinis 

i = 1 - I . ( I  -[-q2n), B = 1 I , , ( i -  q2. - , )  

C---- i-I,,(, + q~"-'), 19 = II , ,  l ,  - -q~")  

off n parcourt t o u s l e s  nombres depuis i ju.~qu's l'infini, qui sont con- 
joints par l 'dquation 

A B C  = i, 

il me semble, que votre procdd(~ se trouve confirmd par des considdrations, 
que je me permets de vous expliquer. 

Darts le m4moire posthume de GAuss, Zur Theorie tier lranscendenten 

Functionen geh6rig, T. III des oeuvres compl6tes, l 'auteur a exprim6 les 
fonetions ,90(o), ,93(o) et quelques autres ~ l'aide du seul produit infini 

II,(i --q'). 

qu'il ddsig,,e par [q], mais que je ddsignerai par la charactdristique G(q). 

L'article 4, page 44 o, contient les reprdscntations 

= a s ( q  :) 
~%(o) G'(q) 83(0) a-'(q)G'(q') 

G(q~) , 

et la relation remarquable 

GS(q ~) 
G ( - -  q) ~-- G(q)G(q')" 

Pour la fonction ,~)2(o) on a d'abord 1 expre, slon 
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Partant,  en introduisant dans la formule mentionn6e relative k vqa(o) la 
fonction G ( w  q), je parviens aux trois expressions sym6triques 

,~0(o) G'(,~) 0 '( ,~ ')  ,~a(o) G ' ( - -  ~) - -  ~ ; (q , )  ,% (o)  = 2q~ . . . . .  ' " ~ - - -G -~ '  a ( q ' )  

Mais pour les produits infinis A ,  B ,  C', D on a l e s  formules 

A - -  G ( q ' )  B G(q) (., G(--  q) D = G(q~), 
~ ( q ~ ) '  = G - G S '  - -  G (q  ~) ' 

qui m6nent des dites expressions g c.elles que vous m'avez bien voulu 
eommuniquer. En m~me temps votre dquation A B C  = i eo'ineide avec 
l '6quation cit& de Gauss, que l 'on peut 6crire, eomme il suit 

(I) G ( q ) G ( q 4 ) G ( - -  q) = Ga(q'2), 

et la relatim~ ,~(o) + ~ ( o ) -  ~ ( o ) =  o se change dans celle-ci 

(II) GS(q) + ~ 6 q e S ( q 4 ) - -  e~(--q) = o, 

qui ne diff6re que par le facteur GS(q =) de la formule (~4) de l'article 
3 6 des Fundamenta. 

Ayant  fait ces remarques sur l'usage du produit G(q) je me suis 
proposd d'exprimer les quatre fonetions 8o(W), ,9,(w), ,9,(w), ,9s par le 
produit infini correspondant 

.P(.w, q)= I I , , ( I -  q"e~i'~")(I--q"e-''"), 

d'ofi suit l '6quation 
G(q) = ~ ~). 

Alors les formules eonnues 

~0(w) = G(q~)I I . ( ,  - -  2q: ' - '  cos 2w,~ + r 

8~(w) = e(q=)2q ~ sin w~rl-I.(~ - -  2q 2" cos 2wr. -4- q4,,) 

,~=(w) =- e(q~)eq  ~ eosw~rl-I.(I + :q~" cos 2w~r + q4,,) 

t~,(w) = G(q=)r[,,(i  q- 2q ='-' cos :w~r A- q4.-=) 
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sont transformdes dans les suivantes 

P(w, q) 

O~(w) = VP(o, g') 291 sin wr:,P(w, q 2) 

, P(2w, q') 
O,(w) ~- ]/P-(o, q') 2q" cos w~ P(w, q ~  

P(w, -- q) 
~3 (w) = VF(o, q') p (w, q') 

D'ailleurs la multiplication actuelle des produits infinis donne l'dquation 

(III) P(w, q)P(ew, q4)p(w, - - q ) =  P2(w, q2)P(2w, q2). 

De l 'autre part, eomme, on a l e s  expressions 

}% sn (2K~o) - -  O,(w) 
ao(W) 

Vk . O,(w) 
en (2/~w) --  #0(w) 

I ~v dn ( 2 K w )  - -  O3(w) O~ 

et en consdquence l'4quation 

~:(w) - -  ~(w) + , ~ t ( w ) -  ~:(,.) = o, 

on parvient k ridentitd 

(IV) 16qsin'wTrPS(w, q2)__ , 6qcoshvzcP'(2w, q') + p4(w.,--q)--P'(w,  q)=o. 

Or les ~quations ([II) ct (IV) se changent respectivement dans les dqua- 
tions (1) ct (II) en supposant w = o. 

Bonn, 20 Ddeembre I883. 


