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Voici une dSmonstration du th~o%me de CAUCHY, qui me parait un 
peu plus simple que les dSmonstrations habituelles. Elle repose unique- 
merit sur la d~finition de la de~riv6e et sur cette remarque que les int~- 

gra|es d6finies fdz, fzdz, prises le long d'un contour ferm~ quelconque, 

sont nulles. 
Soit f(z) une fonction de la variable complexe z, uniforme et continue, 

ainsi que sa premi+re dSriv~e f'(z), k l'int~rieur d'une aire A limitde par 
un contour ferm6 C, simple ou multiple, et sur ce contour lui-m~me; 
j'admettrai de plus que ce contour a une longueur finie. Imaginons quu 
l'on partage l'aire A en parties plus petites par des parallSles ~quidistantes 

deux directions rectangulaires; l'int~grale ff(z)dz, prise le long du 

contour total dans le sens direct, est ~gale k la somme des int6grales 

ff(z)d , prises dans le m~me sens le long du contour de chacune des 

parties en lesquelles on a subdivis~ l'aire A. I1 suffit de remarquer qu'en 
ajoutant ces dernidres les parties de l'int6grale qui proviennent des lignes 
auxiliaires se d6truisent, comme 6taut prises deux lois dans des sens 
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diff6rents, et il reste l 'intdgrale f f ( z ) d z ,  prise le long du contour total. 

Soit C~ le contour de l 'une de ces parties; on aura 

(,) f f(~)~t~ Y../'f(~)~. 
( c )  ((:~) 

xz~ 

Les parties A~ sont de deux sortes; les unes sont des 

1 
~ carr6s, les autres sont limit6es en partic par des lignes 

droitcs, en pattie par des arcs du contour C. Jc consid6re 

b d'abord un carrS, tel que abdc et un point z~ ~ l'int6rieur. 
Le long du contour de ce carr6, on a 

OU 

par suite 

f ( . ) -  i ( . , )  _ f'(z,) + s ,  
Z - -  Z i 

f(z) = f(z,) + f ' ( z , ) ( z -  z,) + s ( z - - z , ) ;  

= , , / , ( ~ , ) . f ~  f ~ ( ~ - -  ~,)d~. ff(~)d~ [f(~,) - .,/(~,)] fd~ + + 
(c,) (c,) ~(',;t (c.) 

Les deux premi6res mtegrales dtant nulles, d apre~ la remarque faite au 

d6but, il restc 

(c,) (.~,,) 

Soit l la distance de deux parall61es voisines et e~ la valeur max imum 

du module de s le long du contour du cart5 abdc; on salt que 

Mod ( f f(~)d,) < f =,zt'Td~ = 4~i1:i"7. 
(c,) c,c,) 

En appelant a~ l'aire de ce carr(i, oil aura 

(=) Mod I f  f(~)dz] < 4sit/-za,. 
(c,) 



Ddmonstration du thdor~me de Cauchy. 

Prenons en second lieu un polygone curviligne tel que 
abcde et un point z~ g l'int6rieur. On aura encore 

f f(z)d  = f 
(c,) (c,) 

et par suite 

Mod [ f  f(,)dz] < < - ,ZV7(41 + arcae) 
(c,) (c,) 

OU 

(3) Mod[ff(z)dz]  < 4~3/~b, + zilV2areae, 
(c,) 
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en appelant encore ~, la valeur maximum de ~ et b~ l'aire du carr6 
abcdef En ajoutant toutes les indgalit6s (2) et (3) et ddsignant par 72 
la valeur maximum des e~, on a d fortiori 

(c) 

oh ~ ddsigne la somme des aires des carrds qui ont une partie k l 'intdrieur 
de l'aire A et S la longueur totale du contour 6'. On volt que le second 
membre est le produit d'un faeteur qui a u n e  limite supdrieure finie par 
un facteur rjV~ qui peut dtre rendu aussi petit qu'on le voudca. Or le 
premier membre a une valeur ddtermin6e; donc on dolt avoir 

f f(z)dz = o .  

(e) 

A l a  v6rit6, la d6monstration suppose, pour dtre rendue absolument 
rigoureuse, que l'on peut prendre la longueur l assez petite pour que 
t o u s l e s  modules des quantit6s d6sign6es par ~ soient constamment moindres 
qu'un hombre donn6 g l'avance, aussi petit qu'on le voudra. C'est ce 
qui rdsulte des hypoth6ses faites sur f(z) et sa d6riv6e. En effet, cette 
d&iv~e 6tant suppos6e continue h l 'int6rieur de l'aire A et sur le contour 
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lui-mdme, on salt, qu'6tant donnde une quantit6 positive a, arbitrairement 
choisie, on pourra toujours trouver une autre quantitd positive 3 telle que 

M~ lf-(z + h)-- f'(z) l < a, 

d6s que le module de h ne surpasse pas 3, et cola pour toutes les valeurs 

de z consid6r6es. I1 suffira donc de prendre l < ~  pour qu'on soit stir 

que les modules de toutes les quantit6s e sont moindres que ~r, et la 
d6monstration devient enti6rement rigoureuse. 
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