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Nous nous occupons dans ce m6moire des fonctions les plus simples 
de trois variables rdelles x, y, z satisfaisant K l'6quation diff6rentielle 

AF ~IF ~IF ~2F 
= + + = o, 

en considdrant x,  y,  z comme les coordonndes rectilignes rectangulaires 
d'un point de l'espace. Dans la th6orie des fonctions d'une variable 
imaginaire, les fonctions qui se pr6sentent tout d'abord sont celles qui 
sont uniformes et ne poss6dent que des points singuliers isol6s. I1 nous 
a paru intdressant d'dtudier de mgme les fonctions satisfaisant ~ l'6quation 
J F  = o qui ne cessent d'gtre finies et continues qu'en certains points isol6s 
les uns des autres. 

La premi6re partie de ce travail a pour objet rdtude gdndrale de 
ces fonctions: elle contient une extension du th6or6me de M. MITTAG- 
LEFFLEn et plusieurs applications du th6or6me de GREES parmi lesquelles 
se trouvent des d6veloppements en sdrie propres ~ repr6senter une fonction 
F uniforme et admettant des ddriv6es en tous les  points d'un volume 
limit6 par des portions de surfaces sph6riques. 

I)ans la deuxi6me partie nous 6tudions en particulier leo fonctions 
F(x ,  y ,  z) satisfaisant ~ l'6quafion JF-- - -o  et admettant trois groupes 
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de p6riodes conjugu&s (a, b, c), (a', b', c'), (a", b", c") c'est h, dire 
v6rifiant les trois dquations 

F(~ + ~ ,  v + t , .  + ~ ) =  F( . ,  v, ~) 

_u(x + ~,, v + b', ~ + ~') = V ( . ,  y, 4 

F(x + a", v + b", z + c") = F(z,  V, 4 

Ces fonctions qui reprennent les m~mes valeurs aux points homologues 
d'un rSseau de paralldlSpipSdes poss5dent des propri~tds semblablcs b~ celles 
de la partie %elle d'une fonction doublement p~riodique d'une variable 
imaginaire. Nous avons laiss5 de c6t5, pour le moment, l'Stude des 
fonctions F(x ,  y,  z) ~ u n  ou deux groupes de p~riodes conjugu5es, 5tude 
qui pourrait se faire par les m6mes mSthodes. 

Quelques-uns des rSsultats contenus dans ce m~moire ont 6t5 indiquSs 
dans une Note pr&entSe ~ l'Acad&nie des sciences de Paris le 5 F~vrier 
I883. 

_Pre~ni~re p a t t i e .  

I. Soit n u n  enticr positif; d&ignons avec MM. THOMSON et TAIT,(1) 
par Vn(x, y, z) le polyn6me le plus gSn6ral homog6ne et du degr6 n e n  
x, y, z satisfaisant b. l'Squation 

_ a'Vn 
az2 "~- ay~ a z  ~ 

dans l'expression de ce polyn6me entrent linSairement 2n q- I constantes 
arbitraires: ainsi 

v,(x, y, z) = ~,x + a:y + ~3z 

(z) Voir: Handbuch tier theoretischen P~ysik von THOMSON und TAIT; deutsche 
Uebersetzung yon HELMHOLTZ und WERTtIEIM; erster Band, erster Theil~ p. I56 et 
s u i v a n t e s .  
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uvec trois constantes 2~, )'2, 2~, 

v,  (x, ,a, ~) = .~, ( . ~ - - z  ~) + .~., (v ~ -  ~) + a~v. + ad .  + .~.v 

avce cinq eonstantes; et ainsi de suite. Lorsque diff6rentes fonetions V, 
avec des constantes diff6rentes sc pr6senteront dans un calcul, nous les 
distinguerons les unes des autres par un indice supdrieur. Par  exemple 
V~)(x, y, z) sera 2~l)x -{- )t~'y + ),(a~)z avec d'autres constantes )t~ 1), 2(2 ",  2(a'; 
et de mOne pour V~ en g6n6ral. 

Si l'on substitue aux coordonn6es reetilignes reetanguluires x, y, z, 
les coordonn&s polaires duns l'espace ~ l'aide des formules de transfor- 
mation: 

(I) x - ~ r e o s O ,  y = r s i n S c o s ~ ,  

lu fonetion V,,(x, y, z) devient 

z = r sin Osin 9: 

Vo(," Cos 07 r s i .  O co~ + ,  r s i .  O sin ~) = ," Y,, (O, ~), 

Y,, d6signant une fonetion de LArLAC~:. 
L'on salt(~) que si une fonetion F(x,  y, z)satisfait  g l'6qu'~tion 

AF-----o, la fonetion 

I ~ , /x  y Z ) 
7.-~ (.V~, ,.~, p , (r = + ~/x ~ + y ' +  z'), 

y satisfait 6galemcnt. En appliquant  cc thdor6me i~ la fonction V,,(x, y, ~), 
nous voyons que lu fonction 

r 

satisfait ~ l 'dquation AF = o; cette fonction qui est homog6ne du degrd 
- - ( n  + t) en x, y,  z est d6sign6e clans l 'ouvrage dSj~, cit6 de MM. 
TttOMSON ct  TAIT par 

V (,,+,)(x, y ,  z). 

(~) Voir J o u r n a l  de LIOUVILLE: T. I2~ p. 255- -264 :  Extraits de lettres adressdes 

k 3I. LIOU~,'ILLE par M. W. TtfOMSON. Voir aussi Handbuch der Kugelfunktionen yon E. 

HEINE, zweite Auflage~ zweiter Band~ p. 25! et suivantes. 
21- 665006 Acta mathematiea. 4 
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L'on a, par excmple,  

V_1 = '~2 

P. Appell. 

" - -  ra ~ . . . etc. ; 

on d6montre(~) que la fonetion V_(,+~) est une combinaison lin6aire ho- 

mog~ne '~ coefficients constants des dSriv~s partielles d 'ordre n de i r ; ainsi, 

par  exemple,  
I I I 

Nous  avons ainsi une suite de fonctions V~(x, y, z) d6finies pour  toutes 

les valeurs enti~res positives ou n~gatives de l ' indice v. La fonction V 0 

est une constante et la fonction V, est homogSne et du degr6 v e n  x, y, z. 

Ces fonctions jouent  dans la prdsente th6orie le mdme r61e que lu partie 

r~elle de l 'expression 
(a + b/)(x + yi) 

dans la th6orie des fonctions d 'une variable imaginaire.  

2. S~ries enti~res.(~) Soit une s~rie de la forme 

(2) vo + v, + v2 + . . .  + V.(x, y, z) + . . . + . . .  

ordonnde suivant  les fonctions V k indices positifs; les constantes arbi- 

traires qui f igurent  dans V, (x ,  y, z) sont suppos6es avoir des valeurs 

numdriques  d6termindes. I1 est facile de voir qu 'une pareille s6rie est 

convergente en t o u s l e s  points situ6s k l ' int~rieur d 'une certaine sph6rc 

ayan t  pour  centre ror ig ine  des coordonn6es et qui sera appel~e sph6re 

de convergence. Si nous rempla~ons les coordonn6es rectilignes par  des 

(1) THOI~SON et T.~IT, Theorehsche 1)bysik, p. i62. 
(2) Les remarques que nous raisons relativement aux sdries (2) s'dtendent ~ toute, 

sdrie brdonn6e suivant des polyn6mes homog~nes en x, y, z. I1 peut se faire, bien eu- 
.tendu~ que la sdrie converge an certains points situds en dchors de la sphere de convergence. 
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coordonn6es polaires dans l'espaee ~ l 'aide des formules (,) la sdrie (:)  
prend la forme 

(:3 

D6signons par A, ]a plus grandc valeur absolue que puissc prendre Y. 
quand 0 varie entre o et ~, F entre o e t  27r, et consid6rons la s6rie b. 
termes positifs 

(3) F.Ay; 
~ = 0  

cctte derni6rc s6rie (3) est convergentc pour routes los valeurs de r 
inf6rieures g u n  nombrc ddtermin6 R; il en est de mdmc a fo r t i o r i  des 
sdries (2) et (21) dent les termes sent en valour absoluc au plus dgaux 
/~ ceux de la s6rie (3)- Done la sdrie (2) est convergente en tous los 
points situds /~ l ' int6rieur d'une sphdre de rayon R. 

Soit e un nombre positif p lus  petit que l'unit6 e t a  un hombre 
positif aussi petit que l'on veut; l'on peut assigner un nombrc positif 
entier m tel que, pour toutes les valeurs de x, y ,  z vdrifiant l 'indgalit6 

ron  ait(1) 

~<e,_~_ 

Pour le montrer suivons la m6thode indiqude par M. WEIEI~STRASS;(:) 
ddsignons par z0 un nombre positif plus petit que I mais plus grand 
que e; la s6rie (3) est convergente pour r = Rz0; soit g u n  nombre au 
moins 6gal ~ la somme de cette s6rie 

on aura dvidemment 

v ~ a o  

g >__ t~r A~ < gR-~eV. 

(') La notation [ a [  empruutde ~, M. WEIEP~TRA~ signifie valour absolue de a. 

(~) M o n a t s b e r i c h t  der  Akademie  der  W i s s e n s e h a f t e n  zul~erlin~Gesammt- 
sitzung von~ 5 August I880~ p. 710. 
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r 
Maintenant, pour toutes les valcurs de x, y, z telles que /~<  z, on a 

Or la derni6re somme est 6gale a 

miner m par la condition 
$'0 

; il suffira donc de det6r- 

r \Co/ 
80 

C. Q. F. D. 

On conclut facilement de eettc proposition que la s6rie (2) ddfinit 
dans l'int6rieur de la sph6re de convergence une fonction F(x,  y, z) 
uniforme; continue,, admettant des d6rivdes partielles de tous les ordres 
et satisfaisant k l'6quation AF = o. I1 suffit pour le voir d'employcr 
les mdmes raisonnements que pour les sdries entibres dans la thdorie des 
fonctions d'une variable imaginaire.(~) 

On verra de m~me qu'une sdric de la forme 

Vo+ V , +  + V,,(z,y, z ) + . . .  

ordonn(~e par rapport aux fonctions V k indices ndgatifs est convergcnte 
en to.us les points situ6s k l'ext6rieur d'une sphdre ayant pour centre 

"Oe ~ 1 orl~me, ct ddfinit en ces points unc fonction uniforme, continue, admct- 
tant des ddrivdes particlles et satisfaisant k l'dquation Jt , ' -= o. 

Enfin une double sdric de la forint 

+ o o  

- - : r  

dSfinira une fonction jouissant des mdmcs propridtds dans l'cspace compris 
entre deux sphdres concentriques ayant p(.)ur centre l'origine. 

Remarqae. Si l'on considdre des sdries ordonndes par rapport aux 

(~) Voir par excmple Thdorie des fondio~s elliptiq~es de M)I.  BRIOT et BOUQUET, 

Livre I I ,  Chapitre I. 
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fonctions V~(x ~ x' ,  y ~ y ' ,  z ~ z'), les sphSrcs de convergence ont pour 
centre le point (x', y', z'), comme on le volt en portant l'origine en ce point. 

3. Les r~ciproques de ces propositions sont bien connues. Ainsi: 
I ~ Une fonetion F(x,  y,  z) uniforme, continue, admettant des dSri- 

vSes partlelles premiSres et secondes et satisfaisant h l'Squati0n /IF ~ o 
en t o u s l e s  points de l'espace situSs i~ l 'intdrieur d'une sphSre de rayon 
R et de centre (x', y', z') est d~veloppable en une sSrie de la forme 

F(x, y, ~)= ~: v~(x--~', , I -  ~,', z--~'), 
Y ~ 0  

uniformdment 'convergente en t o u s l e s  points pour lesquels 

L' -- ~(~ --~')~ + (Y --Y')~ + (~- ~')~ < z, 
R R -~- 

z <  I. 

2 ~ Une fonction satisfaisant aux m6mes conditions en tousles  points 
situSs ~ l 'extSrieur d'une sphS~re de rayon // '  et de centre (~', y', z'), et 
ayant, pour les valeurs infiniment grandes de (x, y, z) une valeur dSter- 
minSe F ( ~ ) ,  est d~veloppable en une s{~rie de la forme 

~(x, y, ~)-- F(~o)+ ~: v~(x--~', y- V, z- ~') 

uniform~ment convergente en t o u s l e s  points pour lesquels 

• ~'~ ~ I. 

3 ~ Une fonction satisfaisant aux m~mes conditions dans l'espace 
compris entre deux sphSres de rayons R et R', R > 1~', et de mSme centre 
(x', y', z'), est ddveloppable en une sSrie de la forme 

F(~, y, ~)= Z: v~(x--x', y--y', ~--~') 

utfiform5ment convergente en t o u s l e s  points pour lesquels on a, k l a  fois, 

r '  R '  

R <~ z., r ' ~  
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La dgmonstration de ces thgor6mes repose sur le th~or6me de GREES. 
L'on peut calculer les. coefficients des fonctions Vv qui figurent dans ces 
ddveloppements quand on eonnalt la fonction F(x, y, z) sur les sph6res 
limites. (Volt, par exemple, HEINE, Handbuch der Kugelfunct~nen, zweite 
Aufiage, zweiter Band, p. 54 n ~ 3.) 

Ces th6or6mes seront d'ailleurs g6ndralisSs plus loin (w 7 et suivants). 
Il est clair que l'on peut supposer, dans le 3 ~m~ cas, le rayon R' de la 
sph6re intSrieure infiniment petit, ou le rayon R de la sph6re ext~rieure 
infiniment grand. 

4. Toutes les fonctions "F(x, y, z) dont il est question dans la 
suite s~tisfont ~ l'6quation .4F ~ o en tous les points oh elles sont dd- 
finies. Etant donn6 un point P de coordonndes (a, b, c)nous appellerons 
domaine d du point P l'int6rieur d'une sph6re de centre P e t  de rayon d; 
les points appartenant au domaine 3 (lu point P sont les points dont les 
coordonndes v6rifient l'in~galit6 

Une fonction F(x, y ,  z) est dite r~guli6re au point P(a, b, c) si l'on peut 
assigner un hombre positif 3 tel que, dans le domaine d du point P, la 
fonction F soit ddveloppable en une sSrie convergente de la forme 

F(x, y, z ) =  ~, Vv(x- -a ,  y - - b ,  z - - c ) .  

Une fonction F(~, y, z) est dite r6guli6re au point o,v si l'on peut 
assigner un hombre positif R tel que la fonction soit dd~eloppable en 

$ 

une s6rie de la forme 

F@, y, z ) =  Z u, z ) =  v0 + v ,  + . . .  + v .  + . . .  
Y = 0  

en t o u s l e s  points situds ~ l'extdrieur d'une sph6re de centre o et de 

rayon B. 
Th~or~me [. Une fonction uniforme r~guli~re en tousles points de 

t'espace (y compris le point axv) est une constante. (Thdor6me ddmontr6 
par M. PICARD, C o m p t e s - r e n d u s  des s6ances de l 'Acaddmie  des 

sciences  de P a r i s  T. XC, p. 6ox.) 
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5. Points singaliers d'une fonction uni/brme. Consid6rons maintenant 
une fonction F(x, y, z) ufiiforme dans tout l'espace et r6guli6re en tous 
les points de l'espace except6 en certains points qui seront appelds points 
singuliers. Soit P u n  de ces points ayant  pour eoordonn6es (a, b, c), 
nous dirons que ce point est un p61e de degr6 n de la fonction F s'il 
existe une fonction F de la forme 

(4) v ( x - - . ,  y - - b ,  z - - c ) =  V_,(x--a, y - - b ,  z--c)  

+ V_2(x- -a ,  y - - b ,  z - - c )  + . . .  + V , , ( x - - a ,  y - - b ,  z - - c )  

telle que la diff6renee 

~(~, y, ~ ) - r  y - b ,  ~--c) 

soit r6guli6re au point P .  Cette fonction F sera appelde partie principale 
de la fonction F relative au p61e P ;  le premier terme de F est de la 
forI I le  

V _ I  (x  - -  a ,  y - -  b ,  z -  c) = 
A 

q:- V ( x -  a) * + (y - - 'b )"  + ( z -  c) ~ ; 

le coefficient 2 sera appel6 le rgsidu relat if  au p61e /9. 
Si au contraire il n'existe pas de fonction ~ de la forme (4) telle 

que F - - F  soit r6guli6re au point P ,  ce point P sera un point singulier 
essenticl. Deux cas peuvent alors se pr6senter. 

i ~ Ou bien un domaine quelconque 3 du point P renferme d'autres 
points singuliers que P quelque petit que soit 3; 

2 ~ ) ou bien l'on peut assigner un hombre 3 tel que, dans le do- 
maine 3 du point P ,  il n 'y air plus d'autre point singulier que P.  Nous 
dirons alors que P e s t  un point singulier essentiel isold. Ddcrivons de P 
comme centre avec un rayon o ~ < 3 une sph6re; la fonction F remplira 
les conditions du th6or6me du w 3 dans l'espace compris entre les deux 
sph6res concentriques de rayons 3 et 3" et l'on aura, dans cet espace, 

v ~  Jr- ao y = - - o o  

(s) ~' = Z v~(~--a, y - -b ,  . - -c)  + Y. v~(~--~, y.--b, z--c); 
v = O  V ~ - - I  

comme l'on peut supposer $' infiniment petit, le d6veloppement pr6c~dent 
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est valablc dans tout le domaine 3 du point P except~ au point P lui- 
m~me. Posons 

(6) G@, y, z[a, b, c):= Z V~(x--a, y - -b ,  z--c), 
I ~ = - - 1  

la s6rie du second membre 6tant la seconde sdrie du d~veloppement (5). 
Comme cette seconde s6rie est convergente dans le domaine 3 du point 
/), elle l'est a for t io r i  en dehors de ce'domaine; par consdquent l'6qua- 
tion (6) d~finit une fonction G r6guliSre en tous les  points de l'espace 
except~ au point P; et, d'apr~s l'~quation (5) la difference F - - G  est 
rSguliSre au point P. Ainsi, si le po in t / )  est un point singulier essentiel 
isolS, il existe une fonction G de la forme (6) telle que la difference 
F - - G  soit r~guliSre au point P. Cette fonction G sera encore appel6e 
la pattie principale relative an point singulier essentiel isol~ P, et le 
coefficient de 

I 

-t- ~ / (z  - -  a )  ~ + (y  - -  b ) '  + ( z  - -  c ) '  

dans le premier terme V_I de G sera le rgsidu relatif ~ ce point. 
Dans ce qui prdc6de nous avons suppos6 le point P ~ distance finie. 

Supposons maintenant que la fonction F ne soit pas rdguli6re "~ l'infini; 
alors le point ~ sera un point singulier. Nous dirons que le point oo est 
un p61e de degrd n de la fonction F,  s'il existe une fonction q'" de la 
forme 

(7) y ,  = y ,  + V (x, y ,  + . . .  + Vn(X, y, Z) 

telle que la diffdrence F - -  ~" soit rdguli6re all point oo. S'il n'existe pas 
de fonction ~P" possddant cette propridt6, le point cxv sera un point singulicr 
essentiel ct deux cas pourront se prdsenter. 

I ~ Si l'on ddcrit une sph6re de l'origine comme centre avec un 
rayon R, il y a toujours des points singuliers hors de cette sph6re quel- 
que grand que soit R. 

2 ~ ) L'on peut assigner un rayon R tel qu'en dehors de la sph6re 
de rayon /~ il n'y ait plus d'autre point singulier que le point cxs; ce 
point sera alors un point essentiel isol6. Ddcrivons une autre sph6re ayant 
~galement pour centre l'origine et ayant un rayon /~' > tR aussi grand 
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qu'on le veut. La fonetion F satisfait aux conditions du th~or~me du 
w 3 dans l'espaee compris entre les deux spheres R et R' et l'on aura 
dans cet espace 

(s) 
y ~ - - ~  y ~  ao 

la seconde sdrie qui proc(~de suivant les V, k indices positifs est conver. 
gente dans l'int~rieur de la sphere de rayon R' quelque grand que soit 
B'; si donc on pose 

(9) G(x,  y,  z)---- ~. V~(x, y, z) 
11=0 

eette 6quation ddfinit une fonction uniforme dans tout l'espace ayant un 
seul point singulier k savoir le point oo; et, d'apr6s la relation (8), la 
diff6rence F - - G  est r~guli~re k l'infini. Cette fonction G sera appel~e 
la pattie principale de F relativement au point singulier essentiel isol6 <xv. 

Remarque. L'on pourrait ramener l'~tude d'une fonction dans le 
voisinage du point cxo k l'dtude d'une autre fonction dans le voisinage de 
l'origine par la m6thode des rayons vecteurs r~ciproques. En effet con- 
siddrons une fonction F(x ,  y, z) et posons 

~' y" Z' 
x ~, ,  Y v"'  r "  

r =  4 - ~ / ~ ' + y ' + z '  r ' =  , 4- ~/~" + y" + z", 

Ia fonction 

satisfait k l'6quation 

rr' = i ; 

F,(x, y', 

~ , ,  + %-yTr + 9~,--i- = o,  

et quand le point (x, y, z) est k rinfini le point (x', y', z ')est ~ l'origine. 
Nous n'avons pas suivi cette m6thode parce qu'il peut arriver que la 
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fonction F ( x ,  y, z) soit rSguli6re k l'infini tandis que F~(x', y', z')admette 
pour p61e du premier degr6 l'origine. Ainsi la fonction 

A 
F(x,  y, z) = 7  + B 

est r6guli~re k l'infini et 

B 
F,(x',  v', z') = A + 

a pour pble l'origine. 
Tldordme I I .  Une fonction qiti n'a d'autres points singuliers que des 

pdles est @ale it une somme de fonctions ~ telles que la fonction (4) aug- 
mentde d'une fonction 1F (7) et d'une constante. (Une telle fonction n'ayant 
que des p61es est analogue k la partie r6elle d'une fonction rationnelle 
d'une variable imaginaire.) 

Remarquons d'abord que, si une fonction F ( x ,  y,  z ) n ' a  que des 
pbles, le hombre de ces pbles est ndcessairement limit6. En effet, la 
fonction est r6guli6re au point cxv ou admet ce point pour pble: dans les 
deux cas on pourra d6crire de l'origine comme centre une sph6re S de 
rayon assez grand pour qu'il n'y ait plus '~ distance finie aucun pble k 
l'extdrieur de cette sph6re. Si donc il y avait une infinit6 de p61es, il y 
en aurait une infinit6 dans l'int6rieur de cette sph6re S; mais alors il 
faudrait qu'il exists dans l'intdrieur de S au moins un point /9 tel que, 
dans tout domaine 3 de ce point, il y Grit une infinit6 de pbles quelque 
petit que soit (~, et ce point P serait un point singulier essentiel; ce 
qui est contre l'hypoth6se. 

Soient alors /)i, P ~ , . . . ,  P.~ les p61es en hombre fini v ayant pour 
coordonn6es respectives (ax, b~, c1 ) , . . .  , (a~, b~, c~), et 

~, = V~_)~ (x - a,, y ~ bk, z -  ck) + . . . - f -  V*-).~ (x - a,, y -  bk, z -  c,) 

la partie principale de F relative au pble /9,. (L'indice sup6rieur (k) 
dont sont affec~Ses les fonctions V signifie que les constantes arbitraires 
qui figurent dans ces fonctions ont des valeurs particuli~res relatives au 
p61e /)k.) Soit de m~me 

,t,'= V,(x, v, ~) + V~(x, y, z) + . . .  + v.(~, v, ~) 
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la partie principale de F relative au point cx~, partie principale qui peut 
~tre nulle si la fonction F est r6guli~re k l'infini. Alors, d'apr~s la d6- 
finition mSme des pbles, la diff6rence 

F ~  ~1 ~ ~ , - - . . . - - ~  ~/~ 

sera une fonction uniforme rdguli~re en tous les points de l'espace c'est 
dire une constante C en vertu du th6orbme I. On a done 

F =  ~, + ~ + . . .  + ~ + ,p + c; 

ee qui d6inontre le th6or6me II. 
Thdor~me I l L  La fonction F la plus gdndrale poss~dant n points 

singuliers est la somme de n fonctions ne possddant chacune qu'un seul point 
singulier. 

Supposons, pour plus de g6n6ralit6, que les n points singuliers 
/)1, / ' 2 , . . . , / ' , ,  de coordonn6es (al, bl, G), (as, b2, c~) , . . . ,  (a., b,, c.). 
soient des points essentiels, ce seront des points singuliers essentiels isol~s. 
D6signons par 

o,(x, v, ~ l a,, b,, c , )=  X 
V = - - I  

F~ k)(x - a,, y - -  b,, z - - c , )  

la partie principale de la fonction /~ relative au point P~. Comme no*as 
l'avons d6j~ dit, cette fonction G, est r6guli~re en tous ]es points de 
l'espace except6 au settl point P, .  Si nous prenons la diff6rence 

k ~ n  

. F - -  Z G,(x, y, z [ a~., b,, ck), 

cette diff6rence sera une fonction partout r6guli~re c'est ~ dire une con- 
stante: doric 

k = n  

P =  e '~ + X: a.(~, v, . [  ~., b., e.)', 

ce qui d6montre le th6or~me. 
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Si l 'un des points singuliers, par exemple (a., b,,, C,,), est k l'infini 
il faut remplacer la fonetion correspondante 

a . (x ,  y, z I a,,, b,,, c.), 

par une fonction enti~re G(x, y, z) de la forme (9) rdguliSre en tous 

les points k distance finie. 
Thdorbme IV .  (Extension du th6orSme de M. MITTAG-LEFFLER.) 
Soient 

t)~(a,, b,, c~) (.~:,,2, ...,~) 

des points en hombre infini situds ?~ distance finie tous diffdrents les uns des 
autres et tels qu'en posant 

l'on air 
r~ ~-- + ~/a2 + b2 + c~ 

lira r~ ~-- o,v. 

Soient donn~es d'autre part une suite inddfinie de fonctions 

fl, ~ 2 , . . . , ~ , . . -  

satisfaisant i~ lYquation A~ ~ - o ,  la fonction f:~ dtant uniforme et rdguli~re 
en tous les points de l'espace except~ au point P~(a, b~, c~) qui est un pSle 
de degr~ n~ de cette fonction. (1) 

L'on peut alors former une fonction F(x ,  y, z) ayant un point singulier 
essentiel ~ l'infini et admettant pour p61es les points P~ de teUe fas que la 
diffdrence 

F - - f ~  

soit rdguli~re au point P~. 
Nous d6montrerons ce th6orSme en employant la m6thode donn6e 

par M. WEIERSTRASS pour le th6orSme de M. MITTAG-LEFFLEII. 
Prenons une quantit6 positive e < i et une suite ind6finie de quan- 

tit6s positives 
~1~ ~2~ " " �9 ~ ~ " J~  " " " 

(~) Ces fonctions ~ sont done de la forme (4). 



Sur les fonetions de trois variables satisfaisant g l'~quation diffdrentielle ,.IF ~--O. 327 

ayant une somme finie; raisons de plus, comme pr&ddemment,  

r =  + ~ / ~ , + v , + ~  ,. 

Si parmi les points P~ se trouve l 'origine; si par exemple pour ~----~' 

nous poserons 
a~, ~ b~, = c~, ~--- o, 

F~.(~, ,a, 4 = ~, .  

Supposons maintenant r~ > o; alors la fonetion uniforme ~'~ est r6guli6re 
en t o u s l e s  points de l'espace satisfaisant g la condition 

r ~ r~; 

d i e  est done en tous ces points d&,eloppable en une sdrie convergente 
de la forme 

m = 0  

off l'indice (u) dont sont affeet&s les fonetions V,n sert g indiquer que ce 
sont les fonctions provenant du ddveloppement de r 

Puisque cette s6rie (Io) est convergente en tous les points pour 
lcsquels r <  r,, on peut d'apr& les thdorSmes rappelds dans le w 3, 
assigner un entier positif m, tel que, pour toutes les valeurs de x ,  y ,  z 

~" ' i T  " ' satisfaisant g 1 m%ah te  

r y  

la valeur absohm de la somtne 

soit moindre que -~ ~ .  

(~) Z) Y. v(.: (x, y, 

Posons alors 

on aura 

m ~  rn v - - 1  

F~(x, y, ~ ) =  r  Z v : ( x ,  y, z), 
m = 0  



39.8 P. Appell. 

sous la condition (I I). On en conelut que la sSrle 

est eonvergente en tous les points de l'espace exceptd aux points P~ et 
d~finit une fonction satisfaisant aux conditions de l'6nonc4. 

En effet, soit P'(x',  y', z') un point r e  co]ricidant avec aucun des 
points P, et 8 un nombre positif assez petit pour que dans le domaine 
8 du point P '  il n 'y  ait aucun point P,; ron pourra alors, en d4signant 
par a un nombre donn~ k l'avance aussi petit que l'on veut, d&erminer 
un nombre entier # tel que si 

on ait 

7~ < s  ,____ 

~,>~ 

[F~(x, v, *)1 < ~ 

pour t o u s l e s  points du domaine 3 de P'  et de plus 

y = a c l  

I~fd~, v, < ~ .  

La sdrie (I2) est done uniformdment convergente en tous les points du 
domaine 3 de P ' ;  on en conclut imm5diatement qu'elle dSfinit une fonc- 
tion F(x ,  y, z) r4guli&e au point P'.  

Soit maintenant P~ un des points /)~ et 3 un nombre tel que, dans 
le domaine 3 (.lu point Pa, il n 'y air pas d'autre point P,; alors d 'apr& 
ce qui pr&fde on a, dans ce domaine 3, 

F(~, v , . ) =  P~(., v, .) + F,(., v, .) 

off F'(x,  y, z) d~signe une fonction r~guli&e au point Pa; et d'apr~s la 
forme de Fx(x, y, z) on volt que ls  diffgrence 

F(~, v, * ) -  ~,~ 

est rdgulibre au point P~. 
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La fonction F ddfinie par la s&'ie (x2) satisfait (lone bien aux con- 

ditions de l'dnonc4. La fonction la plus gdn6rale s'ltisfaisant k ces con- 
ditions est 

F(. ,  y, .) + a(x, v, 

G 6tant une fonetion enti6re de la forme (9). 

T]i~or~n~e de GREEN. Soient U et V deux fonctions queleonques de 
x, y, z finies continues et admettant  des ddrivSes premi6res et secondes 

en (ous les points situ6s dans l ' int6rieur d'une surface ferm6e S e t  sur 
cette surface elle-mSme; on a l'5quation 

,.9 

oh la premi@e int(~grale est (~tendue k tout le volume limit6 par la 
surface S, la deuxi6me k toute la surface S; le symbole d# d6signe un 

aV 
616ment de la surface S, ~ la d6riv6e de V. prise suivant la portion de 

aU 
normale ext&ieure k S,  et ~ la d6rivde de U suivant cctte mSme nor- 

male. En appelant a, /?, T les cosinus 4irecieurs de la portion de normalc 
la surface S dirigde vers l 'extdrieur du volume limit6 par S, on a 

aV aV aV aV +flUu+ 
aU aU ~aU aU 
a~= ~ + j ~ +  raT 

Thdor~me IT. Si une fonction F ( x ,  y, z) satisfaisant gt l'6quation 

AF = o est uniforme dans l'int&'ieur d'une surface S et rdguli~re en ~ous 

les points situ& dans l'intdrieur de cette surface et sur la surface, l'int~grale 
double 

6tendue ~ toute la surface S est ~mlle. 
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Pour le volt, il suffit de faire dans l'dquation gdndrale (I3) 

et par suite 

V - - - - I ,  U - = F  

aV 
~IV .---- o, 3 U  = o,  an o ;  

ron obtient imm4diatement l '$quation 

f f  aF da = o. au 

Thdor~me VI. Si une fonction F(x,  y, z) satisfaisant h l'd~uation 
~IF = o adrnet un point P pour pble ou pour point singulier essentiel 
isold, rintdgrale double 

/ f  aF da (I4) , ] J  au 

~tendue ~t la surface d'une sphdre ayant pour centre P et ne contenant pas 
d'autre point singulier que P est ~gale au r6sidu de F r~latif au point 
P multiplid par - -4~r .  

Soient (a, b, c) les coordonn6es du point P et S une sph6re de 
centre P e t  de rayon p dans l 'int6rieur et sur la surface de laquelle il 
n 'y ait pas d'autres points singuliers que P;  on a pour t o u s l e s  points 
du domaine p du point P 

y = 4 - ~  

t ;(x ,  y ,  z)== Z L ( x - - a ,  y - - b ,  z - - c ) .  
y ~ _ a o  

Sur l a  sph6re S 

x - -  a ----- p cos 

y - -  b ---= p sin 0 cos 

~ c ----- p s in  6 s i n  

o < t~ < ~,  o _<-- ~ =< 2~. 
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Pot-taut ces valeurs dans le ddveloppement (t5), ce dgvcloppement prend 
la forme 

par suite puisque la normale g S est le rayon 

~F 
2/9 v ~ l  v = l  ~,--1 \ ~ Y / "  

~F 
Portons ce ddveloppement de 7nn dans l'int6grale doub le  ( I 4 ) e n  rem- 

pla?ant dtr par sa valeur 

p~ sin OdOd~; 

et rappelons-nous que l'on a 

fd fr (o, O d 0  = o 

0 0 

tant que u est diff6rent de z6ro, Y, d6signant une fonction quelconque de 
LAPLACE. NOUS voyons alors que dans l'int6grale ( I4 ) tous  les termes 
du d6veloppement (i5') qui contiennent des fonctions Y~ avec un indice 
diff6rent de z6ro disparaissent, et il reste 

/ ~ F  da = - -  f /  Y(o 1) (0, ~,) sin OdOd~. 

Mais Y(ol)(O, ~) est une constante qui n'est autre chose que le r~s/du de 
F relatif au point P; on a done 

/ /  ~ F da = / /  Y~o~) " ~ Yo Ct~ sin 0 dO d c  = ~ 4z; 

ce qui dgmontre le thgor~me. 
Thdor~me VII. Soit •(x, y, z) une fonction vdriflant l'dquation 

dF ~ 0 uniforme dans l'intdrieur d'une surface S et r~guliOre en tousles 
22-665006 Acta mathematica. 4 
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points sit ads dans l'intdrieur de S et sur S exceptd-en p points intdrieurs 
1)1, P 2 , . . . ,  P,; l'int~grale double 

// ~F da 

dtendue d la surface S est dgale d la somme des rdsidus relatifs aux points 
singuliers P1, P~, . .  . , Pp multiplide par - -  4~r. 

Entourons chaque point Pk d'une sph6re Sk situde ~ l'int6rieur de S 
ayant pour centre le point Pk et un rayon assez petit pour qu'elle ne 
rencontre aucune des autres sph6res S~ ayant pour centres les autres 
points jo. Si nous consid6rons le volume V situ6 h l'intdrieur de S e t  

l'extdrieur des sph6res Sx, S ~ , . . . ,  Sp, la fonction F est r~guli6re en 
tousles  points de ce .volume et, d'apr6s le th6or6me V, l'int~grale double 

f/ ~ da 
On 

6tendue k la surface limitant ce volume c'est k dire aux surfaces 

(I6) S, St, S~, . . . ,  Sp 

est 6gale k z6ro. Or cette int6grale double est la somme de (p 4- i) 
int6grales 6tendues respeetivement aux surfaces (I6); on a done 

I 7) + Y' f h ' % =  o 
dJ  on ,='~TJJ 

les indices dont sont affect6es les int6grales indiquant les surfaces aux- 
quelles elles sont dtendues, Mais d'apr6s le th6or6me pr6c6dent VI, on a 

(I 8) f / ~ - d a  = 4rR, ,  
Sk 

Bt dtant le rdsidu relatif au point Pk; cette int6grale (I8) est iei 6gale 
0F 

k 4-4~rR~, car, dans cefle int6grale, ]a ddrivde ~ est prise vers l'ex- 
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t6rieur du volume V, c'est ~ dire vers l'intdrieur de la sph6re S~. L'on 
a donc enfin, d'apr6s r6quation (I7), 

f f  aF da = j j  ~ --4;,r(R, -4- R, + . . .  -+- B~,); 

8 

ce qui d6montre la proposition. 
6. Application. Soit une fonction F(x,  y, z) uniforme dans tout 

l'espace ayant ~ distance finie p points singulicrs /)1, /2,  . . . ,  Pp de r6sidus 
respectifs R~, R~,. .... , Rp; pour des valeurs suffisamment grandes de 

r = ~/~'-+ u '  -t: ~' 

cette fonction est d6veloppable en une double s6rie de la forme 

(~9) F = 2: V~(x, u, ~) 

off la fonction V_I(x y, z) est 6gale s ~ R 6tant une constante. 

a alors la relation 

L'on 

(5~ / ~ = B l + B , + . . .  +Rp. 

En effet ddcrivons de rorigine o comme centre urie sphSre S avec 
un rayon p assez grand pour que tous les  points 1)1, P ~ , . . . ,  Pp soient 

i'int6rieur de cette sph6re. D'apr~s le th6or6me pr6c6dent, on a 

(2 x) ['['~---'da j , ]  an ----- - -  4~r(R~ + R2 + . . .  + By). 
8 

Mais si ron d6crit une sph6re S' de centre o passant par celui des.points 
Pk qui est le plus 61oign6 de o, l a  fonction F sera, k l'extdrieur de cette 
sph6m S', repr6sent6e par la s~rie (~ 9); ce d6veloppement (I 9) conviendra 
donc en tous les points de l a  sph6re S qui est ext6rieure k S' par hypo- 
th6se. Or, sur la sph6re S, on a 
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x = p c o s 0 ,  y : p s i n 0 c o s F ,  z : p s i n O s i n  

da = p~ sin OdOd~ 

(I9') F =  x p,g(o, r ) +  

dans ce d6veloppement (~9') la fonetion I~)(0, ~) est 6gale pr6eis6ment 
R. On a de plus sur cette sph6re S 

( I 9 " )  OF OF l~p Y~(e, ~) 
a n  0 ] o  ~ = 1  , = 

pp--(,~+l) y(l) (,q . ~_,\v,  ~). 

Portant ce d6veloppement dans l'intdgrale (2I) nous verrons comme pr6- 
c6demment (Th6or6me VI) que cette int6grale se rdduit 

- -  4zrYom(0, g) = - -  4rcR. 

L'on en conclut la relation (20) qu'il s'agissait de d6montrer. Cette 
relation est enti6rement semblable ~ une relation bien connue qui st 
pr&ente dans la th6orie des fonctions d'une variable imaginaire et que 
j 'ai ddmontr6e pr6cddemment (Acta M ~ t h e m a t i c a  T. I, p. IO9, Th6o- 
r6me I). 

Thdor~me VIII .  Soit F(x ,  y, z) u~e fonction v&ifiant l'dquation 
/iF ~ o uniforme dams l'int&ieur d'une surface ferm6e S e t  rdguli&e en 
tousles _points situds dans l'int&ieur de S e t  sur S; l'on a la relatiov 

(22) F(a,  b, c) : ! f ; ( T  O F _  F L  T) da 
4~J,) \ a~ 

oit (a:, b, c) est un point fixe quelconque situ6 ~ l'intdrieur de S et oit 

(22')  T : 
~ / (~ -  a)' + ( y -  b)' + ( ~ -  ~)' 

On trouvera, par exemp]e, la d6monstration de cette formule dans le 
Handbuch der Kugelfunctionen de HEISE, zwdte Auflage, zweiter Band, 
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aT 
P. 93; les dgriv6es on,----/ qui figurent dans la formule de HEINE sont prises 

suivant la normale int~rieure; on a donc ici 

aT aT oF oF 
~n On~ ' Or~ On~ 

Voi.ei d'abord une extension int6ressante du th6or6me pr6c6dent. 
Th~or~me IX .  Si une fonction F (x ,  y ,  z) v~rifiant l'~quation AF = o 

est uniforme en dehors d'une surface fermde S et est rdguli&e en tous 

les points situds sUr cette surface et en dehors de cette surface y compris le 
point c'w, l'on a 

u( . ,  b, ' "T oe 
" - J r (  0rt I 0n.l/ 

s 

Dans cette formule F(eo) dSsigne la valeur que prend la fonetion F k 
l'infini, a, b, c sont les coordonn6es d'un point quelconque cxtdricur k S, 

aF 0T 
T e s t  ddfini par la relation (2:') et les d6riv6es 0n--~' ~ sont prises vers 

l'int&ieur de S. 
Pour d6montrer cette formule, remarquons que, la fonction F 6tant 

rgguli6re k l'infini, on peut assigner un nombre p tel qu'en tousles points 
de l'espaee ext6rieurs k une sph6re de centre o et de rayon p, la fonction 
F soit d6veloppable en une s6rie convergente de la forme 

v=-~ zo 
(24) F(x ,  y ,  z ) -~  ~ V ~ ( x ,  y, z), V0 = F(cxv). 

V='0 

Considdrons alors une sph6re S' de centre o et de rayon p ' >  p contenant 
dans son intgrieur la surface S et le point (a, b, c);. la sdrie pr6c6dente 
(24) sera, d'apr6s ce que nous avons vu, uniform6ment convergente en 
tous lea points situ~s sur cette sph6re S'. Appelons V l e  volume situ6 

l'intgrieur de cette sph6re S' et ~ l'ext6rieur de la surface donn6e S e t  
appliquons le th6or6me VIII, 6% (22) k ce volume. Nous obtenons l'6quation 

' T + 
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off la prcmi&re intdgrale est dtendue "~ la surface S, ]a deuxi6me h la 
surface de la sph&re S ' ,  surfaces qui constituent la limite du volume F~ 

l'indice I dont est affect6 n dans la premi@e intdgrale provient de ce 

que l 'ext6rieur de V e s t  l ' int6rieur de S. Nous alIons 6valuer maintenant 

la seconde de ces intdgrales 

(26) I__ f l ( T O F  FOT~ de 

S" 

et montrer  qu'elle est 6gale k F ( c ~ ) .  

Sur la surface de la sph6re S '  on a 

x = p' cos O, y = p' sin 0 cos f ,  z = p' sin 0 sin ~', 

da ~ p'~ sin OdOdf 
et d'apr6s (24) 

u=O {)tu+l 

(24") 
y = a o  Z("  + ') r (o, r 

La fonction T devient en faisant 

a 2 + b ~ + c 2 = r '~ 

ax + by+ cz a cos O + b s i n O c o s f + c s i n O s i n f  
cos I = . @, ~, 

~__._~_ I I I. 

tO t r ~ fl ~p'~ 2p'r' COS T -~" r'2 2r' 
- -  -7 cos I + --=, p p'~ 

| q" 
suivant les puissances de -~ qui en ddveloppaat le coefficient d e ~ ;  p 

moindre que l'unit6, l 'on obtient, d'apr6s une formule de LEC~ENDRE 

est 
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oh P~ est un polyn6me de LEGENDI/E. Dans ce d6veloppement, le 
i 

coefficient de ,~+~ 
P 

r'~P~ (cos T) 

consid6r6 comme fonction de 0 et ~ est, eomme l'on salt, une fonction 
de LAPLACE que nous d6signerons par ~o)(+~ ~ ,  F) en nous rappelant que 

I('0(D(0, ~ P ) =  / : ) 0 ( C O S T ) =  I .  
Alors T '" " s ecrlra 

v=+~ -V(t)[~ 
(27) T = z- '~+~ 

v = 0  l O 

d'oh 

(275 VT OT ~=| ~,~ = ~ = _ ~_. (~ + ,  ) n'>( ~ ~') 
v=0 ~O 

Portons ces d6veloppements (24'), (24"), (27) et (27') dans l'int6grale (26). 
Nous voyons d'abord que les termes de la forme 

(1> r~(o, ~,) Y~ (o, ~,) 

disparaissent sous le signe f f; quant aux termes en 

y~(o, +) Y::,(o, ~), ~ X ~' 

leurs coefficients ne sont pas nuls, mais leurs int6grales sont nulles 
d'aprbs la formule connue 

f f  Y~(O, ~) Y(~)>(O, ~) sin OdOd 9 -~- o. 

Le seul terme qui subsiste aprSs toutes ces r6ductions dans l'int6grale 
(:6) est 

, f f F ( ~ )  ro">(O, +,)d~, --~ j j  

c'est k dire F(cxv), puistlue I7(o"(0, ~) est 6gal k l'unit~. Ln formule (23) 
est donc dgmontr6e. 
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7" Nous allons maintenant g~n~raliser les th~or~mes du w 3 en 
nous appuyant sur les formules prdc6dentes. Tout d'abord nous considdre- 
rons un cas simple qui sera d'une extension facile. 

Imaginons deux sph6res S 1 et S~ qui ne sont pas enti6rement int6- 
rieures rune s l'autre et qui ont pour centres respectifs les points 

soit d'autre part F(x, y, z) une fonction uniforme dans tout l'espace E 
ext6rieur k la lois aux deux spheres et r&guli&re en tous les points de 
cet espace y compris le point cxv; cette fonction est d6veloppable en une 
double s6rie de la forme 

F ( X ,  y ,  Z) : F(C-~,~) --[-- Z V(__I~(x - -  XI:~ y - -  Yl ,  Z - -  Zl) 
Y=I 

-b Z V~)~(x - -  x2, y - -  y~, z - -  z~) 
y=l 

convergente en tous les points de l'espace E.  
Consid~rons la surface ferm~e S constitute par les portions des deux 

spheres S 1 et S 2 qui limitent l'espace ~ et appliquons k cette surface S 
le th6or6me pr6cddent, ~q. (23). En dgsignant par (a, b, c) un point 
quelconque de l'espace E ,  nous avons, d'apr~s (23), 

I f f { T ~ F  F~T~ F(a,  b, c ) = F ( ~ )  + - ~ j j  k ~ ~ / d a .  

Partageons l'inte~grale doubte du second membre en deux parties se rap- 
portant respectivement aux portions des deux sph&res S, et S~ qui limitent 
l'espace E;  nous aurons 

(.,8') , ff{r,v F(a, b, c) = F(cx.v) -[- \ N -  F N)a  
gl 

+ JJ x 
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La premidre de ces int~grales 

I f f ( T a F  aT 

'.gl 

est 4tendue k la portion de la sphere S, qui timite l'espace E;  si les 
deux sph6res S 1 et S 2.ne se rencontrent pas, cette int6grale est 6tendue 

toute la surface de S,;  mais si elles se rencontrent l ' int4grale n'est 
6tendue qu'k la partie de la surface de S 1 qui est extdrieure ~ S,. Dans 
l'int4grale. (29) le point (x, y, z) est sur la surface de la sphere S,;  en 
appelant p, le rayon de cette sph6re, l 'on aura donc 

Pl == r - -  ~ , ) '  + (Y - -  Y , ) '  + (z  - -  z , ) '  ; 

dgsignons de m4me par r: la distance du point (a, b, c) au centre 

(xl, Yl, zl) de la-sphere S 1 

r, ---~ ~/(a -- ~,)' + (b -- Yx)' + (c -- z,)', 

et appelons r: l'angle que font entre elles les droites joignant les deux 

points (a, b, c~, (x, y, z) au centre (xi, y,, z,): 

COS TI -~" 

~OUS augons 

(~ -- z, Xa -- ~,) + (y --y, Xb -- y,) + (z -- z,X~ -- z,). 

r, ?, 

T _~ 
I I 

r -- a)' + (y -- b)" + (z -- c)' r -- 2r,p, cosF, + p~ 

et comme sur la surface S 1 

/01._- ~ 61 Y $1 ( I 

on peut d6velopper T e n  une s4rie uniformdment convergente 

- x "  P/cos r , )  T-- ~_+1 
v=O *I 
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oh P~ est un polyn6me de LEGENDRE. Quand le point (x, y, z)se d6place 
sur la normale ~ la sphere S~, cos F~ et r~ restent constants; donc 

v = + ~  v--I  

aT 
l'on a, par suite de ces d6veloppements de T et an--~' 

(30) 

y ~ a o  

Y~O 

Dans le terme g6n6ral de cette derni6re s6rie (30) le facteur 

P~(cos r,) 
v + l  

T1 

d6pend seul de (a, b, c); considdr6 comme fonction de a, b, c ee facteur 
est une fonction 

(3 I) V_,,:+,)(a - -  x,, b - -  y,, c - -  z,) 

ayant  pour coefficients des fonctions de s ,  y,  z. En portant le d6velop- 
pement (3 o) dans l ' int6grale (29) , l 'on a 

N 
'~1 v =  0 81 

�9 �9 �9 % 

Le terme g6n6ral du second membre consldere comme fonetlon de a, b, c 
est encore une fonetion 

V~v+l ) (a  - -  x , ,  b - -  y , ,  c - -  z l )  

ddduite de la fonction (3I) en mult ipl iant  cette fonction par le facteur 

4~r p~-~ ~F - -  

qui d6pend de x ,  y ,  z et non de a,  b, c ,  et effectuant l 'int~gration, ce 
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qui n'a d 'autre effet que de modifier les-coefficients de la fonction (3x). 
L'on a done enfin 

4rr l,] \ ~n, 
,S t 

on trouvera de mdme 

4~rJ,) \ ~ ,  ~ ~ , /  ,=0 _~,~+l)~a - -  x 2, b - -  y~, c - -  

en portant ces d6veloppements dans la formule (28') nous obtiendrons la 

formule (28) k d~montrer, sauf le changement de x, y, z en a, b, c. 

L'on peut faire sur les d6veloppements en s6ric ( 28 ) l e s  m(~mes 
remarques que sur les d6veloppements en s6rie d 'une fonction d'une 

variable imaginaire holomorphe k l 'ext6rieur de deux eercles:(1) 
I ~ Si les deux spheres S~ et S~ n'ont aucun point commun, le 

ddveloppement (28) n'est possible que d'une mani~re; les fonctions 

v'_'~ ( x  - -  x l ,  u - -  y l ,  z - -  z~),  V2~  ( x  - -  x~,  v - -  y~,  z - -  z~) 

sont enti~rement ddtermin6es. 

2 ~ Si les deux spheres S 1 et S 2 se coupent ou seulement se touchent, 
le d6veloppement (28) est possible d'une infinit6 de manikres;  en d'autres 
termes on peut former une infinit6 de s~ries de la forme (28 )ayan t  pour 
somme zdro. Soit en effet 

r(~, U, ~) 

une fonction satisfaisant k l '6quation @, = o uniforme dans l'espace situ6 

en dehors du solide commun aux deux spheres et rdguli~re en tous les 

points de cet espaee. Cette fonction ~ sera k l 'ext6rieur de la sphere $1 
ddveloppable en une s6rie de la forme 

(32) (x v, z) Z v (3,' z,); , = _ ~ l x - - x l ,  y m y  1, z - -  

(1) Voir une note Sur certains ddveloppements en sdrie de puissances que j'ai publi6e 
dans le Bullet in de la Soei6t6 Math6matique de France, T. XI~ 1883. 



342 P. Appell. 

l 'extdrieur de S~, cette m~me fonction sera d~veloppable en une s6rie 

de la forme 

(32' ) ~(~, y, z)= Z v"~(x--x,, y--,j~, ~--~); 
V = 0  

et l'on a de plus V~3)= V0")-- - f(oo).  

(32) et 32') 

La diff6rence des deux s~ries 

~ a o  

s (x ,  y,  z) = Z v(')(x zl) 

v ~ a o  

Z V ( ' ) ( x  ~ x~,  y - -  y~,  z - -  z~) - - V \  

eat une agrie eonvergente en dehors de S~ et S 2 ayant pour somme zdro. 
On peut donc ajouter cette s~rie S(x,  y, z) au ddveloppement (28) sans 
que ce d~veloppement cesae de representer F(x ,  y, z). 

Maia l'on peut prdciaer l ' ind~termination du d~veloppement (28) et 
montrer que, dana ce d6veloppement, les fonctions 

V=(1) (x - -  zl) , . V (1)' 1~ x~, y - - y l ,  z - -  . . ,  _ ~ ( x ~ x ~ ,  y ~ y ~ ,  Z - - Z l )  

peuvent  dtre prises arbitrairement pour toutes les valeurs de v infdrieurea 
un hombre ddtermin6e n a t- I aussi grand que l'on voudra. Pour 

mettre ce fair en 6vidence ddsignons en g~n6ral par 

vP+q+~S(z, y, z) 
(33) ~zp~yq~z~ 

~p+q+r 
la adrie d~duite de S(x,  y,  z) en prenant la d ~ r i v ~ e  ~zpoyqoz' ~. de chacun 

des termea de S(x,  y, z); toutea les sdries (33) aeront de la mdme forme 
que la s~rie S(x,  y, z) et la somme de chacune d'elles aera aussi z~ro. 
Nous pouvons de plus aupposer que, dana S(x ,  y, z), la fonction 

V2_  a) x 1( - - x , , y - - Y ,  z - - z  1) 
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qui est ~gale 

(34) A 
V/(z- x,)' + ( y -  y~)~ + ( z -  z,)' 

ne soit pas identiquement nulle, c'est ~ dire que la constante A soit 
diff6rente de z6ro; par exemple, pour qu'il en soit ainsi, il suffit de prendre 
pour la fonction ~(x, y, z) qui a servi '5, former Six , y, z) 

(x, y, z ) =  
~/(~- .),  + ( y -  fl), + ( . -  r) ,~ 

a, /~, T 6tant les coordonn6es d 'un point coinmun aux deux sph6res; alors 
A = I. Cela pos6 nous pouvons, sans changer la somme de la s6rie 
(28), lui ajouter le ddveloppement 

~x p ~yq ~z r 
p , q , r  

la sommation 5tant 6tendue ~ toutes les valeurs enti6res positives ou 
nulles des trois nombres p, q, r sous la condition 

p + q + r < n - - i ,  

les quantit6s 2p, q,,. 6tant des param6tres arbitraires. Mais comme la fonc- 
tion la plus g6n6rale 

V_~(.~ - -  x~, y - -  Yx, z - -  zx) 

est compos6e lindairement avec les d6riv(~es d'ordre ~ -  i d e  la f0nction 
(34), l 'on pourra d6terminer les param6tres 2p, q.,. de telle faqon que, dans 
la nouvelle s6rie 

2 ~P+q+~,~(z______~ _y, z) S(x, y, z) + Z "'q" ~z%y%z" ' 
p , q , r  

les 2 ~ -  I coefficients qui figurent dans chacune des fonctions 

V - , ( x - - x l '  Y--Y1,  z - - z l )  
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or ~ = I, 2 , . . . ,  n, prennent des valeurs donn4es d'avance. Ces coef- 
ficients ~peuvent donc ~tre pris arbitrairement comme nous l'avons annonc& 

8. Le th6or~me du w 7 peut dtre g6n6ralis6 de la fa~on suivante. 
Soient p sph~.res de centres respectifs 

(~,, u,, z,), (~,  u~, ~ , ) , . . . ,  (~ ,  u~, ~) 

telles que deux d'entre elles ne soient pas entiSrement int~rieures l'une k 
rautre;  toute fonction F(x, y, z) vdrifiant l'6quation /fF-----o, uniforme 
dans respace situ~ k l'ext~rieur de toutes les sphSres et r~guli~re en tous 
les points de cet espace (y compris le point cxv), est dSveloppable darts 
cet espace en une s6rie convergente de la forme 

(35) 

k=p V~ 

~(x,  u, ~) = F ( ~ )  + ~: ~: v ~ , ( x -  xk, v -  y,, ~ -  z,). 
~ = 1  v=l 

Suivant que les sph6res consid6rSes ont des points communs ou non, ce 
d6veloppement est possible d'une infinit6 de nmni6res ou d'une seule 

, ~  

mamere. 
La d6monstration de ce th6or6me es~ la m~me que pour le cas de 

deux sph6res. Darts le cas actuel, l'intggrale du second membre de l'6qua- 
tion (:3) se partage en p int6grales k chacune desquelles on applique 
la m~me .unalyse qu'~ l'int6grale (:9). 

9. I1 peut arriver que l'espace extdrieur k la fois k toutes les sph6res 
consid6r6es se compose de plusieurs portions distinctes 

E, E', E", . . . ,  

telles que ron ne puisse passer de l'une K l'autre sans rencontrer la sur- 
face de l'une des sph6res. Imaginons qu'il en soit ainsi et considdrons 
l'un de ces espaces E par exemple; supposons pour fixer les id6es que 
respace E ne s'dtende pas k l'infini. Soit F (x, y, z) une fonction uniforme 
dans E et r6guli6re en tous les points de E.  L'espace E sera limit6 
par une surface fermde S fortune de portions de spheres tournant leurs 
convexit6s vers l'int6rieur de E;  l'on aura, en d6signant par (a, b, e) 
un point quelconque de l'espace E et appliquant la formule (22), 
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(36) F(a, b, c)= ' f f  (r  
s 

l 'int6grale du second membre se composera de p parties 6tendues respective- 
ment aux portions des p spheres consid6r6es qui constituent la surface S. 
En appliquant k Chacune de ces parties l 'analyse employ6e pr(~c~demment 
pour l ' int6grale (29) , on verra que, en tous les points de l'espace E ,  la 
fonction F est repr(~sent6e par une sdrie de la forme 

(37) F ( a ,  b, c) = E 2:  V L  ~'~(a - -  x~, b -  V~, c - -  z,). 
k = l  v ~ l  

Si le point (a, b, c) appartient h un autre des espaces E',  E" ,  . . .  etc. 
situds k l 'extdrieur des iv spheres, la s6rie du second membre de l'dquation 
(37) est encore convergente, mais sa somme est alors nuUe; en effet dans 
ce cas l 'int6grale du second membre de (36) est 6gale d zdro. Si l'espace 
E 6tait inddfini les mOnes faits se produiraient. Une fonct ion/ ; '  uniforme 
dans E et r6guli~re en tous les points de E serait, dans cet espace, 
repr6sent6e par une s6rie de la forme (37) augment6e du terme constant 
F(cxv). Cette s6rie serait encore convergeate si le point (x, y, z) 6tait 
dans un des autres espaces E',  E" ,  . . .  etc., mais sa somme serait 
alors nulle. 

On volt que les r6sultats prgc6dents sont enti~rement analogues k 
ceux que j ' a i  indiqu6s pour les fonctions d'une variable imaginaire 
( C o m p t e s  l ~ e n d u s ,  i "~ Mai I882) et dont j 'ai  donn6 des exemples dans 
les A c t a  M a t h e m a t i c a ,  T. ~, p. I45. 

IO. Pour terminer ce sujet, j '6noncerai une proposition plus gSn~- 
rale encore. 

Consid6rons l'espace form6 par tous les points situ6s k la lois k 
l 'ext6rieur de iv sphSres de centres 

(x,, v,, ~,), (x~, v~, ~ ) , . . . ,  (~,, vp, ~p) 

et k l 'int~rieur de q spheres de centres 

i 
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cet espace pourra dtre composd de plusieurs portions sdpardes E ,  E ' ,  

E", . . .  etc. telles que ron ne pulse passer de l'une ~ l'autre sans 
rencontrer la surface de l'une des sphSres; une fonction F ( x ,  y, z) v~rifiant 
l'~quation AF--= o, uniforme dans l'espace E et r~guliSre cn tous les 
points de E est repr~sent(~e en tous ces points par une sdrie de la forme 

(3s) 
k~p V~ 

F(x,  y, z) = c + Z 5: v~2'~(x - -  x., y - -  y., z - -  z.) 
k = l  I ,=l 

h = P ~ q  v ~  

+ Z E (h), VJ (x - -  x , ,  y - -  y , ,  z ~ z,) ; 
h = p - b l  u ~ I  

C ddsignant une constante. Cette s~rie contient comme on le volt les 
fonctions V d'arguments 

x - - x , ,  y - - y , ,  z - - z ,  ( k = L  ~ . . . . .  p)  

avee des indices n6gatifs, et les fonetions V d'arguments 

x - - x h ,  Y - - Y h ,  z - - z h  ( h ~ p q - 1 ,  p-b2 . . . . .  p + q )  

avec dee indices positifs. La ddmonstration repose sur l'emploi des formules 
(22) ou (23) suivant que E est fini ou s'Otend K l'infini. 

Ces formules gdnOrales paraissent devoir pr6senter de l'intdr~t dans 
les problOmes de potentiel ou d'Oquilibre de tempOrature relatifs k des 
corps limitOs par des portions de surfaces sphdriques. 

L'on pourrait former un dOveloppement gOnOral analogue k (38) et 
procOdant suivant les fonctions de LAM~, pour reprOsenter des fonctions 
F uniformes et rOguli+res dans un espace limit6 par des portions d'ellip- 
so:~de. L'on obtiendrait ainsi des rdsultats analogues ~ ceux que j'ai 
indiqugs pour les fonetions d'une variable imaginaire (Comptes  Rendus ,  
sOance du 9 Avril I883). Mais je laisse cette question de cot6 pour le. 
moment, afin d'appliquer k une classe spOciale de fonctions F les thOorOmes 
indiquOs dans cette premiOre partie. 
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Deuxi~me pat t ie .  

Sur les fonctions de x ,  y,  z sat i s fa isant  /L l '~quation AF ~ o et 

poss~dant  trois  groupes de p ~ r i o d e s  s i m u l t a n ~ e s .  

I. Soient 

A(a, b, c), A'(a,, b', c'), A"(a", b ~ c") 

trois points non situ6s dans un m6me plan avec l'origine 0 des coordonnfes, 
c'est ~ dire tels que le d6terminant 

D _~ 

a b c 

a' b' c' 

a" b" c" 

soit diffdrent de z6ro.. Les fonctions dont nous nous occupons dans cette 
deuxi6me pattie sont des fonctlons uniformes F(~, y, z) des trois variables 
r6elles x,  y, z satisfaisant ~ l'6quation AF ~ o et telles que l'on ait 

(i) F(x + ma-~m'a'-{- m"a", y+mbWm'b'-~n2"b", z~-mc~-m'c'~-m"c") 

= F(x,  y, z); 

m, m', m" 6tant des entiers quelconques, 
Ces fonctions pr6sentent la plus grande analogie avec la partie r6elle 

d'une fonction doublement p6riodique d'une variable imaginaire. 
Comme ron peut toujours changer les sigoes de a, b, c sans rien 

changer ~ la propri6td fondamentale exprim6e par l'dquation (I), attendu 
que m est un entier positif, n6gatif ou nul, nous pouvons supposer que 
l'on ait choisi les signes des coordonn6es d.es trois points A, A', A" de 
fagon que le ddterminant D soi~ positis Si l'on d6signe par l, l', l" les 
trois longueurs OA, OA', OA" et liar 

fl, r ;  r '; r" 

les cosinus des angles que font respectivement les directions OA, OA', OA" 
avec les trois axes coordonn~s, l'on aura 

D ~ llT'd 
~ 3 -  665006 Acta mathematica. 4 
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~' ~' r' 
~" ~ '  ~." 

, d > o .  

Appelons 0 l 'angle A'OA", O' ' " l angle A"O'A, 0" l 'angle AOA';  alors la 
perpendiculaire au plan A'OA" men6e du c6t6 de OA a pour cosinus 
directeurs 

( 2 )  2 - - / ) ' r "  - -  ~"/)" ~-'c;' - -  a'r" ( / f '  - -  f l 'a" .  
sin 0 ' /~ = " sin 0 ' V - -  sin 0 ' 

en effet la quantit6 

d 
est positive puisqu'elle est 6gale k sin 0" Nous d6duisons de (2), pax une 

permutation circulaire des accents, les cosinus directeurs Z, #', v' de la 
portion de perpendiculaire au plan A"OA situde par rapport k ce plan 
du m6me c6t6 que OA'; enfin nous obtiendrons de m~me les cosinus 

directeurs de la troisi6me perpendiculaire Z', // ' ,  v" 

0 ~ - ~ ~ ~  k la face AOA'.  Si nous construisons un paralldl6pipdde 
stir les trois llgnes OA, OA', OA", nous voyons que 
2, /~, v sont les cosinus directeurs de la portion de nor- 

A' male k la face A'OA" dirigde vers l ' intdrieur du 
t t .  paralldldpipdde; la m6me chose a lieu pour ),', # ,  ~,  

2", #", v". Nous appellerons paralldldpipdde dldmentaire le paralldldpipdde 
que nous venons de construire ou tout autre parall61dpipdde qui est ddduit 
de celui-l~ par une translation. Au point de vue analytique, les points 
situ6s dans un parall61dpipdde 61dlnentaire sont les points ayant  pour 
coordonndes 

x = z o + za  + s'a' + -z"a" 

Y = Yo + sb + s'b' + r 

z = Zo + ~c + z'c' + ~"c" 
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, ~' z" des nombres positifs variables oh (x0, Y0 z0) sont des constantes, z, ~, 
v6rifiant les conditions 

o < ~ <  ~, o < ~ ' <  ~, o < ~ " <  I. 

D'apr6s l '6quation fondamentale (I), d6s qu"une fonction F(x ,  y, z) est 
connue dans un paran616pip6de 616mentaire, elle est, par lk-m~me, connue 
dans tout l'espace. 

l'h~or~me I. Une fonction F qui est r~guli~re en tous les points d'un 

paralldl@ipdde dldmentaire est une constante. 

En effet une purciile fonction serait r6guli6re en tous les points de 
l'espace, d'apr6s la relation (I), et serait une constante en vertu du th6or6me 
I de la premi6re pattie. 

D'aprSs ce thdor6me, une fonction F admet n6cessairement des 
singularit6s dans un parall61dpip6de 616mentaire. Pla~ons nous dans le 
cas le plus simple et supposons que la fonction F n'ait dans un 
paralldldpip6de 615mentaire qu'un nombre fini p de points singuliers qui 
seront par suite des points isol6s. Soient R~, R~, . . . ,  R~ les r6sidus 
relatifs k ces points. L'on a alors le th6or~me suivant: 

Thdordme I I .  La somme des rdsidus 

est ggale ~ o. 

En efi'et, d'apr6s le th6or6me VII de la premi@e partie, on a 

+ . . .  

l ' int6grale double 6rant 6tendue ~ la surface du parall616pip~de 6}6mentaire. 
Cette intdgrale se partage en six parties 6tendues respeciivement aux six 
faces du parall616pip6de; nous allons montrer que les deux parties rela- 
tives ~ deux faces oppos6es sont 5gales et de signes contraires. L'int6- 
grale double en question est donc nulle et It th4or~me est d6montr6. 
Sur la premi6re face A'OA" du parall61dpip6de dl6mentaire on a, en un 
point (x, y, z), 

~F 2~F 0F oF 
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oF 
puisque ~ est la d6riv~e prise suivant la normale vers l 'ext~rieur et que 

2, #, ~ sont les cosinus directeurs de la normale vers l'int~rieur. Prenons 
maintenant le point (x -t= a, y W b, z -t- c) qui est situ~ sur la face 
oppos~e ~ A'OA" et qui d~crit cette face quand le point (x, y, z) d~crit 
A'OA". En ce point la fonetion F prend la valeur 

F(x  + a, y + b, z + c) ---- F(x ,  y,  z), 

les trois d(~riv~es partielles oF oF oF reprennen$ aussi les m~mes va- 
O~ ' Oy ' 0z 

leurs; par sui~te en ce point 

OF 20F OF OF 

car au point (x 4- a, y -t- b, z -t- c) les cosinus directeurs de la normale 
ext~rieure sont 2, #, ~. Ainsi aux points correspondants (x, y, z), 

(x ~ a ,  y ~ b, z -~ c) des deux faces oppos~es les valeurs de ~ sont 
0r~ 

~gales et de signes contraires; d'ailleurs les ~ldments de surface da sont 
6gaux; d0nc les deux intdgrales 

~tendues ~ ees deux faces ont une somme nulle. La m~me chose a lieu 
pour les deux autres couples de faces oppos~es; ee qui d~montre le 
th~or~me. 

L'on eonelut de ee th~orSme qu'il est impossible qu'.hne fonetion F 
ait dans un parall~l@ip~de ~l~mentaire un seul p61e du premier degr~: 

2. Il rdsultc du thdorSme I qu'une fonction F ayant un nombre 
fini de points singuliers dans un parall~l@ip~de ~14mentaire est d6termin~e, 
k une constante additive pr6s, quand on connalt ses points singuliers dans 
un parall6l@ip~de ~ldmentaire et les parties principales correspondantes. 
En effet, soient F et F~ deux fonctions vdrifiant l 'dquation fondamentale 
(I) et possddant les m4mes points singuliers dans un parall41@ip~de avee 
les m4mes parties principales; la diff~cence F ~  F~ est r~guli~re en tous 
les points du paralldldpipdde; elle est done constante d'aprSs le th4or+me ]. 
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Nous allons former une fonction k l'aide de laquelle nous pourrons 
donner l'expression d'une fonction F ayant dans un parall~16pip6de 616- 
mentaire un hombre fini de points singuliers, en connaissant ces points 
et les parties principales correspondantes. Cette fonction est analogue k la 
fonetion Z(u) de M. HERMITE. 

Pour cela, appliquons le th6or&ne IV de la premi6re partie ~ la 
formation d'une fonction Z ( x ,  y ,  z) v~rifiant l'~quation AZ ~ o et ayant 
pour p61es du premier degr6 avee le r6sidu -4-t les points ayant pour 
coordonn6es 

av ~ m a  "4- m'a' .+  m"a" 

(3) b~ = mb + m'b' + m"b"  

cv -~- mc "4- m'c'  + m"c" ,  

oh les nombres m ,  m', m"  prennent toutes les valeurs enti6res positives, 
n6gatives et nulles. Cette fonction Z aura, par suit% un p61e et un seul 
dans chaque parall61dpip6de 616mentaire. Voici comment l'on pourra 
la former. 

Posons 
r = -4- Vx ~ "4- y~ -4- z ~ 

c o s  ~ 
za. + yb. + z,~ 

rp 

R---- + ~ ( x - -  a~) 2 + (y--b~) ~-t- (z - -c , )  2 =  - J -Vr ' - -  2rpcos~ + p 2  

oh a., b~, c~ d6signent les quantitds (3); soit enfin z un nombre positif 
moindre que l'unit6. Mettons k part la c0mbinaison 

m ~ o }  m' ~ o ,  m "  ~ o 

pour laquelle R ~ r ,  et supposons que l'un au moins des trois nombres 
m,  m', m" ne soit pas nul; alors p e s t  diff6rent de z6ro..  La fonction 

I I I I 

__ 2 r  r I 
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est, pour toutes les positions du point M(x, y, z) telles que r__ < r p ~  

d6veloppable en une sSrie convergente de la forme 

- = '  ]s  ~" '  p.(cos~), 
"~ ll=O 

P0(cosr = , 

oh P~ est un polyn6me de LEGENDRE. Comme P~(cos~) est compris entre 

x et -4- I ,  si l'on forme la diff6rence 

f(x, y, z; m, m', R 
m , ~ )  ~ I 

~i e ,  (cos ~) - -  "' p ~ P~ (cos ~) 

= ~ p-z~ p,(cos ~), 

cette difference est, en valeur absolue, moindre que la somme 

I s = ~  

It 
ou, a fortiori puisque p <  ~, mo~ndre que 

~.a "r a I ~(,  + ~ + ~ +  ...) 

Ainsi, sous la condition ~" < e, on a p ~  

(4) 
r s I 

I f ( ~ ,  u ,  ~,. ,,.,, .,', ,n") __1<o. ' - .  . 

D6signons par le symbole 22' une sommation &.endue k toutes  les wdeurs 

enti~res positives, ndgatives ou nulles de m m', , m", la combinaison 

m = m ' =  m" ----- o 

6rant seule except6e. On salt, d'apr~s un th6or&me qu'EIsF, NST~IN a in- 

diqu6 dans le tome 35 du J o u r n a l  de CR~.LL~, et dont M. JORDAS a 
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donn6 une d6monstration tr6s-simple dans le tome IX du B u l l e t i n  de 
la Soci6t6 M a t h 6 m a t i q u e ,  que la s6rie 

est convergente. On en conclut que la s6rie 

(6) Z(x, y, z ) =  I + Z ' f ( x '  y, z" m, m', m") 

'r ~,2 

est convergente en tous les  points distincts des points (G, b~, G) et d6finit 
une fonction poss6dant les propri6t6s annonc6es. En effet, soit M'(x', y', z') 
un point ne eo'incidant avec aucun des p61es (G, b~, G) et 8 un hombre 
assez petit pour que, dans le domaine 8 du point M', il n'y ait aucun 

de ces pbles; posons en outre r' = Yx '~ + y'~ + #2, Nous allons montrer 
que l a  s6rie (6) est uniform6ment convergente en tous les points du 
domaine 3 du point M'. Soit a un nombre positif donn6 d'avance aussi 
petit que l'on veut, Yon pourra assigner un nombre positif Nremplissant 
les deux conditions su{vantes 

r '+3<e I 0 _ _  �9 

N 

2 ~ la somme 

p' 

6tendue k toutes les vuleurs de m, m', m" pour lesquellcs p ~ N  est 

a ( i -  ~) On peut toujours remplir cette seconde condition moindre que ( r '+  3) 3. 

' I 
puisque la s6rie Z ~ est convergente. 

Le nombre N 6tant ainsi d6termind, je dis que la valeur absolue 
de la somme 

E"f(x,  y, z; m, m', 
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(itendue ~ t o u s l e s  termes de la s6rie (6) dans lesquels p > N, est moindre 
que a, quelle que soit la position du point (x, y, z) daaas le domaine 3 
du point M'. En effet pour toutes les positions du point M dans ce 
domaine on a 

r < r ' - ] - ~ ,  

donc pour toutes les valeurs de m, m', m" pour lesquelles p > N,  on a 

r ~  
p ~  

en vertu de la I ~}re condition impos~e ~ _N. L'on a donc, pour ces m~mes 

' m "  valeurs de m, m,  , 

,/.a I 
I f (x ,  y, z; m, m', m")l__<;i_~ 

d'aprSs l 'dquation (4) et par suite 

lY."f(x, y, z; m, m', I - - ~ / " ~  p ' ;  m,,)l < .' V , , i  

or  d'apr& la 2 e condition imposSe ~ N 

donc 

~2 " 1 a ( I  - -  ~) .  

p' ~ (r' -t- 3) ~ ' 

I~." f (x ,  y, z; m, m', m")l  < (r' + 3) ' a ~ a ;  

ce qu'il fallait d~montrer. 
Le mOne raisonnement montre que la difference 

I 

Z ( x ,  y ,  z ) - -  V(x - -  a~) ~ "t- ( y - -  b~) ~ "t- ( z - - c~) '  

est r~guli~re au point (a~, b~, c~). 
3. Propridt~s fondamentales de la fonction Z. Remarquons que, dans 

le terme g~ne~rale de la s~rie (6), la quantitd que ron retranche de 
i 

est  un polynbme du second degr4 en x, y, z; en effet 
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( ') 3 cos2F __ P~ (cos ~) = cos r  P~ (cos ~) = ~- 

et  par  suite 

I 

3 [(zav-t-yb~-Fz%)' ;~'-t- y' Jr z2]; 
r~p~ (cos r  = ~ p'  - -  - 3 

| ' une  que lconque  des six d6riv6es part icUes du second ordre  de cette quart- 

tit6 par  r appor t  k x,  y ,  z est donc u n e  constante.  Si nous prenons,  pa r  

exemple ,  la d6rivde a'z(z,  y, ~) ~x ~ , nous avons 

~ '  - ~--~" + ~ ~'V" -3 ; 

remplagons  x,  y,  z r e spec t ivemen t  par  x + a,  y + b, z + c; alors r 

devient  r~ et R devient  R~, et l 'on a 

En  r e t r anchan t  ces d e u x  s6ries m e m b r e  k membre ,  nous obtenons l 'dquat ion 

(9) ~'Z(z -I- a, y 4" b, z -t- c) V'Z(z, y, z) 
~ ~X ~ 

la derni6re somme  2: 6 tant  6ten(lue ~ routes les va leurs  enti6res de 

m, m', m" de - -  cx9 k 4- oa .  Or il cst facile de voir  qr  cette derni6re 
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R 
- -  m p! somme est nulle. En effet az ~ est une certaine fonction de ~n, m', ; 

d6signon s cette fonction par ~,(m, m', m"); alors on aura 

R, ~,, - r  ,, ,*', m"); 

I I 
on voit en effet, d'apr6s la ddfinition de ~-, que remplaeer  dans ~-, x, y, z 

par  x + a, y + b, z + C revient ~ changer m en m - -  I. La somme 22 

pourra  donc s'6crire 

(9') ~ [ r  ,,,', , , , " ) -  r ,,,', ,,,")]; 

supposons que, donnant  b~ m', m" des valeurs enti6res fixes quelconques, 

l 'on fasse d 'abord la sommation par rappor t  k m de - - / ~  ~ + # ;  on 

aura k former 

(IO) 
m = + / ~  

[ r  , ,  ,,,', m " ) -  r ,,,', m")], 
m =  --,u 

mais alors il est clair que, dans cette dernidre somme, les termes se 

ddtruisent  deux ~ deux saul  le premier  et le dernier, et que cette somme 

est dgale 

r  ,,~', ,,,") - -  r (/~,, ,,~', .,,~"); 

si l 'on suppose que F augmente  inddfiniment cette dernidre quantit6 tend 

vers z6ro. Ainsi pour  # = cx9 la somme (ao) est nul le ;  la somme (9') 

est donc nulle aussi, et l '6quation (9) donne comme eons6quence 

v~Z(x + a, y + b, z + c) v~Z(x, y, z) 
- -  O .  

On ddmontrcrai t  de m~me que totltes les ddrivdes partielles du second 

ordre de la diffdrence 

z(x + a, y + b, ~ + ~ ) -  z(~, y, z) 
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sont dgales it zdro. Donc cette diffdrence ne peut dtre qu'une fonction 
lin6aire de  x, y, z. Nous avons ainsi l'6quation 

(I I) Z(Z, + a, y -t- b, z -{- c) - -  Z(x ,  y, z) ~- Ax  q- By + Cz q- E;  

on a de m4me 

( ~ ' )  Z(x  -4- a', y -l- b', z-k- c ' ) - -  Z (x ,  y, z) = A'x  q- B'y -4- C'z -4- E'  

( ~ " )  Z ( x q - a " ,  y + b " ,  z + c " ) - - Z ( x ,  y, z) = A"x -4 -B"y -4 -C"z -4 -E" ,  

les lettres A,  B,  C, E; A', B', C', E'; A", B", C", E" d6signant des 
constantes qui d6pendent des neuf quantit6s a, b, c; a' " b'~ c~ a"~ b", c"~ 
et" que 1'on pourrait calculer effectivement en formant k l'aide de la sdrie 
(6) les diffdrences (I ,) ,  ( I ! ' )  et ( I I") .  

L'on peut indiquer a priori un certain nombre de relations entre ces 
diffdrentes constantes. Dans l '6quation ( I I )  remplagons x, y ,  z par 
x -4-a ' ,  y-4-b ' ,  z + c', puis ajoutons k l '6quation ( i i ' ) ;  nous avons la 
relation 

Z@+a+a' ,  y,z) 

-~ Ax. + B y +  Cz + A'x + B'y + C'z + E + E' + Aa' + Bb' + Cc'; 

mais si nous faisions l'inverse, c'est k dire si dans l '6quation (I I') nous 
rempla~ions x, y, z par x q- a, y -4- b, z -}- c et que nous ajoutions l'6qua- 
tion ainsi obtenue ~ l'6quation ( i i ) ,  nous trouverions, pour cette mOne 
diffdrence (I2), la valeur 

Ax  "-k By -f- Cz q-- A'x  q- B'y -~ C'z A- E A- E'  q- A'a + B'b + C'c; 

l'on a donc 

(I3) Aa' + Bb' + Cc' = A'a + B'b + C'c; 

l'on trouve de m4me 

(i 3') A'a" + B'b" + C'c" = A"a' + B"b' + C"c' 

(I3") A"a -4- B"b -}- C"c -~ Aa" q- Bb" -Jr- Cc". 
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Voici encore une autre relation entre ces constantes. 
fonction 

( ~ Z ~ ( x , y , z ) = Z  x ~, y - - ~ ,  z - -  

Consid6rons la 

qui admet pour p61es du premier degr6 de r6sidu Jr- I les points de 
coordonn6es 

a b m'b' c m'c' m"c" -~ + ma + m' a' + m" a", ~ + m b  + + m"b", -~ + mc + + 

et appliquons ~ cette fonction le th6or6me VII de la 1 6re partie en prenant 
pour surface d'int6gration S le parall616pip6de 616mentaire reprdsent6 
dans la figure prdc6dente (page 348). Comme la fonction Zl (x  , y, z) 

n amot  uun  ou, r  ,du 

-1- I ,  l 'on a l '6quation 

f f  ~Z,(z, y, z) 
(~ 4) J J  ;~  d~ = - -  4~.  

Prenons les portions de cette int6grale double qui se rapportent aux faces 
oppos6es du parall616pip6de. Au point (x, y, z) situ6 sur la face 
A'OA" on a 

vZ,(z, y, z) __ )tag,(z, y, z) aZ, aZ,. 

au point (x -4-a ,  y Jr-b, z + c) situ6 sur la face oppos6e oll a 

aZ, (z + a ,  y "4- b, z + c) )t aZ,(z + a ,  y -{- b, z -4- c) aZ, aZ, 
am = a~ + / ~ - ~ - y  + ~ j--i-; 

comme da est le m4me aux points (x, y, z) et (x + a, y + b, z + c) la 
somme des 616ments de l'intdgrale double relatifs ~ ces deux points est 

( l z~  2[-~ Z ' (z  + a ,  y + b, z -b c) 
\ J /  L Ox 

aZ, (z'az y' z)] da + . . .  

oh l 'on n'a 6crit que le premier terme; mais d'apr6s l '6quation (I I) la 
diff6rence 
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~Z~(~ -t- a ,  y 4- b, z "4- c) ~ ~Z,(z,  y, z) 
~x ~x 

est 6gale ~ A; la  somme (i5) est done 

(Lt + pB + ~C)da 

et la somme des parties de l'int6grale (I4) 6tendues ~ la face A'OA" et 
la face oppos6e est 

(ZA + t~B + ~c)ffd~, ---- (Za + t~B + ~C)rZ"sinO 
a'OA'"  

puisque l'l"sinO est la surface de la face A'OA". En op6rant de mdme 
pour les deux autres couples de faces opposfes, l'on obtient, ~ la place 
de l'6quation (t4), l'dquation 

(2A + #B + vC)l'l" sinO + (,~'A' + #'B" + v'C')l"lsinO" 

n u (~"A" -{- II"B" + ~"6"')U'sinO" = - -  47r. 

Enfin ron d6duit, de ce que Z(x, y, z) ne change pas quand x, y, z 
changent de signes en mdme temps, la relation 

X (Aa + Bb + Cc) E ~  

et deux_ autres analogues pour E '  et E".  
4. Formation des fonctions F(x ,  y, z) vdrifiant l'dquation AF----o et 

admettant pour x, y, z les trois groupes de pdriodes (a, b, c), (a', b', c'), 
(a", b", r 

Nous allons montrer rnaintenant comment l'on peut, k l'aide de la 
fonetion Z(x ,  y, z), former les fonetions F dont il est question au com- 
mencement de cette deuxi6me pattie'. 

Supposons, pour prendre d'abord le eas le plus simple, que la 
fonction F qu'il s'agit de former n'ait dana un paralldl@ipdde 61~mentaire 
d'autres points singuliers que des p61es. Ces p61es seront alors en nombre 
fini p; nous ddsignerons leurs coordonn@s respectives par 

(x,, yl, ~1), (x~, y~, ~), . . . ,  (~,  y~, ~) 

et les r~sidus correspondants par /7~, R~, . . . ,  Rp.  
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Imaginons, en premier lieu, que les p61es soient tous du 
degrd; la fonction eherchde F sera 

k=p 

(t 6) F(x ,  y ,  z) = L + 3~x + ;Vy + ioz + Z i%Z@ - -  o~,, ,a - -  ,J,, 
k = l  

premier 

Z ~ Zk) 

]es constantes 
degr6 

(,7) 

M, N, P 6tant d&ermindes par les dquations du premier 

Ma + Nb + Pc = 

Ma' + Nb' + P c ' =  

Ma" + Nb" + Pc" = 

k=p 

Z 
k = l  

(AR, x~ + BR,.y, + CR~zk) 

k=p 

Z 
k = l  

(A'R,,~:k + B'Rky, + C'R,&) 

k = p  

Z (A"Rk~rk + B"R,y, + C"R~z,.). 
k = l  

En effet, 
10 la fonction d6finie par l'5quation (i6) est uniforme et v6rifie 

l%quatlon /IF = o, puisqu'il en est ainsi pour ehacune des fonctions qui 
la eomposent linSairement; 

2 ~ eette fonetion admet dans le paralldldpip6de eonsid6r5 les seuls 
points singuliers (xk, y,., zk) qui sont des p61es du premier degrd de r6sidus 
R,, puisque ehaeune des fonctions R,Z( . r - -x , . ,  y - - y , . ,  z - - z k )  admet 
dans le parall61dpip6de eonsid&d le seul p61e du premier degrd (xk, y,, z,) 
~vec le rd~idu R,; 

3 ~ enfin les trois diff&enees 

F@+a,  y + b ,  z + c ) - - F @ , j ,  z) 

_F(x + a', U + b', ., + r ) - -  F(.~, U, z) 

F ( x  + d' ,  v + b", _, + c") - -  F(~,  v, z) 

sont nuUes; la, premiere de ces diffdrences sera, par exemple 

,S) 
k=p 

Ma + Nb + Pc 

, V--V,+b,~--~,+~)--Z(~--~,,V--Vk,~--~,)] 
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mais en vcrtu de l'Squation ( I I )  oh l'on remplacerait x, y, z par 
x ~ x , ,  y -  y~, z - - z ~  le coefficient de R, est 

A ( x -  x,) -{- B ( y -  y,) -t-" C ( z -  zk) --[- E ;  

ta quantit6 ( I 8 ) e s t  done 

Ic=p 

Ma Jr Nb "-I- Pc + (Ax --[- By -b Cz --[- E ) ~  R, 

k=p 

- -  Z (AR.~. + BR, y. + c'R.~,) 

e'est k dire z~ro en vertu de la relation d~montr~e prScSdemment (Th~o' 
r4me II) 

2~ + R~ + . . .  + R~ = o ,  

et de la premiere des dquations (I7) d~terminant M ,  N,  P.  
Lu fonction (I6) est donc bien la fonction cherch~e qui, eomme nous 

ravons vu w 2, est enti~rement d6termin~e ~ une eonstante additive L pr~s. 
Nous avons suppos6 que les p61es sont tous du premier degr4; le 

cas le plus g6ndral off les p61es sont d'un degr~ quelconque se traite de 
la m~me fa~'~on. D6signons en effet par 

(I9) ~,(x,  y ,  z ) ~  v(*)tx , �9 --1 \ ~ x , ,  y ~ y, z - -  z,) 

+ V*' (x . . .  _ ~  - -  ~ , ,  y - -  y , ,  z - -  ~,) + + v ~ . ( x  - -  x , .  y - -  y , ,  z - -  z J  

la partie principale de la fonction F relative au pble (x~, Yk, z,) d 'un 
degrd quelconque n, .  Comme la fonction la plus g~n~rale 

V_n (x - -  x , ,  y - -  y . ,  z - -  zk) 

d'indice n~gatif est composSe lin(~airement avec les ddriv~es partielles 
d'ordre n - -  ~ de 

I I 
w 

r, V(* - -  **)' § (y - -  y,)' + (* --  z,)' 
(') 

(1) Premibre partie, ~ I. 
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on peut mettre la partie principale F, sous la forme 

( I  9 ' )  

f+9+hfni--1 

r~. 

.f+9+h=O 

la sommation 6tant 6tendue k certaines valeurs enti6res positives ou nulles 
de f, 9, h choisies de telle fa~on que dans le second membre de (I9') 

figtu'ent seulement toutes les d6rivdes partielles de I__ lindairement indd- 
?'k 

pendantes jusqu'k celles de l'ordre n k - - x  inclusivement.(~) Le premier 
terme de la somme (I9') est celui qui correspond h f =  g = h = o 

I _ _ ~  
o r  , 

le coefficient v(k> n'est donc autre chose que le rSsidu Rk atl'0, 0, 0 * 

Cela pos6, la fonction cherch6e F(x,  y, z) sera 

F(x,  y, z ) =  L + Mx + Ny + Pz 

k=p f +g+h=nk--1 
-t- Z Z s ~f+g+hz(~ - -  X' ' Y - -  Y" ' z - -  z ' )  

f . g, a ~ x /  ~yg~z h 

k=l f+g+hffio 

la sommation 6tant 6tendue aux m~mes valeurs que prdc6demment et les 
constantes M, N, P 6tant d6termindes par les dquations 

(2t) 

Ma + Nb + Pc = A X  + B Y + CZ 

Ma' + .Nb" + Pc' = A 'X  + B ' Y  + C'Z 

Ma" + Nb" + Pc" = A " X  + B " Y  + C"Z 

(~) L 'on pourrait  auppoaer la sommation ( I9 ' )  dtendue ~, toutea lea valeurs positives 

ou nulles de f~ g~ h pour lesquelles f T g "4- h ~ . - -  I~ mais alors tous |ca termes de 

la somme ne seraient pas lindairement inddpendants; ainsi l'on trouverait~ dans les d@ivdea 
~ _ _ I  ~2__I  ~ I__ 

r k  /~(k) _ ?'k /~(k) ~'k 
aecondea~ le groupe de trois termes R(z~,)o,o--~ - + --o, 2,o ~y~ + ~o, o, ~- qui pourrait  

~z 2 

~tre rdduit 5, d e u x  termes '~ l'aide de l'dquation ~ / t  = o .  
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oh l'on a pos6 pour abr6ger 

k=p k=p k=p 

x =  Y. (R,x, n, ' ,  ~ Y Z (n,.u, ~:?,,o), o,o, .=, ~ , ,o ,  o j ,  = - -  Z = E ( R , z ,  - -  R (') ,). 
k=l " k=l 

On v6rifie encore, comme pr6c6demment, que la fonction d6finie par 
l'6quation (20) poss6de bien les propri6t6s qui d6terminent la fonction F 

une constante additive pr+~. On remarque pour cela que la fonction 

f+g+h=n~--I 

Z ~1+g+hZ(~--xk, y - - y , ,  z--zk) 

fTg+h=O 

poss6de dans le parall616pip6de 616mentaire consid6r6 le seul p61e (xk, y~, zk) 
et que la pattie principale de cette fonction relativement k ce p61e est 
pr6cis6ment ~k(x, y, z); on s'appuie de plus sur les relations (x ~)et celles 
qu'on en d6duit par des ddrivations par rapport k x, y, z. 

Pour donner un exemple simple de l'application de la formule (2o), 
formons une fonction F qui admet dans le para lldldpip6de dl6mentaire 
un seul p61e (x~, y~, z~) du second degrd: la pattie principale relative 
ce p.61e unique sera 

I I t 
2 - -  2 - -  2 - -  

avec un rdsidu nul d'aprds le thdor&ne II. 
La fonction cherch6e F est alors 

a Z, a Z, 9 Zt 
F ( x ,  y,  z) = L -4- M x  -4- _~Sy n t- Pz "4- ),, ~ A- 2.~ Ty "-4- 2.~ -~z 

oll Z 1 ddsigne la fonction Z(x  - -  Xl, y - -  ffl' Z ~ ~r Les coefficients 
M, N, P seront donn6s par les 6quations 

Ma + Nb  + Pc + )q A + 2~B + )taC-= o 

Ma' + Nb' + Pc' + 21 A' + )qB' + )t 3 (3'= o 

Ma" + Nb" + Pc" + )qA" -4- ,~2B" + 2~C" = o. 
24-665006  Acta mathemativa. 4 
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La formule (20) pourrait  conduire k l'expression d'une fonction F 
poss~dant dans un parall~l@ipdde dl6mentaire p points singuliers essentiels 
isolSs; il suffirait de supposer que les nombres nk augmentent  indSfiniment. 
Mais il est plus rigoureux d'employer la mSthode suivante qui conduit 

des formules int6ressantes. 
5. ConsidSrons un parall~l@ipdde 516mentaire, eelui qui est figur5 

la page 348 par exemple, et, dans l ' in%rieur de ce parallSl@ipgde une 
surface fermSe S. Soit F(x, y, z) une fonction v~rifiant l'6quation J F - =  o, 
uniforme dans le volume V compris entre la surface du paralldl@ip5de 
et la surface S, %guliSre en t o u s l e s  points de ce vorume, et admettant 
les trois groupes de p5riodes 

(. ,  b, (.', b', c'), (a", t", c"). 

Cette fonction F est par suite supposde uniforme et r6guliSre dans tous 
les volumes homologues de V darts le r~seau des parallSl@ipddes dl& 
mentaires eonstruits sur le premier, et elle reprend les mdmes valeurs 
aux points homologues de ee rSseau. 

Cette fonetion F peut d'ailleurs poss~der telles singularitds que l'on 
voudra sur la surface S o u  dans l 'intdrieur de eettc surface; elle peut 
m~me ne plus exister dans l 'intdrieur de S. 

Soit ($, ~2, ~') un point appartenant au volume V c'est k dire situ5 k 
!'int6rieur du parall~ldpipSde et "~ l 'extdrieur de la surface S; traeons une 
deuxiSme surface S'  ext~rieure b~ S mais d'ailleurs aussi rapproch6e qu'on 

/ s -  le voudra de S, de telle sorte que le point ~ ,  rj, ~ soit aussi extdrieur 
S'. La fonetion F est %gulidre en tous les points de la surface S'. 

Je remarque d'abord que l'on a la formule 

= Z($ - -  x, ~ - -  y, r  z) ~ - -  F ~g(; - -  ' ~,~ u, ~. --  

l ' int6grale double dtant dtendue k la surface qui limite le volume K, 
c'est k dire i~ la surface du paralldldpip~de et k la surface S'. Pour 
dSmontrer cette formule, il suffit de remarquer quc la fonction 

z($--x, C--z) 
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consid;rde comme fonction de x, y, z n'a dans tout le volulnc V que le 
seul pble (~, ~2, ~'); de sortc que l'on peut &rire 

I 
z ( ~  - -  z ,  ~ - -  y ,  ~ - -  z) -=  V(~ - ~)~ + (v - -  ,~)~ + (~ - -  .'.)~ + o ( . r ,  y ,  z) 

off O est dans le volume V uniforme et rdguli6re et vdrifie l'dquation 
J8  = o. En remplacant Z par cette valeur dans l'intdgrale (22), nous 
voyons que cette int6grale se partage en deux: la premi&'e 

I f  f [  I O~ l~, L I Id ly  
~ ,  I ( : ~ - -  t )  '~ + (:,j - -  ~)~ + (z ~~ a,~ a,~ V(x - -  r + (y - -  ~) '  + (z - - ,  - -  P ' )  2 

qui est dgale k F(~, 72, ~) d'apr& la formule (22) de la premidre partie, 
la "deuxi&ne 

qui cst nulle puisque 0 et F sont r6gulibres en tous les points du volume 
V. La formule (22) est donc bien d6mont%e. 

L'int6grale double qui figure darts cette formulc (22) peut 5trc 
partag6e en deux parties, l 'une 6tendue h la surface S' et que nous 
ddsignerons par l'indiee S', l 'autre 6tendue ~ la surface du parall61@ipdde 
ct que nous d6signerons par l'indice P' 

(22) F ( ; ,  r/, ~') = 4r: J,) ', a,~ - -  a,~/ __~  an ar~/do 
P' 8 '  

off la lettre Z sans arguments ddsigne, ainsi que dans la suite, la fonction 

z ( ~ - -  x, , ; - - y ,  C--z). 
Prenons maintenant la premidre des deux int4grales (22') g savoir 

eclle qui est 5tendue g la surface du paralldl@ipddc; nous allons montrer 
que cette intSgrale est une fonetion lindaire de ~, 7, ~" Pour  cola, 
remarquons, comme pr&5demment, que eette intdgrale se partagc en six 
parties 6tenc{ues respectivement aux trois couples de faces opposdes du 
parall61@ipdde. En un point (x, y, z) de la premi&e face A'OA" on a 
d'ap%s les notations adopt6es (w i e t  suivants) 

z ~  ~,az - -  z ( ; ,a~ '  ~v , a F \  / a z � 9  az az' I 
, ; 



366 P. Appell .  

au point correspondant (x + a, y -~ b, z + c) de la face oppos~e les fonc- 
tions Z et F prennent des valcurs que nous d~signerons par Z~ et F~ 
et l'on aura 

Z 3F, 37,, - -  Z, (23F' 3F, ,3E,\ (23Z, 3Z, 3Z,\ ~ + ~  +,~j-- F,~ ~ + ~ + ~ ) ;  

mais puisque 1~ fonction F admct le groupe de p~riodes (a, b, c) on 
~x ~ F, 3F, 31; 3F, 3F 3F~ 3F L'~16ment de surface d(r cst 

3x 3x ' 3!/ 3!t ' 3z 3z 

d'ailleurs le m6me aux points correspondants x, y, z et x - ] - a ,  y q - b ,  
z - b  c; la somme des dcux 61dments correspondants de l'int~grale double 
cst done 

( Z3F F37, 3F, 3z,~ 

t~ 3F 3F 3v) 

- -  F [~'3(z' -- z ) , _  3. + # 3(z,3,j-z) + 3(z ,~-  z)] d~. 

Mais Ia diffdrence Z ~ - - Z  peut se calculcr ~is6ment ~ l'aide des formules 
(, ,) ; cn cffet 

Z~= Z ( ~ - - x - - a ,  y i - - y ~ b ,  ~ - - z - - c )  

z = z ( ~ - - x ,  ~ - - y ,  C--z); 

oil obtiendra donc Z , -  Z cn rcmpla~ant dans la formule (I I ) x ,  y, z par 

on trouve ainsi 

Z 1 

(l'oil 

- -  z = A(x + a - -  ~) + B(y  + b - -  7) + C(z + c - -  ;)  - -  E;  

3(z,--7,)_A, 3(z,--Z)_B, 3(z,---2)_ C; 
3,c ~y Oz 
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portant ces valeurs dans l'expression (23) , on voit qua carte expression 
deviant une fonction lin~aire de $, rl, r dont les coefficients sont des 
fonctions cte x, y, z. Si maintenant l'on int6gre dans toute l'~tendue de 
la face A'OA" on obtiendra pour l'int6grale une fonetion lin6aire de 
$, r], ~'; la m6me chose ayant lieu pour les deux autres couples de face.~ 
opposSes du parall616pip6de on volt finalement que 

x / f ( z ~ F  
p '  

~r~/d~r-----L+ M ~ +  N~ 7 + P~, 

les eonstantes L, M, N, P ayant des valeurs exprimdes par des intdgrales 
d6finies comma il r6sulte du calcul pr6cddent. Ainsi 

A' / '/%F "~%g 4rrM = A,I,.,;;~F~n d~r + j j  ~r~ d~r + A"JJ ~d~r 
A'OA'" A"OA AOA" 

les int6grales 6tant 6tendues respectivement aux faces A'OA", A"OA, AOA' 

du parall616pip6de e t l e s  d6riv~es ~/~ 6tant prises sur la normale vers 
~rr 

l'ext6rieur. On aura N et P pa r  des formules analogues obtenues en 
remtrla~ant dans (25) A par B e t  C; ainsi 

4rcN = fl.] ~-~ d~r + B' d~r + 13 JJ  -~-2.cta. 
A'OA *t A"OAI. AOA'  

Par cons6quent, en remplagant l'int~grale (24) par sa valeur dans l'Squa- 
tior~ (22'), on en d6duit la formule suivante 

" - -  Z v:F d a ,  (26) ,], r = L + + + P C +  
S' 

formule int6ressante qui est enti~rement analogue ~ celle que j'ai indiquSe, 
pour les fonctions d'une variable imaginaire, darts une Note publi~e dans 
les Comptes  I~endus T. 94, P. 935 et dont les rSsultats ont 6t~ 
gSn6ralis6s dans les Acta  M a t h e m a t i c a  T. I, p. 139 (dq. I5). 
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Les consdquences qu'on d~duit de cette formule sont d'ailleurs 
sembtaMes ~. celles que j'ai indiqu~es dans les deux m6moires que je 
viens de citer. 

6 .  Supposons d'abord que la surface S soit une sphkre de centre 
(x~, Yl, z~); la fonction F est alors uniforme et r~guliSre dans le volume 
V limitd par la surface du parallSl@ipe~de et la surface de la sphere S 
int~rieure ~ ce parall61@ipdde. 

Nous allons montrer que, dans ce volume et dans les volumcs 
homologues; la fonction F est alors reprdsentde par une serie de la forme 

(27) F($, 72, ~') 

.r 

= L  W M~ + Nrt W P~ + Z R/,g,h 
.f+g+~=l 

_~+a+~z(~..  ~,, ~; - -  y, ,  4 - -  ~,) 

la sommation 5tant 4tendue aux valeurs ent@res positives ou nulles de 
f, g, h, et les coefficients Rs,9, h e~tant des constantes. 

Pour ~tablir cette formule (27) , remarquons que la fonction Z, 
c'est b~ dire  

z ( ~  - -  x ,  ,; - - y ,  r  ~) 

consid~%e commc fonetion de x, y, z, n'a d'autres pSles que les points 

(,,8) 
x = ~ + ma + m'a' + m"a" 

y = ~ .-]-mb --I- m'b' --]- m"b" 

z = ~ + mc + m'c' + r 

cette fonction de x, y, z est done uniforme et r~guli~re dans l'int~rieur 
d'une sphere S" ayant pour, centre le point @1, Yl, z~) et passant par 
celui des points (28) qui est le plus rapproeM de (xx, Yl, z~); ce point 
peut ~tre le point ($, 72, ~:) ou un autre point situ6 en dehors du 
paratl~l@ip~de ~l~mentaire. Quoiqu'il en soit cette derni~re sphSre S" 
a certainement un rayon plus grand que celui de la sphere 8, et par 
suite elle contient dans son int~rieur la surface S'  qui est aussi rapproch6e 
de S que l'on veut et ~ laquelle est ~tendue l'int~grale double (25); 
nous supposeron~ que l'on ait choisi pour cette surface S' une sphSre de 
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centre (x~, y~, z~) dont le rayon r~ surpasse celui de la sphSre S d'aussi 
pen qu'on le veut. Mais, dans l ' int&ieur de la sph6re S", la fonction 
r6guli6re Z de x, y, z e s t  d6veloppable en une s6rie convergente ordonnde 
par rapport aux fonctions V~(x--xl, y--y~,  z--z~) ~ indices positifs, 
ou, ce qui est la m~me chose, en une sdrie ordonn6e par rapport  aux 
puissances positives de x ~ x~, y ~ y~, z -  z~ par la formule de TAYLOa. 
On a donc, en tous les points x, y, z intdrieurs ~ la sph6re S" et, par 
suite, en tous los points appartenant it la surface de la sph6re S'  int6- 
rieure it S", 

Z ( ~ - -  X, ~ - -  V, r  Z) = Z ( ~ - -  Xl,  ~ - -  Yl' ~ -  Z1) 

z - ~ _ _ _ ~ , .  a z ( ~  - , , ,  v - v , ,  ' r  a,) _ _  
, , , 

ou bien 

(~9) z ( $ ~ x ,  , ; - -y ,  C--z) 
f+g+h=~ 

= Z ( -  :):+~+~ (~ - -  <):(y  - -  Y')% - " ' ) ~  1.2. . . f . I .2. . .q. i .z . . .h" 
f4g+h=o 

a"+g+hZ(#-- z,, ~7 ~ Y,, ~'-- z,) 
a#Ia~gar h 

Si, dans ce d6veloppement, on prend les termes homog6nes d'un m6me 
degr6 u ( f + g - 4 - h = u )  en x - - x 1 ,  y - - y x ,  z - - z ~ ,  ils forment une 
fonction V~(x--xl, Y--Yr,  z - -z , ) .  Nous allons remplacer Z par ce 

~" PO" ddveloppement (29) dans lmt%,rale (26) en remarquant  de plus que, sur 

la sphSre S' de centre x~, Yl, Zl et de rayon r~, la ddrivde --aZ est donnde 
an  

par l'~quation 

aZ x - - % a Z  Y ~ ! t ~ a Z  z - - z ~ a Z  
a~t ~'~ ax r~ ay r~ az 

oh l'on met le signe - -  puisque n est la normale ext6rieure au volume 
V e t  par suite intdrieure k S ' ;  on conclut de lit que 

az 
(~9') a ,~-  r-, ~ I ax+~+hZ(~-- z,, ~ - -  y,, r  z,) 

..fTg+h=O [ X 

|~ 

J 
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Pormnt ees deux d6veloppements dans l'int6grale (26), nous obtenons pour 
F(~:, ~, ~') un d6veloppement de la forme annone6e (27), off 

(30) 4=. R', 

( - - i )  j+~+^ f f  ,hVaF f + g + h F J & r ;  
1.2 . . . f : I : 2  ~.: ~ 7 1 . 2  . . .  h ( (F-- ;r l ) f (V-- f f l ) 'q (Z--Zl )  [ ~  "~ 9"t 

8' 

le coefficient de Z ( $ - -  x~, ~ - - y ~ ,  ~ - -  z~), Ro, o,o est nul; en effet ee 
coefficient est donn~ par 

_ f f a F  da 
4zBo ,  o,o - j j  . 

8' 

et l 'int~grale du deuxidnm membre est nulle, ear elle est ~gale "X l'int6grale 

f aF de 
p" 

6tendue h, la surface du paralldl@ip~de 615mentaire, laquelle est nulle k 
cause de la pSriodicit6 de F. Ce coefficient Ro.0.0 ne figure pas dans le 
ddveloppement (27) tel que nous l'avons derit. 

Comme la fonetion 1 (~-, }, g) ne doit pas changer quand on remplaee 
$, 7, ~* par ~ +  a, } + b, ( q - c ,  il faut que les eonstante,~ M, N, I', 

R1, o, o, Ro,~,o, Ro, o.~, ve'rifient la relation 

(3 I ) Ma + Nb + t)c + ARj,0.0 + BR0,,,o + CB0.0., = o;  

en effet, le premier membre de l'dquation prdcddente (3 I) est la quantit6 
dont croit la s&ie (27) quand ~, 7, g eroissent de a, b, c, en vertu de 
l'~quation (I~). Voiei comment nous pouvons vdrificr cette relation (3I). 
Remplaeons-y les eonstantes M, N, P par leurs valeurs (25) et les 
coefficients Rl,o,o, Bo, l,o, Bo, o,~ par leurs expressions (3@; la relation 
(3 l) devient 



Sur les fonctions de trois variables satisfaisant b, l'dquation diffdrentielle . IF = o.  371 

(3") (Aa + Bb + Cc) -57 do. + (A'a + B'b + C"c) do. 

A"OA" A"OA 

..... ['l%V 
-4- (A"a -4- B"b + (., c)jj ;do. 

AOA" 

ff < - -  {A(~--x,)+B(V--V,)+C:(~--~,)] 7.+7, d o . = o .  

8' 

Pour v6rifier eette derni6re relation eonsiddrons la fonction F et la fonetion 

= a ( . ~ -  < )  + B ( y -  v,) + c ( ~ -  ~,) 

qui satisfont aux dquations AF = o, A(P = o e t  qui sont uniformes et 
r6guli6res dans le volume V compris entre la surface du paralldldpip6de 
616mentaire et celle de la sph6re S'. D'apr& le thdorbme de GIIEEX, l'on 
a l'6quation 

ff(o aZ - F ~ # I  do. = o 
an  an  I 

l'int6grale dtant 6tendue aux surfaces du paralldl6pip6de et de la sph6re 
S' .  On aura donc, d'apr6s les notations ddjk employdes 

a-'~ ~ 1  do. .-1- j j  \ - ~  - -  -aT/do .  = o .  

P" 8" 

On volt facilement, d'apr6s un calcul analogue k celui de la fin du  w 3, 

que l'on a 

(3~') -~n -~n / do. = (Aa 4" Bb + Cc) -~n do. 
p" A'OA" 

+ ( A a ' +  Bb' + C c ) f f ~ d o .  + (Aa" + + 
A*'OA AOA* 
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8 "  

f f  (~F 
attendu qut 

o q) x -  .e , ~ q) Y - - -  !h v q) z - -  z ~ a (P 

~r~ ra 0x r~ ~y ra Oz 

En portant cos valeurs des intdgrales (3 2') et  (3 2") dans l'dquation (3 2) 
l'on obtient prfcis6ment l'dquation (3x') qu'il s'agissait de v6rifier, i~ 
condition de st reporter aux relations (I3) et (I3"). 

On v6rifierait de mdme deux autres relations qui st ddduisent de 
(3 I) par l'aecentuation de a, b, c, A,  B, 6'. 

7. On pourra supposer maintenant, pour plus de gdndralitd, que la 
surface S du w 5 et de l'6quation (26) est form6e de la surface de p 
sph6res S~, S~; . . . ,  S~, routes situdes k l'intdrieur du paralldldpip~de 
616mentaire et ayant pour centres respectifs les points 

(x , ,  y , ,  ~,), (x~, y~, ~ d , . . . ,  (x~, ,~,,, ~). 

La fonetion F est alors, dans le volume compris entre la surface du 
parall~l@ipSde et eelles des sph6res St, S~, . . . ,  Sp, d6veloppable en une 
sSrie convergente de la formc 

(33) F(~, r/, r 
k = p  y + g + h = ~  

= L + M ~ +  N~ + P C +  
k ~  l .f +g+ h=O 

oh la somme des coefficients 

~;?o, n(~) R (p) = o, 0 + + + 0,0.0 a ' ~ O , O , O  �9 " " 

et oh  M, N, P satisfont aux 6quations (2x) dans lesquelles Rk = R (~) O, O,  0 ~ 
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Comme cas particulier de (:e thdor~me, supposons que la fonction F 
! p �9 el  t t  admette les trois groupes de p~riodes a, b, c; a ,  b', c ,  a , b", et soit 

%guli~re en tous les points du paralldl4pipdde exceptd aux points 

( '1)  ~Jl' ~1) :P (X2y ~J2' "Yg)'"" *' (:~'./':~ ~]P' ~YP) 

et que ees points soient des points singuliers,essentiels isol~s. L'on pourra 
alors supposer, dans ce qui pr&Sde, les rayons des sphSres S~, $ 2 , . . . ,  S v 
infiniment petits, et par suite la fonction sera dans tout t'espace repr(~sent5e 
par la s~rie (33)" 

Dans les sSries pr(~c4dentes ordonndes par rapport aux dSriv4es de 
Z ( $ - - x k ,  r i ~ y k ,  $ - - z ~ ) ,  il suffirait d'Stendre la smnmation seulement 
g routes les valeurs de f, g, h qui donnent des d~rivSes linSairement 
ind4pendantes; mais alors il faudrait 5videmment modifier les valeurs des 
coefficients des ddriv(~es restantes. 

8. De m6me-que  nous venons d'Studier des fonctions / ' ,  g trois 
groupes de p~riodes, analogues g la pattie rSelle d'une fonction doublement 
p~riodique, l'on pourrait 6tudier des fonctions F g deux groupes on g u n  
seul groupe de p4riodes. Dans une Note pr&ent(ie k l'AeadSmie des 
sciences dans la sdanee du 24 Septembre I883 M. A. CIIERVET a dtd 
amen~ ~ introduire une fonction F b~ un groupe de p4riodes pour rep%senter 
le potentiel d'une masse liquide timitde par de~tx plans paralldles verticaux. 
En posant 

r , ~ - ~ } t ( x - - ~ r c ) ~ q - y ~ q - z  ~, ~ = o ,  I, 2, . . . ,  c-~ 

r~ = ]/iX -Jr- p7/') 2 -[- y2  .J_ Z~I, y = I ,  2 ,  . . . ,  CN~, 

la fonction introduite par M. CHERVET est, g u n  facteur constant p%s, 

(' ,)+(, ,) F(., v, < ,. < < g, + . . .  

Si l'on change x en x-4- ,% r 0 devient r'l, r~ devient ~'~_1 et r'~ devient 
r:+~. Par  consequent 

I y, z ) =  r~ + #3 + ' ' "  
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F ( z  + ~, ~j, z) = - - F ( z ,  ~j, z) 

par suite cette fonetion admet bien un groupe de p6riodes, 'k savoir 
o, o). 
Cet excmple conduit /~. penser que les fonctions F s deux ou trois 

groupes de p6riodes trouveront aussi des applications darts la physique 
math6matique. La formation des fonctions F h u n  ou deux groupes de 
p6riodes repose encore sur l 'application du th6or6me IV de la premi6re 
partie. 

L'616ment simple qui pourra servir k former ces fonctions se d6duit 
de la fonction Z(x, y, z) d6fin!e dans le w 2 en supposant 

I ~ pour ]es fonctions ~ deux groupes de p6riodes (a, b, c), (a', b', c'), 
que le poi.nt A "  (a", b", c") s'61oigne inddfiniment; 

2 ~ pour les fonctions k un seul groupe de pdriodes (a, b, c), que 
les deux points A'  (a', b', c') et A "  (a", b", c") s'dloignent inddfiniment. 

Mais il importe de remarquer que (.es fonctions 'X un ou deux groupes 
de p6riodes peuvent n'avoir aueun point singulier k distance finie. Ainsi, 
par exemple, la fonetion 

~(x ,  y ,  z) = e "( . . . . .  +~"~)eosnz 

oh n e s t  entier admet le groupe de p6riodes (o, o, 27r), v6rifie l '6quation 
_4g = o e t  est rdguli6re en tous les points g distarrce finie. De m~me la 
fonction 

r (x, y ,  z) = e '~'~+"~ cos mx  cos ~y,  

off m c t  n sont entiers, admet les deux groupes de p6riodcs (2rr, o, o) 
et (o, 2rr, o), vdrifie l%quation J r  = o et est r6gulidre cn tous les  points 
g distance finie. 


