SUR LES FONCTIONS DE TROIS VARIABLES
REELLES

SATISFAISANT A L'EQUATION DIFFERENTIELLE 4F =o

PAR

P. APPELL

4 PARIS,

Nous nous occupons dans ce mémoire des fonctions les plus simples

de trois variables réelles x, y, 2z satisfaisant & I'équation différentielle
3*F | 'F
AF =35+ 5+

2

z? + zz_l’w =9

en considérant z, y, & comme les coordonnées rectilignes rectangulaires
d'un point de l'espace. Dans la théorie des fonctions d'une variable
imaginaire, les fonctions qui se présentent tout d'abord sont celles qui
sont uniformes et ne possédent que des points singuliers isolés. Il nous
a paru intéressant d’étudier de méme les fonctions satisfaisant & I'équation
4F = o qui ne cessent d’étre finies et continues qu’en certains points isolés
les uns des autres.

La premiére partie de ce travail a pour objet I'étude générale de
ces fonctions: elle contient une extension du théoréme de M. Mirrac-
LEFFLER et plusieurs applications du théoréme de GREEN parmi lesquelles
se trouvent des développements en série propres a représenter une fonction
F uniforme et admettant des dérivées en tous les points d’'un volume
limité par des portions de surfaces sphériques.

Dans la deuxiéme partie nous étudions en particulier les fonctions
F(z, y, 2) satisfaisant & I'équation 4F = o et admettant trois groupes
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de périodes conjuguées (a, b, ¢), (¢, ¥, ¢), (a”, V", ¢") cest & dire
vérifiant les trois équations

F(93+a,?/+b,ﬁ’+(’)=F(~’”,% Z)
Feot+a,y+¥V,24¢)=1I,y, 2
Fla+a,y+¥,2+4+c)=F(,uy, 2.

Ces fonctions qui reprennent les mémes valeurs aux points homologues
d’un réseau de parallélépipedes possédent des propriétés semblables a celles
de la partic réelle d’une fonction doublement périodique d'une variable
imaginaire. Nous avons laiss¢ de coté, pour le moment, I'étude des
fonctions F(z, y, 2) 4 un ou deux groupes de périodes conjuguées, étude
qui pourrait se faire par les mémes méthodes.

Quelques-uns des résultats contenus dans ce mémoire ont été indiqués
dans une Note présentée h 1'Académie des sciences de Paris le 5 Février

1883.

Premiére partie.

1. Soit #-un entier positif; désignons avec MM. Tromsox et Tarr, (")
par V,(z, y, 2) le polynéme le plus général homogene et du degré = en
x, y, # satisfaisant & 1'équation

3V,

i

'V, , 9V, .
AV‘n = 3&132 + ay2 + _07

dans l'expression de ce polyndéme entrent linéairement 2m + 1 constantes
arbitraires: ainsi

Vl(x, Y, Z) = A% + Ay + Az

(") Voir: Handbuch der theoretischen Physik von TaHOMSON und TAIT; deutsche
Uebersetzung von HELMHOLTZ und WERTHEIM; erster Band, erster Theil, p. 156 et
suivaotes.
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avec trois constantes 4., 4,, 4,

Voo, y, &) = A (@ — 2 + A, (9" — ) + Ayz + Azx + Ay

avec cing constantes; et ainsi de suite. Lorsque différentes fonctions ¥,
avec des constantes différentes se¢ présenteront dans un calcul, nous les
distingucrons les unes des autres par un indice supérieur. Par exemple
Vid(x, y, 2) sera APz + APy 4+ APz avec d'autres constantes A", AP, AP;
et de méme pour V, en général.

Si Ton substitue aux coordonnées rectilignes rectangulaires «, ¥, 2,
les coordonnées polaires dans l'espace & l'aide des formules de transfor-

mation:
(1) x = rcos @, y =rsinfcosg¢g, 2= rsinf@sing
la fonction V,(x, y, 2) devient

V.(rcos @, rsinfcos¢g, rsinfsing) = 1Y, (0, ¢),

Y, désignant une fonction de Larrace.
L'on sait (") que si une fonction F(z, y, 2) satizfait a I'équation
4F = o, la fonction

1 /2 vy =z e
(5 b ‘) (r=+\a"+y"+2)

\

y satisfait ¢galement. En appliquant ce théoréme & la fonction V,(z, v, 2),
nous voyons que la fonction

1 r y oz I
> V"(F’ el ;;) =—‘r2,,+1 Vn(xy Y ‘)
satisfait & 1'équation 4F = o; cette fonction qui est homogeéne du degré
—(@m+ 1) en =z, y, 2 est désignée dans louvrage déja cité de MM.
Tromsox et Tarr par

V_in(®, ¥, 2).

(") Voir Journal de LiouviLLe, T. 12, p. 256-—264: Exiraits de lettres adressées
4 M. LiovviLLE par M. W. Tuomson, Voir aussi Handbuch der Kugelfunktionen von E.

HEINg, zweite Auflage, zweiter Band, p. 251 et suivantes.
21 - 665006 Acta mathematica. 4
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L)
on a, par excmple,

V., =Xlx + /I,sy + A,z

... cteg
- r 3 b

on démontre (') que la fonction V.

41 €St une combinaison linéaire ho-

\ 3 . rot . . 1 . .
mogéne & coefficients constants des dérivés partielles d'ordre # de - ainsi,
;

par exemple,

1 1 I

2= 2~ ch
V., = — A —— Ay — A=
-2 A‘az % 3y 38z

Nous avons ainsi une suite de fonctions V,(z, y, 2) définies pour toutes
les valeurs entiéres positives ou négatives de l'indice v. La fonction 7,
est une constante et la fonction ¥, est homogéne et du degré v en z, y, 2.

Ces fonctions jouent dans la présente théorie le méme réle que la partie
réelle de l'expression

(@ + bi)(= + i)

dans la théorie des fonctions d’une variable imaginaire.
2. Séries entiéres.(*) Soit une série de la forme

(2) Vo+ i+ Vo +...+Viz,y, ) F ...+ ...

ordonnée suivant les fonctions ¥ & indices positifs; les constantes arbi-
traires qui figurent dans V,(z, y, 2) sont supposées avoir des valeurs
numériques détermindes. Il est facile de voir qu'une pareille séric est
convergente en tous les points situés & l'intérieur d’une certaine sphére
ayant pour centre lorigine des coordonnées et qui sera appelée sphére
de convergence. Si nous remplagons les coordonnées rectilignes par des

(') TromsoN et Tarr, Theoretische Physik, p. 162,

(*) Les remarques que nous faisons relativement aux séries (2) s'étendent A toute-
série ordonnée suivant des polyndmes homogénmes en #, ¥, £. Il peut se faire, bien en-
.tendu, que la série converge en certains points situés en dchors de la sphire de convergence.
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coordonnées polaires dans Pespace a l'aide des formules (1) la série (2)
prend la forme

(2) > rY,0, ¢).

Désignons par A, la plus grande valeur absolue que puisse prendre Y,
quand 6 varic entre o ct 7, ¢ entre o et 2, et considérons la série a
termes positifs

(3) 2 Ay

cette derniere séric (3) est convergente pour toutes les valeurs de r
inféricures & un nombre déterminé R; il en est de méme a fortiori des
séries (2) et (2') dont les termes sont en valeur absolue au plus égaux
a ceux de la série (3). Donc la série (2) est convergente en tous les
points situés a lintérieur d'une sphére de rayon R.

Soit ¢ un nombre positif plus petit que l'unité et a un nombre
positif aussi petit que l'on veut; l'on peut assigner un nombre positif
entier m tel que, pour toutes les valeurs de z, y, z vérifiant linégalité

.is,

=l =

Von ait ()
;VV(x, ¥, &) < a, si n>m.

Peour le montrer suivons la méthode indiquée par M. WEIERSTRASS; (%)
désignons par e, un nombre positif plus petit que 1 mais plus grand
que ¢; la série (3) est convergente pour r = Rs,; soit g un nombre au
moins égal & la somme de cette série

@O

g = 2 Red,

v=0

i

on aura évidemment
g = RejA,, 4, < gR™es”.

("} La notation [a,| empruntée 3 M. WEIERSTRASS signific valeur absolue de a.
(*) Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Gesammt-
sitzung vom § August 1880, p. 710.
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IA

Maintenant, pour toutes les valeurs de z, y, 2 telles que €, on a

=i

Y=o

2V, (x,y, 2

v=mn

<Zrea <oy (2)

. . eN" . . .
Or la derniére somme cst égale a J s (;) ; il suffira donc de detér-
I (]

miner m par la condition

C. Q F. D.

On conclut facilement de cette proposition que la séric (2) définit
dans lintérieur de la sphére de convergence unc fonction F(z, y, 2)
uniforme; continue, admettant des dérivées partielles de tous les ordres
et satisfaisant & l'équation 4F = o. Il suffit pour le voir d'employer
les mémes raisonnements que pour les séries entiéres dans la théorie des
fonctions' d’'une variable imaginaire. ()

On verra de méme qu'une série de la forme

Vid Vo, + V., + ...+ V. (2, 0,2+ ...

ordonnée par rapport aux fonctions ¥V & indices négatifs cst convergente
en tous les points situés a lextérieur d’une sphére ayant pour centre
origine, et définit en ces points une fonction uniforme, continue, admet-
tant des dérivées particlles et satisfaisant a I'équation 4F = o.

Enfin une double séric de la forme

+ =

V., 05 A

définira une fonction jouissant des mémes propriétés dans l'espace compris
entre deux sphdéres concentriques ayant pour centre lorigine.
Remarque. Si Ton considére des séries ordonnces par rapport aux

(') Voir par exemple Théorie des fonctions elliptiques de MM. BRIOT et BOUQUET,
Livre II, Chapjtre I.
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fonctions V,(x — @', y — ¥, 2 — 2'), les sphéres de convergence ont pour
centre le point (', ¥, #'), comme on le voit en portant l'origine en ce point.
3. Les réciproques de ces propositions sont bien connues. Ainsi:
1°)  Une fonction F(z, y, z) uniforme, continue, admettant des déri-
vées partielles premiéres et secondes et satisfaisant & 1'équation 4I' = o
en tous les points de lespace situés a lintérieur d’une sphere de rayon
R et de centre (2', y', #) est développable en une série de la forme

v=+4 o

Fla,y, ) = X Vo —a, y—y, 2—2),

uniformément “convergente en tous les points pour lesquels

v We—2)+@y—y) +(e—2)

R B

< e, e < I.

2°)  Une fonction satisfaisant aux mémes conditions en tous les points
situés & lextérieur d’une sphére de rayon R’ et de centre (7', ¥/, ), et
ayant, pour les valeurs infiniment grandes de (r, y, 2) une valeur déter-
minée F(co), est développable en une série de la forme

Y= —

F({E, Y, Z) = F(®)+ ZIV;(-/U_Q;I’ .7/"""3/'7 z—z')

[rpe—
uniformément convergente en tous les points pour lesquels

RI .
~ <e, e < 1.

3°) Une fonction satisfaisant aux mémes conditions dans l'espace
compris entre deux sphéres de rayons R et R/, R > R, ct de méme centre

(', ¥, #), est développable en une série de la forme

yv=+4 o

F(x) Y, Z) =v=z_:wv;(x —.’l)', ?/_'?/’7 z_z')
uniformément convérgente en tous les points pour lesquels on a, a la fois,

%i £,y —T-< e,
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La démonstration de ces théorémes repose sur le théoréme de GREEN.
L'on peut calculer les coefficients des fonctions ¥, qui figurent dans ces
développements quand on connait la fonction F(z, y, 2) sur les sphéres
limites. (Voir, par exemple, HriNg, Handbuch der Kugelfunctionen, zweite
Auflage, zweiter Band, p. 54 n° 3.)

Ces théorémes seront d’ailleurs généralisés plus loin (§ 7 et suivants).
Il est clair que l'on peut supposer, dans le 3°™ cas, le rayon R' de la
sphére intérieure infiniment petit, ou le rayon R de la sphére extérieure
infiniment grand. '

4. Toutes les fonctions F(z, y, #) dont il est question dans la
suite satisfont & Péquation 4F = o en tous les points ou elles sont dé-
finies. Etant donné un point P de coordonnées (a, b, ¢) nous appellerons
domaine ¢ du point P lintérieur d’une sphére de centre P ct de rayon d;
les points appartenant au domaine ¢ du point P sont les points dont les
coordonnées vérifient l'inégalité

Vg —a) + (@ —b) + (z—c) 2 7.

Une fonction F(z, y, 2) est dite réguli¢cre au point P(a, b, ¢) si I'on peut
assigner un nombre positif ¢ tel que, dans le domaine ¢ du point P, la
fonction F soit développable en une série convergente de la forme

y=-+o

Flo,y, )= Z Vg—a, y—b, 2—0).

Une fonction F(r, y, 2) est dite régulire au point co si 'on peut
assigner un nombre positif B tel que la fonction soit développable en
une série de la forme

y=—uo0

Fz, v, z)=?;:0Vv(x’y’z)=Vo+ Vo4 o+ V4.

en tous les points situés & l'extérieur d'une sphére de centre o et de
rayon K.

Théoréme I Une fonction umiforme régulicre en tous les points de
Vespace (y compris le point co) est une constante. (Théoréme démontré
par M. Picarp, Comptes-rendus des séances de I’Académie des
sciences de Paris T. XC, p. 6o1.)
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5. Points singuliers d'une fonction wuniforme. Considérons maintenant
une fonction F(z, y, #) uniforme dans tout l'espace et réguliére en tous
les points de T'espace excepté en certains points qui seront appelés points
singuliers. Soit P un de ces points ayant pour coordonnées (a, b, c),
nous dirons que ce point est un péle de degré n de la fonction F g'il
existe une fonction ¢ de la forme

4) ¢@—a,y—0b, 2—c)=V_ ,(x—a, y—b, z—c)
+ Viyzt—a,y—b,z2—ec)+ ...+ V_(g—a, y—b, z—c)
telle que la différence

Flx, y, 2) —¢x—a, y—>, 2—c)

soit réguliére au point P. Cette fonction ¢ sera appelée partie principale
de la fonction I' relative au podle P; le premier terme de ¢ est de la
forme

A
fy@—a) + G—b + & —0o’

V_iix—a, y—0b, 2—c) =

le coefficient A sera appelé le résidu relatif au pole P.

Si au contraire il n’existe pas de fonction ¢ de la forme (4) telle
que F — ¢ soit réguliére au point P, ce point P sera un point singulier
essentiel. Deux cas peuvent alors se présenter.

1°) Ou bien un domaine quelconque ¢ du point P renferme d’autres
points singuliers que P quelque petit que soit d;

2°) ou bien l'on peut assigner un nombre ¢ tel que, dans le do-
maine ¢ du point P, il n'y ait plus d’autre point singulier que P. Nous
dirons alors que P est un point singulier essentiel isolé. Décrivons de P
comme centre avec un rayon ¢ < ¢ une sphére; la fonction F remplira
les conditions du théoréme du § 3 dans l'espace compris entre les deux
sphéres concentriques de rayons ¢ et ¢ et l'on aura, dans cet espace,

y=+4x y=—c

(5) F= =ZO V(e—a, y—b, 2—c) + =Z_1Vy(:r,—a, y—b, z—¢);

comme l'on peut supposer ¢ infiniment petit, le développement précédent
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est valable dans tout le domaine ¢ du point P excepté au point P lui-
méme. Posons

y=—a0

(6) G, y, z|a, b, c):v;_ V,(x—a, y—b, 2—c¢),

la série du second membre étant la seconde série du développement (s).
Comme cette seconde série est convergente dans le domaine ¢ du point
P, elle I'est a fortiori en dehors de ce domaine; par conséquent 1'équa-
tion (6) définit une fonction G réguliére en tous les points de l'espace
excepté au point P; et, d’aprés l'équation (5) la différence F'— G est
réguliére au point P. Ainsi, si le point P est un point singulier essentiel
isolé, il existe une fonction G de la forme (6) telle que la différence
F — G soit réguliére au point P. Cette fonction G sera encore appelée
la partie principale relative an point singulier essentiel isolé P, et le

coefficient de
I

+Ve—a) +@G—b)'+ (¢ —0)

dans le premier terme V_, de G sera le résidu relatif & ce point.

Dans ce qui précéde nous avons supposé le point P & distance finie.
Supposons maintenant que la fonction F ne soit pas régulicre a l'infini;
alors le point co sera un point singulier. Nous dirons que le point co est
un poéle de degré n de la fonction F, §'il existe une fonction 7" de la
forme

(7 U@, y,2)=Viz,y, 2+ Valz, 9, 8) + ...+ Vaulx, ¥, 2)

telle que la différence F — ¥" soit réguliére au point co. S'il n'existe pas
de fonction ¥" possédant cette propriété, le point co sera un point singulier
essentiel et deux cas pourront se présenter.

1°) Si l'on décrit une sphére de l'origine comme centre avec un
rayon R, il y a toujours des points singuliers hors de cette sphére quel-
que grand que soit R.

2°) L'on peut assigner un rayon R tel qu'en dehors de la sphére
de rayon R il n’y ait plus d’autre point singulier que le point oc; ce
point sera alors un point essentiel isolé. Décrivons une autre sphére ayant
également pour centve l'origine et ayant un rayon R > R aussi grand
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quon le veut. La fonction F' satisfait aux conditions du théoreme du
§ 3 dans l'espace compris entre les deux sphéres R et R’ et l'on aura
dans cet espace

(8) F=2X V(s 9y, )+ X V(2 ¥, 2);

la seconde série qui procéde suivant les ¥, & indices positifs est conver-
gente dans lintérieur de la sphére de rayon R’ quelque grand que soit
R’; si donc on pose

V=0

(9) G<x’ Y, z) = Eo V,(x, Y, Z)

cette équation définit une fonction uniforme dans tout 'espace ayant un
seul point singulier a savoir le point co; et, d’aprés la relation (8), la
différence F — G est réguliére a l'infini. Cette fonction G sera appelée
la partie principale de F relativement au point singulier essentiel isolé co.

Remarque. L’on pourrait ramener l'étude d'une fonction dans le
voisinage du point co a l'étude d'une autre fonction dans le voisinage de
Vorigine par la méthode des rayons vecteurs réciproques. En effet con-
sidérons une fonction F(z, y, ) et posons

la fonction

v 1 ¥ oy 7
Fl($, y, Z)=?F<F—ga 77&7 7’—’_2>
satisfait & I'équation
'F, | 'F, | ?'F,
7 7 2 — O
rr ay'"? 972 ?

et quand le point (z, y, 2) est & linfini le point (z’, ', #) est & l'origine.
Nous n'avons pas suivi cette méthode parce qu'il peut arriver que la
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fonction F(z, y, 2) soit réguliére 4 l'infini tandis que F\ (7', ', 2’) admette
pour pole du premier degré l'origine. Ainsi la fonction

Fx, y, 2) :i:+ B
est réguliére a l'infini et
Fi, o, &) = A+ 2

a pour poéle lorigine.

Théoréme II. Une fonction qui n'a d'autres points singuliers que des
poles est égale & une somme de fonctions ¢ telles que la fonction (4) aug-
mentée dune fonction W' (7) et d'une constante. (Une telle fonction n'ayant
que des poles est analogue a la partie réelle d’une fonction rationnelle
d’une variable imaginaire.)

Remarquons d’abord que, si une fonction F(z, y, 2) n'a que des
poles, le nombre de ces pdles est nécessairement limité. En effet, la
fonction est réguliére au point co ou admet ce point pour pole: dans les
deux cas on pourra décrire de l'origine comme centre une sphére § de
rayon assez grand pour qu'il n'y ait plus & distance finie aucun pdle a
Vextérieur de cette sphére. Si donc il y avait unc infinité de poles, il y
en aurait une infinité dans lintérieur de cette sphére S; mais alors il
faudrait qu’il existait dans lintérieur de S au moins un point P tel que,
dans tout domaine ¢ de ce point, il y edt une infinité de poles quelque
petit que soit &, et ce point P serait un point singulier essentiel; ce
qui est contre 1'’hypothese.

Soient alors P, P,,..., P, les poles en nombre fini v ayant pour
coordonnées respectives (a,, b, ¢,), ..., (a,, b, ¢), et

oo=Vo@E—a,y—b,z2—c)+ ...+ VO @E—a, y—b, 2—q)
la partie principale de F relative au péle P,. (L'indice supérieur (k)
dont sont affectées les fonctions ¥ signifie que les constantes arbitraires

qui figurent dans ces fonctions ont des valeurs particuliéres relatives au
pole P,.) Soit de méme

V= Vl(x7 Y, Z) + V?(x; Y Z) + ..+ V"(x’ Y, Z)
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la partie principale de F relative au point co, partie principale qui peut
étre nulle si la fonction F est réguliére & l'infini. Alors, d’aprés la dé-
finition méme des poles, la différence

F_‘sol_‘o-zf—n-.{_—’pv—’[f

sera une fonction uniforme réguliére en tous les points de l'espace c’est
a dire une constante C en vertu du théoréme I. On a donc

F=o+o+t...+eo+¥+0

ce qui démontre le théoréme II.

Théoréeme III. La fonction F la plus générale possédant m puints
singuliers est la somme de n fonctions ne possédant chacune qu'un seul point
singulier.

Supposons, pour plus de généralité, que les »n points singuliers
P, P, ..., P, de coordonnées (a;, b,, ¢,), (@, by, ¢+, @y bs, C.),
solent des points essentiels, ce seront des points singuliers essentiels isolés.
Désignons par

y=—o0o

Gk<x’ Y, | Ay bk; Ck) = z V,""(x—a,, ?/—I)k, Z—Ck)

y=—1
la partie principale de la fonction F relative au point P,. Coinme nous

l'avons déja dit, cette fonction G, est réguliére en tous les points de
l'espace excepté au seul point P,. Si nous prenons la différence

k=n

F*kngb(xJ Y, 2 I.d‘., bk’ C,,),

cette différence sera une fonction partout réguliére c’est a dire une con-
stante: done

k=n

F=C* 4 kgl Gt(w) Y, z I Ay by Ck);

ce qui démontre le théoréme.
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Si Tun des points singuliers, par exemple (a,, b,, ¢,), est a linfini
il faut remplacer la fonction correspondante

G.(z, ¥, 2 | a,, b, c,)

par une fonction entiére G(z, y, 2) de la forme (9) régulicre en tous
les points & distance finie.
Théoréeme IV. (Extension du théoréme de M. MrrTAG-LEFFLER.)

Soient
P,a, b, c) (=1,2, 0, )

des points en mombre infini situés & distance finie tous différents les uns des
autres et tels qu'en posant

RN )
Uon ait
Iim r, = co.

y=x

Soient données d'autre part une suite indéfinie de fonctions

Scl’ ¢2)"‘7¢v7"

satisfaisant & Uéquation A¢ = o, la fonction ¢, étant uniforme et réguliére
en tous les points de l'espace excepité au point P,(a,, b,, c,) qui est un pile
de degré n, de cette fonction. (")

L'on peut alors former une fonction F(x, y, 2) ayant un point singulier
essentiel & Dinfini et admettant pour poles les points P, de telle facon que la
différence

' F—g¢
soit réguliére au point P,.

Nous démontrerons ce théoréme en employant la méthode donnée
par M. WEiErsTRASS pour le théoréme de M. Mrrrac-LEFFLER.

Prenons une quantité positive ¢ < 1 et une suitc indéfinie de quan-
tités positives

€1y S5 00 -9 &y e

(") Ces fonctions ¢, sont donc de la forme (4).



Sur les fonctions de trois variables satisfaisant & 1'équation différentielle JF = 0. 327

ayant une somme finie; faisons de plus, comme précédemment,

T= eyt

’

Si parmi les points P, se trouve lorigine:; si par exemple pour y =
v g ) p

nous ' poserons
F.(z, y, 2) = ¢,.

Supposons maintenant 7, > o; alors la fonction uniforme ¢, est réguliére
en tous les points de l'espace satisfaisant a la condition

r<r,;

elle est donc en tous ces points développable en une série convergente
de la forme

m=-+ >
(IO) ¢, = z—o V;,:)(x7 ur Z)

oti l'indice (v) dont sont affectées les fonctions ¥V, sert & indiquer que ce
sont les fonctions provenant du développement de ¢,.

Puisque cette série (10) est convergente en tous les points pour
lesquels 7 <r,, on peut d'aprés les théorémes rappelés dans le § 3,
assigner un entier positif m, tel que, pour toutes les valeurs de z, y, 2
satisfaisant & l'inégalité

’,
(11) - <,
r, ==
la valeur absolue de la somme
m=+ow
2 Ve, y, 2)
m=1ny

soit moindre que ¢,. Posons alors

¥

m=m,—1

Fv<m’ ?/’ Z) = ¢v— z -VEI‘:)(x’ y’ z)’

on aura
|Fy(w7 .7/) Z)I<ev



328 P. Appell.

sous la condition (11). On en conclut que la série

(12) Fy(x, Y, -Z) = ﬁ;le(m, Y, Z)

est convergente en tous les points de Dlespace excepté aux points P, et
définit une fonction satisfaisant aux conditions de !’énoncé.

En effet, soit P(«/, ', #) un point ne coiricidant avec aucun des
points P, et ¢ un nombre positif assez petit pour que dans le domaine
¢ du point P il n’y ait aucun point P,; Yon pourra alors, en désignant
par a un nombre donné i l'avance aussi petit que l'on veut, déterminer
un nombre entier x tel que si

v>u

on ait

=

<& By, 9|<s

pour tous les points du domaine ¢ de P et de plus

yv=m

e <a, T F(z,y, |<a.
v=p v=p

La série (12) est donc uniformément convergente en tous les points du
domaine ¢ de P’; on en conclut immédiatement qu’elle définit une fone-
tion F(x, y, 2) réguliére au point P

Soit maintenant P, un des points P, et ¢ un nombre tel que, dans

v
5

le domaine ¢ du point P, il n'y ait pas d’autre point P,; alors d’aprés
ce qui précede on a, dans ce domaine ¢,

F(x7 !/,'Z) = Fl(x; Yy, Z) "I" F,<x; Y, 'z)

ou F'(z, y, 2) désigne une fonction réguliére au point P,; et d'aprés la
forme de F,(z, y, 2) on voit que la différence

F(xy Y, 'Z)_‘f;).

est réguliére au point P,.
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La fonction F' définie par la série (12) satisfait donc bien aux con-
ditions de I'énoncé. La fonction la plus générale satisfaisant & ces con-
ditions est

F(CL', Y, z) + G('Ty Y, 2)1

G étant une fonction entiére de la forme (9).

Théoréme de GreeEN. Soient U et V deux fonctions quelconques de
x, ¥, # finies continues et admettant des dérivées premiéres et secondes
en tous les points situés dans lintérieur d'une surface fermée § et sur
cette surface elle-méme; on a 'équation

) ff UAV — VAU drdydz —ff o~__ gg])dlf

ou la premicre intégrale est étendue & tout le volume limité par la
surface §, la deuxiéme & toute la surface §; le symbole do désigne un

(1

w

s oV e . . .
¢lément de la surface §» o la dérivée de V.prise suivant la portion de

U
normale extérieure a S, et la dérivée de U suivant cette mdéme nor-
male. En appelant a, 3, 7 les cosinus directeurs de la portion de normale
a la surface S dirigée vers 'extérieur du volume limité par S, on a
oV 3V+ +
am ﬂ 7‘ 3z

oU_ U
om

’*‘/

9 +Taz'

Théoreme V. Si ume fonction F(x, y, 2) satisfaisant & Uéquation
AF = o est uniforme dans Uintériewr d'une surface S et régulicre en tous
les points situbs dans Uintérieur de cette surface et sur la surface, Uintégrale

double
&y
[ 97: [4 Z ag

N

étendue & toute la surface S est nulle.
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Pour le voir, il suffit de faire dans 1'équation générale (13)
V=1, U=F

et par suite

4V = o, 4U = o, zif:o;
an

Pon obtient immédiatement I'équation

"o F
ﬂ 3'—n-d0'= O.
K}

Théoréme VI. Si une fonction F(x, y, z) satisfaisant & [léquation
AF = o admet un point P pour pole ou pour point singulier essentiel
isolé, Uintégrale double

(14) [/ng—gda

éltendue & la surface d'une sphére ayant pour centre P et ne contenant pas
d'autre point singulier que P est égale au vésidu de F rélatif au point
P multiplié par — 4.

Soient (a, b, ¢) les coordonnées du point P et .S une sphére de
centre P et de rayon p dans lintérieur et sur la surface de laquelle il
n'y ait pas d’'autres points singuliers que P; on a pour tous les points
du domaine p du point P

y=+o

(15) F(z, y, 2) = Z;V,(x-—a, y—b, z—c)

y=—

Sur la sphére S
Zx—a = pcosh

y—0b=psinfcosy
¢—c = psinfsing

0<f#<7, oZflepX an.
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Portaut ces valeurs dans le développement (15), ce développement prend
la forme

ve= 4 0o y=4 o

F = ;p“Yv(ﬂ, ¢) + ;,0"”1’}1_)1(0,' ¢);
par suite puisque la normale & § est le rayon

, 2F oF NN S |
(15) =i =0 9 — L ER . 6
¥
Portons ce développement de %7» dans Vintégrale double (14) en rem-
placant de par sa valeur
o’ sin dfdy;
et rappelons-nous que l'on a

27 T

fdgon,(ﬁ, @) sin 8df = o
0 0

tant que y est différent de zéro, ¥, désignant une fonction quelconque de
Larvace. Nous voyons alors que dans lintégrale (14) tous les termes
du développement (15) qui contiennent des fonctions ¥, avec un indice
différent de zéro disparaissent, et il reste

Mais Y{"(f, ¢) est une constante qui n'est autre chose que le résidu de
F' relatif au point P; on a donc

[fz—fdo' = — Ysl)/]sinﬂdﬂd¢ = — YO 4m

ce qui démontre le théoréme.

Théoréme VII. Soit F(x, y, z) une fonction wvérifiant léquation
AF = o uniforme dans Uintériewr d'une surface S et réguliére en fous les
22 - 665006 Adcta mathematica. 4
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points situés dans Uintérieur de S et sur S excepté en p poinls intérieurs
P, P, ..., P,; Vintégrale double

oF
[/‘37 dO'
S

étendue & la surface S est égale a la somme des résidus relatifs aux points
singuliers P,, P,,..., P, multipliée par — 4.

Entourons chaque point P, d'une sphére S, située a l'intérieur de S
ayant pour centre le point P, et un rayon assez petit pour qu’elle ne
rencontre aucune des autres sphéres S; ayant pour centres les autres
points P,. Si nous considérons le volume V situé a lintérieur de S et
a lextérieur des sphéres S, S,,..., S,, la fonction F est réguliére en
tous les points de ce yolume et, d'aprés le théoréme V, l'intégrale double

F
/‘]lsﬁdd

étendue a la surface limitant ce volume c’est & dire aux surfaces
(16) S, S, S S,

est 6gale a zéro. Or cette intégrale dounble est la somme de (p 4 1)
intégrales étendues respectivement aux surfaces (16); on a done

(17) ﬂgda+iﬂgda=o

les indices dont sont affectées les intégrales indiquant les surfaces aux-
quelles elles sont étendues. Mais d’aprés’ le théoréme précédent VI, on a

(18) ffgda — 47R,,
Sx

R, étant le résidu relatif au point P,; cette intégrale (18) est ici égale

. _ .., OF . ,
& <+ 47RB,, car, dans cette intégrale, la dérivée >, st prise vers Pex-
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térieur du volume V, c’est a dire vers lintérieur de la sphére S,. L'on
a donc enfin, d’'aprés I'équation (17),

ﬂgd0=—4x(Rl+R2+... + R);

ce qui démontre la proposition.

6. Application. Soit une fonction F(r, y, 7z) uviforme dans tout
l'espace ayant a distance finie p points singulicrs P,, P,, ..., P, de résidus
respectifs R,, R,,..., R,; pour des valeurs suffisamment grandes de

=\ ¥y + 2
cette fonction est développable en une double série de la forme

y=+4 o

(19) F = ZQV,(:U, Y, 2)

y=—

ou la fonction V_,(z, y, 2) est égale 5:, R étant une constante. L’on

a alors la relation

(20) R=R +R,+ ... +R,.

En effet décrivons de l'origine o comme centre une sphére S avec
un rayon p assez grand pour que tous les points P,, P,,..., P, soient
a lintérieur de cette sphére. D’aprés le théoréme précédent, on a

(21) }fda=—4z(Rl+R2+ ...+ R).

8

Mais si I'on décrit une sphére S’ de centre o passant par celui des,points
P, qui est le plus éloigné de o, la fonction F sera, a 'extérieur de cette
sphére §’, représentée par la série (19); ce développement (19) conviendra
donc en tous les points de la sphere S qui est extérieure a S’ par hypo-
thése. Or, sur la sphére S, on a
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& = pcosb, Y = psinfcos ¢, 2= psin fsin ¢

do = p*sin 0d0dg

v=+awo

(19) F— % pY,0, ¢) + Zp Y00, ¢);

dans ce développement (19") la fonction Y{P(f, ¢) est égale précisément
a B. On a de plus sur cette sphére S

(19") BF 9F z )JIOI—IY 0 9’ -—Z Vo —+D Y(l) ’ 5[)

Portant ce développement dans l'intégrale (21) nous verrons comme pré-
cédemment (Théoréme VI) que cette intégrale se réduit a

— 4z ¥ (0, ¢) = — 47R.

L'on en conclut la relation (20) qu'il s'agissait de démontrer. Cette
relation est entiérement semblable a une relation bien connue qui se
présente dans la théorie des fonctions d’une variable imaginaire et que
j’al démontrée précédemment (Acta Mathematica T. 1, p. 109, Théo-
réme I).

Théoréme VIII. Soit F(x, y, z) une fonction vérifiant Uéquation
AF = o uniforme dans Uintériewr dune surface fermée S et réguliére en
tous les points situés dans Uintérieur de S et sur S; Uon a la relation

I F 2T
(22) F(a, b, c —_—4—7[[/(T5;—F3—n> do
8

ou (a, b, c) est un point fixe quelconque situé a lintérieur de S et ou

1
Ve G e —

(22)

On trouvera, par exemple, la démonstration de cette formule dans le
Handbuch der Kugelfunctionen de HEeiNg, zweite Auflage, zweiter Band,
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o, T .
P- 93; les dérivées 5 - qui figurent dans la formule de Hrise sont priscs
't

suivant la normale intérieure; on a donc ici

T 3T ar BF

Voici d’abord une extension intéressante du théoréme précédent.

Théoréme IX. Si une fonction F(z, y, 2) vérifiant Uéquation AF = o
est umiforme en dehors d'ume surface fermée S et est régulire en tous
les points situés sur cette surface et en dehors de cette surface y compris le
point co, l'on a

(23) Fla, b, ¢) — ff 12— 7 do

Dans cette formule F(co) désigne la valeur que prend la fonction F' &

linfini, a, b, ¢ sont les coordonnées d'un point quelconque extérieur & S,
T est défini par la relation (22°) et les dérivées Z?,I;—:’ g—z—: gont prises vers
Vintérieur de S.

Pour démontrer cette formule, remarquons que, la fonction F' étant
réguliére a l'infini, on peut assigner un nombre p tel qu’en tous les points
de D'espace extérieurs & une sphére de centre o et de rayon p, la fonction

F soit développable en une série convergente de la forme

v=+4ow

(24) F(x’ Y, z) = E‘o V»v@) Y, Z), Vo= F(C\’))

Considérons alors une sphére S’ de centre o et de rayon o' > p contenant
dans son intérieur la surface S et le point (a, b, ¢); la série précédente
(24) sera, d’aprés ce que nous avons vu, uniformément convergente en
tous les points situés sur cette sphére S’. Appelons ¥V le volume situé
a lintérieur de cette sphére S’ et &4 l'extérieur de la surface donnée S et
appliquons le théoréme VIII, éq. (22) & ce volume. Nous obtenons 'équation

(25)  F(a, b, _ffT-—__F do +_ff ﬁ—F )
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ou la premiére intégrale est étenduc & la surface S, la deuxiéme & la
surface de la sphére §’, surfaces qui constituent la limite du volume V;
Iindice 1 dont est affecté n dans la premicre intégrale provient de ce
que Vextérieur de V est Vintérieur de S. Nous allons évaluer maintenant
la seconde de ces intégrales

(26) Lff(T"’_l‘f_Fﬂ’) do
4 on on
Y
et montrer qu'elle est égale a F(co).
Sur la surface de la sphére S’ on a

x = p' cos B, Y = p'sin @ cos ¢, z = p'sin #sin ¢,

do = p"* sin dfdg¢
et d’aprés (24)

. = Y, ¢)
(24) F(x: Y, z) = F(m) + S
v=0
" aF__aF___ 5 Y“(b)’ {ﬁ)
(24") "’7—5/—"__“0(” + 1) s

La fonction 7T devient en faisant

a?+ b‘)+ 02'-:: /r/?

a:z:+by+cz~acosﬂ+ bsin #cos ¢ 4 csin fsin ¢

It

-’I'p r

cos y =

T — 1 1 I
- ‘2 7. /g=—' J/ 72;
Vp 2p'r" cos y + 1 P\/I__%COST_*_T

2

’

. L . . 7 .
en développant le coefficient de e suivant les puissances de 7 qui est

moindre que l'unité, 'on obtient, d’aprés une formule de LrcryprE
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ou P, est un polynéme de Lecexpre. Dans ce développement, le
coefficient de —,,—1;1—

g r” P, (cosy)

considéré comme fonction de 4 et ¢ est, comme l'on sait, une fonction
de LaPLACE que nous désignerons par Y(d, ¢) en nous rappelant que

Y6, ¢) = Py(cosy) = 1.
Alors T gécrira

vote g 8,
(27) r=3 %9

w41
y=0
d’ou
, oT 3T 'K Y20, ¢)
(27) 5,7:5:—;(“4-1)—’;”2—'

Portons ces développements (24"), (24"), (27) et (27') dans lintégrale (26).
Nous voyons d'abord que les termes de la forme

Y00, ¢) 1,20, ¢)
disparaissent sous le signe f f ; quant aux termes en
Y, (0, ¢ Y0, ¢), vz

leurs coefficients ne sont pas nuls, mais leurs intégrales sont nulles
d’aprés la formule connue

f/Y,(ﬁ, ) Y (8, ¢)sin 6dbdg = o. vz

Le seul terme qui subsiste aprés toutes ces réductions dans lintégrale

(26) est
1 F(c0) g
[ v, o

c'est & dire F(co), puistue Y{P(f, ¢) est égal & l'unité. La formule (23)
est donc démontrée.
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7. Nous allons maintenant généraliser les théorémes du § 3 en
nous appuyant sur les formules précédentes. Tout d’abord nous considére-
rons un cas simple qui sera d’une extension facile.

Imaginons deux sphéres S, et S, qui ne sont pas entiérement inté-
rieures I'une 4 l'autre et qui ont pour centres respectifs les points

P (x), ¥y 2) P,(@yy Yys )5

soit d'autre part F(z, y, 2) une fonction uniforme dans tout l'espace E
extérieur a la fois aux deux sphéres et réguliére en tous les points de
cet espace y compris le point co; cette fonction est développable en une
double série de la forme

= oo

(28) F(z, y, 2) = F(c0) + glVfﬂ(x——xu Y—Y, 2—2)

v=+w

+ y=21 V(—?x)«(z—‘xzi Y—Ys # _52)

convergente en tous les points de l'espace E.

Considérons la surface fermée S constituée par les portions des deux
sphéres S, et S, qui limitent 'espace E et appliquons a cette surface S
le théoréme précédent, éq. (23). En désignant par (a, b, ¢) un point
quelconque de l'espace E, nous avons, d’aprés (23),

1 T
F(a, b, ¢) = F(co) +ﬁﬂ(Tﬁ—Fa)da.

Partapeons l'intégrale double du second membre en deux parties se rap-
portant respectivemnent aux portions des deux sphéres S, et S, qui limitent
I'espace E; nous aurons

(28") F(a, b, ¢) = F(co) +4i”[f<T§—f:——F%LT—)da

1

I oF T
8



Sur les fonctions de trois variables satisfaisant & I'équation différentielle JF = o. 339

La premiére de ces intégrales

; I oF T
(29) Z&ff(TaT,_Fé‘n”.,)d"
§

est étendue a la portion de la sphére S, qui limite l'espace ri; si les
deux sphéres S, et S,-ne se rencontrent pas, cette intégrale est étendue
a toute la surface de S;; mais si elles se rencontrent l'intégrale n’est
étendue qu'a la partie de la surface de S, qui est extériewre a S;. Dans
I'intégrale: (29) le point (z, y, 2) est sur la surface de la sphére S ; en
appelant p, le rayon de cette sphere, I'on aura donc

pl = V/(x - zl>’ + <y _yl)z + (z _zn)’;

désignons de méme par r, la distance du point (a, b, ¢) au centre
(®,, ¥,, #,) de la-sphére S

r = \/(a—wl)' + (& _yx)’ + (¢ _21)2’
et appelons y, l'angle que font entre elles les droites joignant les deux
points (a, b, ¢), (x, y, 2) au centre (z,, y,, 2,):

cos 7, _—za—2)+@y—y)b—y) + E—z)c—2)

T1P4

Nous aurons

I I
\/(a: —a)+ (y—b)* + (2 — c)? - \/r’T— 2r,p, cO8 Jy + i

k]

et comme sur la surface S
= ¢, g <1

on peut développer T en une série uniformément convergente

. ¥v=4w ¥

T= pll F,(cos 1)

¥
L

v=0
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ou P, est un polynéme de Lecexpre. Quand le point (z, y, 2) se déplace
sur la normale & la sphére S, cosy, et r, restent constants; donc

oT oT " vl
T D M A
) . , T
l'on a, par suite de ces développements de T' et
1
oF vt P,(cosy,)
(30) I —F —_2 "lan F] At

Dans le terme général de cette derniére série (30) le facteur

P,(cos 1,)
!

dépend seul de (a, b, c); considéré comme fonction de «, b, ¢ ce facteur
est une fonction

(31) V—(u+1)(a_x1’ b—y, c'_z1>

ayant pour coefficients des fonctions de z, y, 2. En portant le dévelop-
pement (30) dans lintégrale (29), 'on a

ff T —F L) — [fv— P o+ VF | ™ ‘i‘_ﬁ’l)d

Le terme général du second membre considéré comme fonetion de a, b, c
est encore une fonction

1
V& i@ — =z, b—y,, ¢ — )

déduite de la fonction (31) en multipliant cette fonction par le facteur

_—'0‘ [’Olan vF]do'

qui dépend de z, y, # et non de a, b, c, et effectuant l'intégration, ce
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qui n'a d'autre effet que de modifier les-coefficients de la fonction (31).
L'on a donc enfin

ff ———F )do-——zV“(,H)(a—T b—y,, c—2);

on trouvera de méme

¥ el 5
ﬂ an, an ) do :-E(:) Vinle — oy, b—y,, ¢ — DE
1

en portant ces développements dans la formule (28’) nous obtiendrons la
formule (28) a démontrer, sauf le changement de z, y, 2z en a, b, c.

L'on peut faire sur les développements en séric (28) les mémes
remarques que sur les développements en série d'une fonction d'une
variable imaginaire holomorphe & l'extérieur de deux cercles: (')

1° Si les deux sphéres S, et &, n'ont aucun point commun, le
développement (28) n’est possible que d’une maniére; les fonctions

VSZ(CI? — T Y— Y ? —‘Zl)’ V(?:(x — Xy Y — Yy £ ‘Za)

sont entiérement déterminées.

2° §i les deux sphéres S et S, se coupent ou seulement se touchent,
le développement (28) est possible d'une infinité de maniéres; en d'autres
termes on peut former une infinité de séries de la forme (28) ayant pour
somme zéro. Soit en effet

oz, ¥, 2)

une fonction satisfaisant & I'équation dy = o uniforme dans l'espace situé
en dehors du solide commun aux deux sphéres et réguliére en tous les
points de cet espace. Cette fonction ¢ sera & l'extérieur de la sphere §
développable en une série de la forme

Y=

(32) 50("‘67 Y, Z) =2 V—(fn)'(x—xn Yy—Y, Z'—zl);

v=0

(") Voir une note Sur certains développements en série de puissances que j'ai publiée
dans le Bulletin de la Société Mathématigue de France, T. XI, 1883,
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& lextérieur de S,, cette méme fonction sera développable en une série
de la forme

(32) oz, ¥, 2) =£V‘_‘3(x——x,, Y—1Y,y 2— 2,);

et 'on a de plus V¥ = V{¥ = ¢(c0). La différence des deux séries
(32) et 32)

—_— 1V‘_‘:(:c—ocg, y—9y, 2—2,)

est une série convergente en dehors de S, et S, ayant pour somme zéro.
On peut donc ajouter cette série S(z, y, 2) au développement (28) sans
que ce développement cesse de représenter F(z, y, 2).

Mais l'on peut préciser l'indétermination du développement (28) et
montrer que, dans ce développement, les fonctions

) a

V—l(x—xp Yy—U, Z—'ZI),..., V—Z(x—"mu Y—UY» Z_Zl)
peuvent étre prises arbitrairement pour toutes les valeurs de v inférieures
& un nombre déterminée n 4 1 aussi grand que l'on voudra. Pour

mettre ce fait en évidence désignons en général par

ap+q+rS(z’ Y, 2)
s’ ay'o:

(33)

ptatr
la série déduite de S(z, y, 2) en prenant la dérivée — — — de chacun
2

z" oy? o2
des termes de S(z, y, #); toutes les séries (33) seront de la méme forme
que la série S(z, y, 2) et la somme de chacune d’elles sera aussi zéro.
Nous pouvons de plus supposer que, dans S(x, y, 2), la fonction

Vi@ —a, y—4%, 2—4)
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qui est égale a

A
V/("x - xn)’ + (?/ - yx)z + (z - zl)g

(34)

ne soit pas identiquement uulle, c’est a dire que la constante A soit
différente de zéro; par exemple, pour qu'il en soit ainsi, il suffit de prendre
pour la fonction ¢(z, y, 2) qui a servi & former S(z, y, 2)

I

z, Y, = 2

a, 3, r étant les coordonnées d'un point commun aux deux spheéres; alors
A = 1. Cela posé nous pouvons, sans changer la somme de la série
(28), lui ajouter le développement

E A 3p+q+rs(ws Y 2)
y 2%'EX P q r
ox oy oz

V2% Iha

la sommation étant étendue a toutes les valeurs entiéres positives ou
nulles des trois noinbres p, ¢, r sous la condition

p+ag+rin—ru,

les quantités A,, . étant des paramétres arbitraires. Mais comme la fonc-
tion la plus générale

V., o—ux, y—y, 2—2)

est composée linéairement avec les dérivées d'ordre y — 1 de. la fonction
(34), l'on pourra déterminer les paramétres A,,, de telle fagon que, dans
la nouvelle série

3p+q+r8(z, Y, 2)
S(x, y, 2) + E Apor oy o7 )
P r

les 2y — 1 coefficients qui figurent dans chacune des fonctions

V—y(x _xl’ y-—yp Z—Zl)
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ot y=1, 2,...,n, prennent des valeurs données d’avance. Ces coef-

ficients peuvent donc étre pris arbitrairement comme nous I'avons annoncé.
8. Le théoréeme du § 7 peut étre généralisé de la facon suivante.
Soient p sphéres de centres respectifs

(@5 Y15 4)y @gs Yar 2)s -+ s (Zps Yoy %)

telles que deux d'entre elles ne soient pas entiérement intérieures I'une a
Pautre; toute fonction F(z, y, 2) vérifiant 1'équation 4F = o, uniforme
dans l'espace situé a l'extérieur de toutes les spheres et réguliére en tous
les points de cet espace (y compris le point oo), est développable dans
cet espace en une série convergente de la forme

(35) F(z, 9, 2) = F(c0) +

Suivant que les sphéres considérées ont des points communs ou nonm, ce
développement est possible d’une infinité de maniéres ou d'une seule
maniére.

La démonstration de ce théoréme est la méme que pour le cas de
deux sphéres. Dans le cas actuel, I'intégrale du second membre de I'équa-
tion (23) se partage en p intégrales a chacune desquelles on applique
la méme analyse qu'a l'intégrale (29).

9. Il peut arriver que P'espace extérieur & la fois a toutes les spheéres
considérées se compose de plusieurs portions distinctes

telles que V'on ne puisse passer de I'une & l'autre sans rencontrer la sur-
face de l'une des sphéres. Imaginons qu’il en soit ainsi et considérons
Vun de ces espaces E par exemple; supposons pour fixer les idées que
I'espace E ne s'étende pas a l'infini. Soit F (z, ¥, #) une fonction uniforme
dans E et réguliére en tous les points de E. L'espace E sera limité
par une surface fermée S formée de portions de sphéres tournant leurs
convexités vers lintérienr de E; l'on aura, en désignant par (a, b, )
un point quelconque de l'espace E et appliquant la formule (22),
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I oF aT\
6 = — — —F .
(36) 5, b )= [[ (12— FE) ds;
3

l'intégrale du second membre se composera de p parties étendues respective-
ment aux portions des p sphéres considérées qui constituent la surface S.
En appliquant & chacune de ces parties l'analyse employée précédemment
pour lintégrale (29), on verra que, en tous les points de l'espace E, la
fonction F est représentée par une série de la forme

k=pyv=oo
(37) F(a, b, c) =;§ gV‘_‘Z(a——x,, b—1thy, c—2).

Si le point (a, b, ¢) appartient & un autre des espaces E', E”, ... etc.
situés a l'extérieur des p sphéres, la série du second membre de I'équation
(37) est encore convergente, mais sa somme est alors nulle; en effet dans
ce cas lintégrale du second membre de (36) est égale 4 zéro. Si I'espace
E était indéfini les mémes faits se produiraient. Une fonction F uniforme
dans E et réguliére en tous les points de E serait, dans cet espace,
représentée par une série de la forme (37) augmentée du terme constant
F(c0). Cette série serait encore convergente si le point (z, y, 2) était
dans un des autres espaces E’, E”, ... etc., mais sa somme serait
alors nulle.

On voit que les résultats précédents sont entiérement analogues &
ceux que j'ai indiqués pour les fonctions d'une variable imaginaire
(Comptes Rendus, 1= Mai 1882) et dont j’ai donné des exemples dans
les Acta Mathematica, T. 1, p. 145.

10. Pour terminer ce sujet, j'énoncerai une proposition plus géné-
rale encore,

Considérons l'espace formé par tous les points situés & la fois &
I'extérieur de p sphéres de centres

(xl’ Yo zx)" (xz’ Y Za)’ crt (xp’ Yo Zp)
et & l'intérieur de ¢ sphéres de centres

]
(wp+17 Yos1 zp+1)v (xp+‘27 Ypias Zp+2)’ ey (xpﬁ-qv’ Yoiqr zp+q);
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cet espace pourra étre composé de plusieurs portions séparées E, E’,
E”, ... ete. telless que l'on ne puisse passer de l'une a l'autre sans
rencontrer la surface de 1'une des sphéres; une fonction F(x, y, 2) vérifiant
Péquation 4F = o, uniforme dans l'espace E et réguliére cn tous les
points de E est représentée en tous ces points par une série de la forme

k=p v=w
(38)' F(x’ Y, Z) = C +El EV‘_&E(JG——%‘ Y—Ys z__zk)

h=ptq v=ow

+ > ZV;«(h)(x_‘xm ¥Y—Y 5"“%)3

h=p+1 v=1

C désignant une constante. Cette série contient comme on le voit les
fonctions ¥V d’arguments

CU—"CU‘, y—_yﬁ’ Z—Zk k=12, ..., p)
avec des indices négatifs, et les fonctions V d’arguments
T—Zny Y=—Yny 24 (h=p+1, p+2, ..., PO

avec des indices positifs. La démonstration repose sur I'emploi des formules
{22) ou (23) suivant que E est fini ou g'étend a linfini.

Ces formules générales paraissent devoir présenter de l'intérét dans
les problémes de potentiel ou d'équilibre de température relatifs a des
corps limités par des portions de surfaces sphériques.

L'on pourrait former un développement général analogue a (38) et
procédant suivant les fonctions de LaME, pour représenter des fonctions
F uniformes et réguliéres dans un espace limité par des portions d'ellip-
soide. IL’on obtiendrait ainsi des résultats analogues a ceux que jai
indiqués pour les fonctions d’une variable imaginaire (Comptes Rendus,
séance du 9 Avril 1883). Mais je laisse cette question de coté pour le,
moment, afin d’appliquer & une classe spéciale de fonctions F' les théorémes
indiqués dans cette premiére partie.
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Deuxiéme partie.

Sur les fonctions de x, y, z satisfaisant & 'équation 4F = o et
possédant trois groupes de périodes simultanées.
1. Soient

A(a, b, ¢), A'(a', ¥, ), A"(a", b", ¢")

trois points non situés dans un méme plan avec l'origine O des coordonnées,
c'est 4 dire tels que le déterminant

o’ b ¢

soit différent de zéro. . Les fonctions dont nous nous occupons dans cette
deuxiéme partie sont des fonctions uniformes F(z, y, #) des trois variables
réelles z, y, # satisfaisant & 1'équation 4F = o et telles que l'on ait

(1) Flx+ ma+ma + m'a’, y+mb+4 m'd 4+ m"'b", z+mc+m'c +m"’c”)
= F(z, y, 2);

m, m'y m” étant des entiers quelconques,

Ces fonctions présentent la plus grande analogie avec la partie réelle
d'une fonction doublement périodique d'une variable imaginaire.

Comme Ton peut toujours changer les signes de a, b, ¢ sans rien
changer a la propriété fondamentale exprimée par 1'équation (1), attendu
que m est un entier positif, négatif ou nul, nous pouvons supposer que
Pon ait choisi les signes des coordonnées des trois points 4, A, A" de
fagon que le déterminant D soit positif. Si l'on désigne par I, ¥, I” les
trois longueurs 04, 0OA’, OA" et par

a By 13 a5 B5 7 a B 1’
les cosinus des angles que font respectivement les directions 04, 04/, 04"

avec les trois axes coordonnés, I'on aura

D =Ul"d

23 - 665006 Acta mathematica. 4
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Appelons 6 Vangle A'0A”, ¢ langle A”0OA, 6" l'angle AOA’; alors la
perpendiculaire au plan A4'04” menée du cété de O4 a pour cosinus
directeurs

(2) ) . ,7/’, — 7"/?1/ o ;/lall — a/r// L a/f?’l —_ /97a// .
' singd ’ - sing ’ sinfd ’

en effet la quantité

ha + pff + vy

d
sin 6"
permutation circulaire des accents, les cosinus directeurs X, p/, »' de la
portion de perpendiculaire au plan 4”04 située par rapport a ce plan
du méme coté que OA’; enfin nous obtiendrons de méme les cosinus

directeurs de la troisieme perpendiculaire A7, p”, v”
. /> & la face A0A’. Si nous construisons un parallélépipéde
sur les trois lignes 04, 04’, OA"”, nous voyons que
A, p, v sont les cosinus directeurs de la portion de nor-

0
<7 male & la face 4'04” dirigée vers lintéricur du

AI

est positive puisqu'elle est égale & Nous déduisons de (2), par une

parallélépipéde; la méme chose a lieu pour X, u, v';
X'y ¢’y v”. Nous appellerons parallélépipéde élémentaire le parallélépipéde
que nous venons de construire ou tout autre parallélépipéde qui est déduit
de celui-la par une translation. Au point de vue analytique, les points
situés dans un parallélépipéde élémentaire sont les points ayant pour
coordonnées

x=1r, + sa+ ¢'a + "a”
y —_ yo + Eb + e/b: + 8”b”
2=1z, + ec + ¢ 4 "¢
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ou (r,, y,, %) sont des constantes, e, ¢, ¢” des nombres positifs variables
vérifiant les conditions

o0<e<I, o0<e <, o0<e¢" <.

D’aprés 1'équation fondamentale (1), dés qu'une fonction F(z, y, 2) est
connue dans un parallélépipéde élémentaire, elle est, par la-méme, connue
dans tout l'espace.

Théoréme 1. Une fonction F qui est régulicre en tous les points dun
parallélépipéde élémentaire est une constante.

En effet une pareille fonction serait réguliére en tous les points de
I'espace, d’aprés la relation (1), et serait une constante en vertu du théoréme
I de la premiére partie.

D’aprés ce théoréme, une fonction F admet nécessairement des
singularités dans un parallélépipéde élémentaire. Placons nous dans le
cas le plus simple et supposons que la fonction F n'ait dans un
parallélépipéde élémentaire qu’un nombre fini p de points singuliers qui
seront par suite des points isolés. Soient R, R,, ..., R, les résidus
relatifs & ces points. L'on a alors le théoréme suivant:

Théoréme II. La somme des résidus

R + R, + ... +R,
est égale a o.
En effet, d’aprés le théoréme VII de la premiére partie, on a

oF ;
Rﬂﬂﬁﬂ“+&:—éﬂﬁh

Vintégrale double étant étendue a la surface du parallélépipéde élémentaire.
Cette intégrale se partage en six parties étendues respectivement aux six
faces du parallélépipéde; nous allons montrer que les deux parties rela-
tives & deux faces opposées sont égales et de signes contraires. L'inté-
grale double en question est donc nulle et le théoréme est démontré.
Sur la premiére face A4'0A4” du parallélépipéde élémentaire on a, en un
point (z, ¥y, 2),
oF oF oF oF

T A Ty T
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puisque — est la dérivée prise suivant la normale vers 'extérieur et que

A, p, v sont les cosinus directeurs de la normale vers l'intérieur. Prenons
maintenant le point (z + a, y + b, 2+ ¢) qui est situé sur la face
opposée & A’OA” et qui décrit cette face quand le point (z, ¥, 2) décrit
A'04”. En ce point la fonction F prend la valeur

F(x+a,y+by Z+C)=F(x1y’z),

3F F oF . .
% 37 reprennent aussi les mémes va-

les trois dérivées partielles 5

leurs; par suite en ce point

oF oF oF oF
- =A-+tp -ty
on ox oy oz
car au point (x + @, y + b, 2 + ¢) les cosinus directeurs de la normale
extérieure - sont A, p, v. Ainsi aux points correspondants (v, y, 2),
, oF
(@ 4+ a, y+ b, 2+ ¢) des deux faces opposées les valeurs de 5, Sont
égales et de signes contraires; d'ailleurs les éléments de surface do sont
égaux; donc les deux intégrales

F
/]‘3_7; dO’

étendues & ces deux faces ont une somme nulle. La méme chose a lieu
pour les deux autres couples dc faces opposées; ce qui démontre le
théoréme.

L'on conclut de ce théoréme qu'il est impossible qu'une fonction F
alt dans un parallélépipéde élémentaire un seul pdle du premier degré.

2. 1l résulte du théoréme I qu'une fonction F ayant un nombre
fini de points singuliers dans un parallélépipéde élémentaire est déterminée,
& une constante additive prés, quand on connait ses points singuliers dans
un parallélépipéde élémentaire et les parties principales correspondantes.
En effet, soient F' et F, deux fonctions vérifiant I'équation fondamentale
(1) et possédant les mémes points singuliers dans un parallélépipéde avec
les mémes parties principales; la différence F'— F| est régulicre en tous

1
les points du parallélépipéde; elle est donc constante d’aprés le théoreme 1.
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Nous allons former une fonction a 'aide de laquelle nous pourrons
donner l'expression d'une fonction F ayant dans un parallélépipéde élé-
mentaire un nombre fini de points singuliers, en connaissant ces points
et les parties principales correspondantes. Cette fonction est analogue a la
fonction Z(u) de M. Hermire.

Pour cela, appliquons le théoréme IV de la premiére partie a la
formation d’une fonction Z(z, y, 2) vérifiant I'équation 4Z = o et ayant
pour pdles du premier degré avec le résidu + 1 les points ayant pour
coordonnées

a, = ma + w'a’ -+ m"a”’
(3) b, =mb -+ m'b’ 4+ m"b"

¢, = ¢ m'e’ 4+ m'’¢”
v b

ou les nombres m, m’, m" prennent toutes les valeurs entiéres positives,
négatives et nulles. Cette fonction Z aura, par suite, un péle et un seul

dans chaque parallélépipéde ¢lémentaire. Voici comment l'on pourra
la former.

Posons

r=+4Val4y' 42
p=+Vg+o+d

R=+V¥o—a)+4—0b)+ —0c) = +Vr"— 21pcosy +p’

ou a, b, ¢, désignent les quantités (3); soit enfin e un nombre positif
moindre que T'unité. Mettons &4 part la combinaison

Mm=0, m =0, m'=0

pour laquelle R = r, et supposons que I'un au moins des trois nombres
m, m', m" ne soit pas nul; alors p est différent de zéro. . La fonction

1 I

=

I 1
KN i 5 3
V1 2rpcose + p \/1_%‘00850_*_:_)?
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est, pour toutes les positions du point M(w, y, 2) telles que ;é £,
développable en une série convergente de la forme

1 ~ 7 .

B~ 2 P,(cos¢), P (cosgp) = 1

ou P, est un polynéme de Lecenpre. Comme P,(cosg) est compris entre
— 1 et 4 1, si l'on forme la différence

f(ﬁli, Yy, a5 m, m'y m") = I—I{ _%_;:.?Px(cosfp) —%Pz(cosfp)

= P (cos¢),

cette différence est, en valeur ahsolue, moindre que la somme

y=am
v

v41
v=3 P

o . r -
ou, a fortiori puisque Py < e, moindre que

,t . ot
,—)7(1+s+e 4 ... = T
Ainsi, sous la condition ;— <e, ona
y 1
(4) If(ﬁl), Y, 25 m)m’m)lé?[_e'

Désignons par le symbole I’ une sommation étendue a toutes les valeurs
entiéres positives, négatives ou nulles de m, m’, m”, la combinaison

étant seule exceptée. On sait, d’'aprés un théoréme qu’EISENSTEIN a in-
diqué dans le tome 35 du Journal de CreLLE et dont M. Jorpan a
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donné une démonstration trés-simple dans le tome IX du Bulletin de
la Société Mathématique, que la série

(5) =

p

est convergente. On en conclut que la série

I 4 ’ ”
(6) Z(z, y, z)=;+zf(x, Yy, 2; my m'y, m")

2

Sy )]

est convergente en tous les points distincts des points (a,, b,, ¢,) et définit
une fonction possédant les propriétés annoncées. En effet, soit M'(z’, ', #)
un point ne coincidant avec aucun des péles (a,, b,, ¢) et ¢ un nombre
assez petit pour que, dans le domaine ¢ du point M’, il n'y ait aucun

de ces poles; posons en outre » = Va'* + y'* + z%. Nous allons montrer
que la série (6) est uniformément convergente en tous les points du
domaine ¢ du point M'. Soit a un nombre positif donné d’avance aussi
petit que l'on veut, l'on pourra assigner un nombre positif N remplissant
les deux conditions suivantes

*\
+
W

IO

=
IA
[0}

2° la somme
Y

étendue a toutes les valeurs de m, m', m
a(l — &)
(' + 0)*"

‘c[._.
-

1

pour lesquelles p > N est

moindre que On peut toujours remplir cette seconde condition

!
. . I
puisque la seérie Z ? est convergente.

Le nombre N étant ainsi déterminé, je dis que la valeur absolue
de la somme

2 fx, y, 23 m, m, m"),
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étendue & tous les termes de la série (6) dans lesquels p > N, est moindre
que a, quelle que soit la position du point (z, y, #) dans le domaine ¢
du point M’. En effet pour toutes les positions du point M dans ce
domaine on a

r<r 49,
donc pour toutes les valeurs de m, m’, m” pour lesquelles p > N, on a

=e

DR

en vertu de la 1% condition imposée 4 N. L’on a donc, pour ces mémes
valeurs de m, m', m”,
S |

| Az, y, 25 m, w, ”?'”)Ié;‘l—S

d’aprés 'équation (4) et par suite

I —e¢

|E"f(x, Y, 2; m, m, m,’)lé »* Z”;[;;

or d’aprés la 2° condition imposée a N

U a(l — ¢)
z pl <(’r’ + 8)!7
donc

" ’ " - r
IZ f(ib', Y, 25 m, mam)|<__'"(1_, +'6)saia;
ce qu’il fallait démontrer.

Le méme raisonnement montre que la différence

1
T Ve—a)r+—b)+ G—a)

Z(z, y, 2)

est réguliere au point (a,, b, ¢,).
3. Propriétés fondamentales de la fonction Z. Remarquons que, dans
le terme générale de la série (6), la quantité que l'on retranche de

I
7 st un polynéme du second degré en z, y, z; en effet
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P (cos¢) = cosg, P,(cosg) = % (COS’;& _ ;_)

et par suite

rP, (cos¢) = ;—(xa, + yb, + 2¢,)

; 3‘ 2 2
r*P, (cos ¢) = %[(xav-{-y;:-*-ZCV) —Z +'1; +Z:|;

l'une queleconque des six dérivées partielles du second ordre de cette quan-
Si nous prenons, par

tité par rapport 4 z, y, 2z est donc une' constante
. EWAC P
exemple, la dérivée _(a,x_*yl-)’ nous avons

a’I— za’L
Z(x, y,2) T ’ R 3 [al _L) .
et - 2+ 2 5 sG—3) 0

2+ c¢; alors r

(7)

remplagons 2, y, z respectivement par z + @, y + b

devient r, et R devient R, et l'on a

Ll oo
3’Z(z+a,y+b,z+c)~_ 7 " , R,
T ax? Z dx

®) v

ey
piAp* 3

En retranchant ces deux séries membre 4 membre, nous obtenons ’équation

3'Z(x, v, z)

Zx +a, y+ b, z+c)
oz’

(9) s
3! I :T 82 2 é (al _I;_ 32 1‘_{
B3 + 2 A 2 Joxt | oa®

derniére somme X étant étendue & toutes les valeurs entiéres de
de — oo a + co. Or il est facile de voir qae cette derniére

la
m, m'y, m
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a’i

somme est nulle. En effet est une certaine fonction de m, m', m";

ox?

désignons cette fonction par ¢(m, m', m”); alors on aura

L= ¢(m— 1, m, m");

. \ , g I
on voit en effet, d’aprés la définition de j%’ que remplacer dans =, =, y, #

par z + a, y + b, 2 + ¢ revient & changer m en m — 1. La somme X
pourra donc s'écrire

(9) D [pm— 1, o, ) — Pl 'y w;

supposons que, donnant & m’, m” des valeurs enticres fixes quelconques,
I'on fasse d’abord la sommation par rapport & m de —p a + p; on
aura a former

m=+p

(10) m;y. [¢(m — 1, m', m") — $(m, m', m")],

mais alors il est clair que, dans cette derniére somme, les termes se
détruisent deux & deux sauf le premier et le dernier, et que cette somme
est égale a

J(—p— 1, m', m")— &y, m', m");
si I'on suppose que p augmente indéfiniment cette dernicre quantité tend

vers zéro. Ainsi pour g = oo la somme (10) est nulle; la somme (9')
est donc nulle aussi, et I'équation (9) donne comme conséquence

3 Z(x +a, y+b, 240 3z, v, 2)
oz’ da’

= O.

On démontrerait de méme que toutes les dérivées partielles du second
ordre de la différence

Zx+a,y+b, 24+ c)—Zx, y, 2)
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sont égales a zéro. Donc cette différence ne peut étre qu'une fonction
linéaire de x, y, 2. Nous avons ainsi I'équation

(11) Z(x-}—a,y—l—b,z+c)——Z(x,1,z)=Aa:+By—}-C’z+E;

on a de méme
(1) Ze+d, y+¥, 2+¢)—Z(z,y,2) =42 + By+ Cz + E
(11"y Zxz+a', y+ ¥V, e+c")—Z(x, y, 2) = A"z + By + C’2 + £,
les lettres 4, B, C, E; A, B, C, E'; A", B’, C’, E’ désignant des
constantes qui dépendent des neuf quantités a, b, ¢; &, ¥, ¢’; a”, V", ",
et que Yon pourrait calculer effectivement en formant a laide de la série
(6) les différences (11), (11’) et (117).

L’on peut indiquer a priori un certain nombre de relations entre ces
différentes constantes. Dans léquation (11) remplagons x, y, 2z par

x4 da, y+ ¥, 2+ ¢, puis ajoutons & équation (11’); nous avons la
relation

(12) Zx+a+d, y+ o+ ¥, z24c+c)—Z(x, vy, 2)
= Az + By + Cz + A'x 4+ By +‘C’z+E+E”+Aa’+Bb’+Cc’;

mais si nous faisions linverse, c'est & dire si dans 1'équation (11') nous
remplacions z, Y, 2 par z + a, ¥y + b, z + ¢ et que nous ajoutions 1'équa-
tion ainsi obtenue & l’équation (11), nous trouverions, pour cette méme
différence (12), la valeur

Az + By 4 C2 + A'x + By + C2+ E+ E + A'a + Bb + Cc;
I'on a donc
(13) Ao + BY + Cc’ = A’a + Bb + Cc;
Ton trouve de méme
(139 A'a” + BY' 4 Cc” = A"a’ + B'Y + C'¢

(1311) A”a + Bnb _,_ Cnc —_ Aau + Bb” + C’C”.
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Voici encore une autre relation entre ces constantes. Considérons la
fonction

. b
Zl(x’ Y, z)=Z<x—-—Z—, .7/_'2“’ Z_§‘>

qui admet pour péles du premier degré de résidu -+ 1 les points de
coordonnées

a b c
'y + ma + m'a’ + m"a”, 7 + mb -+ m'b’ + m"b", Y + mc + m'c’ + m"c”

et appliquons & cette fonction le théoréme VII de la 1**® partie en prenant
pour surface d'intégration S le parallélépipéde élémentaire représenté
dans la figure précédente (page 348). Comme la fonction Z (v, y, 2)

n'admet dans ce parallélépipéde qu’un seul pole <%, 1—2)—, 23> de résidu

+ 1, l'on a l'équation

aZl(z’ Y, z) _
(14.) [/'T—dﬂ——4ﬂ-

Prenons les portions de cette intégrale double qui se rapportent aux faces
opposées du parallélépipéde. Au point (z, y, 2) situé sur la face
A'0A4A" on a
°Z,(2, y, 2) 3z, (z, v, 2) 37, oz, |
T T AT TRy TV

au point (z 4 a, y + &, # + ¢) situé sur la face opposée on a

GZl(z+a.,y+b,z+c)__ABZl(m+a,y+b,a+c)
on - ox

37, oz, |
+p"37 + V'E?

comme do est le méme aux points (z, y, ?) et (x +a,y+ b, 24+ ¢) la
somme des éléments de lintégrale double relatifs a ces deux points est

Z,x+a, y+b, z+c) 34, ¥ 2
(15) A[ Py — o2 ]da+...

ou l'on n’a écrit que le premier terme; mais d’aprés I'équation (11) la
différence
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W (@+a,y+b z240) 3, y 2
ox o

est égale 4 A; la somme (15) est donc
(Ad 4+ pB + vC)de

et la somme des parties de lintégrale (14) étendues & la face 4°04" et
a la face opposée est

(4 + pB +C) [fdo = (A + uB + »C)I'sin@
4'04"
puisque I'1"sin@ est la surface de la face 4'04”. En opérant de méme
pour les deux autres couples de faces opposées, I'on obtient, a la place
de I'équation (14), U'équation

(A4 + pB 4+ yO)l'l"sinf + (WA + B + vC)I"lsing
+ (X,A” + #/;BU + 11“(1’”)”' Sin 0// _ 471,.

Enfin Ton déduit, de ce que Z(z, y, 2) ne change pas quand =z, y, #
changent de signes en méme temps, la relation

E = L (da + Bb + Co)

1
2
et deux autres analogues pour E’ et E”.

4. Formation des fonctions F(z, y, z) vérifiant l'équation 4F = o et
admettant powr x, y, z les trois groupes de périodes (a, b, ¢}, (a', ¥, ¢),
(a”, b", ¢").

Nous allons montrer maintenant comment l'on peut, & l'aide de la
fonction Z(x, y, 2), former les fonctions F dont il est question au com-
mencement de cette deuxiéme partie.

Supposons, pour prendre d’abord le cas le plus simple, que la
fonction F qu’il s’agit de former n'ait dans un parallélépipéde élémentaire
d'autres points singuliers que des poles. Ces poles seront alors en nombre
fini p; nous désignerons leurs coordonnées respectives par

@ Yy 2)s @y Yps 23)s - o0 Ty Yps %)

et les résidus correspondants par R, R,, ..., R,..
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Imaginons, en premier lieu, que les pdles soient tous du premier
degré; la fonction cherchée F sera

k=p
(16) F(z, y, 2) = L-{—ﬂ[x—{-Ny-{—Pz—{-k;RkZ(x Tiy Y— sy &— o)

les constantes M, N, P étant déterminées par les équations du premier

degré

k=p
Ma + Nb + Pe = X (4R, + BRy, + CR2)

k=p

(17) Mo + NV + Pe’ = X (A'Rave + BRuy, + CRiz)
E=p

Me" 4 Nb” 4+ P’ = 4§1 (A"Ryx, + B"R,y, + C'R.z,).
En effet,

1° la fonction définie par D'équation (16) est uniforme et vérifie
I'équation 4F = o, puisqu’il en est ainsi pour chacune des fonctions qui
la composent linéairement;

2° cette fonction admet dans le parallélépipéde considéré les seuls
points singuliers (x,, y,, 2) qui sont des poles du premier degré de résidus
R,, puisque chacune des fonctions R Z(r — x,, ¥y — ¥, 2— 2,) admet
dans le parallélépipéde considéré le seul pole du premier degré (z,, ¥, )
avec le résidu R.;

3° enfin les trois différences

Fo4a, y+0, :4+c¢)—Fx, y, 2)

Fle+a, y+V, 24¢)—F(z, y, 2)

Fla+a,y+0,z:+)—Flz, y, 2)
sont nulles; la premiére de ces différences sera, par exemple

18) Ma + Nb + Pc
k=p

,’+ZR,,[Z(x—xk+ a, y—+ b, 2—z+ ) —Z(lx— 1, y—ys, z~—z,‘)]

k=1
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mais en vertu de léquation (r1) ou lon remplacerait z, y, z par
T — Xy, Y — Y, 2 — & le coefficient de R, est

A(x_—xk) + B(?/—yk) + Clz—2) + E;

la quantité (18) est donc

E=p
Ma + Nb + Pc + (Az + By + Cz + E)EIR,,
k=p
- I:§l (AR,x; + BR.y, + CR,z,)

cest & dire zéro en vertu de la relation démontrée précédemment (Théo-
réme II)

B, +RB + ... 4+ R, =0,

et de la premiére des équations (17) déterminant M, N, P.
La fonction (16) est donc bien la fonction cherchée qui, comme nous
I'avons vu § 2, est entiérement déterminée a une constante additive L preés.
Nous avons supposé que les poles sont tous du premier degré; le
cas le plus général ou les poles sont d'un degré quelconque se traite de
la méme fagon. Désignons en effet par

(19) 0@y Yy ) = VO @ —m,, y— sy 2—2,)
+VE@—2 y—yp 2—2)+ ...+ VO @ —2 y—uy 2— 2)

la partie principale de la fonction F relative au péle (z;, %, 2) d'un
degré quelconque #,. Comme la fonction la plus générale

Vi@ — 2, y— 9y 2 — &)
d’indice négatif est composée linéairement avec les dérivées partielles
dordre n — 1 de

I 1
Vo —a:) + @y — ) + (2 — z;,)’( )

1
T

(') Premitre partie, § I.
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on peut mettre la partie principale ¢, sous la forme

Srgt+h=n—1
NEYAL RS
Tk
(19/ Ty Yy #2) = R A g h’
) 59( . ) 79, azfaygazh
f+g+h=0

la sommation étant étendue & certaines valeurs entiéres positives ou nulles
de f, g, kb choisies de telle facon que dans le second membre de (19

figurent seulement toutes les dérivées partielles de — linéairement ind¢-
k

pendantes jusqu'a celles de lordre #, — 1 inclusivement.(') Le premier
terme de la somme (19’) est celui qui correspond & f=g =h =0

n 1,
0,0,0“ ]

le coefficient R{, , n'est donc autre chose que le résidu B,.
Cela posé, la fonction cherchée F(x, y, #) sera

(20) F(z, y, 2) =L + Mz + Ny + Pz

k=p f+g+h=n—1

h
+ R® ?HH Z(x — @z, Y —Ys, Z”—Zk)’
Z 19 22" ay%o7"

E=1  f4gt+h=0

la sommation étant étendue aux mémes valeurs que précédemment et les
constantes M, N, P étant déterminées par les équations

I Ma + Nb + Pc — AX + BY + CZ
(21) Ma' + NV + P = AX+ BY + CZ
I Mall + Nbu + PC” — A11X+ BHY+ CI/Z

(*) L'on pourrait supposer la sommation (19') étendue & toutes les valeurs positives
ou nulles de f, g, kb pour lesquelles f + g + k< n; — I, mais alors tous les termes de
la somme ne seraient pas linéairement indépendants; ainsi 1'on trouverait, dans les dérivées

1 I 1
3% — 9% — 9t —
. 3 r 3 . .
secondes, le groupe de trois termes R, , P + RY,, " + R, , —gi dui pourrait

. - . . I
dtre réduit & deuax termes 3 l'aide de I'équation 4— = O.
T

%
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A b ~I . 14
ou l'on a posé pour abréger
k=p k=p k=p
—_— (k) — E __ (k)
X= kg (Rlle: - RI,O,O)? Y = El (Rk?/k - Ré,)l,o)y Z= E (szk - Rn.o, 1)'
On vérifie encore, comme précédemment, que la fonction définie par

Péquation (20) posséde bien les propriétés qui déterminent la fonction F
a une constante additive prés. On remarque pour cela que la fonction

S+g+h=n—1 P
+g+h
R® I e — e, y— Yk, 73— )
Ty 9k EPN
dx” 3y 0z
THg+h=0

posséde dans le parallélépipéde élémentaire considéré le seul pole (z, v, 2.)
et que la partie principale de cette fonction relativement a ce péle est
précisément ¢,(x, y, 2); on sappuie de plus sur les relations (11) et celles
qu'on en déduit par des dérivations par rapport a x, ¥y, 2.

Pour donner un exemple simple de V'application de la formule (20),
formons une fonction F qui admet dans le parallélépipéde élémentaire
un seul pole (z,, y,, 2,) du second degré: la partie principale relative a
ce pole unique sera

G . 9 ! ° !

r r r

A 1 I 1 | 1

5/’1 1 or AS 3]/ 13 9z

avec un résidu nul d'aprés le théoréme I

La fonction cherchée F est alors
. 3z
+ A, =

3 22

o7,
2y

F@, y, &) = L+ Mz + Ny + Pz + 4,22 4 ),

o Z désigne la fonction Z(xr — x,, y —y,, 2—2). Les coefficients

M, N, P seront donnés par les équations

Ma + Nb+ Pc+ 2 A+ 3B+ 3,C=o0
Ma + NV + Pc + A4+ AB + 4,0 = o
Ma’ + Nb' + P&’ + A A" + A B" + A0 = o.

24 - 665006 Acta mathematica. 4
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La formule (20) pourrait conduire & Pexpression d'une fonction F
possédant dans un parallélépipéde élémentaire p points singuliers essentiels
isolés; il suffirait de supposer que les nombres #, augmentent indéfiniment.
Mais il est plus rigoureux d'employer la méthode suivante qui conduit
& des formules intéressantes.

5. Considérons un parallélépipéde élémentaire, celui qui est figuré
a la page 348 par exemple, et, dans l'intérieur de ce parallélépipéde une
surface fermée S. Soit F(z,y, z) une fonction vérifiant I'équation 4F*= o,
uniforme dans le volume ¥V compris entre la surface du parallélépipéde
et la surface S, réguliére en tous les points de ce volume, et admettant
les trois groupes de périodes

(a, b, ¢), (a, ¥, ), (a", b", ¢").

Cette fonction ¥ est par suite supposée uniforme et réguliére dans tous
les volumes homologues de ¥V dans le réseau des parallélépipédes élé-
mentaires construits sur le premicr, et elle reprend les mémes valeurs
aux points homologues de ce réseau.

Cette fonction F' peut d'ailleurs posséder telles singularités que 'on
voudra sur la surface § ou dans lintérieur de cette surface; elle peut
méme ne plus exister dans l'intérieur de S.

Soit (¢, %, {) un point appartenant au volume V c’est 4 dire situé a
Tintérieur du parallélépipéde et a l'extérieur de la surface S; tracons une
deuxiéme surface S’ extérieure a S mais d'ailleurs aussi rapprochée qu’on
le voudra de S, de telle sorte que le point (&, %, {) soit aussi extéricur a
§’. La fonction F est régulicre en tous les points de la surface S

Je remarque d’abord que l'on a la formule

(22) F(, », )

I oF L(E—w, n—y, {—2)
:Eff[Z(E——x,;y—y,C—z)a——ﬁ ;n ]da,

lintégrale double étant étendue & la surface qui limite le volume V,
cest a dire a la surface du parallélépipéde ct & la surface §’. Pour
démontrer cette formule, il suffit de remarquer que la fonction

Z(—=z, p—y, {—2
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considérée comme fonction de z, y, 2 n'a dans tout le volume V que le
seul pole (&, », {); de sorte que l'on peut écrire

I

ZéE—x,np—y, {—2) = 6z, vy,
< 7Y 6= Ve—8 + y—n"+ @ — ) LR

ou @ est dans le volume ¥ uniforme et régulicre et vérifie I'équation
40 = o. En remplacant Z par cette valeur dans lintégrale (22), nous
voyons que cette intégrale se partage en deux: la premiére

L‘[/[ — ! . ,i——vl"—a—/ . ]a’a
4z Ve—8'+(—n"+@E@—0 o Y@ —&+(y—n)'+E—0)

qui est égale a I'(§, 5, &) d'aprés la formule (22) de la premicre partie,

la "deuxieme
B e
ﬂ 8n> do

qui cst nulle puisque 6 et F sont réguliéres en tous les points du volume
V. La formule (22) est donc bien démontrée.

L'intégrale double qui figure dans cette formule (22) peut étre
partagée en deux parties, l'une étendue & la surface S’ et que nous
désignerons par lindice §’, V'autre étendue & la surface du parallélépipéde
ct que nous désignerons par lindice P

oF EYA I ., oF {1?£
(Jan Fa)dﬂ"‘*";f/(l%'—lan)dﬁ
s

ou la lettre Z sans arguments désigne, ainsi que dans la suite, la fonction
Z(—wz, n—y, {—2).

Prenons maintenant la premiére des deux intégrales (22) & savoir
celle qui est étendue & la surface du parallélépipéde; nous allons montrer
que cette intégrale est une fonction linéaire de &, 7, { Pour cela,
remarquons, comme précédemnment, que cette mtcgralu se partage en six
parties étendues respectivement aux trois couples de faces opposées du
parallélépipéde. En un point (z, y, z) de la premiére face 4'04” on a
d'aprés les notations adoptées (§ 1 et suivants)

oF o7 oF oF | oF Y 37 oz
R <—+1—~+;—>+l<) +‘a,,+’)

! o I
(22)  F( 7, &)=
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au point correspondant (z 4 a, y + b, 2 + ¢) de la face opposée les fonc-
tions Z et F prennent des valeurs que nous désignerons par Z et F|
et l'on aura

oF, 27, aF, oF, cl °Z, oz °Z,\
2 —E o = (5 ) = B (G e R

mais puisque la fonction F admet le groupe de périodes (a, b, ¢) on a
Fo g ¥ _°F oF _ oF oF  oF

! T oz o’y ay ' oz o3
d’ailleurs le méme aux points correspondants z, y, 2 et x + a, y + 0,
2 + ¢; la somme des deux éléments correspondants de lintégrale double

est donc

Lélément de surface do cst

Y Y oF, o7,
(2%, —Fo + 25— F, ) do
o [.oF 3F  oF
(23) = (Z,—Z2) </1—é—;+p—é—y—+v—gz——>da
[ ,234, — %) 3%, — 7) %(4, — Z)]
— F [A s T " + v = do.

Mais Ia différence Z, — Z peut se calculer aisément & l'aide des formules
(11); en effet

2, =2(¢—ax—a,p—y—0b, {—2—0¢

Z = Z(S_Iy n—Y C_'Z);
on obtiendra donc Z, — Z cn remplagant dans la formule (11) z, y, 2 par

E—x—a, —y—20b,"{—2—¢;

on trouve ainsi

L= %= w4 a—& + Bly + b—7) + Ol + o— &) — E;
d’on

20, —7) _ W —8 g M2

- C;
o ’ ay ’ %4 ’
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portant ces valeurs dans lexpression (23), on voit que cette expression
devient une fonction linéaire de &, y, ¢ dont les coefficients sont des
fonctions de z, ¥, 2. Si maintenant l'on intégre dans toute l'étenduc de
la face A’0A4” on obtiendra pour lintégrale une fonction linéaire de
€, 7, {; la méme chose ayant lieu pour les deux autres couples de faces
opposées du parallélépipéde on voit finalement que

(24) ff ——F >d0=L+M5+Nv+PC,

les constantes L, M, N, P ayant des valeurs exprimées par des intégrales
définies comme il résulte du calcul précédent. Ainsi

(25) 4rM = A[f_d +Aff°a da—}-A”‘/]nan

A04°

les intégrales étant étendues respectivement aux faces 4'04"”, A"0OA, AOA’
ryr_ . 7 s » ’ P ’ .
du parallélépipéde et les dérivées % étant prises sur la normale vers

l'extérieur. On aura N et P par des formules analogues obtenues en
remplacant dans (25) 4 par B et C; ainsi

(25) 47N = Bf oF s +B'ff—da+ B”ff—du
A'04"

Par conséquent, en remplagant 'intégrale (24) par sa valeur dans I'équa-
tion (22"), on en déduit la formule suivante

(26) F(E;ﬂ C) L+ME+N7]+P<’+ ‘[/‘ 7____1112_%>d0,

formule intéressante qui est entiérement analogue i celle que j’ai indiquée,
pour les fonctions d'une variable imaginaire, dans une Note publiée dans
les Comptes Rendus T. g4, p. 936 et dont les résultats ont été
généralisés dans les Acta Mathematica T. 1, p. 139 (éq. 15).
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Les conséquences qu'on déduit de cette formule sont dailleurs
semblables 3 celles que jai indiquées dans les deux mémoires que je
viens de citer.

6. Supposons d’abord que la surface S soit une sphére de centre
(z,, 4,, 2,); la fonction F est alors uniforme et réguli¢re dans le volume
V limité par la surface du parallélépipéde et la surface de la sphere S
intérieure a ce parallélépipéde.

Nous allons montrer que, dans ce volume et dans les volumes
homologues, 1a fonction F' est alors représentée par une seric de la forme

(27) F(, 7, ¢)
JS+g+h=x
FHg+h _ .
= Eb ME+ Ny ok PO D By AT Ae Lo ),
” i 87799:

J+g+h=1

la sommation étant étendue aux waleurs entiéres positives ou nulles de
fy 9, h, et les coefficients R, ,, étant des constantes.

Pour établir cette formule (27), remarquons que la fonction Z,
c'est a dire

Z(f-—- Z, 7 —Y, (—" ‘Z)
considérée comme fonction de =z, y, #, n'a d’autres pdles que les points
| Tz = 5 + ma + mrar + ’nnan
y —_ )7 +7nb + mlb/ + mubn

z2={C¢4+ mec + m'c + m'c’;

(28)

cette fonction de z, y, z est donc uniforme et réguliére dans l'intérieur
d’une sphére §” ayant pour centre le point (z,, y,, #,) et passant par
celui des points (28) qui est le plus rapproché de (z,, y,, 2,); ce point
peut étre le point (§, , £) ou un autre point situé en dehors du
parallélépipéde élémentaire. Quoiqu'il en soit cette derniére sphére S”
a certainement un rayon plus grand que celui de la sphere S, et par
suite elle contient dans son intérieur la surface S’ qui est aussi rapprochée
de § que lon veut et & laquelle est étendue lintégrale double (26);
nous supposerons que l'on ait choisi pour cette surface S’ une sphere de
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centre (z,, ¥,, #,) dont le rayon r, surpasse celui de la sphére S d’aussi
peu quon le veut. Mais, dans lintéricur de la sphére S”, la fonction
réguliére Z de , y, 2 est développable en une série convergente ordonnée
par rapport aux fonctions V,(x — =, y —y,, 2—2,) & indices positifs,
ou, ce qui est la méme chose, en une série ordonnée par rapport aux
puissances positives de # — x,, y — y,, 2 — 2, par la formule de Tavror.
On a donc, en tous les points z, y, 2 intérieurs & la sphére S” et, par
suite, en tous les points appartenant & la surface de la sphére S’ inté-
rieure a S”,

LE—r, g—y, C—a) = Z(E—a, p—y,, E—2,)

_.a:—xl.GZ(é—z“ n—Y, C_zl)__

I &
ou bien
(29) ZE—=, y—y, {—2)
fHgth=o ’ A r+g+h
- (— 1y to @—2)y—yf(—=) TIE—=z, p—y, {—2)
s 1.2...f1.2...9.1.2... h ¢ o700
pred

Si, dans ce développement, on prend les termes homogénes d'un méme
degré v (f+ g+ h=v) en 2—zx, y—y,, 2—2, ils forment une
fonction V,(x —x,, y —y,, #—2,). Nous allons remplacer Z par ce
développement (29) dans l'intégrale (26) en remarquant de plus que, sur

\ . oz
Yr ! ” i ’
la sphere S de centre «, y,, #, et de rayon r , la dérivée 5, est donnée

par l'équation

% e—wd  y—yd  z—23
on r, o r, 9y r, 9z
ou Yon met le signe — puisque n est la normale extérieure an volume

V et par suite intérieure & S’; on conclut de la que

f+g+h=°°‘ (—_ I)f‘+g+h . (f + g + ]}) I<w - xx)/(y - y1Y(' - zl)h

(20') 3z I 2. f1.2...9.1.2 .k
29' — = e— — e
” " X 9f+y+hz(£:'_wl’ 7Y, C_' zx)
S+g+h=0 9,_437793:).
Al
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Portant ces deux développements dans l'intégrale (26), nous obtenons pour
F(&, n, ¢) un développement de la forme annoncée (27), ou

(30) 47 . R, , »

F+g+h
—_ (— I) b /]‘(;r—"‘-rl>f(y—!/1)g(z——z])h[g‘ +f—j:,)%q:tﬁF] ([O’;

1.2...f1.2...9.1.2...0 .
'

le coefficient de Z(&—ua, 7 —u,, {-—2), Booo €st nul; en effet ce

coefficient est donné par
oF
4/.’R0,0’0 = [/‘ﬁda
Y

et lintégrale du deuxi¢me membre est nulle, car elle est égale a l'intégrale

ff or do
on
r

étendue & la surface du parallélépipéde élémentaire, laquelle est nulle a
cause de la périodicité de I. Ce coefficient R, ,, ne figure pas duns le
développement (27) tel que nous Tavons écrit.

Comme la fonction F(&, %, £) ne doit pas changer quand on remplace
s, 7, Cpar £4a, 5+ b, L4 ¢, il faut que les constantes M, N, P,
R, o4y Ryvos Ry, vérifient la relation

(31) Ma + Nb -+ Pe + AB],o,o + BRO,I,O + CRO,O,L = 03

en effet, le premier membre de I'équation précédente (31) est la quantité
dont croit la série (27) quand &, 7, { croissent de a, b, ¢, en vertu de
I'équation (11). Voici comment nous pouvons vérificr cette relation (31).
Remplagons-y les constantes M, N, P par leurs valeurs (25) et les
coefficients R, ,,, Ry, Roo: par leurs expressions (30); la relation

(31) devient
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(37) (da + Bb+Cc)jf—da+ A'a ¥+ Bb+ C'c ffﬁﬁdo
+ (4"a + B + C"¢) ff °F 4o

_/f[A(ﬁ —,) + Bly—y,) + Ce — 2,)] <%§+§1> do = O.

Pour vérifier cette derniére relation considérons la fonction F' et la fonction

0 = A(/p_‘t1) + B(y '—"yx) + C(‘Z_'zx>
qui satisfont aux équations 4F = o, 4@ = o et qui sont uniforines et

réguli¢res dans le volume V compris entre la surface du parallélépipéde
élémentaire et celle de la sphére §’. D'aprés le théoréme de Greex, l'on

a I'équation
oF 3

lintégrale étant étendue aux surfaces du parallélépipéde et de la sphere
S’. On aura donc, d’aprés les notations déja employées

(32) ff@—-—F“p d +ff a)—— EL->a‘fa=o.

On voit facilement, d’aprés un calcul analogue a celui de la fin.du § 3,
que l'on a

(32) [/@——Fad)>da—(Aa+Bb+C /]—_
+ (4o’ + BY + C¢) ff~da + (da” + Bb' + Cc” f/__d,,,
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ct

’ oF Y/
(32”) ﬂ(@a——lfﬁ)da

s

1

— [Tt — 5 + B —v) + 66 =) (2 + E)ao

attendu que

o0

x— 2 00 y— Yy, 00 2—2, 030

on r, A r, 3y 7 oz

En portant ces valeurs des intégrales (32') et (32”) dans l'équation (32)
I'on obtient précisément 1'équation (31°) qu'il sagissait de vérifier, a
condition de se reporter aux relations (13) ct (13").

On vérifierait de méme deux autres relations qui se déduisent de
(31) par l'accentuation de a, b, ¢, 4, B, C.

7. On pourra supposer maintenant, pour plus de généralité, que la
surface § du § 5 et de V'équation (26) est formée de la surface de p
sphéres S, S,, ..., S, toutes situces a lintériewr du parallélépipéde
élémentaire et ayant pour centres respectifs les points

(@5 s 20)s @y Ygy 40)r ooy By Yo 2,)-

La fonction F est alors, dans le volume compris entre la surface du
parallélépipéde ct celles des spheres S, 8,, ..., S,, développable en une
série convergente de la forme

(33) F(, 5, &

k=p f+g+h=w

J+g+h _ . ~
=L+ME+N>7+P(+Z Z o 2 2¢€ By 9= Y, & %)
k=1 f+g+h=0 o ayf’ac
ol la somme des coefficients
B0+ BP o+ ...+ BY, o =0,

et ol M, N, P satisfont aux équations (21) dans lesquelles R, = R, ,.
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Comme cas particulier de ce théoréme, supposons que la fonction F
admette les trois groupes de périodes a, b, ¢; @, U, ¢; a”, V", ¢" et soit
réguliére en tous les points du parallélépipéde excepté aux points

(le ?/17 '31)) (x‘)) !/2’ '2‘1)7 <0y (ll}n !/p, 'Zp)

et que ces points soient des points singuliers,essentiels isolés. L’on pourra
alors supposer, dans ce qui précéde, les rayons des sphéres S, S,,..., S,
infiniment petits, et par suite la fonction sera dans tout 'espace représentée
par la série (33).

Dans les séries précédentes ordonnées par rapport aux dérivées de
2 —uw,, p—1y, €—2), il suffirait d’é¢tendre la sommation sculement
a toutes les valeurs de f, g, h qui donnent des dérivées linéairement
indépendantes; mais alors il faudrait évidemment modifier les valeurs des
coefficients des dérivées restantes.

8. De méme -que nous venons d’étudier des fonctions F, a trois
groupes de périodes, analogues i la partie réelle d’une fonction doublement
périodique, l'on pourrait étudier des fonctions F & deux groupes ou a un
seul groupe de périodes. Dans une Note présentée a 1'Académie des
sciences dans la séance du 24 Septembre 1883 M. A. Cuerver a été
amené a introduire une fonction F' & un groupe de périodes pour représenter
le potentiel d'une masse liquide limitée par deux plams paralléles verticaur.
En posant

/
r, = V(o —um)' 4+ y* + &*, y=10, 1, 2, ..., OO

7§=V(90+WF)?+3/2+Z’, v=1, 2, ..., QO,

la fonction introduite par M. CHErvVET est, & un facteur constant pres,

res )= =)+ (=) =)+

Si Ton change z en z 4 7, »
7,41. Par conséquent

, devient rj, », devient r,_, et 7, devient

Fotmy = (=4 (C=D)+(E—2)+-

1
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Donc
Flx 4+ =, y, 2)=—F(x, y, 2

F(x + 27, Y, 2) = F(z, v, 2)s

par suite cette fonction admet bien un groupe de périodes, & savoir
(27, o, 0O).

Cet exemple conduit a penser que les fonctions F' a deux ou trois
groupes de périodes trouveront aussi des applications dans la physique
mathématique. La formation des fonctions F & un ou deux groupes de
périodes repose encore sur l'application du théoréme IV de la premicre
partie.

L'élément simple qui pourra servir a former ces fonctions se déduit
de la fonction Z(z,y, z) défin'c dans le § 2 en supposant

1° pour les fonctions & deux groupes de périodes (a, b, ¢), (@, b, ¢,
que le point 4" (a”, ", ¢’) s'éloigne indéfiniment;

2” pour les fonctions & un seul groupe de périodes (a, b, ¢), que
les deux points 4’ (@, ¥, ¢’) et A" (a”, b", ¢") s'¢loignent indéfiniment.

Mais il importe de remarquer que ces fonctions a un ou deux groupes
de périodes peuvent n’avoir auncun point singulier & distance finie. Ains,
par exemple, la fonction

50(va y, Z) — en(xcosaq—ysinu)cosnz

oit n est entier admet le groupe de périodes (o, 0, 27), vérifie 'équation
dp == o et cst réguliére en tous les points a distance finie. De méme la
fonction

Oz, y, 7) = & ™+ cosmx cos ny,
o m ct »n sont entiers, admet les deux groupes de périodes (27, 0, 0)

et (o, 27, o), vérifie 'équation 4 = o et est régulicre cn tous les points
a distance finie.




