
O B E R  D I E  REDUCTION 

EINER BESTIMMTEN KLASSE ABEL'SCHER INTEGRALE 

3 teu RANGES 

AUF ELLIPTISCHE INTEGRALE(') 

YON 

S O P H I E  K O W A L E V S K I  
i n  STOCKHOLM. 

_Einle i tun  g, 

ABEL hat in seinem Prdcis des fonctions elliptiques (Oeuv re s  com-  
p tS tes ,  Bd I, p. 35 o) das naehstehende Theorem bewiesen: 

))Wenn sich i;lberhaupt ein Integral von der Form 

f (yldx, + . . .  + y,,dx,) 

wo y~, . . . ,  y/, algebraische Functionen von xl, . . . ,  x,. bedeuten, welche 
dutch irgend cine Anzahl yon algebraischcn Glci(:hungcn mit einander 
verbunden sind, - -  dutch algebraische, logarithmische und elliptische 
Functionen ausdr('lckcn l~sst, so ist diese Reduction stets auf der folgenden 
Weisc m(~glich: 

f(y, dx, + . . .  + y~flx,,) -~ r + A ,  log p(') -:F . . .  + A,. log p(*) 

t ~F(~,)d~, [F(~ . ) , t s .  
+ ~ '  ~,(,7) + ' " + ~ "  

J ,. j 

(1) Diese Ablmndlung ist von miv im Sommcr I874 der philosophischcn Facuhiit 
dev Univcrsitltt G~ttingen vorgelegt worden. Sie erscheint bier ganz unverfindert. 
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wo A1, . . . ,  A~, a,, . . . ,  a,, Constanten bedeuten; F,(s~) eine rationale 
Function yon s~; 3~(s~) die Quadratwurzel aus einer ganzcn Function drittcn 
oder vierten Grades von s,; r ,  p m ,  . .  . ,  p m ,  s~, . . . , s~, d~(sj),  . . . , 3 , ( s , )  

rational aus x~, . . . ,  xt,, y~, . . . ,  y~, zusammengesetzt sin&)) 
Als eine Folgerung yon diesem Satz hat mir mein vcrehrter Lehrcr, 

Herr WFan~STRASS, den folgenden Satz n'titgetheilt: 
))Wenn y eine algebraischc Function von x ist und es giebt untcr 

den Integralen 

f F(z, y)& 

wo F(.~, y) eine beliebige rationale Function yon .~ und y bedeutet, 
.~olcl~e, die sich auf elliptisehc ln(egrale zur~ickft~hren lassen, so ist diese 

Reduction (tuch stets fiir eiu Iu tegral  erster Gattunq m@lich. 

Denn da s,,, 3 ( % )  rational durch x und y ausdri'mkbar sind, so geht 

f d~:, in f H ( z ,  y)d* 
4,,(~.,,) 

('~bcr, wo H ( x ,  y) eine rationale Function von ~, y bedeutct, und da 

,1St * 4,,(s,~) ein Integral erster Gattung ist, so muss das transformirte, 

fH(x, y ) d x  auch ein solchcs sein. 

Hicrdurch ist die Untersuchung {'lber die Reduction AnEL'scher In- 
tegrale hSheren Ranges auf elliptische Integralc haupts~mhlich auf die 
Beantwortung folgendcr Frage zuri'~ckgcftJhrt: 

))Es bestehe zwischen zwei Ver[mderlichcn x, y eine algcbraische Glei- 
chung p~" Ranges,(~) so dass cs, wenn y als Function vm, x bctrachtct 

wird, unter den Integralen fF(x, ~l)dx p linear yon einander unabh:,~ngigc 

(u~, u~, . . . ,  %) giebt, dutch welche sich jedcs Integral erster Gattung u 
in der Form 

u = clul + c2u., + . . .  + G u p  

(~) Die Zahl p ist dleselbe~ welehe RtC.~IANX mit 1) bczeichnet. 
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wo c~, C2, . . . ,  Cp Constanten bedcuten, ausdrilcken l'~sst; es fragt sich, 
welche besondere Beschaffenheit die Gleichung zwischen x und ty  haben 
muss, d. h. welche Relationen unter ihren Constanten stattfinden m~ssen, 
wenn es mSglich sein soll, die Grsssen c so zu bestimmen, dass sich u 
in ein elliptisches Integral 

J(.) 

verwandeln l~sst, und zwar so, dass s und z/(s) rational durch x, y aus- 
dri~ckbar sind.)) 

Herr WEIEIISTRASS hat die fragliche Relation zunachst in transcen- 

denter F o r m  folgender.massen dargestellt. 
Man kann bekanntlich die Integrale u~, u2, . . . ,  u, so wAhlen, dass 

dieselben 2p primitive Perioden-Systeme yon der Gestalt: 

I ,  O ~  O ,  . �9 . ~ O ,  T l l  ~ T 1 2 ,  . . . ~ .TIp 

O~ I~ O, . . . ~  O, T21 , ~ ,  . . . ,  T~p 

O, O, O, . . . ,  I, r,1, rp2, . . . ,  r,p 

besitzen, wo unter den r~,~ die Relation 

besteht. Dann hat das Integral u folgende 2p primitive Perioden 

P p P 

Cl, 

Jeder derselben entsprleht nun, wenn sieh u in der angegebenen Weise 
in ein elliptisehes Integral verwandeln l~st,  eine Periode den letzteren, 
so dass man 

ct = 2 n l ~  + 2n'1r 

: 2n o + 2n;o'  

Cp-~- 2npW -~ 2npO)' 
2 6 - 6 6 5 0 0 6  Acta mathematiea. 4 
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c~ :,~ + c., ,-o.,, + . .  

~0", '~ + .,'~,,.') 

- -- ~(,,~,o + ,,,,; o . ' )  

�9 , ~ , . �9 . . 

+ c,..,.~ -- ~(,.~,o + .g,o') 

hat, wo die n, n', m, m' siuumtlich gauze (positive odor negative) Zahlen 

bezeichnen und (zw, zw') ein primitives l)criod(.npaar des elliptisehcn 

Integrals, ist. Sctzt man in die p lctzte Olcichuugcn c~, . . . ,  co, aus dcn 
p crsten, so ergiebt sich: 

t t o - ( , . ,  + ,,~ ~,o + ,,.. =,., + . . .  + ,,.,, :~=,).,o + 0,4 + ,,', :,~ + u.,; :.,., + . . .  + ,~.~ :~) ,o 
�9 . . �9 . . . �9 . , . . . . .  �9 �9 , 

o = (,,~ + ,,, :,~ + ,,~ ~,, + . . .  + ,,.,, ~,,.o) o, + (,,,,; + ,,', : , ,  + n.; ~,  + . . .  + ,~; ~,~) o,' 

woraus sich untcr  den GrOsscll r,,,~ die ( p -  i) Relationcn 

ml + n l v u  + n~.v,21 + . . .  + 'npvp~ m,., + nlrjo. + w2r2,2 + . . .  + npvn~ 
( I )  . . . . .  = . . . .  �9 - - -  . . .  

m l  -a t-  ~11z '11  -}- 112z '21  --[- �9 . .  q -  nprpl ~t/,2 -}- I ~ 1 r 1 : ~  q -  ?~-,2='22 "}- . . .  q -  n p r t , 2  

__ ~np + n~rlp + ~,~r~p + . . . + .prpp 
. . , - -  

p t p v 
m p +  nl r jp  + n2r2p + . . ,  + nprpp 

ergeben. 

Man darf  dann, wie mir Herr  WEIEI~STRASS ebenfalls gezeigt hat, 

yon den Zahlen m, n,  m', n' voraussetzen, dass 

' . . . ' ~ . '  _ _  ~ l v / . . )  . . . ' 

eine g a u z e  und p o s i t i v e  Zahl ist, die mit k bezcichnet werde und kann 
dann ein System yon 4 P ( p -  I )  ganze Zahlen 

' ~ ] ~ 1 2 ~  ~ 1 2 2 ~  � 9  ~ ~ ; ~ ' p 2 ~  ~ /~12~  ~ ' 2 2 ~  � 9  :~ ~ ' p 2  

�9 �9 �9 �9 �9 . . �9 �9 �9 ~ 

, ~H,22 . , ~ t , t 

�9 . . , . . �9 �9 . . , �9 . 

t t t t t t 



Reduction einer bes~immten Klassc Abel'seher Iutegrale auf elli!)tische Funct, ionen. 397 

so bcstimmen, dass diesclbcn die Rchaioncn 

P 

Z ( '  ' )  

(2) 

P 

Z (m ' - -  , ' )  a a~fla I~a?ll~ q ~ 0 
1 

p ( f i : l ,  . . . ,  p) 

~l a('llLa,~'~a, f --11',a).'1,~,~i ) = 0 
, (T~ I  , ,P) 

p 

~]?~ayna;3) = 0 
1 

, [o(f l~  r) 

stattfinden. Setzt man d~mn 

(1) n : mx 2[_ nlZ-lX + . . . . . ~  np Tip , . . . ,  r =--- mp + n~rp~ -[- . . ,  -{- nprpp 

(o~ = m,p + n j p r ,  + . . .  + npprlp , . . . ,  o)pp : m,p + n,p~'px "91- ' ' '  -~- npp~'pp 

t t t i i i , t  

' C I -  ' 'm~ + ' "l- + % ~ r , p ,  . . . ,  m,~ . . .  w,2 = n j 2 r ,  �9 �9 �9 ' w~2' = ' -l- n~2rp~ -{- np~vpp 

, , , �9 . �9 �9 . �9 . . . . . .  �9 , 

p ! o p p i i t 
w , ,  : m , ,  + n , , r ,  .q- . . .  q -  nppv, p, . . . ,  mpp = mp~, .-}- n , , % ,  + . . . - - ~ -  n,pvps, 

so best~hen unter den Grsssen oJ~p, oJ:~ die Relationen 

P 
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Wenn man daher, unter v l , . . . ,  v, unabhangigc Veri'mdcrliche vcrstehcnd, 

(0))l. Vl + . . .  + (,O),,~V, 
v'~ = (0) )  , ( a = l ,  . . . ,  p )  

setzt, so kann man eine Function 

e(v;, . . . ,  v~l <, ,  . . . ,  ~ )  

bilden, wclche dann eine Transformation der Function 

~q(v~, . . . ,  v: l v~,  . . . , rpp) 

ist. (Zum vollstandigen Beweise muss gezeigt werdcn, dass die Grssscn 
r:z auch denjcnigcn B'edingungcn geniigen, wclchc fiir die Convergenz dcr 
Reihe, dutch welche 

0 0 ; ,  . . . ,  v ' , l ~ ; , ,  . . . ,  ~',~) 

dargestellt wird, erforderlich sind.) 
Die Relationen 

besagen nun, dass 

und es lasst sich also 

t i t 
O)11 0 ) 2 l  0 ) p l  

0)11 0 ) 2 1  0 ) p l  

~ ' 1 2  ~ ~ '13  ~ - - -  �9 " ' = T I p  = 0 

o ( '  ,'.I ' ~-;) ' ~ ) i ~  �9 ' �9 ~ " t ' l l ~  " " �9 ~ P 

als cin Product einer 8-Function yon ( p -  i) Veri~ndcrlichen und eincr 
elliptischen 0 

ausdriacken; und wenn dies der Fall ist, so kann das Integral 

P I 

1 

auch stets in dcr verlangten Weise in ein elliptischcs verwandelt werden. 
Dieses ist der Satz dcssen (ffir den Fall p----7) Herr I(6SmSDm~GErr 

n der Abhandlung: Ober die T r a n s f o r m a t i o n  dvs zwei ten  Grades  f a r  die 
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Abel'sche Functionen der ersten Ordnung (BORClIARDT'S J o u r n a l ,  B. 67, 
S. 7I) als eines ibm brieflich yon Herrn WEIERSTRASS mitgetheilen, 
erw~hnt. 

Hiermit ist die Aufgabe um die es sich handelt, mit  der Transforma- 
tions-Theorie der ,%Funetionen in Verbindung gebracht. Wenn ni~mlich 
die Function 

( ' l '  -' ~9 v~, . . . ,  v, vii, . . . ,  ,p.o) 

sich als Product aus einer ~9-Function yon (p ~ I) Ver'~nderlichen und 
einer elliptischen darstellen lasst, so gilt da,sselbe aueh for die nbrigen 
Functionen 

welche a, us jener entspringen.( ') 
I)araus folgt, dass under den Orossen 

. . . ,  o l : ; , ,  . . . ,  

Relationen bestehen mrlssen, welche die Bedingungen fi'lr die Msglichkeit 
der in Rede stehenden Zerlegbarkeit der Function aussprechen. Nament- 
lich ergiebt sich, dass unter den graden Functionen 

,9( } - ' )  7)15 �9 �9 ' ~ o 211 ~ �9 �9 �9 , ~pp ~, 

es eine gewisse Anzahl soleher giebt, welche f~r v'j ~ v'2 . . . . .  v~ ~ o 
verschwinden. Nun abet hAngen die Gr0ssen tg(o, . . . ,  o] v~,, . . . ,  v',p) mit 
den ,9(o, . . . ,  o I ~',~ , . . . ,  ~oo) algebraisch zus~tmmen; die Quotienten diGser 
1etzteren aber lassen sigh algebraisch durch die Constanten der zwischen 
x und y bestchenden Gleichung ausdriiGken. Dadurch ,,drd es m0glich 
dic obigen transcendenten Gleichungen dutch algebraische zu ersetzen. 

Dieses hat Herr KONIGSBERGER in der erw~hnten Abhandlung for 
den Fall (p--= 2, k - - 2 )  ausgef0hrt und gezeigt, dass die schon yon 

(t) In  Betreff  der gebrauchteu Bezeichnungen verweise ich auf  die Abhandlung yon 

K6~IaSBgROER: Ober die Transformation der Abel'schen Functio~len erster Ordnung (BoR- 
C[[AROT'S J o u r n a l ~  B. 64~ S. 17) und aueh auf  HEN~OC~'s Disser ta t ion:  De Abelia~m- 
rum fu~ictio~um periodis (Berlin 1867). 
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JACOBI (CRELLE'S J o u r n a l ,  B. 8) betrachtcten und auf elliptische zuriick- 
geftihrten Integrale 

f dx, l - -  ~//d. 

und die aus diesen dutch eine lineare Transformation hervorgehenden, 
die einzigen ABEL'sche Integrale erster Ordnung und erster Gattung sind, 
welche sich in der angegebenen Weise auf elliptische rcduciren lassen. 

In der vorliegenden Arbeit babe ich nun versucht auch ft~r den 
Fall, wo zwischen x, y eine Gleichung dritten Ranges besteht, die al- 
gebraische Relationen zu ermitteln, welche unter den Constanten dieser 

Gleichung stattfinden mtissen, wenn untcr den Integralen fF(x,  y)dx sich 

solche finden sollen, die sich dutch, eine Transformation zweiten Grades 
(d. h. bei welcher k---- 2 ist) auf elliptische zuriickffihren lassen. 

Ich habe aber dabei einen anderen als den eben angedeuteten Weg 
eingeschlagen. 

Herr WEInRSTRASS hat sp~ter zu dem angeftlhrten Satze noch eine 
wesentliche Erganzung gefunden: 

:DWenn aus einer Function ~9(vl, . . . ,  v, I rn, . . . ,  5p) durch, irgend 
eine Transformation k te~ Grades eine andere hervorgeht, die ein Product 
aus einer g-Function yon ( p -  I) Vcranderlichen und einer clliptischen 
ist, so kann die urspriingliche Function stets durch eine lineare Trans- 
formation (bei der k = I i s t )  in eine andere ~(v;, . . . ,  v;l~' . ,  . . .  , ~p) 
verwandelt werden, in der 

- - - - - ~ ,  . . - -  T13 ~ 0, . ~ cjp 0 
k 

ist, wo /~ eine der Zahlen i, 2, . . . ,  k - -  i bedeutet.~) 
Nun kann man die eben betrachteten Integrale u~, . . . ,  up darch 

andere ersetzen,, ftlr welche an die Stelle der Grsssen r,z die ~,~ treten ; 
und so ergiebt sich der Satz: 
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))Soll unter den von einer gegebenen algebraischen Function pt~= Ranges 
abhangigen Integralen sich eins finden, das auf ein elliptisehes reducirt 
werden kann, so ist dazu nothwendig und hinreichend, dass unter den 
aus derselben Function entspringenden Functionen 

eine sei, far welche 

79(v~, . . . ,  V o l V n ,  . . . ,  re o ) 

rl~ --~ ~ , =13 = o ,  . . . ~ vjp ~ -  o ,  

(k eine ganze positive Zahl und ,u ~ i ,  2 ,  . . . ,  k ~ i )  ist.~ 
Ich habe nun bemerkt, dass man unter Zugrundelegung dieses Satzes 

die fraglichen Relationen auch ohne auf die Transformationstheorie zu 
recurriren erhalten kann, wenn man noch das folgende, in den Vorlesungen 
des Herrn WEIERSTRASS tiber AnEL'sche Functionen entwickelte Theorem 
zu H~ilfe nimmt. 

Es mOgen x, y, u~, . . . ,  up, ri~, . . . ,  rpp dieselbe Bedeutung haben 
wie oben, und die u'~, . . . ,  u~ die Werthe yon u~, . . . ,  up an einer an- 
deren Stelle sein. Unter den O-Functionen mit den Moduln r~ wahle 
man irgend zwei u n g r a d e  

. . . ,  , 9 ( v , ,  . . . ,  

willkiirlich aus, so hat man, wenn 

- -  d u ' ~  
(4) d.,,~ __d~ H(x, y),, --dz, --  H(x', y'). 

gesetzt wircl 

' . ,  - -  o ~ H ( x ,  y ' ) .  ~ . r  0,, H ( ~ ,  7/)= 

wo 0~ "), ,9~ ~) die Werthe bedeuten, die 

a,~(vl, . . . ,  vp)~. a~(vl, . . . ,  vp)s 
Va ~ Va 

for v, = o, . . . ,  vp ----- o erhalten. 
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Dieses vorausgeschiekt nehme ieh nun an, es sei y eine algebl'aisehe 
Function dritten Ranges yon x und so beschaffen, dass in einer der ans 
ihr entspringenden O-Functionen 

I 
TI2 ~ ~ ~ 7"13 ~ 0 

ist. 
In diesem Falle ist 

Trennt  man in dieser Summen diejenige Glieder, in welchen nl grade, yon 
denen, in welchen es ungrade ist, so erhMt man, 

(6) 
o(, I )0 = 

O(v t r), IEe ('+ })["~('+ ~)~]~' 

und 

,~(v, ~otr~,, r., r . ) ~  lF.e {'''''§ 

~etzend 

Indcm man die Ver'hndcrliche v~, v 2, v~ um halbe Perioden vermehrt  
und die liblichen Bezeichmmgen braucht, erhMt man aus dieser Gleichung 
die folgenden: 



(8) 

Reduc t ion  e iner  bes t immten  Klasse  A b e l ' s c h e r  In t eg ra l e  au f  e l l ipt ische Fune t ionen .  

4rn) O(v,, v,)~ + O(2v, 

o(v,, v,, v~),,, = ,~(~v, 

o(vl, v,, v,)~,. = o(~v, 

o(v,, v,, v,)o, = O(~v, 

o(vl, v,, v,),, = ~(2v, 

4h,) O(v,, v~)3 - -  O(2v, 

4~,,) e(~,, v,)o, + O(:v, 

4h,) O(v~, %)0, - -  O(zv, 

4h,)o0(%, v.),, + O(~v, 

4h,)oO(V,, v ~ ) , ,  - -  O(2v, 
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4h,),O(v~, %)0, 

4~,,),o(v~, V.)o, 

4h,),0(%, %)~ 

4r, ,) ,9(v, ,  v.), 

4h,),O(v,, v,),, 

4r,,),O(v,, v,),,. 

Unter den vielen, unter den 0(v~, v~, vs)z bestehenden Gleichungen giebt 
es auch die folgende 

(9) o,o(vl, v~, v3),o(,1, ~ . .v , ) , .  + o~o(v,, v,, , ,).~o(,,,  ~,, V,)o, 

+ g~O(v,, v,, v~),oo(v,, v~, V~)o~, + a,O(v,, v .  v3)~O(v,, v.,, v , ) , .  = o. 

Setzt man in dieser Gleichung 

$ 

~a ~ ~ta--'Ua 

und w~hlt, was immer mSglich ist, das Paar (x', y') so, dass 

t 

identisch Null wird, und setzt 

dm H " el = v, ix, y), + ~ ' )H(x ,  y)~ 

�9 ~ ' I~(x  y). + ,~,:H(x, U)~ 

(~o) 
' =  (') x a(?~tt(x, y), 

~; = ~,:j ~(,~, y). + o':J H---(x., y), 

~ "-055 x } 
2 7 -  665006 ,,4C$a mathemat iea .  4 

+ ~':'H(x, y), 

s) + ~,~H(x, y)~ 

+ ~'J1~O,, y), 

+ ~.~',H(~, y)~ 

+ ~ .  n(x, y). 

+ ~.l~H(x, y). 



404 Sophie Kowalevski. 

so ergiebt sich aus der vorstehenden Gleichung (9) 

(,i) 

wo h~, h2, h~ Constanten bedeuten. Zugleieh sind ~:(, ~', ~3' homogene 
lineare Functionen von 4:~, ~:~, r Fasst man daher $~, $~, $~ als (homo- 
gene) Coordinaten eines Puuktes auf, so stellt diese Gleicim,g eine Curve 
dar. Die durch die Gleichungen 

r  r  r  & = o ,  

dargestellten Geraden, ftir welche, der Ki'trze wegen, die Buchstaben 
~:~, $~, . . .  selbst als Bezeichnungen gewahlt werden m0gen, sind dann 
Doppdtangenten dieser Curve, und zwar gehsren die drei Paare 

einer der bekannten 63 Gruppen an, in welche die aus den 28 Doppel- 
tangenten einer Curve 4 ~= Grades gebildeten Paare vertheilt werden 
k~nnen. (') 

Jetzt differentiire man die Gleichm~gen (8) nach v~, v~, v~ und setze 
sodann g ~ -v  2 = v~ = o, so erhalt man 

(i2) ~ J 2 5  ~ 0 6  t ' 345  

Daraus folgt, dass die vier Geraden 

sich in einem Punkte schneiden. 
Nun kann man aber die Gleichung der in Rede stehenden Curve so 

dargestellt erhalten, dass ihre Coefficienten rational aus den Constanten 
der zwischen x, y bestehenden Gleichung zusammengesetzt sind. Denn es 

(t) Nimmt man ein solches Paar willkttrllch an und ]egt dutch die vier Bertihrungs- 
puakte desse/ben irgend einen Kegelschnitt~ so schneider der die Curve vierten Grades noch 
in 4 Punkten5 in welehen dieselbe yon einem zweiteu Kegelsehnitt berllhrt werden kann. 
Es giebt dann (ausser dem System jeaer beiden Doppeltangenten)fi/•fso|che Kegelschni~te~ 
fur welehe der jedesmalige zweite in ein System zweier Oeraden zeri~ilt. Die so sieh 
ergebeuden filaf Paare yon Oeraden sind dann Doppeltangenten-Paare und bilden mit dem 
ursprUagliehen eine der in Rede stehendea 63 Gruppen. 
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lasscn sich stets (auf unendlich vielc \Veiscn) drci rational aus x, y und 
den Constanten-der genannten Gleiehung zusammengesetzte Ausdr('teke 

H(x, y),, H(x, y)=, H(x, Y)a 

bilden, aus denen Integrale crster Gattung entspringen. I)ann sind, wenn 
Hlall 

H ( . ,  v)o = X,, 

- -  - -  - -  ~ t  i - t  ~ p  setzt, H(x, y),, If(x, y)~, H(x, y)a und solnit auch $,, ~,, $.,, r ~a, r ho- 
mogene lineare Functionen yon X~, X~, X3; und cs muss daher zwisehen 
diesen Grsssen eine Gleichung 

F(X,, X.~, X~)= o 

bestehen, in welcher der Ausdruck auf der linken Scitc eine homogene 
ganze Function 4 ten Grades von X~, X~, X 3 ist. 

Diesc Gleichung liisst sich aus der gegcbcnen Gleichung zwischen 
x und y, und den bciden angcnommenen 

X,H(., vL--X~H(x, ,s)~ =o,  X,H(., ,j)a--X~H(., V)~=o 

dutch Elimination der Grsssen x, y herstellen, und es haben also ihre 
Coefficienten die angegebene Beschaffenheit. 

Betrachtet man nun die GrOssen X1, X~, X a als (homogene) Coordi- 
naten eines Punktes (in einer Ebene) so stellt die Glcichung 

dieselbe Curve 4 ten Grades dar wie die vorstehende (i I). Dabei ist jedoch 
fo!gendes zu bemerken. 

Setzt man 
H(x, y), H(z, y), 

so mtissen sich, wenn die Gleichung 

F(~:, ~, ~)=o 

der Oleichung zwisehen x, y ~tqulvalent sein soil, mit Zuziehung der 
letzteren, x, y rational dutch ~, ~/ ausdriieken lassen. Dies trifft nur 
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dann nicht ein, wenn sich for jeden Werth von ~ nur zwei verschiedene 
Werthe von tt ergeben. 

Schliessen wit diesen Fall, der besonders behandelt werden muss, 
aus, so ist also jetzt folgendes erwiesen. 

~Ist y eine algebraische Function 3 ~r Ranges yon x, so lasst sich 
die zwischen x und y bestehende Gleichung auf unendlich viele Arten 
in eine homogene Gleichung 4 t~~ Grades ~'----o zwischen drei Grossen 
X1, X~, Xs, welche rationale Functionen von x, y sind transformiren und 
zwar kann di~ses auch stets so geschehen, dass die Coefficienten dieser 
Gleichung so wie auch die der Ausdrocke X rational aus den Constanten 
der gegebenen Gleichung zusammengesetzt sind. Die Gleichung F = o 
ist dann im Allgemeinen - -  d. h. stets wenn der erwahnte Fall nicht 
eintritt - -  irreductibel und stelll~ eine Curve 4 t~= Grades ohne Doppel- 
punkte dar .  

Unter den Doppeltangenten dieser Gleichung mOssen dann vier zu- 
sammengehorige ~ d. h. solche deren 8 Berohrungspunkte in einem 
Kegelschnitt liegen ~ geben, welche in einem Punkte sich schneiden, 
wenn unter den yon g abhangenden ABEr.'schen Integralen sich eins 
finden soil, welches sich durch eine Transformation der hier betrachteten 
Art (k----2) in ein elliptischcs verwandeln lasst.r 

Dieser Satz gilt abet auch umgekehrt. 
Sind n'~mlich E, ~'~, ~:~, ~.~ homogene lineare Functionen von X,, X~, 

Xs, welche gleich Null gesetzt die Gleichungen von irgend vier zusam- 
mengeh0rigen Doppeltangenten der Curve F----o geben, und man nimmt 
aus der durch alas Paar (~, ~]) bestimmten Gruppe yon Doppeltangeaten- 
Paaren noch irgend ein drittes (5, ~.~) so kann man bekanflich F..(X~, X~, X~) 
auf die Form 

gI(t, i) + + -- 

- -  29,9., 

bringen, wo gl, 9~, g~ Constanten bedeuten, yon denen keine gleich 
Null isr 

Man hat also 
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Schneiden sich nun die vier Graden (~t, $2, $;, $.~) in einem Punkte,  und 

m0gen p,  q irgend zwei homogene lineare Functionen yon X~, X2, X 3 sein, 

welche in demselben Punkte  sich verschneiden, so sind $~, $~, $;, ~ 
sammtlich homogene lineare Functionen yon p,  q, und es wird, wenn 

man noch $~ durch ~ ,  ~:2, $3 ausdrtlckt 

wo l constant, und (p, q)~, (p, q)2 ganze homogene Functionen von p ,  q 
beziehlich vom I re" und 2 t~ Grade sind. 

Setzt man daher 

(P'l q)') 
unter h eine beliebige Constante verstehend, so crgiebt sich 

F(X~, X2, X3)---- Ror' -t- 2R~(p, q)r ~ -b R4(p, q) 

wo R0 constant und von Null  verschieden,(l) und R2, R 4 ganze homogene 
Functionen von p ,  q beziehlich des 2 t~ und 4 to" Grades sind. 

Nimmt  man h so an, dass die Determinante yon p ,  q, r gleich I 

wird und bezeichnet den Ausdruck auf der rechten Seite der vorstehenden 

Gleichung mit G(p, q, r), so ist bekanntlich, unter  der Voraussetzung, 

dass ft~r X~, X~, X s deren Ausdrlacke in x, y gesetzt werden, so  dass 
F = o ist 

X, dX, ~ X, dX, = X.qdX, ~ X, dX, == X, dX, -- X, dX, 
~F ~F 219' 

m 

qdr ~ rdq ~ rdp - -pdr  ~ pdq - -  qdp 
~G ~G ~G 
O~ ~q Dr 

(~) Wiire R o gleich Null, so wtirde der Durchsehnittspunkt der Doppeltangenten auf 
der Curve liegen~ was bei einer Curve 4 'e" Grades ohne Doppelpunkte (und nut far eine 
solehe ist p ~ 3) nieht der Fall sein kann. 
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Es ist aber 
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aG 
a-7 = 4,'[Rot' + R~(p, q)] 

[Ro, -~ + n,(p,  q ) ] ' =  R~(p, q) - -~ , (v ,  q). 

Man hat also 

p @  - q @  x ,  dx~ - -  x , ~ x ,  _ 
r - -  , o o  

4[Ror* + R:(p, q)] oF 

oder wenn man 

ax~ 

= q-, R($) = R~(,, $ ) -  R,( , ,  $) 

setzt 

/ 
wobei zu bemerken ist, dass 

r ~ R,(p, q) 

so dass entsprechend dem in der Einleitung bemerkten 

und JR (,:) 

beide rational durch x, y ausdrt~ckbar sin& 
Bemerkt  man noch, dass, wenn G(p, q, r) die angegebene Form 

hat, in dem Punkte  (p ~ o, q ~ o) sich auch stets 4 zusammengehsrige 

Doppeltangenten der durch die Gleichung F = o dargestellten Cm've 

sehneiden, so kann man jetzt sagen: 
))Damit die Gleichung zwischen x,  y die in Rede stehende Beschaffen- 

heit habe, ist nothwendig und hinreichend, dass die aus  ihr hervorgehende 
Gleichung 4 te" Grades 

~(x,, x~, x ; ) - - o  
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sich dutch eine lineare Transformation in eine andere 

G(p, q, r ) ~ o  

fiberfiihren liesse, in welcher nur die graden Potenzen der Veri~nderlichen 
r vorkommen, was identisch damit ist, dass sich 4 zusammengehsrige 
Doppeltangenten der durch die Gleichung F ~--o dargestellten Curve 4 ~e~ 
Grades in einem Punkte schneiden. Damit aber das letztere stattfinde, 
mi~ssen unter dell Coefficienten yon F zwei bestimmte algebraische Rela- 
tionen bestehen, welche dann auch in ebensolche Relationen zwischen den 
Constanten der Gleichung zwischen x und y verwandelt werden kSnnen. 
Wenn die Umformung yon F in G ausgefiihrt ist, so ist zugleich das- 
jenige yon y abhi~ngige Integral erster Gattung, welches in ein elliptisches 
transformirt werden kann, bestimmt und diese Transformation selbst so- 
fort ausfiihrbar.)) 

Es fragt sich nun, ob es noch andere yon y abhangende Integrale 
erster Gattung giebt, welche ebenfalls dutch eine Transformation zweitcn 
Grades (k ~--2) auf elliptische zuri~ekgeffihrt werden kOnnen. Um dies 
zu entscheiden, hat man nach dem Vorstehenden zu untersuchen, ob sich 
die Function G(p, q, r) dureh eine llneare Transformation in eine andere 
G~(p~, ql, r~) yon derselben Gestalt so verwandeln l~tsst, dass r~ und r 

versehieden (und auch r_, nicht constant) ist. 

Wir wollen dabei wieder )/1, 2~, )~ als Coordi'naten auffassen, so 
dass auch p~ ----o, q~ ~ o, r I -----o ebenso wie p =  o, q :  o, r ~ o  die 
Gleichungen bestimmter graden Linien sind. 

Angenommen nun, es bestehe die Gleichung 

a(p, z, , ) =  a,(v,, z,, ,1) 

far beliebige Werthe yon X1, X2, X~ und in G kommen nur die graden 
Potenzen yon r,  in G~ nut die graden Potenzen yon r~ vor. Der Durch- 
schnittspunkt der Graden (p, q) werde mit a, der yon (Pl, ql) mit b 
und der yon (r, rl) mit c bezeichnet. 

Es i~ndert G seine Form nicht, wenn man statt p, q zwei andere 
lineare Functionen yon X1, X~, 2~ wahlt, die so besehaffen sind, dass die 
ihnen entspreehenden graden Linien sich ebenfalls in a schneiden. Ebenso 
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bleibt G 1 yon derselben Form, wenn man statt Pl, ql zwei andere Func- 
tionen wahlt, deren entsprechende Linien durch b gehen. 

Ich nehme zunachst an, dass der Punkt a nicht auf der Linie r~ 
liege und wi~hle die Functionen p ,  q, p~, q~ so, dass die Linie q mit der 
Linie q~ zusammenfi~llt und dutch die Punkte (a, b), p dutch die Punkte 
(a, e) und p~ durch die Punkte (b, c) geht, und daher, unter a,/?, y, 3, 
Constanten verstehend 

setzen ~ann, 
die VerhMtnisse der 
werden, so dass 

q'-'~Yql 

oder auch da durch die angegcbenen Bestimmungen nur 
Coefficienten der Functionen p, q, p~, ql festgesetzt 

p----- rl -F l~pl 

r ---- r, + p; 

Nun sei 
~/ ~ ql* 

G(p, q, r) = r 4 -[- (Lip'  + L~pq q- L~q~)r ~ + M~p' + M2pSq 

+ M, f q  ~ + M, pq' + M,q' 
~o mtissen, damit dutch die angegebene Substitution sich G in eine Func- 
tion verwandle, in der nur grade Potenzen von r I vorko~nmen, die fol- 
genden Gleichungen bestehen 

L, +. r  = o  

4 + ~L~fl(fl + ,) + 4M~fl~ = o 

L~(~p + I) + 3M~fl ~ -  --  o 

2L~ + 2M~fl----o 
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Diese Gle.ichungen kSnncn auf doppelte Weise bcfricdigt werden. 
h) Wcnn L~, 21/2, M 4 nicht alle drei glcich Null sind, so muss 

411 

I 
f l-~ 3, L, = 6 ,  M 1 = 9 ,  3 I . ~ = - - L 2 ,  M 3 = L s ,  M4 = o  

sein, also G die Gestalt 

r 4 + (6p * -{- L.~pq -I:- L~q'~)r 2 + 9p 4 -  L~p3q + Lap~q 2 -~ Msq* = 0 

haben. Dann wird 

I ) 4  L u g t ,2 I 4 

woraus zu ersehen ist, dass ill diesem Falle die beiden Integrale 

f , (x ,  ax.�89 .. x.,ax,) 
~x~ 

f ,.,(x, ax,_= xflx,) 

in elliptische verwandelt werden kSnnen, in denen die Function R(~)die- 
selbe ist. 

Es ergiebt sich ferner, dass dies auch mit dem Integrale 

f (,. - -  r,)(x, dx, - -  xflx,) 

der Fall ist, es aber ausser diesen drcicn kein anderes Integral erster 
Gattung giebt, welches auf die bier bctrachtete Weise in ein elliptisches 
transformirt wcrden kSnnte. 
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B) Wenn L~ und somit aueh M~ = o ist so ergiebt sich 

2 I 

La = --fli , i , = o  

und es konnen dann fl, Ma, M 5 willkt'trlich angenommen werden. 

Es ist also 

G ~-~p4q_ jlI~q'q- r'--[~M.aq'ar ' 2 -  ~r'2p=+ M.ap2q 2. 

In  diesem Falle giebt es also drei linear yon einander unabhangige Inte- 
grale crster Gattung, dic sich auf elliptische Integrale reduciren lassen. 

Es ist hierbei stillschweigend angenommen, dass die Punkte  a,  b, c 
nicht in grader Linie liegen (also auch a, b nicht zusammenfallen konnen). 

Dies ist aber gerechtfertigt. Zucrst ist klar, dass weder o und a ,  noch 

c und b zusammenfallen kSnnen, well sonst p ,  q, r i m  ersten und Pl, 
ql, r 1 im zweiten nicht von einander unabh~ngig wi~ren. L~gen nun a, 
b, c in einer graden Linie so konnte man die Graden q, ql mit  dieser 

zusammenfallen lasse% und die Functioncn r 1, ql, px, p, q so bestimmen, 

dass Inan 

hatte, d. h. 

q =  ql -~ r - - r  1 - - p - - p 1  

r ---~ r I + ql 

q - ~  q l  

P =: Pl + ql" 

Dann aber wt'trden in G die Coefficienten von r~ nicht verschwinden. 

Aus ~ten Gleichungen 

oder 

P~=I--p' qx=q' r~= i--~ 
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folgt, dass in dem Punkte  b, wo Pl = o, ql = o, nicht auch r = o scin 
kann weil sonst auch- in  diesein Punkte  p = o, q = o sein, also b m i t  c 

zusammenfallen wiirden. Daraus folgt sofort, wenn r ,  r, mit  einander 

vertauscht werden, dass auch der Punkt  a niemals ein Punkt  von r~ 

sein kann, wenn b nicht in der Linie r liegt. 

Es bleibt hiernach nur  noch dcr Fall  zu betrachten, w o a  in r~ 
und zugleich b in r liegt. 

Dann kann man 
Die Linien q, q, durch a,  b 

)) )) /~ durch a, c 

)) )) Pl durch b, c 
gehen lassen, und 

anIlchlnell. 

P = r l ,  ff = q l ,  r = p ,  

Dadurch geht G in 

p~ + (L,r~ + L.~nq, -4- L jq~)p~ + M,r~ + M.2r~q, + M3r~r + M4riq~ + M~ql 

tiber. Es muss also 

L 2 = o ,  M 2 = o ,  M 4 = o  sein; d. h. es muss 

G(p, q, r) eine ganze homogene Function zweiten Grades yon p~, q2, r ~ sein. 
In diesem Fallc giebt es also drei von einander unabhi~ngige Integrale 

erster Gattung, die in elliptische Integrale transformirt  werden k0nnen. 

Der oben betrachtete Fall  (B) ist unter diesem mitbegriffen; "er 

zeichnet sich aber dadurch aus, dass wenn er statt finder, ausser den 
Integralen 

j p X, dX.~ - -  X, dX, - -  X, dX~ - -  X.flX, rX,,tX~ - -  X ,  d X ,  

V X~ " ~ X~ ~ X~ 

noch ein viertes sich auf ein elliptisches zurfickfhhren lasst. Es trit t  

ein, wcnn F(X1, X2, X3) durch eine lineare Transformation in der Art  
auf  die Form 

r 4 + (L~p 2 + i~r ~ + M,p 4 + M.~p'~q ~ + M~q ~ 

gebracht werden kann, dass unter  den Coefficienten die Relationen 
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statt finden; das vierte lntegral ist dann dasjcnigc, wo an die Stelle von r 

tritt. 
Ich babe auch den oben ausgeschlossenen Fall untersucht. Wcnn er 

eintritt, so lii, sst sich jedes Integral erster Gattung zuni~chst in ein hyper- 
elliptisches 

f co + c,~ + c~ ~ d~ 
~/R($) 

transformiren, wo R(~:) eine ganze Function 8 ten Grades yon ~: bedeutet. 
Ieh begni~ge reich bier die Resultate anzuf(ihren. 
I. Bezeichnet man mit  a0, al, a2, as, a 4, a~, a G, a 7 die 8 Werthe 

yon ~ for welehe R(~) verschwindet, so k0nnen dieselben, in dem Falle 
wo eins der vorstehenden Integrale sich auf ein elliptisches reducirt, so 
geordnet werden, dass unter ihnen die beiden Gleichungen 

I "-- (% - -  a , X %  - -  ~,X'~ - -  a , X , ~ . ,  --~.) 
(% - -  % ) ( ' ~ ,  - -  % X ' ~ ,  - -  % X ' ~ ,  - -  %) 

( a  o - -  a s X a  , - -  a ~ ) ( a ,  - -  a 3 X a  , - -  a T )  
I .--~ 

( %  - -  a a X a  , - -  a , X a  , - -  a , X a  . - -  a , )  

start finden. 
2. Wird abet ausser diesen Gleichungen noch die folgende 

(% - -  ' ~ , X ' ~ ,  - -  ~ , ) ( %  - -  a o X 5  - -  '~,), 
I 

( %  - -  a , X a ,  - -  % X %  - -  a,X% - -  ~,) 

erfiillt, so lassen sich drei von einander unabh~ngigc Integrale erster 
Gattung in der angegebenen Weisc in elliptisehe verwande'ln. 

Schliesslieh bemerke ich, dass der Zweck meiner Arbeit weniger dig 
Herleitung der ermittelten Resultate - -  denn diese wiirden sich wenu 
es nur auf sie angekommen ware, viel kfirzer rein algebraisch ergeben 
haben - -  gewesen ist; es sollte viehnehr ein Beispict zu der in der Ein- 
leitung auseinandergesetzten Theorien meines verchrten Lehrers, welche 
durchzuftihren derselbe reich aufgefordert hat, gegebcn und der Fall, wo 

P = 3, k ~ 2 ist, vollstdndig behandelt werden. 


