UBER DIE REDUCTION
EINER BESTIMMTEN KLASSE ABELSCHER INTEGRALE
3tes RANGES
AUF ELLIPTISCHE INTEGRALE(®)

VON

SOPHIE KOWALEVSKI
in STOCKHOLM.
Einleitung.

ABer hat in scinem Précis des fonctions elliptiques (Oeuvres com-
piétes, Bd I, p. 350) das nachstehende Theorem bewiesen:
»Wenn sich tberhaupt ein Integral von der Form

f(g/ldac1 + ...+ y.dz,)

WO ¥y ..., Y, algebraische Functionen von z,, ..., z, bedeuten, welche
durch irgend cine Anzahl von algebraischen Gleichungen mit einander
verbunden sind, — durch algebraische, logarithmische wund elliptische
Functionen ausdriicken lisst, so ist diese Reduction stets auf der folgenden
Weise moglich:

f(y,(lxl + ...+ ydr,) =1r 4 A, log p® + ... 4+ 4, log o
(s, )ds 1'(5,.):19,,
+ / A (Q + ‘/ An(sn)

(") Diese Abhandlung ist von mir im Sommer 1874 der philosophischen Facultit

der Universitit Gottingen vorgelegt worden. Sie erscheint hier ganz unverindert.
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wo A, ..., 4,, a;, ..., a, Constanten bedeuten; F,(s,) eine rationale
Function von s,; 4,(s,) die Quadratwurzel aus einer ganzen Function dritten
oder vierten Grades von s,; r, p®, ..., o®, 8, ..., 8, 4(8), ..., d,(s,)
rational aus x,, ..., z,, ¥, ..., Y, zusammengesetzt sind.»

Als eine Folgerung von diesem Satz hat mir mein verchrter Lehrer,
Here WEeirrsTRASS, den folgenden Satz mitgetheilt:

»Wenn y cine algebraische Function von z ist und es giebt unter
den Integralen

fF(az, y)dr

wo ['(xz, y) cine beliecbige rationale Function von z und y bedeutet,
solche, dic sich auf elliptische Integrale zuriickfithren lassen, so ist diese
Reduction auch stets fiir ein Integral erster Gattung miglich.

Denn da s,, 4,(s,) rational durch z und y ausdriickbar sind, so geht

<]

ds, .
A/Au(s-;u) m fII@;’ ?j)dT

iiber, wo I (z, y) ecine rationale [unction von =z, y bedeutet, und da

ds . . .
f Rl :) ein Integral erster Gattung ist, so muss das transformirte,
2\ S

fH(x, y)dx auch ein solches sein.

Hierdurch ist die Untersuchung tber die Reduction Asrr’scher In-
tegrale hoheren Ranges aunf clliptische Integrale hauptsichlich auf die
Beantwortung folgender Frage zuriickgefuhrt:

»Es bestehe zwischen zwei Verinderlichen z, y eine algebraische Glei-

chung p** Ranges, (") so dass es, wenn y als Function von x betrachtet

)
wird, unter den Integralen fF(nc, y)dz p lincar von cinander unabhingige
(s, Uy, ..., ,) giebt, durch welche sich jedes Integral erster Gattung «

in der Form

= cu + cu, + ... + c,u,

(') Die Zahl p ist dicselbe, welehe RiEMANN mit p bezeichuet.
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WO ¢, ¢, ..., ¢, Constanten bedeuten, ausdriicken lasst; es fragt sich,
welche besondere Beschaffenheit die Gleichung zwischen z und,y haben
muss, d. h. welche Relationen unter ihren Constanten stattfinden miissen,
wenn es moglich sein soll, die Grossen ¢ so zu bestimmen, dass sich u

in ein elliptisches Integral
ds
4(s)

verwandeln lasst, und zwar so, dass s und 4(s) rational durch z, y aus-
driickbar sind.»

Herr WeiersTrAss hat die fragliche Relation zunichst in franscen-
denter Form folgendermassen dargestellt.

Man kann bekanntlich die Integrale w;, u,, ..., w, so wihlen, dass
dieselben 2p primitive Perioden-Systeme von der Gestalt:

I, 0, Oy ooy Oy Tyyy Tigy +- - -1
Oy I, O, «vvy Oy Tyyy Tygy »v0y Ty
Oy 0y Oy vy Iy, Tyy Tpay vy T

besitzen, wo unter den r,; die Relation

Taﬁ == T,?a
besteht. Dann hat das Integral # folgende 2p primitive Perioden
p P

P
017 02’ ¢y Cp) ?acaz‘a,l’ gacara,Z) vy ?gcarayp‘

Jeder derselben entspricht nun, wenn sich u in der angegebenen Weise
in ein elliptisches Integral verwandeln lasst, eine Periode des letateren,
so dass man

¢ = 2nw -+ 21

21,0 4+ 2n50°

I

Ce

— ] ’ ’
¢, = 2n,w + 27,0
26 — 665006 Acta mathematica. 4
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oty + o6t + oo+ ¢, = — 2o + o)
Gty F G+ T, = — 2(0 + o)
o, + 6o, + ...+ e, =—2m0 + me)

hat, wo dic n, #', m, ' simmtlich ganze (positive oder negative) Zahlen
bezeichnen und (20, 20’) cin primitives Periodenpaar des  elliptischen
Integrals ist.  Sctzt man in die p letzte Gleichungen ¢, ..., ¢, aus den
p ersten, so ergicbt sich:

0= (my+n7, + nty + ... 0,0, 0+ (g +ujo, o+ A0, e
0= (my+ 01y + 0,7y + ...+ 2, T )0 + (g F nioy b+ 07,0

. . . . . . . . . . . . . . . .

o=(m,+nr,+nn+...+nrc o+ m+n,+ 00+ 0o
woraus sich unter den Grossen z,; die (p — 1) Relationen

(I) my 4 T+ et N T Mo+ T F HaTe L RpTy

’ ’ 7 ’ ’ ’ ’ I
mp + Ty 4 NeTe 4 ...+ NETy My + WyTie + MaTee + ... F N7

oMy, Ty ety L F BTy,

e T [} ’ ’ ’
m, + T, F NaTy o+ ..+ BT,

ergeben.
Man darf dann, wie mir Herr WEirrsTrRAss ebenfalls gezeigt hat,
von den Zahlen m, n, m/, ' voraussetzen, dass

ming + My . MR, — WA R, — L — MR,

cine ganze und positive Zahl ist, dic mit & bezcichnet werde und kann
dann cin System von 4p(p — 1) ganze Zahlen

Mgy Mygy .oy My, Nygy Nagy - oy B

p2

My, Moyy ooy Myyy Hypy Nypy ooy Ny,
’ ’ ’ ’ ’ ’
Mgy Mygy ..oy Mgy Nigy Magy oo oy Ny

. . . . . . . . . . . .

’ ’ ’ ’ 1
Mipy Mapy ooy Mpyy Nipy Napy ooy N
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so bestimmen, dass diesclben die Relationen

stattfinden.

’
w;, =

m, +no, + ..
My + w7y .

=m, + 0,7 4+ ...

my + w4+
My + N7y .

mllp + nl’pz-ll + R

I4
§1:" (m,my, —

’
Sa

nex

"‘Mb "‘M'e

~M-

a3 Vay

p
?a(m’ Ny, —
p
?a(main;)' -

Setzt man dann

+ np T]p’
+ 'npprlj)’

+ n;; Tlp’

+ n,’;z Tipy

!
m,ml, —

L sm,, —

+ g Tipy - -

+ 7,7y, .-

Mym;,) =
n;nﬁu) —
nM,) =
n, M, =
M, M) =

7

mn,;) =

ay” " d

by W, =M, + T, + .

Gy Wpg = My + M Ty -
vy @y, = My, + N, T, + ...
y Wy =m, + n7, +.

. w,'ﬂ:——.m;,z—{— n;ﬂpl\+ .

(0]

_|o®Bzn
& (8=1)

Gy @, =My, N, T,

so bestehen unter den Grossen w,,, w,; die Relationen

(3)

p

?,(warw,',, — wgw,,) = O.

+ Rop Top

+ Bor Top

+ Rop Top

.y
.+ RpTpp

+ 7Ty

’
-+ Poo Ton

a=1, ..., p)
Bmly iy p



398 Sophie Kowalevski.

Wenn man daher, unter v, ..., v, unabhingige Verinderliche verstehend,

o = (Dury + ... + (w)pavp’ ot )
a — ((U) 1 P

setzt, so kann man eine Function

o1y -y U] Ty ey )
bilden, welche dann eine Transformation der Function

Fpy ooy U Ty s Thp)

ist. (Zum vollstandigen Beweise muss gezeigt werden, dass die Grossen
7,; auch denjenigen Bedingungen geniigen, welche fiir die Convergenz der
Reihe, durch welche

S, .y V| T s T

dargestellt wird, erforderlich sind.)
Die Relationen

on__ en = Y
wn wn Wpy
besagen nun, dass
Ty = T3 = . = Ty o
und es lasst sich also
B(0l, s U Ty ey T

als ein Product einer #Function von (o — 1) Veriinderlichen und einer

elliptischen &
(v

)
ausdriicken; und wenn dies der Fall ist, so kann das Integral

£
Za(—w—)(w)laua

1

auch stets in der verlangten Weise in ein elliptisches verwandelt werden.
Dieses ist der Satz dessen (fur den Fall p = 2) Herr KONIGSBERGER
n der Abhandlung: Uber die Transformation des zweiten Grades fir die
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Abel’'sche  Functionen der ersten Ordnung (Borcmarpr's Journal, B. 67,
S. 71) als eines ihm brieflich von Herrn WEgirrsTrRAss mitgetheilen,
erwihnt.

Hiermit ist die Aufgabe um die es sich handelt, mit der Transforma-
tions-Theorie der #-Functionen in Verbindung gebracht. Wenn namlich
die Function

’

’ ’ -
Bl oy U Ty ey Ty

sich als Product aus ciner #-Function von (p — 1) Veranderlichen und
ciner elliptischen darstellen lasst, so gilt dasselbe anch fur die Ubrigen
Functionen

Iy, ..., 0T, e Tl

welche aus jener entspringen. (')
Daraus folgt, dass unter den Grossen

19<0, ey OIT;U ey T;,.,,);

Relationen bestehen miussen, welche die Bedingungen fiir die Moglichkeit
der in Rede stehenden Zecrlegbarkeit der Function aussprechen. Nament-
lich ergiebt sich, dass unter den graden Functionen

A I TP A
es eine gewisse Anzahl solcher giebt, welche fur vj=v;=...=v,=0
verschwinden. Nun aber hingen die Grossen 8(o, ..., o], ..., 7,,) mit
den #(o, ..., 0lw,, ..., t,,) algebraisch zusammen; die Quotienten dieser

letateren aber lassen sich algebraisch durch die Constanten der zwischen
z und y bestchenden Gleichung ausdriicken. Dadurch wird es moglich
die obigen transcendenten Gleichungen durch algebraische zu ersetzen.

Dieses hat Herr KowsigsBergrr in der erwahnten Abhandlung fur
den Fall (p == 2, k = 2) ausgefuhrt und gezeigt, dass die schon von

() In Betreff der gebrauchten Bezeichnungen verweise ich auf die Abhandlang von
KGNIGSBERGER: Uber die Transformation der Abel’schen Fuictionen erster Ordnung (Bowr-
cHarpT'S Journal, B. 64, 8. 17) und auch auf Hennocu's Dissertation: De Abeliana-
rum functionum periodis (Berlin 1867).



400 Sophie Kowalevski.

Jaconsr (CReLLE's Journal, B. 8) betrachteten und auf elliptische zuriick-
gefithrten Integrale

I +\/Z'7x dr I—\/Hz dx
Ve(I—2)(1 + k2)(1 + Az)(1 + kdz) Ve(1 —z)(1 + kz)(1 + Az)X1 — ki)

und die aus diesen durch eine lineare Transformation hervorgehenden,
die einzigen ABeL’sche Integrale erster Ordnung und erster Gattung sind,
welche sich in der angegebenen Weise auf elliptische reduciren lassen.

In der vorliegenden Arbeit habe ich nun versucht auch fur den
Fall, wo zwischen z, y eine Gleichung dritten Ranges besteht, die al-
gebraische Relationen zu ermitteln, welche unter den Constanten dieser
Gleichung stattfinden missen, wenn unter den Integralen f F(x, y)dx sich
solche finden sollen, die sich durch. eine Transformation zweiten Grades
(d. h. bei welcher k& = 2 ist) auf elliptische zurtickfithren lassen.

Ich habe aber dabei einen anderen als den eben angedeuteten Weg
eingeschlagen.

Herr WEIErRsTRASS hat spater zu dem angefithrten Satze noch eine
wesentliche Erganzung gefunden:

»Wenn aus einer Function &(v,, ..., v,| 74, ..., 17,,) durch irgend
eine Transformation %** Grades eine andere hervorgeht, die ein Product
aus ‘einer §-Function von (o — 1) Verdnderlichen und einer elliptischen
ist, so kann die urspringliche Function stets durch eine lineare Trans-
formation (bei der k¥ = 1 ist) in eine andere 8(v], ..., v,
verwandelt werden, in der

z-ll’ MRS | Tpp

712=— 713:0,..-,":120

ist, wo u eine der Zahlen 1, 2, ..., ¥ — 1 bedeutet.»

Nun kann man die eben betrachteten Integrale w,, ..., u, durch
andere ersetzen, fur welche an die Stelle der Grossen r,, die 7,, treten;
und so ergiebt sich der Sata:
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»Soll unter den von einer gegebenen algebraischen Function p** Ranges
abhingigen Integralen sich eins finden, das auf ein elliptisches reduecirt
werden kann, so ist dazu nothwendig und hinreichend, dass unter den
aus derselben Function entspringenden Functionen

ecine sei, fir welche

—
T =%, T3 =0, ..., Tp = Oy

(k eine ganze positive Zahl und p =1, 2, ..., k — 1) isty

Ich habe nun bemerkt, dass man unter Zugrundelegung dieses Satzes
die fraglichen Relationen auch ohne auf die Transformationstheorie zu
recurriren erhalten kann, wenn man noch das folgende, in den Vorlesungen
des Herrn WEiersTRASs iiber ABEL'sche Functionen entwickelte Theorem
zu Hilfe nimmt.

Es mogen z, y, wy, ..., %, 7y, ..., 7,, dieselbe Bedeutung haben
wie oben, und die u;, ..., u, die Werthe von #,, ..., u, an einer an-
deren Stelle sein. Unter den §-Functionen mit den Moduln t,, wihle
man irgend zwel ungrade

19(/01, o 0oy 'Up),l, 19(’1}1, ceay ’U‘a)’,‘

willktirlich aus, so hat man, wenn

P =
(4) dz ———‘H<d,‘, y)av E:':H(‘”’ y)a
gesetzt wird
(5> 19(’"/1 — ’ll,; gy Ny T ’IL;,)A }’: 19(;‘) ﬁ(.ll, l‘)i z?ﬁa)l_{(:v ,—’yl,i

’ = * (a)7T
3(“1“’“1’ ceey u‘p—'u‘;?)/i a”f:)H(”’a Y )a a'yua)H("«'a (O

wo #°, 37 die Werthe bedeuten, die

3wy, ooy W B, .., Vol
91, ’ v,

far », = o0, ..., v, = 0 erhalten.
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Dieses vorausgeschickt nehme ich nun an, es sei y eine algebraische
Function dritten Ranges von z und so beschaffen, dass in einer der ans
ihr entspringenden 8-Functionen

I

Tu=5’ T3 = O

ist. »
In diesem Falle ist

1
"5{"1 (2’| +r Tt ;‘ "2) +ny (')"H' Fgmut -‘11'-n+":fa) +n3(2os-+ my7as+ ":Taz)}
$ors o v)= 26

Trennt man in dieser Summen diejenige Glieder, in welchen n, grade, von
denen, in welchen es ungrade ist, so erhalt man,

8(‘” l ‘Z‘) = zeﬂ(20+ur)r:(
B(v D), = 5o [0~
(6) | -

B, =2e (vt 3)rr (e 3]

(sl Dol D

B|1), =2e

und

B, ] 24 Br £,,) = Ee{m(%+"p‘n+ﬂgfy,)+ﬁ,(!).a+”‘?n+"gf’;)}ﬂ
getzend
(7) b, v, )

. { ]
= 79(2?)1 [ 4711)19('02’ ’US | f’n’ 2‘23’ Tas) + 79(21)1 l 4711)2'9(1)‘2 - 5’ vajz.n’ ?23’ Tza)'

Indem man die Veranderliche v, v,, », um halbe Perioden vermehrt
und die ublichen Bezeichnungen braucht, erhalt man aus dieser Gleichung
die folgenden:
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8(vy, vy v,), = 8(2v, | 47,,) 8(v,, v;);, + B(2v, | 47,,),8(v,, v,),,
3(v,, vy, v,),,, = 8(29, | 47,,) 8(v,, })3)3 — 8(2v, | 47,,),8(v,, v,),,
@) vy, v, v)y, = 8(2v, | 47,,) B(v,, v,),, + (29, | 47,,),8(v,, v,),
8(v), vy, V) = 8(20, | 47,,) 8(v,, v,),, — #(20, | 47,,),8(v;, V),
8(v,, v, v,),, = #(2v, | 47,,),8(v,, v,),, + 8(2v, | 47,,),8(v,, v,),,
BV, vy Vy)e, = #(20, | 47,)),8(0,, v,),, — #(29, | 47,,),8(v;, v,), .

Unter den vielen, unter den 8(v,, v,, v;); bestehenden Gleichungen giebt
es auch die folgende

(9) 9,8y, vy, v,)8(vy, v,y )1, + .80, vy 0,801 Vg Uy)oe
+ 9,8(v,, v,, 0,),8(V,, v,y U)o, + 9,80, v,, v,),8(,, v, V), = O.
Setzt man in dieser Gleichung
v, = U, — U,
und wahlt, was immer moglich ist, das Paar (2, y) so, dass
B(uy — wy, uy — uy, ug — uy),

identisch Null wird, und setzt

& = 8 Hw, y), + 8P H(z, y), + 8 H(z, y);

& = SuH(z, y) + HuH(z, y) + HLH (@, y),

. &= 32 H(z, y) + 82 H(z, y) + 82 H(z, y),

( & = 8RH@, y) + 8%H(, y), + KuH(z, y),

&= 8RH(z, y), + 8 H(z, y), + 82 H(z, y)s

& = 60H(w, y) + 82H(x, y) + 6%H (@, y)

27 - 665006 Acta mathematica. 4



404 Sophie Kowalevski.

so ergiebt sich aus der vorstehenden Gleichung (9)

fo par T ger [ g o1
(I I) by \/C151 + V&S + pvES = o

wo &, ky, k, Constanten bedeuten. Zugleich sind &/, &/, & homogene
lineare Functionen von &, &, &. Fasst man daher &, ¢, § als {homo-
gene) Coordinaten eines Puuktes auf, so stellt diese Gleichung eine Curve
dar. Die durch die Gleichungen

51‘_—"07 E{:O! 62::07 5;20; 63::0; 53::0

dargestellten Geraden, fir welche, der Kiirze wegen, die Buchstaben
&, &, ... selbst als Bezeichnungen gewahlt werden mdogen, sind dann
Doppeltangenten dieser Curve, und zwar gehoren die drei Paare

& &) & &) (&) &)

einer der bekannten 63 Gruppen an, in welche die aus den 28 Doppel-
tangenten einer Curve 4*" Grades gebildeten Paare vertheilt werden
koénnen. (')

Jetzt differentiire man die Gleichungen (8) nach v,, v,, v, und setze
sodann v, = v, = v, = 0, so erhdlt man

(12) B = B9 = 02 — 8 = o.
Daraus folgt, dass die vier Geraden

El, E;y 52) E;

sich in einem Punkte schneiden.

Nun kann man aber die Gleichung der in Rede stehenden Curve so
dargestellt erhalten, dass ihre Coefficienten rational aus den Constanten
der zwischen x, y bestehenden Gleichung zusammengesetzst sind. Denn es

(') Nimmt wan ein solches Paar willkdirlich an und legt durch die vier Berthrungs-
puukte desselben irgend einen Kegelschuitt, so schneidet der die Curve vierten Grades noch
in 4 Punkten, in welchen diesclbe von einem zweiten Kegelschnitt berthrt werden kann.
Es giebt danp (ausser dem System jener beiden Doppeltangenten) finf solche Kegelschnitte,
fir welche der jedesmalige zweite in ein System zweier Geraden zerfillt. Die so sich
ergebenden fuaf Paare von (Geraden sind dann Doppeltangenten-Paare und bilden mit dem
urspriinglichen eine der in Rede stehenden 63 Gruppen.
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lassen sich stets (auf unendlich viele Weisen) drei rational aus x, y und
den Constanten - der genannten Gleichung zusammengesetzte Ausdricke

H(x, y),. Hxz, y),, Hx, y),

bilden, aus denen Integrale crster Gattung cntspringen. Dann sind, wenn
man

II(‘”’ .l/)u == Xr/.

setzt, H(x, y),, H(x, y),, H(zx, y), und somit auch &, &}, &, &, &, &, ho-
mogene lincare Functionen von X, X,, X,; und es muss daher zwischen
diesen Grossen eine Gleichung

FIX, X, X,)=o0

13 2

bestehen, in welcher der Ausdruck auf der linken Scite eine homogene
ganze Function 4*® Grades von X, X,, X, ist.

Diesc Gleichung lasst sich aus der gegebenen Gleichung zwischen
# und y, und den beiden angenommenen

XlH(x’ y)‘)"_'X‘J[I(x’ !/)1 = 0O, X2}[('E7 3/)3—-X3]1<J?, .’/)2 =0

durch Elimination der Grossen z, y herstellen, und es haben also ihre
Coefficienten die angegebene Beschaffenheit.

Betrachtet man nun die Grossen X, X,, X, als (homogene) Coordi-
naten cines Punktes (in einer Ebene) so stellt die Gleichung

F=o0

dieselbe Curve 4'" Grades dar wie die vorstehende (11). Dabei ist jedoch
folgendes zu bemerken.

Setzt man
__H(z, ), H(z, v,

$=Hae v, 7" Ha n)

so missen sich, wenn die Gleichung

F§, 9, 1)=0

der Gleichung zwischen %, y aquivalent sein soll, wit Zuziehung der
letzteren, xz, y rational durch &, 7 ausdriicken lassen. Dies trifft nur
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dann nicht ein, wenn sich fiir jeden Werth von & nur zwei verschiedene
Werthe von » ergeben.

Schliessen wir diesen Fall, der besonders behandelt werden muss,
aus, so ist also jetzt folgendes erwiesen.

»Ist y eine -algebraische Function 3*" Ranges von z, so lasst sich
die zwischen # und y bestehende Gleichung auf unendlich viele Arten
in eine homogene Gleichung 4** Grades F = o zwischen drei Grossen
X, X,, X,, welche rationale Functionen von z, y sind transformiren und
zwar kann dieses auch stets so geschehen, dass die Coefficienten dieser
Gleichung so wie auch die der Ausdriicke X rational aus den Constanten
der gegebenen Gleichung zusammengesetzt sind. Die Gleichung F = o
ist dann im Allgemeinen — d. h. stets wenn der erwahnte Fall nicht
eintritt — irreductibel und stellt eine Curve 4%* Grades ohne Doppel-
punkte dar. ,

Unter den Doppeltangenten dieser Gleichung missen dann vier zu-
sammengehorige — d. h. solche deren 8 Berithrungspunkte in einem
Kegelschnitt liegen — geben, welche in eimem Punkte sich schneiden,
wenn unter den von y abhingenden ABeL'schen Integralen sich eins
finden soll, welches sich durch eine Transformation der hier betrachteten
Art (k = 2) in ein elliptisches verwandeln lasst.

Dieser Satz gilt aber auch umgekehrt.

Sind namlich &, &, &,, & homogene lineare Functionen von X, X,
X,, welche gleich Null gesetzt die Gleichungen von irgend vier zusam-
mengehorigen Doppeltangenten der Curve F = o geben, und man nimmt
aus der durch das Paar (£, &) bestimmten Gruppe von Doppeltangenten-
Paaren noch irgend ein drittes (&, &) so kann man bekantlich F(X,, X,, X,)
auf die Form

A (51 5;)2‘ + 95(525;)) + !13(53 Ez«’x)2 - 2.92.93(52535;5:’4) — 2.9391(6351 & 5;)
| — 2919:(6:6:6.6)

bringen, wo g¢,, g,, g, Constanten bedeuten, von denen keine gleich
Null ist.
Man hat also

.F(Xn Xn Xa) = (93535; — 9:6:6 — !115161)’ — 4919551525;5;-
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Schneiden sich nun die vier Graden (&, &, &, &) in cinem Punkte, und
mogen p, ¢ irgend zwei homogene lineare Functionen von X, X;, X, sein,
welche in demselben Punkte sich verschneiden, so sind &, &, &, &
saimmtlich homogene lineare Functionen von p, ¢, und es wird, wenn
man noch & durch &, &, & ausdriickt

9566 —g. 6.6 — 9,6,6, = 1§ + (P, 7). + (10, 9)2

wo ! constant, und (p, ¢),, (p, g), ganze homogene Functionen von p, ¢
beziehlich vom 1*" und 2*® Grade sind.
Setzt man daher

r — h(& ! M)

2 A

unter k eine beliebige Constante verstehend, so ergiebt sich
F(X,, X,, X)) = Ryr* + 2B,(p, )" + B,(p, 9)

wo R, constant und von Null verschieden, (') und R,, R, ganze homogene
Functionen von p, ¢ beziehlich des 2'*® und 4" Grades sind.

Nimmt man h so an, dass die Determinante von p, ¢, r gleich 1
wird und bezeichnet den Ausdruck auf der rechten Seite der vorstehenden
Gleichung mit G(p, ¢, 7), so ist bekanntlich, unter der Voraussetzung,
dass fur X, X;, X, deren Ausdriicke in z, y gesetzt werden, so dass
F = o ist

X,dX, — X,dX, _ X,dX, — X,dX, X,dX, — X,dX,

oF oF - oF
X, 3X, 3X,
- qdr —rdq __ rdp —pdr _ pdq— ¢qdp
@ a6 A
CA 9q or

(") Wire R, gleich Null, so wiirde der Darchschnittspunkt der Doppeltangenten auf
der Curve liegen, was bei einer Curve 4" Grades ohne Doppelpunkte (und nur fiir eine
solche ist p = 3) picht der Fall sein kanu.
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Es ist aber
’G

or

(R, + R?(p7 9)]? = Rg(f” q) - R-:(p, 9)'

4r[Ryr® + Ry(p, 9)]

Man hat also

pdq—qdp e ,r.Xde‘)_XadXI —
I R AT oF o
X

3

oder wenn man
¢=1 RE =R, §—R(1, §

r=c¢X +¢X, + ¢X

01X1 + c‘:X‘z + “'nXs o d§
f = (X,dX, — X,dX,) = f s
X

8

setzt

wobei zu bemerken ist, dass

: . R (p, @)
'R(€)= R,—, + =P 1’
Y (5) ope P

so dass entsprechend dem in der Einleitung bemerkten

& und VR(%)

beide rational durch z, y ausdrickbar sind.

Bemerkt man noch, dass, wenn G(p, g, r) die angegebene Form
hat, in dem Punkte (p = o, ¢ = 0) sich auch stets 4 zusammengehorige
Doppeltangenten der durch die Gleichung F = o dargestellten Curve

schneiden, so kann man jetzt sagen:

»Damit die Gleichung zwischen z, y die in Rede stehende Beschaffen-
heit habe, ist nothwendig und hinreichend, dass die aus ihr hervorgehende

Gleichung 4*" Grades

FX, X, X;)=o0
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sich durch eine lineare Transformation in eine andere

G(p, g, r)=o0

uberfithren liesse, in welcher nur die graden Potenzen der Veranderlichen
r vorkommen, was identisch damit ist, dass sich 4 zusammengehorige
Doppeltangenten der durch die Gleichung F = o dargestellten Curve 4*®
Grades in einem Punkte schneiden. Damit aber das letztere stattfinde,
mitssen unter den Coefficienten von F zwel bestimmte algebraische Rela-
tionen bestehen, welche dann auch in ebensolche Relationen zwischen den
Constanten der Gleichung zwischen z und y verwandelt werden konnen.
Wenn die Umformung von F in G ausgefuhrt ist, so ist zugleich das-
jenige von y abhingige Integral erster Gattung, welches in ein elliptisches
transformirt werden kann, bestimmt und diese Transformation selbst so-
fort ausfuhrbar.»

Es fragt sich nun, ob es noch andere von y abhiangende Integrale
erster Gattung giebt, welche ebenfalls durch eine Transformation zweiten
Grades (k = 2) auf elliptische zurickgefithrt werden konnen. Um dies
zu entscheiden, hat man nach dem Vorstehenden zu untersuchen, ob sich
die Function G(p, g, r) durch eine lineare Transformation in eine andere
Gp,, q,, r,) von derselben Gestalt so verwandeln lisst, dass r, und r

Tl

verschieden (und auch =+ nicht constant) ist.

Wir wollen dabei wieder X,, X, X, als Coordinaten auffassen, so
dass auch p, = o0, ¢, = 0, r, = 0 ebenso wie p =0, ¢ = 0, » = 0O die
Gleichungen bestimmter graden Linien sind.

Angenommen nun, es bestehe die Gleichung

G(p, q, T) = Gl(pp a,, ?.1)

far beliebige Werthe von X, X,, X, und in G kommen nur die graden
Potenzen von r, in G, nur die graden Potenzen von 7, vor. Der Durch-
schnittspunkt der Graden (p, ¢) werde mit @, der von (p,, ¢,) mit b
und der von (r, r,) mit ¢ bezeichnet.

Es andert G scine Form nicht, wenn man statt p, ¢ zwei andere
lineare Functionen von X,, X,, X, wahlt, die so beschaffen sind, dass die
ihnen entsprechenden graden Linien sich ebenfalls in a schneiden. Ebenso
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bleibt G, von dersclben Form, wenn man statt p,, ¢, zwei andere Func-
tionen wahlt, deren entsprechende Linien durch ) gehen.

Ich nehme zunichst an, dass der Punkt @ nicht auf der Linie r,
liege und wihle die Functionen p, g, p,, ¢, so, dass die Linie ¢ mit der
Linie ¢, zusammenfallt und durch dic Punkte (a, b), p durch die Punkte
(a, €¢) und p, durch die Punkte (b, ¢) geht, und daher, unter a, 3, y, ¢, ¢
Constanten' verstehend

p=ar + fip,
¢4 =71t
r = dr, + £p,

setzen kann, oder auch da durch die angegebenen Bestimmungen nur
die Verhaltnisse der Coefficienten der Functionen p, ¢, p,, g, festgesetzt
werden, so dass

p=r + fp
r=r +p
q=q,

Nun ‘sei
G(p, ¢, r) =r' + (Lp* + L,pqg + L,g*r* + Mp* + Mp’q
+ M. p’¢* + M,pg" + M,q*

so missen, damit durch die angegebene Substitution sich & in eine Func-
tion verwandle, in der nur grade Potenzen von r, vorkommen, die fol-
genden Gleichungen bestehen

44 2L+ 1)+ 4Mp=0
L+ M, =o0
4+ 2L B+ 1)+ aM,fF =0
L(2p+ 1)+ 3M,* = o
2L, + 2M .3 =o0
M, =o.
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Diese Gleichungen konnen auf doppelte Weise befriedigt werden.
A) Wenn L,, M,, M, nicht alle drei gleich Null sind, so muss

[;’:—*%,leq M =9 M,=—1L,, M, =L, M, =0

sein, also G die Gestalt
r* +(6p" + Lypg + Lg")r* + op* — Lp'q + Lp’q" + Myg* = o
haben. Dann wird
G, = 1611+ 7'?[6(§pl>2+ Lz(ézném) + La(é qlﬂ
o) =n(3n) in) 5 ) i)

woraus zu crsehen ist, dass in diesem Falle die beiden Integrale

r(X,dX, — X,dX,) r(X,dX, — X,dX,)
I ’ oF
aX, 2X,

3

in elliptische verwandelt werden konnen, in denen die Function R(§) die-
selbe ist.
Es ergiebt sich ferner, dass dies auch mit dem Integrale

(r —r)X,dX, — X,dX))
oF
aX,

3

der Fall ist, es aber ausser diesen dreicn kein anderes Integral erster
Gattung giebt, welches auf dic hier betrachtete Weise in ein elliptisches
transformirt werden konnte.
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B) Wenn L, und somit auch M, = o ist so ergiebt sich

1

2

Li==—p M=p
L, = o, M, =o0
L =—pM, M, =o

und es konnen dann 3, M,, M, willkirlich angenommen werden.
Es ist also

2
3
In diesemn Falle giebt es also drei linear von einander unabhangige Inte-
grale erster Gattung, die sich auf elliptische Integrale reduciren lassen.

Es ist hierbei stillschweigend angenommen, dass die Punkte a, 8, ¢
nicht in grader Linie liegen (also auch @, b nicht zusammenfallen konnen).
Dies ist aber gerechtfertigt. Zuerst ist klar, dass weder o und a, noch
¢ und b zusammenfallen konnen, weil sonst p, ¢, r im ersten und p,,
q,, 7, im zweiten nicht von einander unabhingig wiren. Lagen nun a,
b, ¢ in eciner graden Linie so konnte man die Graden g, ¢, mit dieser

zusammenfallen lassen, und die Functionen r,, ¢,, p,, p, g so bestimmen,
dass man

G = p' + Myg* + r* — M, g'r* —

ld r‘2p2 + M’aqu‘).

=9 =r—n=p—n

hatte, d. h.
r=r +gq
q =1,
p=p +4q.

Dann aber wiirden in G die Coefficienten von 7% nicht verschwinden.

Aus den Gleichungen

r=r +p,p=nr+pp, 1=4q
oder

r—p p—pr
=i =0 =T
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folgt, dass in dem Punkte b, wo p, = o, ¢, = 0, nicht auch r = o sein
kann weil sonst auch- in diesem Punkte p = 0, ¢ = o sein, also b mit ¢
zusammenfallen wiirden. Daraus folgt sofort, wenn r, #, mit cinander
vertauscht werden, dass auch der Punkt & niemals ein Punkt von 7,
sein kann, wenn b nicht in der Linie r liegt.

Es bleibt hiernach nur noch der Fall zu betrachten, wo a in 7
und zugleich & in r liegt.

Dann kann man

Die Linien ¢, ¢, durch a, b

» » p durch a, ¢

» » p, durch b, ¢
gehen lassen, und

P=r, 9=4q9, 7r=p

annehmen. Dadurch geht G in

pi + (L{’"f + L,rq, + L;ﬂ?)pf + My + M,riq, + Myrigi 4+ M,riqi + M,q}
itber. Es muss also

L, =0, M, =0, M, = o sein; d. h. es muss

G(p, q, r) eine ganze homogene Function zweiten Grades von p*, q°, r* sein.
In diesem Falle giebt es also drei von einander unabhingige Integrale
erster Gattung, die in elliptische Integrale transformirt werden konnen.
Der oben betrachtete Fall (B) ist unter diesem mitbegriffen; er
zeichnet sich aber dadurch aus, dass wenn er statt findet, ausser den
Integralen

oF aF ’ oF
X, X, 20X,

Vg >
X,dX, — X,dX X,dX, — X,dX X, dX, — X,dX,
p 1 2 2 1 ; » q 1 3 2 1 ¥

noch ein viertes sich auf ein elliptisches zuriickfithren lasst. Es tritt
ein, wenn F(X,, X,, X,) durch eine lineare Transformation in der Art
auf die Form
7.4 + (Llp‘z + L3q2)r2 + M1p4 + l‘[ap‘lq? + M5q4
gebracht werden kann, dass unter den Coefficienten die Relationen
L = 4M,, L,L; = 2 M,
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statt finden; das vierte Integral ist dann dasjenige, wo an die Stelle von »

(= I

1

tritt.
Ich habe auch den oben ausgeschlossenen Fall untersucht. Wenn er
eintritt, so lasst sich jedes Integral erster Gattung zundchst in ein hyper-

elliptisches
f R
VE(E)

transformiren, wo R(&) eine ganze Function 8*® Grades von & bedeutet.
Ich begniige mich hier die Resultate anzufiihren.
1. Bezeichnet man mit a, a,, a,, @, a,, a;, @, a; die 8 Werthe
von & fur welche R(£) verschwindet, so konnen dieselben, in dem Falle
wo cins der vorstehenden Integrale sich auf ein elliptisches reducirt, so

geordnet werden, dass unter ihnen die beiden Gleichungen

. (a’o — ‘%X% —_ “7)(% - a,4)(a5 -‘a’s)
- (a'o —a, )((Ll - a’zXa’a - a‘axa4 - a’s)

(a'u - as)(a, - a’s)(ui —_ aaXa‘4 - av)

I =
(a’o - n’s)(a’x - alXa2 - “5)(% - a7>

statt finden.
2. Wird aber ausser diesen Gleichungen noch die folgende

(@, — a Xa, — a,)a, — a,Xa, —a,)

I =
(a’o - aBXal - “5)(% - a‘4)(a’3 - 0’7)

erfullt, so lassen sich drei von einander unabhingige Integrale erster
Gattung in der angegebencn Weise in elliptische verwandeln.

Schliesslich bemerke ich, dass der Zweck meiner Arbeit weniger dic
Herleitung der ermittelten Resultate — denn dicse wiirden sich wenn
es nur auf sie angekommen wire, viel kiirzer rein algebraisch ergeben
haben — gewesen ist; es sollte vielmehr ein Beispicl zu der in der Ein-
leitung auseinandergesetztcn Theorien meines verchrten Lehrers, welche
durchzufithren derselbe mich aufgefordert hat, gegeben und der Fall, wo
p = 3, k= 2 ist, vollstindig behandelt werden.




