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Die folgenden Untersuchungen wurden veranlasst durch das Studium 
einer merkwfirdigen Funktion. Dieselbe ist fiberall stetig, ihr Differential- 
quotient (und aueh das Quadrat desselben) besitzt aber in jedem noch so 
kleinen Intervall dieselbe von o verschiedene Schwankung, sodass dem 
bestimmten Integral 

f + f'(x)'dx 
xo 

unter Zugrundelegung der RIEMANN'schen Definition eine Bedeutung nicht 
zukommt. Dennoch geht aus geometrischen Betrachtungen auf das 
Unzweideutigste hervor, class die durch jene Funktion definirte Curve 
zwischen je zweien ihrer Punkte eine ganz bestimmte endliche Lange hat. 
Daraus folgt, dass der Begriff der Lange einer Curve nicht von dem 
Umstande abhangig sein kann, ob jenes bestimmte Integral Sinn hat, 
oder nicht. Die von Herrn DU BOIS-REYMOND(1) gegebene Definition der 
Lange einer Curve ist also jedenfalls zu eng. 

(1) Mathemat ische  Annalen~ B. I5~ pag. 287 . 
Acta mathemallea. 5. Imprim~ 19 Mars 1884. 
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Hiermit drangt sich die Nothwendigkeit einer allgemeineren Definition 
des Begriffes ))Lange)) und gleichzeitig die Frage nach den nothwendigen 
und hinreiehenden Bedingungen auf, denen eine Funktion f (x)  gentigen 
muss, damit die durch die Gleichung y ~ f(x)  definirte Curve zwisehen 
zweien ihrer Punkte eine bestimmte endliche Li~nge babe. 

Die Beantwortung dieser Frage fiir den Fall, dass die Funktion f (x)  
yon x 0 bis x 1 eindeutig gegeben [st, bildet den Inhalt dieser Abhandlung. 
Es werden dabei weder fiber die Stetigkeit, noch tiber die Differentiirbar- 
keit yon f (x)  irgend welche Voraussetzungen gemacht. 

Die Resultate, welche in den Theoremen I - - V I I  zusammengefasst 
und an Beispielen erlautert sind, zeigen, dass die Existenz der Lange einer 
Curve in keiner Weise von dem Umstande abh~ngig [st, ob die Curve 
im Allgemeinen eine Richtung besitzt, oder nicht. Wir werden zur 
besseren Beleuchtung dieses Gegenstandes in einer sp~teren Arbeit Curven 
definiren, welche eine bestimmte Lange zwischen je zweien ihrer Punkte 
besitzen, obgleich die Gesammtheit der Stellen, wo keine Tangente existirt, 
in jedem Interval[ v o n d e r  Machtigkeit des Linearcontinuums [st. 

. 

Wit geben in dieser Nummer die Definition einiger Begriffe: 
)Lt~nge)), ))derivirte Funktionem), ~Richtungsschwankung)). 
Es sei y ~ f(x)  eine in dem ganzen Inter~call XoX 1 eindeutig gegebene 

Funktion. Wir nehmen eifie endliche Anzahl yon Werthen x an, deren 
kleinster x0, deren grSsster x 1 [st und bezeichnen dieselben, nach der 
Grssse geordnet, mit X~o , x~ ,  x~ ,  . . . ,  die entsprechenden Werthe von 
y mit y~0, Yl~, Yl 2 ' �9 ' " US sei ferner 

L 1 Z ~f(xl, ,.~. 1 x 2 .~1, r) ~ = - -  + 0 , , , §  
r~0~l,  ... 

wo auf der rechten Seite fiber alle xl,,. yon x0 bis xl zu summiren [st. 
Nun schieben wit zwisehen je zwei der Punkte x~,~ neue, wiederum in 
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endlicher Anzahl, ein und bezeichnen die Gesammtheit der sehon vor- 
handenen und der neu hinzutretenden Werthe x in der Reihenfolge ihrer 
Grssse mit x20 , x2~ , x22, . . . ,  die entsprechenden Werthe yon y mit 
Y~o, Y~, Y~2, . . .  Es sei dann wiederum 

= , + ,  + , + , -  

w0 die Summe auf der rechten Seite sich tiber alle x:.r yon Xo bis xl 
erstrcekt. Dureh Einschiebung neuer  Punkte und Zusammenfassung der- 
selben mit den frt~heren entsteht eine dritte Reihe x~o , X~l , x ~ ,  . . .  und 
eine entspreehende Grssse L~. Hiernach ist klar, was unter der Reihe 
x,0, x,1, x,~, . . . ,  Y,o, Y,~, Y,~, . - .  und der GrSsse L,, zu verstehen ist. 

Das Gesetz, nach welchem die Theilung der Abscissenaxe fortschreitet, 
nehmen wir ganz beliebig an und unterwerfen es nur der einen Be- 
dingung, dass alle Differenzen x , , r+~--x , , , ,  mit wachsendem n unendliCh 
klein werden. Genauer: _lVach Annahme einer beliebigen positiven GrSsse $ 

soll n immer so zu beslimmen sein, dass die Dif[erenzen x,,. ~+~ ~ x,,, ,. s~mmt- 
lich kleiner als ~ sind. 

Offenbar ist allgemein L,~+~ ~ L , .  Es n~hern sich daher naeh einem 
bekannten Satze die Grsssen L,~ mit wachsendem n entweder einem be- 
stimmten endlichen Grenzwerthe, oder sic werden unendlieh gross. Tritt 
der erste Fall ein, so bleibt die Msglichkeit often, dass bei einer anderen 
Wahl der Theilpunkte die Grsssen L, sieh entweder einem anderen endlichen 
Grenzwerthe nahern oder unendlich gross werden. Wit  geben nun folgende 

D e f i n i t i o n .  Die durch die Gleic]~ung y ~ f (x)  definirte Curve hat 

zwiscken den Punkten xo, Yo und x~, y~ die Ldnge L ,  wenn die GrO'ssen 

L,, sich bei jeder Wahl der Theilpunkte demselben endlichen Gre~zwerthe L 

ndhern. Anderenfalls kommt der Curve eine L(inge nicht zu. (~) 

(1) Diese Definition der Liinge ist im Wesentlichen gleichbedeutend mit der yon 
DUHAMEL angegebenen. (Vergl. STOLZ: ~Jber die Bedeutuug BOLZANO's i~ dev Geschichte 
der Infinitesimalrechnung. M a t h e m a t i s c h e  Anna len  B. I8 pag. 270 ). Sic liLsst sieh 
vollst~udig auf dieselbe reduciren~ wean man der 2~uffassung der Curve als eines Continuums 
dadureh Ausdruck giebt, (lass man die Funktion f ( $ )  an den Sprungstetleu alle zwischen 
f ( $ -  o) und f ( z - ~  o) gelegenen Werthe annehmen l~isst. Wit habeu cs vorgezogen, die 
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Die zweite Definition, yon welcher im Verlauf dieser Untersuchungen 
vielfach Anwendung gemacht wird, ist diejenige der ~derivirten Funk- 
tionen~. Wit werden, abweichend von dem bisherigen Gebrauch, bei einer 
ganz willkiirlichen, stetigen oder unstetigen Funktion f(x) an jeder Stelle 
von derivirten Funktionen sprechen und darunter die Unbestimmtheits- 
grenzen des vorderen und hinteren Differentialquotienten verstehn. 

Wenn namlich die positive Grssse h beliebig angenommen wird, hat 
die Gesammtheit der Grsssen 

f(z + h') - - f (~ )  
hp 

wenn h' alle zwischen o und h gelegenen Werthe erhMt, eine bestimmte 
obere und eine bestimmte untere Grenze. Nattirlich ist der Fall, dass 
eine dieser Grenzen, oder beide, unendlich gross sind, nicht auszuschliessen. 
Bezeichnen wir far den Augenblick die obere Grenze mit Dh, die untere 
mit D~, so ist ft'lr h 1 < h  stets D~,~D~ und D~,~D~,. Es nahert sich 
daher die Grssse Dh mit abnehmendem h entweder einer bestimmten end- 
lichen Grenze, oder sie ist bestandig + cxv, oder sie nimmt unbegrenzt ab 
bis ~ cxv. Ebenso nahert sich D'~, entweder einem bestimmten endlichen 
Grenzwerth, oder ist bestandig ~ co, oder nimmt unbegrenzt zu bis 
+ oo. In jedem Falle sind die Grenzwerthe 

limD,, und limD~ 
h=O h=O 

vMlig bestimmt. Wit bezeichnen dieselben mit D+f(x) und D+f(x) und 
nennen sie die ~vordere obere~ und die ,vordere untere Derivirte~ von f(x). 

Es ist hiernach ohne Weiteres klar, was unter der ,hinteren oberen 
Derivirten~ D-f(x) und der ,hinteren unteren Derivirten~ D_f(x) zu ver- 
stehen ist. 

Der vorwarts genommene Differentialquotient f+ (x) hat an denjenigen 
Stellen x einen bestimmten Werth, wo D §  D+ ist, der ri~ckw[crts ge- 

Funktion f(x) iiberall eindeutig bestlmmt vorauszusetzen und erst vermittelst unserer 
eigenthiimllchen Definition der ~Lfinge~ die Ansehauung yon der Continuit~it der Curve au 
den Sprungstellen der Funktion f ( ~ )  zum Ausdruck zu bringen, 
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n o m m e n e  f ' ( x )  an denjenigen  Stellen,  we D - ~  D_  ist; und  zwar  wird  

im ersten Fal le  f'+(x) ----- D + : D+ , im letzten Fal le  f ' ( x )  -~ D - :  D_.(~) 
Der  dr i t te  Begriff, den wir  definiren mC'tssen, da er in den  fo lgenden  

U n t e r s u c h u n g e n  g e b r a u c h t  wird,  ist der jen ige  der  ~Richtungsschwankung,. 
Wir  unterscheiden  die ,Richtungsschwankung einer Carve an einer Stelle 
x, y ,  yon der  ~ Richtungsschwankung in der Umgebung einer Stelle x,  y~. 

Wir  sagen, die Richtung der Curve y - - - - f ( x )  schwanke an der Stelle 

y zwischen den W i n k e l n ~ u n d  a' ( - - ~  < a <  z ~ < a ' <  ~)  X) wenn  
2 ~  - - 2  ~ 2 ) 

die grOssere der  be iden  Grossen D + u n d  D -  gleich t g u ,  die kle inere  der  

Grossen D+ und  D _  gleich tg  a' ist. Die Differenz a -  a' nennen  wir  die 

Richtungsschwankung der Curve an der Stelle x,  y. 
In dem In te rva l le  x - - h  bis x - [ - h ,  aus we lchem n u r  die Sielle x 

selbst  ausgeschlossen sein sell, ha t  yon den  cben def ini r ten Winke ln  a 

und  a' der  erste eine obere  Grenze a~,, de r  zweite eine un te re  Grenze a'~. 

W e n n  h a b n i m m t ,  n i m m t  ah n ich t  zu, a;, n ich t  ab, es haben  daher  beide 

Grossen Grenzwer the  ft'~r h ~ o .  Wi r  setzen 

fl=limah und  if=lima;, 
h=O h=O 

und  sagen, die Richtung der Curve schwanke in der  U m g e b u n g  dcr  Stellc 

x,  y zwischen /~ und  fl'. Die Diffcrenz f l -  fl' heisse Richtungsschwankung 
der Curve in der Umgebung der Stelle x,  y.(2) 

Schliesslich nennen  wir  Gesammtschwankung der Richtung im Inneren 
eines Intervalles die Grosse r -  if, wenn  ~- die obere Grenze yon a, r '  die 

un te re  Grenze yon ~' im Innc ren  des Interval.les ist. 

(1) Herr ])t~ B0m-REYMOND nennt die Gr6ssen D § D+~ D-:  D_ passcnd ))Un- 
bestimmtheitsgrenzen)) des vorwiirts und rtiekwiirts genommenen Differentialquotienten. Wit 
haben die neue Bezeiehnung ))derivirte Funktionen~ der gr~isseren Kfirze wegen eingeftihrt. 
Die Symbole D§ D+~ D-:  D_ sehliessen sieh unmittelbar an diese Bezeichnung qan und 
sind daher von uns den Symbolen des Herrn DINI ~'|~ 2~ A~ 2' (Fondamenti per la 
teoriea delle funzioui di variabili reali pag. 19o ) vorgezogen. 

(~) Die Riehtungssehwankung an der Stelle x~ y ist keineswegs immer gleieh der 
Richtungssehwankung in der Umgebung dieser Stelle. Es lassen sich leieht Beispiele 

4 

angeben: we die erste gleich o~ die zweite gleich 7r ist (z. B. y--~ x ~ sin I- ftir x ~-o).  
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2. 

Theorem I.  Ist die in dem Intervall xox 1 iiberall eindeut 0 gegebene 
Funktion f(x)  stetig und bleiben alle Gr6ssen L .  bei irgend einer ~ahl  der 
Theilpunkte unterhalb einer endlichen GrO'sse G, so bleiben sie auch bei jeder 
anderen Wahl der Theilpunkte unterhalb dieser Gr6"sse, und L.  hat fi~r 
n ---- c-~ den yon der Wahl der Theilpunkte unabhdngoen Grenzwerth L. Die 
dutch die Gleichung y ~ f (x)  definirte Curve hat also in diesem Falle 
zwischen den Punkten xo, Yo und xl, Yl die bestimmte Ldnge L. (1) 

Theorem I L  1st die in dem Intervall XoX 1 i~berall eindeutig gegebene 
Funktion f (x)  unstetig, so ist fdr die Existenz einer Ldnge, d. h. eines yon 
der Wahl der The@unkte anabhdngigen endlichen Grenzwerthes lim L , - ~  L 

nothwendig, 1) dass f~r jeden d~m Intervall angeh6rigen Werth x die Gr6"ssen 
f(x + ~) und f ( x -  ~) mit verschwindendem ~ sich bestimmten endlichen 
Grenzwerthen f(x + o) und f ( x -  o) ndhern; 2) dass fi~r jeden Werth yon 
x der Werth der Funktion f (x)  zwischen f(x + o) und f ( x - - o )  liegt oder 
mit einer dieser Crr6"ssen zusammenfdllt; 3) dass die Werthe x, flit welche 
f(x ~-o) nicht gleich f ( x -  o) ist, eine endliche o'der abzdhlbar unendliche 
Menge bilden;(2) 4) class die Summe der absoluten Betrdge der Differ~zen 
f(x -~- o) - -  f(x ~ o) endlich ist. Sind umgekehrt diese vier Bedingungen 
erfallt, so hat die durch die Gleichung y ~ f (x)  definirte Curve eine Ldnge 
L,  wenn die GrSssen L .  be~ irgend einer Wahl der Theil_punkte unterhalb 
einer endlichen Gr6"sse G bleiben. 

(1) Der yon DUHAMEL gegebene Beweis dieses Theorems umfasst nur diejenlgen 
Curven, welehe an jeder Stelle sowohl naeh vorwttrts, als naeh riickw~rts eine bestimmte 
Riehtung haben. Desg]. der Beweis yon I~errn STOLZ (L c. pag. 27I ). 

(2) Unter einer >)abz~h]bar uuendlichenv Menge verstehn wit eine solohe, deren Ele- 
mente sich den Elementen der natlirlichen Zahlenreihe I~ 2, 3, . . .  eindeutig zuordnen 
]assen. Wir bemerken dies ausdriicklich, weil Herr G. CANTOR jenem Begriffe, den er 
urspriinglieh in der angegebenen Weise definirte~ sparer eine erweiterte Bedeutung gegeben 
hat ( M a t h e m a t i s e h e  Annalen~ B. 2I~ pag. 550~ Note). 

Es sei noch erw~hnt~ dass die im Theorem I I  enthaltene Bedingung 3), genau ge- 
nommen~ iiberttiissig ist, da sie - -  was wir erst w~hrend des Druekes erkannt haben - -  
dureh die Bedingung I) herelts mitgegeben ist. Die yon Herrn DU BoIs-REY~O~D (]. e.) 
aufgeste]lte Forderung~ dass die Unstetlgkeiten nieht ~pantachiseh~ sein sollen, erweist sieh bei 
unserer Definition der L~nge ais unwesentlich (Vergl. das Beispiel auf S. 6I dieser Abhandlung). 
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B e w e i s  y o n  T h e o r e m  L 

Es entspreche irgend einer Wahl der Theilpunkte die Reihe L1, L2 ,  . . .  
Nach Voraussetzung sind alle in dieser Reihe vorkommenden Grossen 
kleiner als G. Da ausserdem allgemein L.+l  ~_~ L~ i.st, milssen die Grsssen 
L~, wie schon in w I bemerkt wurde, eine obere Grenze haben, der sic 
sich beliebig n~hern, die sic indess nicht tiberschreiten. Diese Grenze sei L. 

Wir nehmen nun irgend welche anderen Theilpunkte an und be- 
zeichnen die denselben entsprechenden Grsssen mit gestrichenen Buch- 

. . . . .  ig staben: Xno, x~, . . . ,  Y~0, Y~, � 9  Ln. Es lasst sich ze en, dass keine 
der Grsssen L" grSsser als L sein kann. 

Sind x',0, X'.l, . . . ,  x'p+t die der Grosse L'~ entsprechenden Theil- 
punkte (also x'~0----x0, x'..p+~ ~ xl), so ist nach der Definition 

p 

= _ ,) + - -  y , , ,  

Nehmen wit jetzt eine positive Grssse ~ beliebig an, so kSnnen wir zu 
jeder Grosse x'~(r---- x, 2, . . . ,  p) vermittelst einer Ungleichung 

t 

ein Intervall i,r bestimmen, welches erstens eine von o verschiedene L'hnge 

besitzt, die kleiner als _3 ist, welches zweitens keinen der Punkte x:0, x'.l, . . .  
P 

ausser x:,. enthMt, und innerhalb dessen drittens die Schwankung yon f ( x )  

kleiner als _3 ist. Ist dies geschehen, so ksnnen wir ferner die Zahl m 
T 

so gross annehmen, dass in jedem der p Intervalle i~ ,  i,,~, . . . ,  i.p mindestens 
zwei Punkte der Reihe xml, xm~, . . .  liegen. Dann wird folgende Relation 
bestehen : 

L., + 2 V~3 > U,.  

Sind n~mlich x,.~ und x,. ~+~ zwei auf einander folgende Punkte der 
Reihe x,~, z,~, . . . ,  welche beide im Intervall i~,. liegen, und ersetzen wir 
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in dem Summenausdruck far L~ das Glied, welches die Entfernung des 
Punktes x~.., y.., vom Punkte x~,.~+~, y,,.~+~ ausdrackt, durch die Summe der 
Entfernungen dieser beiden Punkte yore Punkte x~,,, y~,~; und ft~hren wit 
dasselbe far alle p Intervalle i.~ aus, so erfahrt die Summe L,. einen 
Zuwachs, der kleiner als 2V2# ist. Die neue Summe ist abet mindestens 
gleich L',, da an der Stelle der geraden Linien, aus deren Langen U, 
zusammengesetzt ist, hier gebrochene Linien stehen. Demnach gilt in tier 
That die Relation 

.L  m .3 I- 2 V ~  ~ > L ta . 

Da L nicht kleiner als L~ ist, muss um so mehr 

L + 2 V ~  > L" 

werden. Die Gr~sse 3 war aber beliebig angenommen. Also ist auch 

L >  L'.. 

Hieraus folgt in Verbindung mit der Relation L~,+I > L'~, dass die Grsssen 
L', mit wachsendem n sich einem bestimmten Grenzwerth L' nahern. 
Wegen der eben gefundenen Relation kann L' nicht gr0sser als L sein. 
Da wir aber jetzt offenbar in den vorhergehenden Betrachtungen die 
gestrichenen und die ungestrichenen Buchstaben mit einander vertauschen 
diirfen, folgt, dass auch f_, nicht grosser als Z' ist. Also ist L ~ Z'. 

Hiermit ist das Theorem I bewiesen. 

Beweis yon Them.era I1. 

Dass die Bedingungen I) bis 4) far die Existenz einer Lange nach 
unserer Definition nothwendig sind, ist unschwer zu erkennen. 

Angenommen, es Ski limf(x + r ft'lr irgend einen Werth yon z un- 

besfimmt. Dann lasst sich eine von o verschiedene Grossec angeben 
yon der Art, dass nach Annahme einer beliebig kleinen Zahl z stets 
eine noch kleinere Zahl z~ zu finden ist, ftlr welche der absolute Betrag 
der Differenz f(x + z ) ~  f(x + z,) grt~sser als c wird. Gehen wit nun 
yon einer Zahl z aus, bestimmen zu derselben zl, zu z I auf dieselbe 
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Weise ~2 u. s. w., so ~vird die GrSsse L,, wenn ~vir r r ..., z,~ als Theil- 
punkte annehmen, grSsser als cn. Es existirt also kein endlicher Grenz- 
werth lim L~. Hieraus folgt die Nothwendigkeit der Bedingung I). 

~ a o  

Hat f(x) an irgend einer Stelle einen Wer~h, der um die yon o ver- 
sehiedene Grosse c gr0sser als die grOssere der beiden GrOssen f(x "k-o) 
und f ( x -  o) (oder kleiner als die kleinere derselben) ist, so ~vi'trde, falls 
limL,, ~ L w~re, wenn unter den Theilpunkten der Pun~zt x nicht vor- 

kommt, dutch Einschaltung dieses Punktes lira Ln ~ L -k- 2c werdeD.. Dcr 

Grenzwerth ware also yon der Wahl der Theilpunkte abhangig. Hieraus 
folgt die Noth.wendigkeit der Bedingung ~). 

Wenn wit eine beliebige Zahl c annehmen, so dfirfen diejenigen 
Unstetigkeitsstellen, an welchen dec absolute Betrag der Differenz 
f(x + o ) -  f(x---o) grOsser als c ist, nieht in unendlicher Menge vor- 
handen sein, da sonst durch Annahme von Theilpunkten x-]-z  und x ~ r 
die Grosse Ln be!iebig gross gemaeht werden konnte. Die Unstetigkeits- 
stellen sind also, wenn eine Li~nge existirt, naeh der absoluten Grosse Is[ 
jener Differenz abz~hlbar. Falls sic in unendlicher Anzahl vorhanden 

oo 

sind, ist die Summe   lls, I endlieh, da die Summe ~: Is,,] offenbar ffir 

beliebiges n kleiner als L ist. Hiermit ist die Nothwendigkeit der Be- 
dingungen 3~ und 4) nachgewiesen. 

Sind abet diese 4 Bedingungen erft'Lllt, und bleiben bei irgend einer 
Wahl der Theilpunkte die Grossen L~, L~, . . . .  si~mmt.lich unterhalb einer 
endlichen Zahl G, so bleiben sic auch bei jeder beliebigen anderen Wahl 
der Theilpunkte unterhalb dieser Zahl und haben einen yon der Wahl der 
Theilpunkte unabhangigen Grenzwerth L. 

Nehmen wir ni~mlich zuni~chst an, dass an allen Unstetigkeitsstellen 
die Funktion f(x) entweder gleieh f(x + o) oder gleich f ( x -  o) sei, so 
li~sst sieh der ffir das Theorem I erbraehte Beweis mit einer unbedeu- 
tenden Modifikation auf unseren Fall anwenden. Diese Modifikation be- 
steht darin, dass eine der dort mit z,. und 7/,. bezeichneten Grossen gleich 
Null gesetzt wird, so oft x:,. ein Unstetigkeitspunkt ist; und zwar die Gr0sse 
~,., wenn f(x:,.)= f(x:,.-t-o), die GrOsse 72,. , wenn f(x'~,.)= f(x' , , .-  o) ist. 

Hat aber f(x) an den Unstetigkeitsstellen irgend einen zwisehen 
f(x + o) und f(x ~ o) gelegenen Werth, so ftlhren wir eine zweite Funk- 

Acta matl~emqlica. 5. Imprim(, 22 Mars 188~:. S 
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tion f ' (x) ein. Dieselbe soll im Allgemeinen gleich f ( x )  sein und nut 
an den Unstetigkeitsstellen andere Werthe haben, welche ebenfalls zwischen 
f(x + o) und f ( x -  o) liegen oder auch mit einer dieser Grsssen zu- 
sammenfallen. Bilden wit dann bei Zugrundelegung derselben Theilpunkte 
der Abscissenaxe die beiden Reihen L~, L2, . . .  und L~, L~, . . . ,  so 
ist lira ( L ,  1, - -  L.) = o. 

Es sei namlich 0 eine beliebig kleine Zahl. Die Unstetigkeitspunkte 
seien nach der absoluten Gr0sse der Sprtinge s, d. h. der Differenzen 
f(x + o ) -  f(x ~ o), geordnet. Oann kann p so bestimmt werden, 

dass ~ Is~l < 3 wird. Wit  bezeichnen die den Spri~ngen sl, s2, . . . ,  sp 
r = p + l  

entsprechenden Werthe yon x mit xl, x ~ , . . . ,  x~. Nun sind offenbar 
in den SummenausdrQcken ft~r L. und L~ nur diejenigen Glieder 
yon einander verschieden, welche die Entfernung E eines Unstetigkeits- 
punktes yon einem anderen Punkte der Curve (der auch Unstetigkeits- 
punkt sein kann) ausdrficken. Die Differenz zweier entsprechenden Glieder 
yon L .  und L~ ist aber hschstens gleich I~1 + I~'l, wenn s und s' die 
den Endpunkten yon E entsprechenden Spriinge sin& Demnach ist die 
Differenz yon L~ und L ~. ~licht gr0sser als 23 plus der Summe der ab- 
soluten Betrage derjenigen Differenzen 

~ -  ~ + (y . , r -  y.,r_~) + r  ~:.,~)~ + (y.,~+;" y.,,)'] 

, . --  .,,.-,) + O., .--v. , , , - ,)  + ~(~.,,.+~ .,.) + (v'.,.+,--v.,.) ], 

in welchen x.,,. einen der Werthe xl ,  x.~, . . . ,  xp hat. Es ist aber 
leicht sichtbar, dass n t so bestimmt werden kann, dass fiir n > n 1 
diese letztere Summe, welche hschstens aus p Gliedern besteht, kleiner 
als ~ wird. Man braucht nur n 1 so gross anzunehmen, dass for n ~ n x  

jedes Glied kleiner als ~- wird, was immer m0glich ist. Demnach wird 
P 

fiir n > n 1 

I Z ~ -  L.I < s~. 

o ~ war aber willkt~rlich. Folglich ist 

llm (L~. ~ L,,) = o. 
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Bleibt nun, was in Theorem II vorausgesetzt wird, bei irgend einer 
Wahl der Theilpunkte L,  unterhalb der endlichen Zahl G, so ist lim L,, 

bestimmt und gleieh L.  Also wird, da l i m ( L 1 . - - L , , ) ~  o ist, auch 
lim L 1 -----L. Geben wir f~(x) an den Unstetigkeitsstellen den Werth 
f(x -[- o), so wird, wie vorher gezeigt, bei jeder anderen Wahl der Theil- 
punkte ebenfalls lim(L~,) = L.  Folglieh wegen der Relation 

lim [(L~,) - -  ( L,,)] = o 

wiederum auch lim(L,,)~---L. D. h. der Werth von limL,, ist von der 
Wahl der Theilpunkte unabhi~ngig. 

Hicrmit ist das Theorem II in allen Sti;mken bewiesen. 

. 

Die Untersuchungen tiber die Existenz der Li~nge unstetiger Funk- 
tionen lassen sich auf Untersuchungen fiber stetige Funktionen zurfick- 
ft'lhren. Hierzu dient das folgende 

Theorem I I I .  Wenn die im Intervall xox 1 i~berall eindeutig gegebene 
unstetoe Funktion f (x )  den im Theorem I I  gestellten Bedingungen 1) bis 4) 

X 

geniigt, so definiren wir eine Funktion ~(x)  = ~ , s ,  wo die Summe sich iiber 
XO 

alle diejenigen Spriinge s = f(x' q- o) - -  f ( x ' - -  o) erstreckt, fiir welche 
Xo ~ x' < x ist, wozu fiir den Fall, dass x selbst eine UnstetigkeitssteUe ist, 
noch die Differenz f ( x ) -  f ( x - - o )  hinzutritt. Dann hat die dutch die 
Gleichung y = f (x )  definirte Curve zwischen den Punkten Xo, Yo und xl ,  Yl 
eine Ldnge L oder nicht, je  nachdem die stetige Curve y ~- y -~ f(x) - -  ~ (x) 
eine Le~nge Z hat oder nicht; und zwar .ist im ersten Falle 

Xl 

L----- L + Z l s  I. 
~0 
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B e w e i s  y o n  T h e o r e m  I I l .  

Ausser der Funktion ~(x)---- ~ s  definiren wir eine zwcite Funktion 
,Z" 0 

3g 

r = Z l s l ,  welehe sieh von V(x) nut dadureh unterseheidet, dass die 
;go 

absolutcn Werthc der Sprfinge s an Stelle ihrer algebraischen Wcrthe 
stehen. Ferner bezeiehnen wir, wenn fn der Summe 

~7( '~"1)  ~---- X 8 r 
r = l , 2  .,. 

die Sprfinge s nach ihrer absoluten Gr6sse geordnet sind, mit ~'~,(x~) die 

Summe Z s,, mit ~,p(x) denjenigen Bestandtheil yon ~c(x), welcher 
r = p + l , p + 2 . . .  

nur aus Gliedern der Reihe Fp(x~) zusammengesetzt ist. Die entspreehende 
Bcdeutung yon r ist klar. Es sei schliesslich 

v,, = f ( x ) - -  [ ~ ( , )  - -  ~ ( x ) ] .  

Nehmen wir jetzt drei Punkte A, B, C, resp. mit den Coordinaten 

z, ~; x', ~ - 4 - Y ~ -  Y2~; x', ~' an, so wird 

A B ~  BC < AC < AB q- BC. 

Ist x ' >  x, so wird BC jedenfalls nicht grOsser als r  5/!p(x), und 
wit kSnnen die vorstehende Relation in die Form setzen: 

< r  - -  x) ~ t (~ '  - -  ~)~ < 

" p r + (~;--y,,)' + [r162 

x' den Werth :~:,, ,.+1 und summiren ~:ach Geben wir x den Werth x,,,,., 
r, so ergiebt sich hieraus, wenn L,~: und L,, die den Curven y = ~/p und 
y = 7j entspreehenden Grossen L,, sind, die Relation 

L{--~,~,(x,) <=Z,, <=L,~ -F r 

Dieselbe gilt bei ganz beliebiger Wahl der Theilpunktc for jeden Werth 
yon n und jeden Werth yon 2). 
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Wird zuni~ehst p - - o  gesetzt, so geht Yl, i~ber in f(x),  L,'~ in L,~, 

Cv(x~) in r  und man erkennt, dass die Curve y = f ( x )  due bestimmtc 
Lgnge L hat oder nicht, je nachdem die Curve y = y eine bestimmte Lgnge 
Z hat oder nicht. Besitzt ngmlich die letztere Curve die Lgnge L, so ist 
wegen der vorstehenden Relation keine der Grsssen L,, grSsser als Z -k ~b(x~), 

�9 O die GrSssen L,, haben also nach l'h.orem II einen bestimmten, yon der 
Wahl der Theilpunkte unabhli.ngigen Grenzwerth L.  }tat umgekehrt die 
Curve y = f ( x )  die Lgnge L, so ist keine der Grsssen L~ gr0sser als 
L Jr-~b(x~) und es folgt wiederum, dass die Curve y = ~ eine bestimmtc 
L'ange Z hat. 

Die vorstehende Relation zeigt aber auch, dass der Werth yon L, 
falls ein solcher existirt, sieh um keine angebbare Grssse yon Z q-~b(x~) 
unterscheiden kann. Denn wenn wir 3 beliebig klein annehmen, kann p~ 
immer so gewghlt werden, dass filr p > p~, r < (~ wird. Es werden 
demnach die Gr(Sssen L v und Z wegen der vorstehenden Relation eine 
Differenz haben, die absolut kleiner als ~) ist. Andererseits ist 

P 

L = L,' + = + r  r 

was unmittelbar ersichtlich ist, wenn man die Curve y - =  f ( x )  an den- 
jenigen p Stellen, welehe den Spri;mgen s~, s . ~ , . . . ,  s v entspreehen, zer- 
schneider und die Stficke einzeln mit den entsprechenden Stricken der 
Curve y == y~, vergleicht. Da hiernach jede der beiden Grsssen L qu ,(b(x~) 
und L sich um weniger als 0 yon der GrSsse L v -k r unterscheidet, 
kSnnen dieselben yon einander hSchstens um :0 verschieden sein. D . h .  
sie sind einander gleich, da 3 beliebig klein angenommen war. Es bcsteht 
also die Gleichung 

Xl 

L = z + r  = z + Z l , I .  
x o 

Hiermit ist das Theorem III vollsti~ndig bewiesen. 

B e i s p i e l  z u  T h e o r e m  I I I .  

Es sei wl ,  w.~, . . .  eine abzahlbar unendliche Menge beliebiger Gr0ssen, 
sl, s~, . . .  eine abzi~hlbare Menge positiver Grsssen, dercn Smnme endiich 
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und gleich S sci. D~mn wird cinc Curve definirt dureh die Gleichung 
X 

y = ~s,. ,  in welcher die Summe fiber alle diejenigcn Indices r zu cr- 

strcckcn ist, fiir welche w,. < x ist. 
Diese Curve hat nach Theorem ]II zwischcn je zwei Punktcn xo, Yo 

und x~, y~ die Li'mge x 1 ~ x o .-[- y~ ~ Yo" Besonders merkwiirdig crscheint 
diese E!genschaft in dem Falle, wo die Punktmenge wt, w~, . . .  i]berall- 
dicht ist.(~) Dann namlieh unterscheidet die Curve sich yon den gewohn- 
lichen treppenfi~rmigen Curven, wclchen die gcnannte Eigenschaft zukommt, 
dadurch, dass sie keinc einzige horizontale Linie yon angcbbarcr Lange 
cnthalt. Wit kommen auf diesc Curven in der nlichsten Nummer noch 
zur~'tek. 

. 

T h e o r e m  I V .  E s  seien G und G' zwei Zahlen, yon denen wenostens 

eine endlich ist, G > G'. tVer~n dann die beiden vorderer~ (hinteren) I)eri- 

virten der stetiqen Funktion f (x )  far alle inneren Punkte des Interwdles 

XoX ~ zwischen G und G' einschliesslich liegen, so hat die Carve y ~-- f(x)  

yon x o bis x a eine bestimmte endliche Ldnge L.  Ist  -G eine beli&ige positive 

Gr6sse, welche nur in dem Falle, dass G und G' verschiedene Vorzeichen 

haben, nicht kleiner als der kleinere absolute IYerth yon G und G' sein darf, 

so ist 

Ist G gr(isser als die beiden absoluten Werthe yon G und G', so ist ausserdem 

L < + - -  xo ) .  

Haben G und G' gleiches Vorzeichen, und ist G kleiner als die beiden 

absoluteu Werthe yon G und G', so ist endlich 

L < +  'lyl-y0f 

(') Herr G. CANTOR hat z. B. gezeigt (~BoRCHARDTS J o u r n a l ,  B. 77 P. 258), 
dass die Menge .aller rationalen Zahlen und sogar aller algebraisehen Zahlen~ we]ehe 
offenbar tiberall dieht ist~ in eine einfaehe Reihe wt~ w~ . . .  gebraeht werden kann. 
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T h e o r e m  V. Es  sei g eine positive endliche Zahl, G u~d G' zwei 

Zahlen, yon denen wenigstens eine endlich ist. Wenn dann die willkiirliche 

Funktion f ( x )  f~ir alle Punkte  des I~tervalles XoX ~ absolut kleiner als .q ist, 

wdhrend die vier Derivirten an allen inneren Punkten des Intervalles xox ~ 

zwischen G und G' einschliesslich liegen, so hat die Curve y ~ f ( x )  yon x o 

bis x~ eine bestimmte endliche ZCinge L .  Is t  f ( x )  an den Stellen x o und 

x~ stetig, so liegt L unterhalb der im Theorem I V  angegebenen Grenzen. 

Das Theorem V kann mit Anwendung des in w I definirten Aus- 
druekes ))Richtungsschwankung)) auch folgendermassen formulirt werden: 

T h e o r e m  V a. Wenn  die willk~rliche Funkt ion f ( x )  f(ir alle IVerthe 

x yon x o b;~s x 2 (einschliesslich) absolut kleiner als eine endliche Zahl g i s t ,  

und wenn die Gesammtschwankung c der l:tichtu.y~g der Curve y ~ f ( x )  im 

[nneren des Intervalles XoX ~ kleiner als 7r ist, so hat die Curve yon x o his 

x~ eine bestimmte endliche Lc~nge L .  Ist  f ( x )  an den Stellen ~o und x~ 

stetig, so wird f(ir c ' ) _  c 

6' Or 
L <= : - -  + - Yo I 

Beweis  eines t l~lfssatzes .  

Wenn die beiden vorderen (hinteren) Derivirten der stetigen Funktion 
f(x) an keiner inneren Stelle des Intervalles XoX ~ grOsser als die endliche 
Zahl G sind, so ist bekanntlieh auch der Quotient 

f ( ~ ' ) - - f ( x ~  

niemals grSsser als G, welche im Inneren oder auf der Grenze des Inter- 
valles ~oxl gelegenen Werthe man auch fiir x und x' annehmen mag. 

Lassen wit die Voraussetzung der Stetigkeit yon f ( x )  fallen, nehmen 
dagegen an, dass sowohl die vorderen, als die hinteren Derivirten im 
Inneren des Intervalles an keiner Stelle gr0sser als G seien, so besteht 

ebenfalls die Relation f ( ~ ' ) -  f ( ~ ) <  G; nur dass die Werthe x 0 und x 1 

f/'lr x und x' ausgeschlossen bleiben. Der Beweis, weleher fi'lr das Theorem 
V wichtig ist, g{'staltet sich folgendermasscn. 
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Es sei ~ ( x ) - ~  (G + 3 ) x - - f  (x),  wo 3 eine beliebige positive Con- 
stante int. Dann sind die 4 Derivirten yon ~(x) an jeder inneren Stelle 
des Intervalles XoX ~ positiv. Ware nun ffir irgend zwei Werthe x und 
x', deren gr(~sserer .~' sei, die Differenz ~ ( x ' ) -  ~(x) negativ, so wiirden 
die zwischen x und x' gelegenen Werthe x, fi'~r welche ~ , ( x ' ) -  ~ ( x ) <  o 
ist, eine obere Grenze x" haben. Es ware dann entweder ff(x') - -  ~(x") < o 
oder F ( x ' ) ~  ~ ( x " ) > o .  hn ersten Falle ware x " <  x' und es wfirden 
gegen die Annahme die vorderen Derivirten yon ~(x) an der Stelle x" 
nicht positiv sein, da ~ ( x " +  h ) ~  ~(x") fi'tr alle positiven Werthe 
h < x ' ~  x" negativ wi~rde. Im letzten Falle m~'~ssten beliebig klelne 
negative Werthe h existiren, woffir ~ ( x ' ) ~  ~(x" + h) und um so mehr 
~ ( x " ) -  ~ ( x " +  h) nicht positiv wt'trde, was mit der Voraussetzung posi- 
tiver hinterer Derivirten an der Stelle x" unvertraglich ware. Es ist also 

9 ( x ' ) -  ~ ( x ) >  o, und foiglich, da 3 beliebig war, 

f ( z ' ) - - f ( x )  < G. 
X t _ _  g~ 

Aus dem Vorstehenden ergiebt sich leicht folgender 
tti~lfssatz. Becleuten G und G' zwei Zahlen, yon denen wenigstens eine 

endlich ist, so liegt der Qaotient f ( z ' ) - - f ( z )  zwischen G und G', wenn flir r _ _  gg 

den Fall, dass f ( x )  stetig ist, die beiden vorderen (hinteren), fl~r den all- 
gemeinen Fall alle vier Derivirten an allen, inneren Punkten des Intervalles 
xox ~ zwischen G und G' liegen, x und x' kdnnen beliebige inhere Werthe 
des Intervalles XoXi, ~and fi~r den Fall, dass f ( x )  stetig ist, auch die Grenz- 
werthe x o und x~ annehmen. 

B e w e i s  yon  T h e o r e m  I V .  

Aus den im Theorem gemachten Voraussetzungen ergiebt sich mit 
Benutzung des eben bewiesenen Hnlfssatzes die Relation 

G ' < f ( ~ ' ) - - f ( x )  < G Nr  ~, < . ~ < ~  
t ~ 

- - X - - , T  ~ 
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Wir bilden naeh den in w i gegebenen Vorsehriften die Grosse 

L,, = ~ .  v (~o, , .+,  - ,~.., ~)~ + 0. , , .+,  - -  vo,, ,,): 
r = 0 , 1 ~  ... 

Ist dann ~ eine positive endliehe Zahl, welche der im Theorem IV an- 
gegebenen Bedingung gent'~gt, so trennen wir die Glieder der Summe L. 
in zwei Gruppen. Zur ersten Gruppe rechnen wit diejenigen, ffir welche 
der absolute Werth des Quotienten 

yn ,  r + l  - -  y n ,  v 

~ n ,  r + l  - - -  X~, r 

h;~ehstens gleieh Gist ,  zur zweiten Gruppe die fibrigen. Wir nemlen die 
Summe aller Glieder der ersten Gruppe L,',, (lie Summe der iibrigen 
Glieder L,". 

und 

Offenbar ist 

- -  ~ ( ~ ,  - -  xo) < X ' ~ . , , §  - -  ~ , , , ) 5  ~ ,  - -  ~0) ,  

wenn die Smnme E' fiber die zur ersten Gruppe gehsrigen Glieder 
erstreckt wird. 

Die Glieder der Summe 

X"iy , , ,  ,,+, - -  : / . , , .) ,  

welehe sleh auf die zweite Gruppe bezieht, haben sKmmtlieh dasselbe 
Vorzeiehen, die Smmne sell)st ist gleieh Yl - -  Yo - -  ~', ihr absoluter Werth 
also jedenfa|l$ nicht gr~sser als iY,--Y o i +  r ; (z , - - .%) .  Demnaeh wird 

' I  

L "  _< [Iv,  - -  :Jo [ + ~(.~,  - -  ~o)] ~ + ~.  

Es ist sehliesslieh 

L,, 

Diese Relation lehrt, dass die Grfssen L. niemals eine gewisse end- 
liehe Grenze taberschreiten. Naeh Theorem I existirt also eine Lange L, 
welche nicht grSsser als die in der vorstehenden Relation angegebene 
obere Grenze fiir L. ist. 

Acta ;naO~ematiea. 5. Imprim6 2 3~rril lS~l. 9 
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Sind beide Zahlen G und G' endlich, und wird ffir G eine Zahl 
angenommen, die nicht kleiner als der grt~ssere absolute Werth jener 
Zahlen G und G' ist, so enthi~lt die Gruppe L'.' kein einziges Glied, es 
~ird daher L,, ~ L~,, und wir erhalten die Relation 

L <_ (x, - -  x0) v', + 

Haben G und G' gleiches Vorzeichen, und ist G absolut ldeiner als 
beide, so enthMt die Gruppe L'. kein Glied, und es wird 

L < (.t]l --.~]o) ~ "Jl- I . 

B e w e i s  y o n  T h e o r e m  V. 

Aus den im Theorem V gemachten Voraussetzungen ergiebt sieh die 
Relation 

G' < f ( ~ ' ) - - f ( z )  < G f(~r ~0 < '~ < ~, '  

Nehmen wir nun zuni~chst an, dass f ( x )  an den Stellen x 0 und x 1 stetig 
sei, so gilt diese Relation auch noch, wenn x und x' die Werthe x 0 und 
xl annehmen. Dann li'~sst sich der eben fi'lr das Theorem IV gegebene 
Beweis in unveri~nderter Form anwenden. 

Ist aber f ( x )  an den Stellen x 0 und ~ unstetig, so ist aus den im 
Theorem gemachten Voraussetzungen leieht ersichtlich, dass f (x  o -}- o) und 
f(x~ - - o )  bestimmte Werthe haben. Wir bilden dann die Funktion f ' ( x ) ,  
welche sich nur  dadurch yon f(~) unterscheidet, dass sie an den Stellen 
x 0 und x 1 resp. die Werthe f ( x  o + o) und f(x~ - - o )  annimmt. Die Curve 
y-- - - - f ' (x)  hat eine Llinge, folglich auch die Curve. y----/ '(x). 

B e i s p i e l e  z u  Theo~ ' em  [IV. 

I. Es sei wl,  w2, . . .  die Menge aller rationalen Zahlen.( ') Der 
Reihe w,, w~, . . .  ordnen wir eine Reihe positiver Grsssen e,, c2, . . .  so 
zu, dass die Summe 

( ') Q,f. die Note auf Seite 62. 
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f(:~:) = ,.~.= c,.(x --w.,.) ~ 

~7 

filr alle Werthe x yon x 0 bis x~ gleichm~ssig convergirt.(~) Man erreicht 
i 

dies z. B., indem man c,-~ (/~, + ~/,.)~ setzt, wenn _+ P'--:q,. die irreductible 

Form yon w, ist. Die Funktion f (x)  ist dann stetig und nimmt mit x 
bestandig zu, die vorderen Derivirten liegen also immer zwischen o und 
-t-o,v. Die Voraussetzungen von Theorem IV sind hiermit erf~llt, und 
es folgt, dass die Curve zwisehen je zwei Punkten x0, Y0 und x~, y~ eine 
bestimmte L'hnge hat. Das Integral 

f <l v + t'(x)', 
32 0 

durch welches die Li~tlge ausgedrfiekt z u  werden pflegt, ist in diesem 
Falle vollstandig sinnlos; denn ohne iiber die Derivirten yon f (x)  specielle 
Untersuchungen anzustellen, erkennen wir unmittelbar, dass an allen 
Stellen x = w, ein Differentialquofient existirt und den Werth -1-c'w hat. 

2. Als Beispiel zu Theorem III batten wir eine unstetige Funktion 

f (x)  ~ _~ s,. definirt. Da diese Funktion mit  x bestandig w~chst, voraus- 

gesetzt, dass die Punktmenge wr, w~, . . .  fiberall dicht ist, entspricht 
jedem Werthe von y hoehstens ein Werth yon x. Lassen wir die Funk- 
tion an den Unstetigkeitsstellen in der Weise unbestimmt, dass sie daselbst 
jeden Werth yon f ( z -  o) bis f(x-a t- o) annehmen darf, so entspricht 
jedem Werthe yon y (innerhalb ge~qsser Grenzen) wirklieh ein Werth 
yon x. Die Umkehrung der Funktion f(x) ist also eine i;tberall bc- 
stimmte eindeutige und, wie leicht erkennbar, stetige Funktion. Bezeich- 
hen wit dieselbe mit 9', so wird dutch die Gleiehung y-----9(x) eine 
stetige Curve definirt. Dieselbe geni~gt den Voraussetzungen des Theorems 
IV, woraus die Existenz einer Li~nge yon Neuem hervorgeht. 

Die Funktion ?(x) hat sehr merkwiirdige Eigensehaften. Erstens 
giebt es in jedem noch so kleinen Intervall XoX ~ nicht nur einzelne Stellen, 

(') Diese Summc ist von Herrn WZmRSTRASS angegeben worden. Cf. (~ANTOR, 
Col~densatio~ der Sir~gutar,ltiiten, M a t h e m a t i s e h e  A n n a l e n  B. 19~ pag. 59 I. 
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sondern ganze Streeken, in denen der Differentialquotient best~ndig Null 
ist. Z~hlt man diese Streeken naeh ihrer Grssse ab und addirt  sie, so 
zeigt es sieh, dass die Summa um keine angebbare Grosse yon der I2,~nge 
x~ ~ x o des ganzen Interwdles versehleden sein kann.(~) Dennoeh wfirde 
man offenbar sehr irren, falls man glaubte, die L~nge der Curve sei 
gleich dam bestimmten Integral 

f d 'v + 9 ), 
.r. e 

wenn darin 9 ' ( x ) =  o gesetzt wird. Die Liinge ist vielmehr, wie wir in 
w 3 sahen, gleich x , -  x 0 + y ~ -  Yo und kann dutch jenes bestimmte Inte- 
gral fiberhaupt nicht ausgedrfickt warden. 

B e  isjldel z u  TheoveJ~t V. 

Es werde mit  (x) die Differenz x - -  n bezeichnet, wo n die x nachst- 
I 

gelegene (grSssere oder kleinere) ganze Zahl ist; ffir x = n "4-~- sei 

(x)-----o. Wir  bilden die Funktion(~) 

s (,'x) 
f ( x )  = 7 "  

r = l  

Die Curve y ~ f ( x )  hat dann zwischen je zwei Punkten x o und x~ cine 
Liinge; denn us ist offenbar ft'tr x ' >  x 

also 

- -  ( , 'x)  < , ' ( . '  - - : ) ,  

~ 2  f(~') _ f(,~) < '- 

(') Diese Funktion zeigt, dass ein Lehrsatz des Hcrrn HARNACK (Mathema t i s che  
A n n a l e n  B. I% pag. 235--279 ~ Lehrsatz 3) nicht unbedingt richtig ist. 

(') Vergl. RI~..~L~NN: ~ber die DarsteUbavkeit einer F. d. e. trigo~. Reihe. 
Gcs. Werke~ pag. 228. 
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Die 4 derivirten Funktionen sind also an keiner Stelle grssse:- als B-' 

und die Bedingungen yon Theorem V sind erfnllt, wcml G : 6 '  G' = - -  c~ 

angenommen wird. 
Diese Funktion ist dadurch interessant, dass sic in jedem lntervall 

unendlich oft zu- und abnimmt. Da sie ('~berdies in jedem Intervall un- 
endlich oft unstetig ist, wrtrde die Existenz einer Lange vermittelst der 
bisher bekannten Methoden garnicht nachzuweisen gewesen sein. 

Das Theorem III bietet genngende Hnlfsmittel, um die Li~nge dieser 
Curve zwischen zwei beliebigen Punkten ,r o und x~ wirklich zu berechnen. 
Es ist na, mlich bei Anwendung der dort gebrauehten Bezeichnungen 

L = g ~:, - -  ."o) 

L = ~, + r - - / ' ( . " o l  

~ ),(,.) 
~ ' ( , ' , ) - - r  : �9 

t ' = l  

�9 h ),(r) bedeutct hier die Anzahl dcr ungeraden Zahlen, die zwischcn 2rx 0 

und 2rx~ liegen, vermehrt um ~, falls eine der Grossen 2rx o und 2rxt 

selbst eine ungerade Zahl ist, um i ,  falls jene Gr0ssen beide ungerade 
Zahlen sin& 

Es wird also schliesslich 
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5. 

Theorem 1/'1. Wenn die Fanktion f (x)  zwischeu x o und x~ eatweder 
stet 0 ist oder den Bedingungen 1) bis 4) you Theorem I I  geniigt; wenn /~rner 
eine endliche oder unendliche Schaar yon Intervallen i, : x~.'--x', ( r :  I, 2 , . . . )  
bestimmt, wird, die sammtlich ausser einander liegen und das Intervall xox ~ so 
erfiillen, class alle im Inneren keines einzoen Intervalles i,. gelegenen Punkte 
P der Strecke XoX ~ eine endliehe oder abzahlbar unendliehe Menge bilden; so 
sind die nothwendoen und hinreiehenden Bedingungen dafiir, dass die Curve 
y = f ( x )  yon x o bis x~ eine Lange besitzt, folgende: Die Curve muss in 

jedem Intervalle i,. eine L~nge l~ besitzen, und die Summe ~ 1,. muss end- 
1' 

lich sein. 
In  dem Falle, class f (x )  stetig ist, wird die Ldnge L der gar Uarve 

gleich ~ l~. 
r 

Dass die angegebenen Bedingungen nothwendig sind, ist ohne Weitcres 
klar. Dass sie hinreiehend sind, beweisen wit im Folgenden nur unter 
Voraussetzung der Stctigkeit yon f(x), da der allgemeinc Fall dutch 
Anwendung des Theorems III sofort auf jencn Fall zurfickgeft'ihrt w e t -  

d e n  kann. 
Wir brauchen folgenden 

Hiilfssatz. Werden mit y,. und y,'. die zu x,. und x,'. geh6roea Werthe 
yon y bezeichnet, so gilt unter den im Theorem gemachten Annahmen iiber 
die Intervalle i,. fiir den Fall, class f ( x )  stetiq und ~l , .  endlich ist~ die 
Gleichung 

'J = ~ ('J;' - -  U,'.) + ' J - - ' J ; ,  

in welcher r auf der rechten Seite alle diejenOen ~Verthe annimmt, fiir welche 
, , t t  t x,. und x,. kleiner als x ist, wahrend im Falle, class x innerhalb oder auf 
der Grenze eines fi~tervalles i~. liegt, noch das Glied y -  y~. hinzatritt. 
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Zunachst ist klar, dass die Summe auf der rechten Seite der Gleichung 
einen bestimmten endlichen Werth hat;  denn offenbar ist der absolute 
Betrag yon y : . ' - -y"  kleiner als l,., und Z:l~ ist naeh Voraussetzung 
endlich Wit bilden die Funktion 

( x )  = ? / - -  (y:' - -  ?/:) + : / - -  ? f :  . 

Dieselbe ist stetig, da ihre beiden Bestandtheile stetig sind. Sie ist ferner 
im Inneren jedes Intervalles i,. constant. Nun sind nach Voraussetzung 
diejenigen Werthe x, welche in keinem Intervalle i,. liegen, nur in end- 
licher oder abzahlbar unendlicher Menge vorhanden. Folglich kann die 
Funktion ~(x) von x 0 bis x~ t'Lberhaupt nur eine endliche oder abzMflbar 
unendliche Anzahl yon Werthen annehmen. Sie ist daher nach einem 
Satze yon Herrn CANTOR(l) constant, und zwar gleieh Null, da ~ (x0 )=  o 
ist. D . h .  

? / =  ~ (y:.'- :/,'.) + y--y;.. 
'~0 

~V. Z. b. ~v. 

Da, wie schon bemerkt, y , ' . ' - -y :  absolut kleiner als l,. ist, geht aus 
dem eben bewiesenen Holfssatze unmittelbar die Giiltigkeit der Relation 

(x ' ,  y') 

(A) I:/ '-: /I  < El, 
(x, y) 

(fiir ~ beliebige Punkte x, y und x', y' der Curve) hervor, wo die Summa 
auf der rechten Seite eine leicht erkennbare Bedeutung hat. Von dieser 
Relation wird in der Folge Gebrauch gemacht. 

Wir schreiten zum 

B e w e t s  y o n  T h e o ~ ' e m  V I  

unter Voraussetzung der Stetigkeit yon f(x).  

Es sei ~ l,. endlich. Wit nennen 3 eine beliebig kleine positive 

Gr0sse. Dann kann Pr so bestimmt werden, dass ftir p > p ~  so,wohl 

(') l]ber unendliehe, lineave Punktmannig.faltlgl~elten ( M a t h e m a t i s e h e  Anna- 
len B. 21~ pag. 57). 
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~.. 1,. als ~ i,. kleiner als 3 wird. Nach einem Satze yon Herrn CA~TOIt (~) 
r = p + l  r = p + l  

ist ~3 i,. = x~ - -  x0. Es wird also (lie Summe derjenigen p + I Streeken, 

wclche fibrig bleiben, wenn die p Intervalle i~, i~, . . . ,  ip aus der Strecke 
.%x~ ausgeschieden werden, ebenfalls kleiner als ~. Wir bezeichnen 
diese tibrig bleibenden Strecken (yon denen etliche gleich Null  sein 
konnen) mit i;,  i[, . . . ,  i ; ,  ihre Anfangs. und Endpunkte  respective mit  
~o, r ; ~ ,  ~; ; �9 �9 �9 ; ~ ,  ,~, ~' , die entspreehenden Werthe von y mit ~]o, 7/o ; 

Dann wird 

lln(l 

X - -  X ;,' < ,; 

~ 05 

v = 0  = ~  p + l  

Die letzte dieser beiden Ungleic'hungen ist eine unmittelbare Folge der 
vorhin bewiesenen Relation (A), wenn darin ffir y und y' die Werttm ~,. 
und ~" ge~tz t  werden und fiber r summirt  wird. Aus  den bei(hm" vor- 
stehenden Relqtionen folgt 

P 
E , ~p ,) 

Setzen wit  je~zt zuerst p ----- p, und bilden na('h den in w I gegebencn 
Vorsehriftcn die Grssse L~, indem wir al.~ "l'heilpunkte die Punkte  
$0, r $~, ~;; . . . ;  $~, Sj', mad ausserdem beliebig viele im hmeren dcr 
Intervqlle i~, i2, . . . ,  ij,, gelegene PImkte annehmen, .~o wird ofl'enbar 

L,  < 2,i' + ]El , .  
r = l  

Setzen wit  dann zweitens p----p~-----p~ + i lllld bilden die Grssse 
L2, indem wir zu den sehon vorhand,men Theilpunkten die beiden Punkte  

(~) 3 Ia themal i se l le  Annalen  B. 2I, pag. 54. 
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~p.~, ~'~ und beliebig viele andere im Inneren yon i~, i~, . . . ,  i~, gelegene 
hinzufi'~gen, so wird 

L.  2 < 23 + ~i 1,,. 

Durch Wiederholung desselben Vcrfahren.~ erhalten wir schliesslich 
fftr beliebiges n 

L , , < 2 ' ) +  .~=1/,.'.= 

ttieraus ist die Existenz einer oberen Grenze fi'lr atle J~,, ersichtlich, 

welche nicht grSsser als 23 + ~ l,. sein kalm. Nach Theorem I ist also 
r = l  

aueh die Existel~z einer L~nge L erwiesen, die h~chstens gleieh 2d + ~: 1,. 

oder, da 3 heliebig war, gleieh ~ l , .  ist. I)ass L ldcht kleiner als 

-~ . 1 �9 ~l, .  sein kann, ist aber selbstverst~.i,,heh, dq alh~ 1, Best'mdtheile yon 

L silld. Es ist daher 

L =  Z/ , .  
I ' :  1 

w. z. b. w. 

Be,me~'k , t~g  z,it Theo,ve~n }~L 

Es liegt hier ein Irrthum sehr nahe. Man konnte nrmdich meinen, 
wenn mit il, i2, . . .  irgend elne unendliehe l~eihe einander ausschlies- 
sender, zwischen x o mad x 1 gelegener Intervalle bezeichnet wird, deren 
Summe den Grenzwerth xl---~v o hat, wenn ferner die stetige Curve 
?1 = f ( x )  in jedem dieser Intervalle clue bestimmte L~'mge l~ besitzt, und 

wem~ die Summe ,~l,..= einen endlicheu Werth L hat, so babe die ganze 

Curve yon x o bis x~ dig L'~nge L. Dic~ w~re ein Irrthum; denn es giebt 
nicht nut Curven v o n d e r  angegebenen Art, deren Lange grosser als L 
ist, sondern auch solche, die gar keinc L[tnge besitzen. Fi]r jeden Fall 
ein Beispiel. 

Aeto mathe,~uttieet. 5. I m p r i m ~  2 Avi,  i! 1~1 . .  1 0  
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I. Es sei $1, $'1; $2, ~;; . . .  (wo allgemein ~'r > ~:,.) eine unend- 
liche Reihe zwischen x o und x~ gelegener Grt~ssen, die beliebig gew~hlt 
und nur der Bedingung unterworfen sein sollen, dass sie alle von einander 
verschieden sind, dass die Intervalle i,. = ~'~.~ r einander ausschliessen 

und dass die Summe ,~i~ gleieh x , - - s  o ist.( ') Es sei ferner ~(x)  eine 

yon x o bis x~ stetige, sonst aber ganz willkiirliche Funktion. Wir  defini- 
rela dann eine Funktion f(x) folgendermassen. Frlr alle Werthe x, welche 
im Innern oder auf der Grenze eines Intervalles ir liegen, soll f(x) = ~($,.) 
sein; ftir die t'tbrigen Werthe soll f ( x ) =  ~(x) sein. Offenbar ist die 
Ft~nktion [(x) von x o bis x~ stetig, die L'~nge der Curve y = f(x) ist 
abet nicht gleich ~ l,., sondern grosser. Nimmt  beispielsweise die Funk- 
tion ~(x)  yon x o bis x~ niemals ab, so ist die L~nge der Curve yon 
xo, Yo bis x~, y~ gleich x 1 ~ x 0 -4-Y~ ~ Y 0 ,  was man unmit telbar  erkennt, 
wenn man bei Aufstellungen der Grsssen L,, nach den in w I gegebenen 
Vorschriften die Punkte  $,., $i" als Theilpunkte annimmt  und das Theo- 
rem I bert'tcksichtigt. 

2. Um sich davon zu t'lberzeugen, dass es auch Curven der genannten 
Art  giebt, die gar keine endliche Lange haben, kann man folgende geo- 
metrische Betrachtung anstellen. Es sei x~ > x o und y~ > Y0" Die Punkte  
xo, Yo und xl~ y~, die wit  mit A und B bezeichnen und durch eine 
gerade Linie mit  einander verbinden, sollen Punkte  der zu construirenden 
Curve sein, die Gerade AB nennen wit  erste Naherungsform der Curve. 
Wi t  construiren zweitens die 4 Punkte  

(1) z. B. es bestehe die Reihe $~., ~',. aus allen rationalen Zahlen yon der Form 

C 1 Cq C-p__ 1 I 

e " = T + • + + - - + - - 3 , - '  3,' 

cf % cp--1 2 + 

wo die Gr6ssen c1~ c~  . . . ~  %-1 jeden der beiden Werthe o und 2 annehmen und ~ 
Mle ganzzahligen Werthe yon I b i s  c~ erh~It. (Of. 0ANTOR~ M a t h e m a t i s e h e  A n n a l e n  

B. 22, pag. 59o). 
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I 

2 
" / ;  : =  ~:o + 5 ( x l  --~L'o), 

3 

4 
x = x 0 + ~-(x l - x 0 )  , 

2 
'J = :'/0 + ~(~1 - - 'J0) ;  

2 
y = yo + ~ ( : ' J , - - y o ) ;  

I 

y = yo + ~ ( y ~ - - : J o ) ;  

I 

~J = ,Jo + ~(y~ - -  yo); 

75 

bezeichnen dieselben der Reihe nach mit C, D, E, F u n d  ziehen die 5 Gera- 
den AC, CD, DE, E_~, FB. Diese 5 Geraden bilden die zweite N~therungs- 
form der Curve, und zwar sollen die beiden horizontalen Geraden CD 
und E F  Bestandtheile der Curve bleiben. Jede der drei altderen Geraden 
wird nun wiederum ersetzt dureh eine aus 5 Stricken bestehende ge- 
broehene Linie, und zwar naeh demselben Gesetze, wie vorher die Linie 
AB; d. h. wenn wix jetzt die Coordinaten des Anfangs- und Endpunktes 
irgend einer jener 3 Geraden mit xo, Y0 und xi, y~ bezeiehnen, sollen 
die Coordinaten yon 4 einzuschaltenden Punkten durch die vorher aug 
gestellten Formeln bestimmt werden. So entsteht die dritte N[rherungs- 
form, und wiederum sollen die horizontalen Linien Bestandtheile der 
Curve bleiben. Setzt man die Construction nach diesem Gesetze in inf. 
fort, so erhMt man als dauernde Bestandtheile der Curve horizontale 

o o  

Linien, deren Gesammtlange .~11,. gleich x . ~ -  x o ist, da allgemein ffir die 

n t~ N~herungsform ~ 1,. = ( x , -  x 0 ) ( I -  (~),,-1) ist. Die Differenz der 

zwei benachbarten Horizontallinien in der rt ten Naherungsform entsprechen- 
12  \ n--1 

den Werthe yon y ist ( y ~ -  Yo)(~) , hat also den Grcnzwerth N u l l . -  

Far  jeden im Intervall xox ~ gelegenen Werth x, dem auf keiner der 
unendlich vielen Horizontallinien ein Werth y entspricht, bilden wir eine 
Reihe x ('), x (~), . . .  in inf. yon der Beschaffenheit, dass ihre Elemente sieh 
dem Werthe x in inf. n~hern, und dass jedem Werthe x (') ein bestimmter 
Werth y(") auf einer der Horizontallinien entspricht. Dann nahert sich 
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y(") mit wach~endem n einem bestimmten Grenzwerth, den man etwa durch 
die CAxTOlt'sehe Fundamentalreihe 

(y(1), y(~), . . . )  

ausdrticken kann, und wir setzen y - =  l imy (''). - - D i e  jetzt vollstandig 

definirte Curve ist yon x 0 his :r~ stetig. Dennoeh hat dieselbe nicht 
ctwa die Lange ~l , .  = x~ --~r,0, sondern ftberhaupt keine endliehe Lange. 
Nehmen wit nitmlich die Endpunkte der horizontalen Linien der n ~= 
Na.herungsform zu Theilpunkten, so wird offenbar 

L,  witehst also mit n ftber alle Grenzen. 

. 

Wir wollen die Tragweitc des Theorems VI ctwas nM~er ins Auge 
fassen. 

Wit  bebaupten, dass dasselbe i~ Verbin~ho~q rail den vorhergehemlen 
Tlworemen 6'riterie~ der E.r, iste~z oder Nichte~vistenz einer Ldnge ffir alle 
diejenigen C.m,ven liefert, f~'ir welche s(immtliche StelleJ~, a.J~ denen oder in 
deren Umgebm~.q die 2Richtungsschu,a,~tkung (of. w J) gleich ~ ist, eine end- 
liche oder abz(ihlbew totendliche !l,le~t:qe bilden. 

Bence i s .  

Es sei fi~r die Curve y = [{x) im Intervall :Co: 5 die Gesammtheit 
derjenigen Punkte P, an denen oder in deren Umgebung die Riehtungs- 
sehwankung gleieh ~ ist, endlich oder abzrdllbar unendlich. Die Punkte 
t ~ bilden ihrer Natur naeh eine abgeschlossene Menge, d. h. alle Punkte 
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der abgelciteten(1) Menge P' shad zugleich Punkte der Menge P. Es 
l'~sst sich dann, wie Herr C.~N~I'OR gezeigt hat,('2) eine endliche oder un- 
endliche Reihe von Intervallen il, i2, . . .  bestimmen, deren Endpunkte 
Punkte der Menge P sind, und welche die Eigenschaft haben, dass die 
Gesammtheit derjenigen Punkte, ~velche innerhalb kein(.s der Intervalle 
i, liegen, gleich der Gesammtheit aller Punkte P ist. 

Dann ist es immer msglich, jedes Intervall i,. in eine endliehe oder 
abzt~hlbar unendliehe Menge von Intervallen i.1, i,., ... zu theilen, in deren 
jedem die Funktion chin Bedingungen tier Theoreme IV oder V gentigt 
und also eine Lange t,~, l , . 2 , . . ,  besitzt. Diese Eintheilung, welche auf 
verschiedene Art vorgenommen werden kann, wird so einzurichten sein, 
dass sich die Grssse der Langen 1,.~, l: . ,  . . .  vermittelst der Theoreme IV 
mad V mSglichst leicht beurtheilen li~sst. Hier kommt es vorltiufig nur 
darauf an, die M0glichkeit einer solchen Eintheihmg ganz allgemein nach- 
zuweisen. Offenbar wird dieser Nachweis geliefert sein, wenn es gelingt, 
zu zeigen, dass nach Annahmc zwcier beliebigen Punkte x'. und x~.' im 
I nneren  des Intervalles i,. die Strecke x~.x~,' immer in eine endliche Zahl 
yon Intervallen i,:,, zu theilen ist, in deren jedem die Bedingungen yon 
Theorem IV oder V erffillt sind. 

Wir bezeichnen mit s die grSssere der beiden in w x definirten 
l~ichtungssehwankungen ~ a' und / ~ ' .  Offenbar kann s zwischen 
x:. und x:.' einschliesslich an keiner Stelle den Werth rr erreichen. Wir 
behaupten, dass aueh die obere Grenze yon s i m  Intervall x'x:. '  yon 
verschieden ist. Denn sonst mt'tsste im Immren oder auf der Grenze der 
Strecke x,:~.' ein Punkt von der Art cxistiren, dass s in jeder Niche 
desselben jeden beliebig wenig von rr verschiedenen Werth annimmt. An 
dieser Stelle ware also entweder a ~  a' oder f l - - /~ '  gleich ~, d. h. s 
gleich rr, was gegen die Annahme ist. 

Wir bezeiehnen die oberc Grenze yon s i m  Intervall x',.x:.' mit C 
und nehmen zwei Zahlen G und G' an, ersterc positiv und grSsser als 

C G. tg~-, letztere gleich - -  Dann kann die Strecke x:x:.' in eine end- 

liche Menge von Intervallen getheilt werden, in deren jedem alle vier de- 

(1) Naeh der Definition yon Herrn CANTOR. 
(') M a t h e m a t i s e h e  Anna len  B. 2i~ pag. 56. 
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rivirten Funktionen D +, D+, D-,  D_ entweder ilberall nicht grSsser als G 
oder ilberall nicht kleiner als G' sind. Denn sonst miisste eine Stelle 
existiren yon der Art, dass in jeder Nahe die Derivirten zum Theil kleiner 
als G', zum Theil grSsser als G wiarden, d. h. dass s > C ware; was un- 
msglich ist. 

Wit sehen also, dass die Strecke x:.x~.' in eine endliehe Menge yon 
Intervallen getheilt werden kann, welche den Bedingungen der Theoreme 
IV oder V geni~gen, wenn daselbst fiir G und G' die eben angenommenen 
Werthe gesetzt werden. Daraus ergiebt sich, wenn wit im Inneren yon 
ir links von x', einen neuen Punkt x'/', rechts von x;' einen neuen Punkt  
..... beliebig annehmen, die Strecken x,. . . . .  x, und x,. . . . . . .  x,. wiederum in Zr 

eine endliche Schaar yon Interwllen theilen, u. s. w. fort, dass die St~'ecke 
i,. ganz und gar in eine abzahlbare Menge yon Intervallen i,.1, i,.,, . . .  
getheilt werden kann, in deren jedem die Curve den Bedingungen der 
Theoreme IV oder V geni'tgt uud also eine bestimmte Li~nge 1,.1, 1,~, . . .  
besitzt. Diese Intervalle i,~, i,~, . . .  ft'dlen die Strecke i,. in dem Grade 
aus, dass alle inneren Punkte der letzteren entweder im Inneren oder auf 
der Grenze eines Intervalles i,.t, liegen: Die Gesammtheit aller Intervalle 
i,..,, welche nach einem Satze yon Herrn CA~TOII ebenfalls abzahlbar ist, 
ftillt daher die ganze Strecke xox ~ so, dass die Gesammtheit der nicht 
im Inneren eines solchen Intervalles gelegenen Punkte abzlthlbar ist. Die 
im Theorem VI an die Intervalle i gestellte Forderung wird also yon 
den Intervallen i,:,,, erffillt, und ebenso die Forderung, dass die Curve in 
jedem Intervalle i eine bestimmte Lange hat. 

Hiermit ist die zu Anfang dieser Nummer aufgestellte Behauptung, 
betreffend die Tragweite yon Theorem VI, erwiesen. 

. 

Eine besonders einfache Anwendung des Theorems VI und der in 
w 5 angestellten Betrachtungen enthMt folgendes 

Theorem VI I .  Wenn die 6'urve y = f ( x )  entweder stetig ist oder den 

Bedingungen 1 - - 4  yon Theorem I I  gen~gt ; wenn ferner eine solche Uonstante 
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C < ~r existirt, dass die Gesammtheit der im Intervall XoX ~ gelegenen Stellen 
P, an denen oder in deren Umgebun9 die Riehtu:ngsschwankun # yr6sser als 
C ist, eine abzCihlbare Menge bildet, so l(isst sich eine abzdiMbare Menge yon 
Intervallen i~, i~, . . .  yon der Art  angeben, dass ausserh.aib derselbe~'t nur 
Punkte der Menge P liege~b und dass im Inneren jedes Intervalles i,. die 
Gesammtschwankung der Richtung nicht gr6sser als C ist. Werden die 
Werlhe yon y, welch.e den Endpunkten des Intervalles i~ entsprechen, mit 
y,'. und y:.' bezeichnet, so hat die Curve von Xo, Yo his x~, Yl eine L~nge oder 
nicht, jenachdem die Su,mme ~ ] y : . ' ~  y:.[ endlich ist oder nicht. 

r 

B e w e i s .  

Der Beweis ft'w den ersten Theil dieses Theorems, betreffend die 
Moglichkeit der Eintheilung in lntervalle i~, i~, . . . ,  in deren jedem die 
Gesammtschwankung der Richtung nicht grOsser als C ist, ist in den Be- 
trachtungen yon w 6 enthalten, wo die bier i~, i2 , . . ,  genannten Intervalle 
mit i,.:,, bezeiehnet wurden. Der zweite Theil, das Criterium fi;lr die 
Existenz der Lange, ist eine Folge des Theorems VI, wenn man die in w 4 
angegebene obere Grenze ft'lr die Litnge l,. beri'lcksichtigt. Setzen wit 
namlich 

C 

so ist nach Theorem IV oder V 

. . . .  ' " '  G / ' 

oder aueh dirckt nach Theorem V a ft'w C ' >  C 

I !  ! 

1,. < ~ ( : '  e~ '') + l y ,. j , .  I 
c o s - -  s in  - -  

2 2 

Ausserdem ist offenbar 

~ > ly,: ' --  y;I- 
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Mit Rlieksieht auf Theorem VI folgt aus der letzten Relation, dass das 
Theorem VII nothwendige, aus jeder der beiden vorhergehenden, dass es 
hinreichende Bedingungen far die Existenz einer Lange L enthMt. 

B e i a p i e l  z tt T h e o r e m  V I I ,  

Wir wrrhlen eine reeht eomplicirte Curve. Es sei 

~(x) = [: c , ( ~ -  w,) f + c, 

wo wt, w:, . . .  die Reihe aller rationalen Zahlen ist, wahrend die c,. 
sammtlich positiv und so gewahlt sein sollen, dass die unendliehe Summe 
f (x )  f('lr alle Werthe yon x innerhalb eines gewissen Intervalles con- 
vergirt.(~) Der Constanten C geben wir einen sol(:hen Werth, dass 
9'(0) = o wird. Es ski ferner 

Dann wird dureh die Gleichung 

eine Curve definirt. Dureh Anwendung des Theorems VII l~sst sich mit 
Leichtigkeit zeigen, ,lass dieselbe yon ~,: = o his x = I eine endliche 
Lange besitzt. 

Es ist n~mlich, da r  in der Umgebung jedes Punktes x im Inneren 
der Strecke o... i nach dem Tn~-LOR'schen Lehrsatze entwickelt werden kann, 

h, h 

= [ ~ ( .  + 1~) - r162  + + 

[ I I  - ~ ( , ~  + 7,1 ~o~ ~h~o o~, +"~,,: + ~n ( ~ g l g ~ )  

(t) Vergl. das Belspiel ! zu ~[he,:,rem IV. 
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Hat x einen Werth, wofi~r r  0 wird, so hat das erste 61ied rechts 
fi~r alle Werthe It unterhalb einer gewissen Grenze alas Vorzeichen yon 
r  denn r ist bestandig positiv und nimmt mit ~ bestrmdig zu. 
Das zweite Glied abet i~t absolut kleiner als ~/27(Q. Folglich ist 

f(z + h ) - - f (z )  fi~r genagend kleine Werd~e yon h grSsser "fls .--~,~YF(~), 
h 

wenn r positiv ist, und kleiner als V2r wenn r negativist .  
Denken wir uns jetzt die Strecke 0 . . .  I in eine abz'~hlbar unendliche 

Schaar yon Intervallen i~, i2, . . .  getheilt, indem wir als Theilpunkte alle 
diejenigen Punkte annehmen, far welche r  0 ist, so ist im Inneren 
jedes Intervalles i~ die Gesammtschwankung tier gichtung hschstens gleich 

7-I-aretg[~/2~(~)]; denn alle vier Derivirten sind entweder durchweg 

kleiner als VTg(I) oder durchweg grSsser als ---~/7~c(I). DiG den End- 
punkten des Intervalles i,. entsprechende Differenz :t]; . '-  y:. ist abet Null, 

folglich auch die Summe Z ' ~ "  lY,. --Y,.[" Also hat die Curve naeh Theorem 
1' 

VII yon x = o bis x = i eine Lange L, und zwar ist dieselbe nicht 

grosset als 2 ~r i q- 2 ~- (i)~. 
Das Integral 

x l  

fd. V, + 
:r o 

ist sinnlos, welehe Werthe wit aueh den Grsssen .% und x~ geben mSgen; 
denn f ' ( x )  wird %r alle rationalen Werthe yon x unendlieh gross. 

Durch das Theorem VI werden, wit in w 6 gezeigt worden ist, alle 
Curven erledigt, %r welche die Stellen, an denen oder in deren Um- 
gebung die Richtungsschwankung gleich 7r ist, eine endliche oder ab- 
zahlbar unendliche Menge bilden. 

Acl~ ~#he.~atie~. 5. l m p r i m 6  '2.9 M a r s  1..'5~1. l l  
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Allgemeine Criterien der Existenz einer Liinge fflr den Fall auf- 
zustellen, dass die Gesammtheit jener Stellen eine hohere Machtigkeit hat, 
ist uns noch nicht gehmgen. Man wird bei derartigen Curven auf die 
Theoreme I - - I I I  zurtickgreifen miissen. Wit bemerken nut noch, dass 
es Curven dieser Art giebt, denen eine bestimmte Lange zukommt. 
Beispiele sollen bei nachster Gelegenheit mitgetheilt werden. 

Berlin d. 8 ten December i883. 


