
EINIGE AblZAHLEN FUR KEGELFLACHEbl 

VON 

H. KREY 
in  F R E I B U R G  i/B. 

In einer durch 6, 7 oder 8 feste Puncte definirten Schaar yon 
Flachen zweiter Ordnung sind bekanntlich Kegelflachen enthalten, und 
zwar bilden die Scheitel derselben sine Fli~che 4 ter Ordnung, eine Ramn- 
curve 6 te~ Ordnung, oder sind in endlieher Anzahl 4 vorhanden. Die 
erste dieser Zahlen l~sst sich leicht verallgemeinern: Die Scheitel yon 

Kegeln n t~r Ordnung, welche dutch ~n(n + 3) + i Puncte gehen, bilden 

sine Flt~che der Ordnung 

I 

Man zeigt dieses auch durch Rechnung, wenn allan den Kegelscheitel als 
Projectionscentrum auf einer Geraden sich bewegen lasst, und die Be- 
dingung ausdri~ckt, dass die auf eine Ebene projicirten Puncte in einer 
Curve #or Ordnung liegen sollen. Weniger leicht ist die Verallgemei- 
nerung der zweiten und dritten obiger Zahlen. Wenn n-= 2, erhMt man 
z. B. die zweite aus der ersten dadurch, dass man zwei Gruppen yon 6 
Puncten annimmt, die 5 Puncte gemeinschaftlich haben. Versucht man 
aber, dieses nahe liegende Verfahrcn auf Kegel n ter Ordnung auszudehnen, 
dann stellen sich gewisse Schwierigkeiten ein: So wt'trde z. B. folgende 
Aufgabe zu behandeln sein: Wie viele Puncte x in fester Ebene, ab- 

gesehen von den Spuren der Verbindungsgeraden yon ~-n(n + 3) gege- 

benen Puncten, haben eine solehe Lags, dass sin Kegel n t~ Ordnung mit 
Scheitel x, der jene Puucte enthalten soil, nicht bestimmt ist? - -  Um 

Avta mathsmatica. 5. Imprim6.29 Mars 1884, 
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derartige Sellwierigkeiten zu umgehen, habc ich cinch anderen Weg ein- 
gescMagen, und first aussehliesslich yon dem Princip der Erhallunff der 
Anzahl Gebraueh gemaeht. 

. 

l~t.l,'lii,r~t~tg de~' Abki'trz,t,ngen. Ovt dev Sl~itze~t ei,ne~" z~eeifach 
stnendlichen l f  e.qelschaa~'. 

Als Zeichen fi'lr die zweifache, einfache, resp. nullfache Bedingm,g, 
dass die Kegelspitze x in einer gegebenen Geraden, oder Ebene, oder 
cndlich beliebig im Raum liege, soll gesetzt werden: 

X g  ~ X e , 26 r . 

Zur Bcstimmung eines Kcgels oder einer cndlichen Anzahl soleber mi~ssen 
noch 

I 
+ 3) + i = i, 3) 2 

Bedingungen gegeben sein; aber yon ihnen sollen immer nut diejenigen, 
welehe nicht einfache Punctbedingungen sind, besonders bezeichnet werdcn. 
Solche bevorzugte Bedingungen sind 

P'*, d. h. die Gerade xP  zur /~-fachen Kante zu haben, wenn der 
Punct P, nicht abet die Kante selbst, gegeben ist. 

P2; der gegebene Punct, durch welchen die/~-fache Kante gehen soll, 
liegt in der Ebene e. 

PI'T~, oder P'~T~; eine bert~hrende Ebene l~ngs der #-fachen Kegel- 
kante ist gegeben; dieselbe enth~lt die Gerade g, oder fallt 
mit der Ebene e zusammen. 

P'% ht; ks sollen h gegebene, durch P gelegte gerade Linien Tan. 
genten des Kegels in P werden. 

G I', # 'E;  die /t-fache Kegelkante mit /s bert'~hrenden Ebenen ist 
gegeben. 
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hn lctztcn Falle ist est selbstversti~ndlich, dass x auf der Geraden G 
liegt; in den tibrigen Fi~llen aber muss die Bedingung ft'lr x hinzugeffigt 
werden. Dabei ist cs unnothig, die Zahl der iibrigen, einfachen, Be- 
stimmungspuncte, wie z. B., wenn die Bedingungen x~, P", ht gegeben sind, 

I 

ausdrcteklieh anzugeben, well sic sehon aus #, h, und dem Index von 
x folgt. 

Jede Zusammenstellung der hier eingeffihrten Zeiehen, wie 

[x,, P", ht], [x,], [x,., P~], u. s. f. 

bedeutet die Anzahl derjenigen Kegelfl~chen, welehe den hingesehriebenen 
und hinzuzudenkenden Bedingungen gen~]gen. Dutch diese Bezeiehmmg 
wird offenbar eine bedeutende Abkt'Lrzung in der Ausdrueksweise erzielt. 

Es gelingt nun, die Symbole ,,,it [:c,.] auf solche ,,,tit [.Xe! , die mit [x,] 
auf  solehe mit [x,s j zurackzufiihren. Mit der Bereehnung der letzteren hat, 
nmn also zu beginnen. 

Wie so eben erkl~rt ist, bedeutet 

(,) [a #'El (#' <=#) 

die Zahl der Puncte auf einer Geraden G, welehe eine solche Lage haben, 
dass aus ihnen als Spitze ein Kegel n t~ Ordnung eonstruirbar ist, weleher 
G zur #-faehen Kante hat, yon #' gegebenen, dureh G gelegten Ebenen 
lgngs dieser Kante berahrt wird, und dureh 

I I 
a + =?n(n + 3 ) - - i # ( #  + + 

gegebene Puncte des Raums geht. Di.e Zahl (i) ist daher auch gleich 
dem Grade tines einstufigen Linienortes, weleher auf folgende Art entsteht. 
I)ureh jeden Punet yon G als Spitze legt man den Kegel, der die Bedin- 
gungen 0'*, # 'E  erfallt, und dureh a gegebene Punete geM. Jeder dieser 
Kegel trifft eine feste, dutch G gelegte Ebene in n - - #  bewegliehen 
Geraden, die den. erwMmten Linienort ausfallen. Um den Grad dieses 
Ortes zu bestimmen, braueht man nur zu untersuehen, wie viele seiner 
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Strahlen dutch cinch Pulmt Q der Geraden G gehcn. Es sind dieses 
erstens die n - - / ~  Geraden, welehe der Kegel mit Scheitel Q liefert; 
zweitens aber tritt ffir gewisse Puncte yon G der Fall ein, dass eine der 
n - - I  ~ bewegliehen Geraden mit G zusammenfallt, und smnit auch durch 
Q geht. Daher ist 

(2) 
I n - -  I* + [a,', (I-,' 4- ~) El, ,,,e,,,~ K </-,  

woraus man leicht ableitet: 

(3) [e,, ' ] -  W"] ----/~(,, - -  ~ + , )  

Summirt man dic hieraus fi;r I ~ = I ,  2 , . . . ,  n entstchenden Gleichungcn, 
und beachtct, dass [G ~] = o ist, so findet sich 

[G ~ = ,z , /4, ,  --,,., + ,), 

odcr in andcrcr Bezeichnung 

(4) 

I)ic Fli~chc der Ordnung [x~] enthalt offenbar die ~('~ + 3) t- I gegebenen 2 
Puncte n-fach; ihre Verbindungsgeraden einfach. 

Aus (3) folgt noch dutch Summirung von /2 = I bis # = p  

I I 

und darauf aus (2) die sparer zu benutzende Gleichung: 

(s) [a ,~, ( /~ - -  , )Ej  --- [ ~ ] - - ~ ( ~  + 3 /~- -  ~/,(~'~ + 3 /~- -  4). 
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O~'t der  Sp i t z en  e iner  e i~ fach  unendl iehen ,  Kege l schaar .  

Auf dieselbe Art, wie [xg] bestimmt wurde, hatte man auch 

[.%, P"] 

berechnen konnen, wt'lrde aber dann Kegel mit zwei mehrfachen Kanten 
zu betrachten gehabt haben. Viel schneller gelangt man zum Ziel, wenn 
man tt + I der willkarlich gelegenen Bestimmungspuncte dent Puncte P un- 
endlich nahe legt, wodurch sie in die Lagen Q 1 , . . . ,  Q,+~ kommen m(~gen. 
Die Kegel, welche jetzt den gestellten Bedingungen geni~gen, haben ent- 
weder ihren Scheitel in einer der Ebenen P Q 1 Q ~ , . . . ,  PQt, Q~,+I, oder sie 
schicken dutch P eine (/z + I)-fache Ka.nte, d. h. man hat 

. = + 

woraus dutch Summirung yon t~ := i b i s  IZ ~ I, wegen [xg, P"] ~- o, 

(6) I 3 

folgt. 
Das gleiche Verfahren frlhrt zu einem anderen Ausdruck fi~r 

I 
Die ~p(# + i) Ebenen P Q ~ Q 2 , . . . ,  PQ,,Q~+~ bestimmen jetzt ebensoviele 

Spuren g in der Ebene e, und den Forderungen kann erstens dadurch 
geni~gt werden, dass x in einer dieser Geraden liegt, zweitens dadurch, 
dass der Kegel eine (t~ + I)-fache Kante dnrch P schickt. Jede der 
Geraden y enthalt 

G, T.] 
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Scheitel yon Kegeln, welche der Aufgabe gentigen; zu diesen Scheiteln 
geh0ren indessen auch die 

3'(/~+4 ' )  

Sehnittpuncte zweier g, welche nieht Spuren der Geraden PQt,.  � 9  PQ,..+1 
sind; damit diese nicht zwei Mal gez~hlt werden, hat man ihre Zahl yon 

in Abzug zu bringen, und erhMt so 

(7) [~e, J~l']---[Xe, P"+] ]  ~/.l(tsl-~ i)[xg, ept, T , ] _ _  I 2 __ 

Das erste Symbol rechts kann man leicht auf (6) zurfickfi~hren. Legt 
man in der Bedingung (6) einen der noch verf~gbaren Puncte Q in die 

Nahe yon P, und zwar so, dass PQ die Gerade g in x' trifft, dann 
genOgt der Kegel aus x', I.t real zahlend, der Forderung, wahrend die 
iabrigen die Bedingung Tg erffillen; d. h. man hat 

[xg, .P'< Tg] = [xg, P " ] -  p, 

und durch Einsetzen in die vorige Gleichung, und Benu~zung yon (6) 

(8) [~,, p , ' ] -  Ix,, F'.+'} 

I ,~/~(# + ,).,~,(,, + ,)(,,, + ~ ) - ,  = -  ~-~p(21~' q- 5/~ "~ -t- 4p ~ -t- 71~ + 6). 

Nun ist 
(n + 2) 

[x,, P"]----- 3. 4 ; 

denn nachdem aus den (n + 2) Puncten ein Quadrupel Aa, A2, A~, A 4 
herausgegriffen ist, kann man als Axe des degenerirten Kegels jede Gerade 
wahlen, welche durch P geht, und eines der 3 Geradenpaare 

A1A~, A~A4; AiA.~, A~A4; AIA4, A~A.~ 
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Gleichung (8) giebt also durch Summirung 

89 

von l~t = I bis 

(9) [Xe] = ~9"t ~ (n - -  x)(n -4- x)(n -I- 2)(n ~ q- 4n "4- 6) 

und sodann durch Summirung yon # ~ i bis /~ ~ i die allgemeinere, 
spi~ter noch zu verwerthende: 

I I 
( IO)  [Xe, lAt~] m [ Xe ] - -  ~ [ t ([ t~--  I )[ Xg ] -4- ~ [ A ( l l - -  I )([2' -Jl- [~8--[ff -J V 5 # + 6 ) .  

Beil'Aufig bemerkt, folgt aus (9) 

(,o~) [6 .I -  + ~ ~  + ~/] ~--~ "(" ~. + ~) [~ ~ + ~) . i ] _  ~ 

= - ~ 2 n ( n - -  x ) ( n - -  2)(n '~ -k- 9 n2 -t- 29n -4- 33) 

ffir die Zahl der yon den Spuren der Verbindungsgeraden verschiedenen 

Puncte in e, aus welchen ein Kegel dutch die n(n + 3) Puncte nicht be- 2 
stimmt ist. Die directe Bestimmung dieser Zahl ist Inir nur far  n----- 3 
gelungen. 

. 

Zahl der Kegel durch  I-n(n q- 3) + 3 Puncte .  
2 

Die Annhherung eines der gegebenen Puncte an P hat  zur Folge, 
dass ein Theil  der Kegelspitzen x, welchc der Bedingung 

[x~, P", ht] 

geniigen, sich ebenfalls dem Puncte _P unendlich n(ihert. 
dieses eintritt, mSge vorl~ufig mit 

( n - - # ) F ( n ,  /L, h), oder ktirzer ( n - - / t ) F ( h )  
Acta mathematlca. 5. hnprim6 19 Mars 1884. 12 

Fiir wie viele x 
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bezeichnet werden. Man hat dann 

(II) 

also aucb 

[x,., P'~, ht] = (n - -# )9~(h )  + [x,., pt~ (h + i)t], 

(h = o, I,  2 , ,  . .,/_t) 

( I2)  [Xr, /~!~] ~--- ( n - - # ) [ ~ 9 ( O )  "4- ~D(I) J r - . . .  Af_ r 71- [Xr, ~gg, (~t -3 t- I)t]. 

Die der Bedingung 
[z,., r ,~, (~ + ~)t] 

gept~gvnden Kegel haben entweder x P  zur (/t + i)-fachen Kante - -  in 
welchem Falle die Forderung (i t-I-i) t~ unabhangig von der Lage der 
(tt-I- i) beri~hrenden Ebenen langs dieser Kante, als erftillt zu betrachten 
ist - -  oder haben ihren Scheitel in einer der Ebenen tilt., die dutch je 
zwei der Richtungen t bestimmt ist. Die Anzahl dieser letzteren Kegel 
betragt weniger als 

I 

weil hier wieder zu beachten ist, dass jede Schnittgerade zweier solcher 
Ebenen, welche nicht zu den t selbst gehsrt, 

[a '~, (~- -  1)El 

den Forderungen gentigende Puncte x enthMt, dass also, damit letztere 
nicht zwei Mal gezahlt werden, yon dem vorigen Ausdruck das 

3 . (  ~ + ' )- lathe 
�9 4 

abgezogen werden muss�9 So entsteht die Gleichung 

(I 3) [X,., -Pg, (/2 + I)t] - -  [Xr, .ptt+l] 

I I 
= ;~(/, + ~)[x., P:T,(#--  i ) t ] - - ~ ( W - -  ~)(~-- :).[G", (~ - -  i)~]�9 

Um rechts die Bedingung Ye wegzuschaffen, gehen wir aus yon der 
weniger speciellen Forderung 

[~., P : (~ - -  ~)t], 
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und legen einen der noch freien Punete Q in die bTahe von P,, und 
zwar in die Ebene e. Dadurch theilen sich sofort die fraglichen Puncte 
x~ in drei Gruppen. Ein Theil liegt jetzt in unendlicher Nahe von P~; 
die Zahl derselben soll mit 

(~,-- t , ) r  ,) 

bezeichnet werden; auf der Geraden P~Q~ liegen 

[G '~, ( n - -  , )El 

Puncte, yon welehen jeder #-faeh z~hlt; die t'ibrigen endlich erftillen die 
Bedingung Te. Dies giebt 

(24) [x~, ~'~Te(t,--,)t] 

= [x~, P~*(t'-- 2 ) t ] -  ( n - - t ' ) r  2 ) -  t,.[G", ( t ' - -  ')~]" 

Ferner kann man P~' durch Pt~ ersetzen vermSge der Gleichung 

(,s) [~, P~( t , - -  ,)t] = Ix., :v,', ( z - -  , ) t ] -  ~(,~-- ~). 

Auf der rechten Seite darf m a n  jetzt die Bedingung ( # - - , ) t ,  da sie 
/ z -  i einfachen Punctbedingungen ~quivalent ist, weglassen. ~(/~ ~ 1) 
ist nichts Anderes als die Vielfaehheit der Raumcurve [P% ( # ~  I)t] im 
Puncte P; dass ~ hier dieselbe Bedeutung hat wie in der Gleichung (I x), 
wird sogleich nachgewiesen werden. 

Aus (~2), (I3), (~4), (t5) folgt nun die Reductionsformel 

(,6) 
h=~ 

Ix,, P , ] -  ix,, p'+'l = ( ~ -  t~)~0~(h) 

welche zur Bereehnung yon Ix,, P"] dienen kann, sobald f(h), r er- 
mittelt sein werden. Die Bedeutung der letzteren Zahlen erkennt man 
durch nachstehende geometrische •berlegung. 

Naehdem einer der 

I 
a +  x =~-n(n + 3 ) +  3- -~#( /~  + i ) - - h  
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freien Puncte Q der Bedingung (I x) in die N~.he yon P gelegt ist, pro- 
jicire man die noch abrigen aus P auf eine beliebige Ebene E ,  wodurch 
Puncte M ' I , . . . ,  M'~ entstehen, deren Lage als constant angesehen werden 
daft, so lange das Projectionscentrum sich nut unendlich wenig yon t ) 
entfernt. In E construire man Plancurven n ter Ordnung, welche durch 
M ' I , . . . ,  M:, gehen, und einen #-fachen Punct P '  der Art haben, dass 
die Puncte t ~ , . . . ,  t;,, die Spuren der Richtungen t , , . . . ,  th, einzeln oder 
zu zweien auf dessen Tangenten liegen. Den Punct x kann man nun, 
ohne ihn um Gin Endliehes von P zu entfernen, in der Geraden P.P' 
auf genau n - - #  Arten so w~hlen, dass die Projection Q' yon Q in die 
Plancurve fMlt. Der aus einem solchen Puncte x rtbcr der C, construirte 
Kegel geni~gt offenbar allen gestellten Bedingungen, und es giebt 

(n - -  , ~ )~ (h )  

solcher Puncte x, wenn ~(h) die Zahl der Plancurven #er Ordnung be- 
deutet, die auf die angegebene Weise construirbar sin& 

Lasst man dig Bedingung Q fort~ dann hat man es mit einer Raum- 
curve 

ht] 

zu thun, deren Vielfachheit in P ~(h) betragt. Die Richtungen, in 
welchen diese Curve durch P geht, sind n~mlich die Verbindungsgeraden 
von P mit den verschiedenen Puncten P .  

In ~hnlicher Weise wird die Bedeutung der in Gleichung (I4) ein- 
gefiihrten Zahl r  und Mlgemeiner die von r  ersichtlic5. Die 
Forderung 

G, P:, ht] 
besehr~nkt ~ auf die Ebene e. Wit  lassen einen der 

n ( ~ + 3 )  Z ( Z + O  ~ - - - -  + 2  h 
2 2 

freien Punete Q, in die N~he yon Pe rClcken, und projiciren die ~ -  i 

fibrigen auf eine Ebene E ,  die e in der Geraclen F treffen m0ge. Die 
Pianeurven in E ,  welche Leitcurven yon Kegeln werden sollen, mt~ssen 
jetzt ihren /~-faehen Punct P~ in der Geraden /" haben, und im 0brigen 
hinsichtlieh der fGsten Puncte t ~ , . . . ,  t~ denselben Bedingungen genC~gen. 
Verbindet man einen der n ~ l ~  weiteren gemeinschaft|iehen Punete einer 
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solchen Curve und der Geraden I '  mit Qe, so wird auf der Geraden P,T~ 
ein zu P, benachbarter Punct x bestimmt, welcher einer der gesuchten ist. 

Im Falle tt = I bedfirfen diese Uberlegungen einer kleinen Modi- 
fication; jedoch sind die ft~r ~(h), r  zu entwickelnden Ausdri~cke der 
Art, dass die Gleichung (I6) far p ~-- i richtig bleibt. 

Man hat also noch zu bestimmen: 

~) Die Zahl ~(h) der elancurven n ter Ordnung, welche durch 

n(n + 3) ff(ff + ') a - - - -  [-2 h 2 2 

gegebene Puncte gehen, und einen #-fachen Punct haben, dessen 
Tangenten h gegebene Puncte treffen (wobei sich die h Puncte 
nicht nothwendig auf h verschiedene Tangenten vertheilen). 

2) Die Ordnung r  des Ortes der fl-fachen Puncte, welcher ent- 
steht, wenn nut • - - I  Puncte zu Grunde gelegt werden, und die 
Bedingungen im Ubrigen dieselben bleiben. 

For h ~ o ist 

I 
(X7) r = 2 # ( ~  -3 L I ) ( n - - ~  "4- I) 

1 ( , s )  = ,)(# + + i) 

Was die erste dieser Zahlen angeht, so kann man ja sogar die Gleiehung 

'#(#+ des betreffenden Ortes wirklich bilden. W~hlt man r =2 

linear-unabh~ngige Curven, welche dutch die a -  I Puncte gehen, als 
Grundcurven einer Sehaar, und stellt die r Bedingungen fi'lr das Vor- 
handensein eines ff-fachen Punctes auf, so giebt die lineare Elimination 
der Parameter eine Determinante von r R e i h e n . -  Dutch a Puncte gehen 
nur r -  i linear-unabhi~ngige C~; man erh~lt also jetzt als nothwendige 
und hinreichende Bedingung far einen ff-fachen Punct das gleichzeitige 
Verschwinden der ( r - - I ) - re ih igen  Determinanten einer Matrix yon r 
Horizontalreihen und r ~ I Verticalreihen, und hieraus ergiebt sich ohne 
Schwierigkeit fiir die Zahl der Curven mit einem #-fachen Punct 

[ ( r - -  i ) ' - -  ( r - -  2 ) ' . . .  + 4 + , ] ( n - - #  4- I)', 

d. i. der Ausdruek (I8).  
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Von (I7) , (I8) ausgehend, kann ,,,an leicht v(h), ~b(h) allgemein be- 
stimmen. Fi;lr h > , zerfallt die Curve r in die Verbindungsgeraden 
der h Puncte, und eine Restcurve, 

I r  = ~ h ( h - -  ~) + r 

Auch die Zahl ~(h) zerlegt sich, wie folgt: 

(~) ' h(h I) (h) 71- ~92(],), r = 3. + i - -  r 

well der Forderung gent'lgt werdcn kann erstens dureh solehe C., welche 
einen Schnittpunct yon zwei Verbindungsgeraden der h Puncte zum #- 
faehen Punct huben; zweitens dadureh, dass eine dieser Verbindungs- 
geraden .als Tangente des /,-f~chen Punctes gegeben ist, drittens endlich 
dadurch, dass sich die h Puncte auf h verschiedene Tangenten vertheilen. 

Lasst man einen Punet X sich auf der Curve ~bl(h ) bewegen, so 
existirt der Voraussetzung zufolge immer eine C., welche durch die a - -  I 
Puncte geht, und in X einen #-fachen Punct hat, dessert Tangenten die 
Bedingungen A ~ , . . . ,  Ah erft'dlen. Die Verbindungsgerade yon X mit 
einem weiteren festen Punete Ah+l bestimmt n ~ p  Puncte Y auf der Q,  
und da ~2(h) Puncte X auf der Curve ~b~(h) vorhanden sind, welche 
ihre C. dutch den Punct Ah+~ sehicken, so ist 

( , - -~ ) r  + r 

der Grad des Y-Ortes. So gross ist auch die Zahl der Coineidenzen yon 
Y ,nit X; aber nicht gemeint sind die h[~b~(h)--/~], welche in den ein- 
fachen Schnittpuncten der Geraden Ah+~A~, . . . ,  Ah+xA~, mit der Curve 
~bl(h ) stattfinden. Hiernach ist 

r -{- i ) =  (~$-- /~--  ]g)~l(h) .Af_ r _{_ h/A. 

In durchaus analoger Weise findet man 

r  + ~) = .  - -  ~ - -  h + r  

r + ,) = ~ - - ~  + r  ( ~ - -  ~), (h__> ~) 

~1(2) = r + ~ - -  2~, 
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urrd sodann 

r = r + ( n -  ~)h h(h-- ,) 
2 

I h(h - -  5) - -  n - -  3, r = r + ( n - - z ) h - - ~  

~-t(h-- i)(h-- 2)+  h(~--~)r + ~(h) =~(o)  + s 
h=g 

I 
]~ r = f~ t t ( #  + x)[(3# ~ + ~2# ~ + 7# - -  io)~t' h=0 

--(6#'  + i s~.'-- 4~ ~ -  ~o~ + i~) .  + 3~ 0 + 6~' - -  sg ~ -  ~2 + 3~- -  (i. 

So ist alles auf der rechten Seite der Gleiehung (I6) Stehende bekannt. 
Die Summirung yon p =  I bis # = n ~  I giebt, mit Htllfe der BER- 
~OULZfsehen Summenformeln, und wegen [x~, P'] = o 

[Xr] = $ b ( ~ - -  I)(O~ -~- I ) [ s n  6 + 45n5 4- I7on4 + I08n'~ ~- I526n 2 648o 
+ 5472n + 3816] 

= 28~ n+9 4) -4-28o.( n+8 4) 4- Io5 .(n+7 3 )+  77 .(n+6 3) 

+ 43-(n +5 2)__x6. (n  +4 2) + 2~  n +3 ')" 

Dieses ist also die Zahl der Kegel n re" Ordnung, welche durch ~n(n + 3) -4- 3 

Puncte gehen; beispielsweise I2o f i l rn  = 3. 
Hieraus l~st sich noch herleiten die Zahl 7/ derjenigen Scheitel, aus 

welchen ein Biischel yon Kegeln n re' Ordnung, die durch ~n(n -J- 3 ) -  i 

gegebene Puncte des Raums gehen sollen, nicht bestlmmt ist. Natilrlich 
wird abgesehen yon den auf den Verbindungsgeraden jener Puncte 
liegenden Kegelscheiteln. 

Der auf die Puncte P~, P ~ , . . . ,  P1 beziigliche 
-n(n+3) 2 

Ordnung 

$-Ort, dessen 

= ~ ( ~ -  ~ ) ( n -  ~)(n ~ + 9n' + ~gn + 33) 

I in (,o~) bestimmt wurde, geht mit ~ (n - -  i ) (n--  2) Zweigen durch jeden 
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tier Puncte /), und trifft, wie aus den Formeln yon w I leicht nach- 
zuweisen ist, jede Verbindungsgerade ausserdem an m ~ 3n + 2 Stellen, 

I 
w o m  = ~n(n + i)(n + 2). Andererseits ftillen die Scheitel von Kegeln, 

welche durch 
P 1 , . . . , P ,  , q,, Q~ 

~n(n+a)--I 

gehen, eine Flache m te~ Ordnung aus, and die Vertheilung der Schnitt- 
puncte mit dem ~:-Orte zeigt, dass 

] (n-- I)(~--2) 3 = m S - -  n(n + 3) I n.  
_ 2 2 

Puncte des letzteren Ortes existiren, aus welchen ein Kegel n ter Ordnung 
fiber 

"P1, * " �9 :~ e l  , Q1,  Q~ 
-~ n(n + 8) 

construirbar ist. - -  Um zu einem zweiten Ausdruck ftir 3 zu gelangen, 
betrachten wir die Schnittpuncte der in Bezug auf die letztgenannten Puncte 
definirten Raumcurve [x~] mit dem Scheitelorte yon Kegeln, die durch 

P a ,  �9 �9 �9 :t -Pin(n+8) ,  Q8 

gehen. In jeder der Verbindungsgeraden, welche beiden Punctgruppen 
gemeinschaftlich sind, liegen m - - n  Schnittpuncte von Curve und Fl'~che; 
zu den fibrigen gehoren noch die 3 Puncte, well ja die Flache den ~:.Ort 
ganz enthMt. Hiernach wird 

~.[xe] ~(~  + 3)[~(~ + 3) 
2 2 t_' 

~ ] ( ~ - - n ) - - , ~ =  [x.], 

und da [x,.] schon bekannt ist, lasst sieh 3, also aueh ~ bestimmen. 
Ausrechnung giebt 

r/_- 

Die 

( n ~  I)(r~ ~ 2) (5n7 + 6on~ + 2 o o n ~  4 9 2 n ,  2 5 4 5 n ,  2 i96n ~ + i4832n~648o)" 
648o 

Freiburg, im October I883. 


