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Dans le tome I ~ de ce recueil, j'ai rapidement montr~ comment les 
formes quadratiques ternaires inddfinies k ind~termin~es conjugu~es et 
coefficients entiers pouvaient conduire k une classe dtendue de groupes 
discontinus de substitutions linSaires pour le cas de deux variables; j'ai 
fait voir en outre que l'on pouvait former des fonctions de deux variabl.es 
ind~pendantes qui ne changent pas quand on effectue sur les variables 
une substitution quelconque du groupe. Je donnerai dordnavant k de 
telles fonctions le nom de fonctions hyperfachsiennes, indiquant ainsi l'ana- 
logie qui existe entre ces fonctions de deux variables ind4pendantes et les 
fonctions d'une variable qui ont 6t~ appel~es fuchsien~es par M. POINCAR~,. 

L'objet de ce mSmoire est l'4tude des principales propridt~s des fonc- 
tions et des groupes hyperfuchsiens, dont rcxistence seule a dt~ 5tablie 
dans le travail que je viens de rappeler. Je ne consid~re que le cas oh 
la forme quadratique ternaire ind~finie a pour coefficients des nombres 
entiers complexes de la forme a -}- bi, mais on verrait facilement que des 
considSrations analogues pourraient ~tre appliquges si les coefficients 
dtaient des entiers form,s avec les racines d'une ~quation du sec0nd degr4 

racines imaginaires. 
Acta matt~matica. 5, Impr im~ "~,} Mars 1.~4. 16 
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J'ai dfi commencer par faire l'6tude arithm6tique des formes qua- 
dratiques ternaires inddfinies ~ ind6termin~es conjugu6es, et ~ ce point de 
rue ce travail est la suite de celui que j'ai publi6 dans les A n n a l e s  
de l 'Eco le  N o r m a l e  (Janvier et F~vrier 1884) et off j'ai d6velopp6 la 
th6orie des formes binaires. Le premier chapitre a pour objet cette 6tude 
arithm6tique, dans le second et le troisi~me je m'occupe particuligrement 
du groupe hyperfuchsien que je fais correspondre ~ toute forme ind6finie, 
et enfin le quatri~me chapitre est consacr6 s l'examen des propri6t6s les 
plus importantes et les plus simples des fonctions hyperfuchsiennes. 

I0 

I. Consid~rons la forme quadratique ternaire ~ ind&ermin6es 
x et x o, y e t  Yo, z et z o 

(i) F = ax, x o + a'~]o + a"zz. + byz o + boYoZ + b'zx o + bozo x 

+ b"xy o + bo'xoY 

off a, a' e t a "  sont r6els, les coefficients b e t  bo, b' et bo, b" et b;' sont 
des quantit6s imaginaires conjugu6es, forme que nous fl6signerons par 
(a, a', a", b, b', b"). On 6tablit bien facilement que, si le discriminant 
de cette forme, c'est h dire la quantit6 r6elle 

A = 

v' b;I 
1;.' a' b 

I 

b" b o a" I 

n'est pas nul, on peut la mettre sous rune des formes suivantes 

_+_ (uuo + VVo + WWo) 

+_ (UUo + VVo --WWo) 
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oh u, v, w sont des expressions lin~aires en x, y, z et ind@endantes. Soit 

u =  ax-{.- fly + rz 

�9 v = ~'x + fl'~ + / z  

w = ~"x  + fl"y + r " z .  

Dans les deux premiers cas, la forme ayant un signe invariable eat 
dite d~finie; dans les deux autres cas la formc est ind~finie. 

Les r~sultats pr~c4dents donnent tout ce qui concerne l'~quivalence 
alggbrique des formes F ;  nous supposerons dans la suite que la forme F 
eat ind~finie et ~ coefficients entiers, et qu'elle appartient au type 

U U  o . -~  V V  o - -  W W  o 

c'est ~ dire qu'on peut la ramener .~ cette forme par une substitution lin~airc. 
2. Commen?ons par r~sondre le probldme suivant: Trouver la trans- 

formation lin~aire la plus g~ndrale transformant en elle-mdme 

Soit donc 

(~) 

UUo 4- VVo - -  WWo. 

U =  M u  Jr- Pv + Rw 

V = M ' u  4- P ' v  -I- R 'w 

W---- M"u  4- P"v 4- R"w 

une substitution telle que 

ue. + VVo-- 

On aura lea relations 

M M  o 

PP0 

RRo 

M P  o 

M R  o 

P R  o 

W W o  =- u .  o + vvo - -  WWo. 

+ ~ ' M ; - -  M"M;' = i 

+ P ' s ' ;  - -  P " P ; '  = 

+ R'R;  - -  R " ~ ; '  = -  

+ M ' P ;  - -  M"P; '  = o 

+ :g'R'0 - -  M"R;' = o 

# I l #  ## 4- P R o ~  P Ro = o .  
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Comme 
donnent 

Emile Picard. 

d'autre part les 6quations (i) r6solues par rapport "~ u, v et w 

~ =  M o V +  M ; V - - M ' o ' W  

v =  -Po U + -P'~V-- V'o' W 

w = - -  R o U - -  R0V + R0'W, 

ces six dquations sont 6quivalentes b~ celles-ci: 

MMo + PPo - -  RRo = I 

~'M'o + F P ' o -  R'n'o = 

.~i" ~ 'o '  + F '  IY~" - -  ~ "  ~'o' = - -  ' 

MoM'+ 

MoM" + 

~doM" + 

P O P ' - -  RoR' 

P o F ' ~  ROB" 

P O P " - -  R'oZ~" 

On tire de la quatri6me et de la cinqui6me 

3/0 Po 
P"I~'-- P'R" M'R"~  M"tt' 

0 

-~-  0 

O~ 

de ces 6quations 

Ro 
M'P"-- M"P'" 

D6signons par k la valeur commune de ces rapports: en portant les 
valeurs de Mo, Po, Ro dans la premi6re 6quation, on aura 

, = k~o[ ( i '_~ro + P ' Z , ' o -  R 'R 'o ) (R"R; '  - -  M " ~ ; '  - -  P"Z ' ; ' )  

- -  (~'oM" + P ' o P " -  RoR")(~'~'o' + t " P o ' -  R'Ro')] 

et par cons6quent kk o = i.  
Le syst6me des six 6quations peut done se remplacer par le suivant 

~r  o = k ( ~ " ~ ' -  P'R"), ~o = k ( i ' R " - -  M"~'),  Ro = ~ ( M ' V ' - -  M"F)  

M'M; + F P o  - -R'R'o  = , 

M"M'o' + F 'F . '  - -  n"2~'o' = - -  

M'oM" + POP"- -  RoR" = o. 
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3- Ceci pos6, revenons t't la forme inddfinie F ~t coefficients entiers, 
forme qui peut s'6crire 

F = uu o + vv o ~ ww o 

off u, v e t  w ont les significations indiqudes (w x), les a, fl, r n'dtant 
pas n6cessairement des entiers. En mdme temps que la forme ind6finie 
propos6e, j 'envisage la forme d6finie 

= truo + VVo + WWo 

off U, V, W sont les expressions lin6aires en u, v, w d6finies dans le 
paragraphe pr6c6dent. On aura donc 

----- Norme (Mu + Pv + Rw) + Nor,ne (M'u + 1% + R'w) 

+ Norme (3I"u + P"v + R"w) 

et d'apr6s les relations auxquelles satisfont les M ,  P,  R on peut 6crire 

q~ = -  (uu o + w,o . - -WWo)(M"M' o' + P"P'o'--R"R'o '  ) 

+ 2(M"u + P"v + R"w)(M'o'u o + P'o'Vo + R'o'Wo); 

elle ne contient plus que les lettres M", P" et R" d'ailleurs li6es par 
la relation 

M"M'o' + F'Fo'--R"n'o'--- 

On dolt concevoir d'ailleurs que u, v et w sont remplac6s par leur 
valeur en x, y et z; la forme ~ est donc une forme quadratique ternaire 
d6finie aux ind6termin6es conjugudes x, y, z, xo, Yo, Zo" Elle renferme 
trois param6tres arbitraires M", P" et R" li6s par la relation e'critc 
ci dessus. 

Je ferai imm6diatemens la remarque suivante: En effectuant dans 
une substitution S on obtiendra une nouvelle forme 9~; soit de m~me f 
la transform6e obtenue en faisant dans F la substitution S, on volt tr6s 
facilement que 9 peut se d6duire de f d'apr6s le mode m~me de forma- 
tion de ~ au moyen de F.  
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4. I1 est n6cessaire de rappeler maintenant les rgsultats relatifs ~ la 
r~duction des formes ddfinies. En nous bornant aux formes quadratiques 
ternaires, on peut 5noncer la proposition suivante: Etant donnde une 
formc quadratique ternaire d~finie '~ coefficients quelconques, on pourra 
toujours par une substitution lin5aire s coefficients entiers ct de ddtermi- 
nant un, transformer ]a forme en une forme ~quivalente ayant pour 
expression: 

/~,Norme(x + e~2y + z~z) +/~2 Norme(y + e~z) + p~Normez 

o(t #j, /~, /~ sont positifs avcc les conditions 

I I 
/~.~ _> ~-/~,, /~ > ~-/l~. 

Dans chacune des quantit6s complexes z, la partie r6elle et la partie 

imaginaire ne surpassent pas i - en valeur absolue. 
2 

On donne le nora de rdduites aux formes jouissant de ces propridt6s 
et on 6tablit qu'une forme d6finie donn6e n'est arithm6tiquement 6quiva- 
lente qu'b~ un nombre limit6 de formes r6duites. 

Le proc6d6 de r6duction, conduisant au th6or6me qui vient d'etre 
6none6, est dfi ~ MM. KORKXNE et ZOLOT~*I~E~'~" (Mathemat i sehc  A n n a l e n  
t. 6). I1 s'6tend d'ailleurs h. un hombre quelconque de variables. On 
trouvera d6velopp6e cette th6orie de la rdduction des formes quadratiques 
d~finies ~ inddtermin6es conjugu6es dans le beau m6moire de M. JO[tDA~ 
sur r6quivalenee des formes alg6briques ( J o u r n a l  de l '~ieole Po ly-  
t e c h n i q u e  t. :9)- 

Reprenons la forme d6finie ~ du paragraphe pr6c6dent, elle ne sera 
pas r6duite en g6n6rale; supposons que pour certaines valeurs des para- 
m6tres on cherche une substitution ~ coefficients entiers qui la r6duise; 
cette substitution r~duira ~ rant que les param6tres M", P" et R" 
satisferont "s certaines conditions. Si on suppose que ces param6tres varient 
d'une mani6re continue (en satisfaisant, bien entendu, ~ lu relation in- 
diqu6e), il faudra b~ un certain moment employer une autre substitution 
pour r6duire ~, et c'est ~ ces op6rations de r6ductions successives de la 
forme ~ quand _M"~ P" et R" varient d'une mani6re continue que nous 
donnons le nora de r6duction continuelIe de cette forme. 
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Nous dirons qu'une forme ind6finie F est r6duite, quand la forme 
d6finie correspondante ~ est elle-mdme rdduite pour certaines valeurs des 
param6tres M", P"  et /~". Le premier point ~ 6tablir est que le hombre 
des formes rdduites arithmd~tiquement ~quivalentes it une forme donn~e est fini. 

5. Cherchons quelles relations d'in6galitds entre les coefficients en- 
traine la condition qu'une forme d6finie est rdduite. Soit: 

Axxo + A'yyo + A"zz o + BYZo + BoYoZ + B'zx o + B'ozoX + B"xy o + B'o'Xoy 

une telle forme, suppos6e positive; les valeurs de #1, #2, #. et des s e n  
fonction des A et B se trouvent imm6diatement. On en d6duit les condi- 
tions suivantes: dans B" et B' la partie r6elle et le coefficient de i sont 

I21. moindres en valeur absolue que ~- , puis 

I 
AA'  - -  B"B'  o' > 2A~;  

dans ( A B -  B'o'B'o) la partie r6elle et le coefficient de i sont moindres 

i (AA' - -  B"B'o' ) (cette derni6re expression est en valeur absolue que 2 

n6cessairement positive puisque la forme est d6finie). Enfin l'on a 

(A'A ~ B"B'o') ~ < 2 A A  

en ddsignant par A le d6terminant de la forme. 
Ces diverses conditions d'in6galit6 expriment compl6tement que la 

forme est r6duite. On peut en d6duire d'autres: cherchons en particulier 
quelques fonctions des coefficients limit6s en fonction de l ' invariant A. 

On a, avec les notations du paragraphe 4, 

I I 

et comme A ~ #lP2P3' on en ddduit 

2 

Puisque A----#~ on volt que A est limit6 en fonction de A,  et il e n e s t  



128 Emile Pieard. 

alors de m~me de la partie r6elle et de la partie imaginaire de B' et 
B". Puisque 

A'A ~ B"B'o' < ~/2AA 

on en conclut que AA'  est aussi limitd; 

or AA' =/~1 (/~1 Norme zl. q-/L2) ; 

par suite /~/~ est dgalement limitd. On a de suite 

2 
I~/~2 -<- 2 A ~. 

On voit aussi que AA'A" est limit6 aussi que A~A '' et il e n e s t  de m~me 
de la partie rdelle et de la partie imaginaire dans BB', BB" et BB'B". 

Je ferai encore la remarque que les produits 

( A A " ~  B'B'o)(AA'~ B"B;') et ( A A ' - -  B"B'o'):(A'A"-- BBo) 

song limit6s et de m~me le produit 

( A A ' - -  B"B'o')(AA"-- B'B'o)(A'A"-- BBo). 

D6montrons le fait pour ce dernier produit; il peut s'dcrire 

A~A,2A ',2 q- BB o B'B' o . B"B'o'__ A2A'A"BBo __ AA,A,,~B,,B,o , 

--AA"A'2B'B'o n t- AA'BBoB'B'o 4- AA"BBoB"B'o' 4- A'A"B'B'B"B','. 

T o u s l e s  termes seront limitds; prenons par exemple 

A~A"BBo 
qui sera 

c'est un polygone en /~1, /~ et /~, contenant des termes qui song tous 
limit~,s. 

Nous signalerons encore les expressions 

ABBo , A'B'B'o , A,,B,'B' o, 

et, je le rep&e, toutes les expressions qui viennent d'etre indiqu~es sont 
limit(!es en fonction de l 'invariant &. 
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6. Revenons maintenant b~ la forme ddfinie ~ associde k la forme 
indffinie P (paragraphe 3). 

1~To us  a v o n s  

,P = - -  (uuo + w,o - -  ~VWo)(M"M'o' + P'P'o'  - -  n"Ro' )  

+ 2(M",, + F'~, + R"w)(~Uu0 + P'0% + R0'wo) 

et soit en d6veloppant 

r --_ A x x  o + A'yy o + A"zz o + BYzo + BoYoZ + B'z,r o + B'ozoX 

+ B"~y o + B'o'~oy. 

Tout d'abord les coefficients de XXo, YYo et zz o dans F sont infdrieurs en 
valeur absolue aux coefficients correspondants de ~/~. Prenons par exemple 
a,  on fl, u r a  

a = ~(x n + , ' / ' ~ x ~ -  ~"~2;( 
et on a 

A = aa o + a'a' o ~ a"~x' o' + 2 Norme (3I"a + P"a' + //"a") 

et le fait apparait imm6diatement si a est positif. Si a est n6gatif on 
remarquera que A peut s'6crire 

A ~ - - ( q a  o + a ' a ' o -  a"a;') + 2 Norme (Ma + Pa'  + Ra") 

+ 2 Norme (M'a + P ' a ' +  B'~") 

et par suite on peut 6crire dans tous les cas 

I . I~A,  I.'I~A', I."I~-~" 
en entendant pal" [a] la valeur absolue de a. 

Or en d&ignant par - - A  le discriminant b, videmment ndgatif de ./7, 
le discriminant de r sera A. 

Si la forme F est rdduite, la forme r sera r6duite pour certaines 
valeurs de M", F '  et R". Les expressions A, A A ' ,  A2A  '', A A ' A "  5tant 
ah>r.~ limit6es en fonction de A, il en sera de mdme de 

_4efit m~'ithematb~'a. 5. Imprim~ 3 Avr i l  I,qSL 17 
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J e  dis encore que l 'on a 

( a a '  - -  b"b'o' ) ~ A A '  - -  B " B '  o' 

(~) (.,," - -  t'b;) _< .4A" - -  B'R; 

( a ' a " - -  bbo) < A ' A "  - -  B B  o. 

I1 suffit 6v idemment  de montrer  qu' i l  en eat ainsi pour  lea deux formes 

UUo + VVo - -  ww o 

UUo Jr- Vvo -Jr" WW0, 

or on a, dana la premiere,  

aa'  ~ b"b' o' = (a% + a' ~x' o - -  a" ao')(flfl  o + f f  flo - -  ff'tql; ') 

- -  Norme (~fl + a ' y  - -  ~"y')  

et dana la seeonde 

A A ' - -  B"~; '  = (aao + ~'~; + ~"~;')(flflo + fl'fl; + fl"fl;') 

- -  N o r m e  (a/9 -t- a ' f f  q -  &'if'). 

Or on peut  6erlre 

A A '  - -  B"B'o '  ---- Norme (afro - -  a'tqo) + Norme (a'ffo' - -  a"/i;) 

+ Norme (&'rio - -  afro') 

tandia que 

aa'  - -  b"b' o' ---- Norme (afr o - -  a'flo ) - -  Norme (a N '  - -  a"ffo ) 

- -  Norme (&'rio - -  affoo') 

et lea indgalitds annonc6es deviennent  6videntes. 
On en eonelut  que 

aa'  - -  b"b'o', (aa'  - -  b"b'o')(aa" - -  b'b'o) , (aa'  - -  b"b'o ') ' (a 'a" - -  bb. )  

song l imi t ,  s en fonction de A ,  puisque les combinaisona analogues 6fi lea 
petites lettres song remplac6es par des grandes song limit6es. 
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Des in6galit6s (i) on d6duit encore imm6diatement que 
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abb o , a'b'b'o, a"b"b' o' et Normebb'b" 

sont limit6s en fonetion de A 

Nous ajouterons enfin l'expression a2(aa ' ' ~  b'b'o) qui est l imit& puis- 
que A ~ ( A A " - - B ' B ~ )  est limit6. 

Nous nous proposons maintenant  d '&ablir  ce th6ordme fondamental  
que le hombre des rdduites ayant un ddterminant donnd est limitL 

7. Nous allons d'abord donner la d6monstration en supposant r 
a n'est pas nul. 

Les produits aa' et a~a '' &ant comme nous l'avons vu limit& a, a' 
e t a "  seront limit6s en fonction de A .  

La norme de b sera aussi limit6e puisque abbo l 'est 6galement. 

I1 en est de m6me de b" et b' puisque nous avons montr6 que 

a t , ' - -  b"b o' et  a'(aa" - -  b'b'o) 

sont limitds. 

Les six eoeffieierits qui. sont des entiers ont done leur norms limitge 
eli fonetion du d&erminant  A ,  et le thgordme est alors ~tabli. 

' lout  eeei suppose essentiellement que a n'est pas nul ;  la d6monstra- 

tion est encore bien facile quand, a &ant nul, le produit  b'b" est diff6rent 
de z6ro, car 

a'b'b'o, a"b"b' o' et bb'b" 

6tant limit&, on eonclut de suits que a', a", b, b' et b" sont limit6s. 

Supposons maintcnant  que, a &ant nul,  l 'un des coefficients b' ou b" 
soit nul:  soit par exemple b ' =  o avec a = o.  

Le d6terminant  de la forme se r6duit k ---a"b"b'o'; a" st b" sont 
done limit6s et on voit que a" sera positif. I1 faut montrer  que a' ct b 

ne peuvent dfpasser une certaine limite d6pendant seulement de A .  Nous 
remarquerons d'abord que la limitation de 

(b"bo')'(a'. ' ' -  bbo) 

nous lnontre que a ' a " ~  bb o est limit& 
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Soit 

et posons 

F - -  a'y& + a"z~ o + @z 0 + boYoZ + b"xy o + b(;'xoy 

3---= a ' a " - - b b  o quc, it(mr fixer los iddes, nous supposerons 
positif: O, comme nous venons de le dire, est limit& Nous pouvons derirc 

(. pp2btt "" 

, .... ' ( a , / +  a"b".)( ,;Vo + .."b'o'*o) . b,, * * o  .,,~e = (."z + bov)(.~ ~ + byo) + # . a 

ct la forme ~P correspondant g la forme a"F, sera 

) t l  ~ i t  , t s  

q) = - -  a"(MMo + PPo - -  Rtlo)(a z~o + bYzo + boYoZ + a'YYo + b "Yo + bo :coy ) 

F ( 1 , , " b " , .  A : ~ .  
+ 2 I . ~ ( , / '  + B)x + (Mb o + t ~o)y + Ma"z 

x l _ ,  al~%';(p,-o + R,o).,,o + (Mot, + ~'o~.a)go + Mo."-'o] 

en 6crivaut M, P, R au lieu de M", P", R" comme nous l'avions fait 
plus haut. On a d'ailleurs 

MMo + P P o -  tgRo = -  I. 

La forme q) est dSfinie pour certaines valeurs de M, P et R. 

Le coefficient 2a"'b"b~ "4-R)(t 'o-4-g0) de xx  o est limit6 en ibnc- 

tion de l ' invariant a"~A de a"F; on a ainsi: 

.~."'<b'(e + ~)(eo + Ro)< :."• 3 

2 a" " b " .71/1 Le. coefficient dc xz o dans 1,' est = at% (P + R); sa 
V;3 

6tre plus grande que la moiti6 du ca.rr6 du coefficient de xx o , 

norme doit 

Oil a donc: 

(a"W'b~ (-P Jr- R)2(Po -Jr" Ro) ~. 4a"'b"b~ ~ [ ~ f ~  + "~)(Po 3 t- Ro) < 2 \------~-] 

On d6duit des in6galitds pr6c6dentes que M M  o est limit6 en fonc- 
tion de A. 
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Or duns ~ le coefficient de zz o est 

."~(i~. io  + RR o - -  P~'o) 

OU bicn 

vt 2 il  . (2_~Er o + I).  
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Ce coefficient cst done limit6. Mais le coefficient de zz o 6tant limit6 dans 
q), il doit cn &re de m&ne du coefficient de YYo; cn effet si (m d&ignc 
par A, A' et A" les coefficients de XXo, YYo et zz o dans une forme d6finic 
r6duite, on aura: 

A 
A ' < 2 A " + 5  , 

comme il r6sultc imm6diatcment des conditions de la r6duction; si douc 
A" est limit6, comme A l'est toujours, il en sera dc mdme dc A';  nous 
concluons de l'k que a'a" cst limit6, par suite a' est limit6, il en cst 
alors de m&ne de bbo; t o u s l e s  coefficients sont done encore limitds. 

I1 nous reste k examiner le cas oh a - - - - b " - =  o. On volt de suite 
que a' et b' sont limit6s, car le d&erminant de la forme, qui est supposd 
diff6rent de z6ro, est 6gal k - - a ' b ' b '  o . Nous avons '~ montrer que les 
deux autres coefficients a" et b sont limit&. 

Soit 

F = a'yy o + a"zz o + byz o + boYoZ + b'xz o + boxoZ; 

011 a u r a  

4~ = F +  2 Normc [(Ma + Pa' -4- l~a")x + (Mfl + Pfl' + Rfl")y 

+ (Mr + vr' + Rr")~]. 

Les 6quations dc condition pour la r6duction de la forme ~ donnent 

Norme (MrS + 1-'[r -4- Rfl") < [ Norme (3ta + _Pa' -F Ra'"~ 
2 

et dans 

,~ ,, Mr + l 'a '  + .l~r 
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la partie r6elle et lc coefficient de i sont moindres que ~-en valeur 

absolue; des deux conditions pr6c6dentes on conclut que b est limit& 
I1 reste seulement ~r fairc voir que a" est limit6; nous allons faire 

voir que ~ ~ a ' a " - -  bb o est limit& On va supposer dans ce calcul a' et 
3 pos!tifs mais un calcul analogue peut 8tre fait dans tous les cas. 

Ecrivons 

~t'b'x 
+ - -  N o , ' , , , e - - -  a ' F =  Norme (a'y -4- boz) + N o r m e \  ?v'~ ~/~ ; 

la tbrme ~ adjointe k a 'F  sera 

,p (,t'~u~0 + . . . . . .  - = a a zz o + a byz o + a boYo~ + a'b'xz o + a 'b 'oxoz)(RRo--3IMo--PPo) 

"4- 2 N o r m e [ a ' b ' ( P  + R ) x  + Ma'y  -4- (Mb0 + ~o ) , ]  

Le coefficient de xy o est 

~ ( P +  R ) i o  

et celui de xx 0 

~ ( ~ '  + R)(1-'o + ~o). 

Done dans b' M~ le coefficient 
Po + R,o 

I b'b' o moindres en valeur absolue que 2 t,,~" 

Le coefficient de xz o est 

OU 

de i e t  la partie rdelle sont 

2 "b'(l" + R)(iob + ~o~) a'b'(RRo - -  M M o -  PPo) + --=7 

2b .'U[ttRo + e/- 'o- i l o  + ~R~'o + ~Mo(F + R)] 

et dans cette 
moindres que 

expression le coefficient de i ct 

,,.'Wb',, (p  + R) (p  ~ + Ro). 

la partie rdelle sont 
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Dans le quotient de ces deux quantit6s, Ia partie r6elle eat done 
comprise entre - - I  e~ -4- I .  Or ce quotient peut  s'6crire: 

2b 
(P + ~)(Po + ~"o) + /'ot~--.  n oP  ~ MM o + ~ M o ( P  + Ir 

~b~bt0 
(P + B)(Po + Ro) 

M 
et en posant p + R = 2, on aura done 

On a de pills 

" - =  a '~/  b ' b'o 2b 2b~ 2 < ~ 2 i + + �9 

t b'b' D, < _ .......~o 
-'-o 2 3 

On voit bien faeilement que ees deux infigalitgs relatives h 2 ne 

peuvent ~tre v6rifi6es simultan6ment que si 3 est limits en fonction de 

b, b' et a', et par suite de A .  Le point 2 dolt en effet 6tre int6rieur 
au cercle 

I b'b'o 

et ext6rieur au eerele 

22 o ~ 2 ~ b o  ~ 220 b a ' ~ 2 b ' b '  o I ~ O~ 

Or ees deu~ eercles dtant symdtriques par rapport ~ l 'axe r6el, il faut et 
il suffit qu'une des racines de l '6quation: 

)~ ~ I b'b' o 
2 3 

soit en dehors des raeines de F6quation: 

) , ~  2), 1) +__l'o @ a'~/28'6'0 
~,,3 3 

I --='..- O) 
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r t b'b' o Soit ), = z 2 ,; ' o{, z --  • ~, cette racine; le rgsultat de la substitu- 

tion de cette valeur dans le premier membre de la seeonde dquation 
devra ('~tre positif; on aura ators 

' ' I a'~/zb'b' o , b'b'o (1, + bo),  + 2 r 25 -- I > O, 

d'oh l'on d6duit que 3 est limit6. 
En r6sumg nous pouvons dnoncer le thdor6me suivant qui est 

ibndamental. 
Le hombre tles r~duites arithm~tiquement ~quivalentes h une forme i~- 

d~fiuie, dont le dgterminant n'est pas nul~ est finL 

II.  

8. Commen(;ons par faire un changement dans les param<'tres; cette 
substitution se fera bien simplemcnt en remarquant  que la forint t]+ est 
homogbne en M,  P,  R. Posons alors 

M P 
~V = $' R --  rj. 

Nous consid6rerons dor6navant la forme 

q) ~ -  - -  (uuo d -  v vo  - -  ww0)(~0 d- ~0  - -  I) + 2 Norme (u} d- r w) 

et puisque on avait MMo + P P o - - R R o  = -  I, on volt que les 
param6tres ~, ~ devront satisfaire h. la condition 

Nous appellerons souvent dana la suite un syst?~me de valeurs ($, y/), le point 
$, ~). L'ensemble des points (~, ~) sat isfaisant h. m~e ou plusieurs condi- 
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tions d'in6galit6 formera ce que nous appellerons un domaine de points. 
Ainsi, par exemple, l'ensemble des points ~, ~ pour lesquels 

formera un domaine que nous ddsignerons par S, et nous dgsignerons par 
limite ou surface du domaine S, l'ensemble des points tels que 

~$0 + 7]~0 = i .  

Certaines inggalit6s entre ~ et 7] exprimeront que la forme # est r6duite, 
et si ces in6galit6s sont compatibles, elles d6finiront pour le point (~, 7) 
un certain domaine D qui correspondra k la r6duite indfifinie 

F = u u  o + v v  o - w w  o .  

Nous n'avons d'ailIeurs k consid6rer que les parties du domaine D in- 
tdrieures k S. 

Ceci pos6, je vais 6tablir que /e domaine D ne peut avoir plus d'un 
point commun avec la surface de 8. 

D6signons par - - A  le d6terminant (qui est 6videmment n6gatif) de 
la forme F;  on volt d'abord que le d6terminant de la forme ~0 est 6gal k 

- -  - -  

Or dans une forme d6finie rgduite, le coefficient de xx o est moindre 
que deux fois la racine cubique du ddterminant (voir paragraphe 5); nous 
aurons par suite en conservant les notations pr6c6demment adopt6es 

1 

2 Norme(a~ + a'~ + a") + a ( ~ - - ~ $ 0 -  7/7/o)~< 2A~( ~ - -  $$o - -  717/o) 

et on conclut de cette 
limite de S on aura 

6galit6 que si le point ($', ~'). appartient b~ la 

a~' + a'~' + ~" = o. 

D'autre part en d6signant comme pr6c4demment par (A, A', A"; B, B', B") 
une forme d6finie r6duite, on peut 4crire, comme on salt, cette forme de 
la facon suivante: 

#1 Norme (x + ely + e~z) -4- fq Norme (y + e3z ) + p3zzo 

oh Ies p e t  z satisfont aux conditions rappel6es. 
Acta mathemat~:a. 5. Imprlm6 15 Avrll 188~, 18 
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Or on 
/~1 = A  

#2 = A' 
t t  e s  

B Bo 
A 

et on a vu  que 

A A A ' - - B " B  o 

NormeB' < ~-, A B -  BOB' ~ [ 
Norme  A A ' - -  B"B o < -2" 

Consid6rons toujours  un point  du domaine  D, qui appar t ienne  k la 

surface de S; comme nous venons de le voir  on a pour  ce point  (~', 7/') 

at' + a'7]' + a" = o .  

Alors/~1 devient nul  et on voit que /t~ e t / t  3 se r6duisent respective- 
ment  k 

A B - - B o B '  o 
A' et A " - - l i m B  o . A A , _ B , , B  o" 

Nous supposons que le point  ($, 7]) res tant  toujours  dans le domaine D 

tende suivant  une loi arbi t ra i re  vers le point  (~', y]'); c'est dans ces condi- 

tions qu ' i l  faut  entendre  le signe l imite contenu dans l 'expression prdcg- 

dente;  les autres termes disparaissent car  

. . . .  B "  I 
l im B"B~ o puisque N o r m e - A  < 2 A = - et  l i m B " ~ o  

et de mgme pour  les autres. 
Mais la forme �9 se r6duit  pour  $ = ~' et  7 / =  ~/' '~ 

2 Norme [(fl#' -{- if72' -I- f f ' )Y -4- (7#' + f72' + 7")z] �9 

Or son d6terminant  est nu l ;  donc pour  ~ ~ ~', 7 / ~  7/' on a 

l~ll3 ----- O. 

On a par  suite /~ ~ o, l 'hypoth6se /t 8 ~ o donnant  aussi 
i 

puisque /~3 > ~-/t2" 

~2 ~ O  
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On a par suite 

fl,~' + ~ '  + fl" = o, 

et cette 6galit6 jointe 
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et 

on a 

~:'~o + r / ~ o -  i = o .  

Approfondissons maintenant la signification de l '6quation de condition k 
laquelle on est ainsi conduit. En r6solvant les deux premieres 6quations 
et portant les valeurs de ~' et ~2' dans la troisi6me, on a: 

Norme (~"ff - -  ~'ff') + Norme (fla" - -  ~ff') - -  Norme (~fl' - -  a'fl) = o. 

Or d6signons comme pr6c6demment la forme par 

F = (a, a', a", b, b', b") 

a ~ -  Gt~t 0 "-~ Gt~Gt O~ ~ ff.~Ot 0 'p 

,~' = fl& + ~'fl'o - -  ~ ' % '  

b " =  ,fl0 + , ' f l ' 0 -  r 

En formant l'expression b"b'o'--a'a, on trouve:  

b"b'o'-- a'a----- N o r m e ( a " f f - -  #if ' )  + Norme ( ~ a " - -  a f t ' ) - -  Norme ( a f t - -  a'fl) 

et l 'on voit par cons6quent que: 

b"b' o' ~ a'a = o. 

Ainsi les r6duites pour lesquelles cette relation est vdrifi6e sont les seules 
pour lesquelles le domaine D peut avoir un point commun avec la limite 
du domaine S. 

~ '  + ~'~' + ~" = o 

d6terminent compl&ement ~' et ~2'; il ne peut donc y avoir plus d'un point 
du domaine D appartenant d la surface de S. 

9. A chaque r~duite ne correspondra pas d'ailleurs 6videmment un 
tel point; il est n6cessaire pour cela que les valeurs de $' et 7' tirdes 
des deux 6quations prdc6dentes satisfassent ~ la relation 
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Mais ce n'est pas tout; je dis que a dolt dtre nul. Consid6rons en 
effet une r6duite dans laquelle a n'est pas nul;  nous avons vu pr6c6dem- 
ment  que dans cc cas les coefficients de xxo, YYo et zz o sont limit6s, 
par suite 

+ + + + et Mr + Pr' +-Rr" 

sont limit6s en fonction de A :  M ,  P e t  R ne peuvent donc d6passer une 
M P 

certaine limite et par suite le point $ = ~ ,  7 / ~  est int6rieur au 

domaine S; il n'a aucun point commun avec la surface de ce domaine, 
car de tels points correspondent ~ des valeurs infiniment grandes de /t. 

l~ous pouvons donc 6noncer le thfor6me suivant qui est fondamental:  
I;es ~duites pour lesguelles a ~ o,  b"----o sont les seules pour les- 

quelles le domaine correspondant D peat avoir un point commun avec la 

surface de S. 

I o. Nous allons montrer maintenant qu'aux r6duites, dont il vient 
d'etre question, correspondent bien effectivement des domaines D ayant 
un point commun avec la surface de S. 

Soit donc comme pr6c6demment une forme dans laquelle a ~ o, 
b " =  o, et que nous supposons r6duite (voir paragraphe 7, le cas off 
a = o, b" ~ o). Supposant comme pr6c6demment que ~ ~ a ' a " - -  bb o 

cst positif, nous avons 

a'_F = Norme (a'y + boz ) + blorme (a'b'z + 3z) __ Norme 

et nous prenons la forme r associ6e ~ a 'F avec les param6tres ~ et 7/ 

--~t bt 
# =  a ' / ; ( i - - e ~ 0  - -  7/~]0) + 2 Norme [-~(~]  + , ) x +  a ' ~  + (,b 0 + 7A/?)z ~. 

La forme F 6tant r6duite, il existe des valeurs de $ e t  ~] pour lesquelles 
est r~duite, et il faut montrer que le domaine D de ces valeurs a un 

point commun avec la limite de S. 
Les conditions de r6duction pour ~ apprennent de suite que dans 

b" $~ le coefficient de i et la partie r6elle sont moindres que ~ b'b'~ 

en valeur absolue; puis dans 
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- -  zb $o ] 
a'b' i ~ - 0  +~)(I  +7o) (~ +7)(  I +7o) ~/3~ +7o 

la partie r6elle et le coefficient de i sont moindres en valeur absolue que 

a'2b'b'~ Nous voyons encore que dans 
3 

~, b ~ b o  

, I 
la partie rc.elle et le coefficient de i sont moindres quc 2" 

Les trois conditions pr6c6dentes expriment que dans ~ mis sous la 
forme canonique 

/~1Norme(x .u ey -[- e'z) +/~2 Norme (y + e"z) -t-/~. Normez, 

e, e' et e" ont leur partie r6elle et leur coefficient de i compris entre 

x et + - . ~  II restc ~ 6crire los deux autres conditions qui expri- 
2 2 

I I 
ment que #~ < ~#~ et #3 < ~'~2. On obtient ainsi: 

et 

b'b" o [ 
- -  ~o - -  ~;o > - 7  ~ + i) (~o + ~) 

s ~ 
~ : - - ~ o -  ~o > - ~ - ( ~  + i)(~o + ,). 

Je dis d'abord qu'il existe dans le voisinage de Z-~ o, 7 ] - - - - -  i ,  des 
valeurs de ~, ~/ satisfaisant ~ la premiere s6rie de conditions. En effet 
puisque la forme ~ est d6finie pour certaines valeurs de ~ et ~, il existe 
des valeurs de 

i + ~  (~ + 7 ) 0  +7o) 

satisfaisant aux trois premi6res conditions; on remarque d'ailleurs que les 
trois premi6res conditions ne d6pendent que de ces quantit6s. Soient 4one 

~ 2 et ~ -- ~o 
+----~ 0 + ~)0 + ,~o) = / ~  
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deux valeurs convenables de 2 et #;  nous allons montrer qu'il  existe dans 
le voisinage de $ = o ,  7 = - -  I des valeurs de $ et 7 dormant b~ 

e t  rl - -  ~o 
I + ~ ( l  + ~)( i  + r~o) 

des valeurs tr6s peu diff6rentes de 2 et #,  et ees valeurs de ~ et 7 satis- 
feront par suite aux trois premi6res conditions. Soit en effct 7 = a +//3. 

On aura 

~) - -  7o 2ifl 
(~ + ~)(~ + 70) (~ + a) ~ + f l"  

Or raisons tendre a v e r s  - -  I et fl vers z6ro de telle sorte quc (i Jr (/)' 

7/-- 7;o tendra vers # quand 7 tendra v e r s -  t t endevers  #;  alors (t + 7)(t + ~;0) 

de la mani6re indiqu6e; il suffit de prendre ~ = ~(i + 7), pour avoir, 
aussi rapproch6 que l'on veut de ~ = o, 7 = -  I ,  un syst6me (~, 7) 
satisfaisant aux trois premi6res conditions. I1 importe de s'assurer que 
parmi ces valeurs de ($, 7) il y e n  a pour lesquelles 

$~o "4- 770 < I. 

Remarquons qu'on pout faire tendrc fl vers z6ro ct a v c r s  - - i ,  avcc 

fl ait  une valeur donnde, de telle mani~re que la condition quc ([ + a) ~ 

a ~ 4"f12 soit moindre que l'unit6. Soit donc 7 tellement choisi, l'dgalitd 
$ = ~(7 -4- I) donne une vMeur correspondante de ~; je dis que le point 
~, 7 est ~ r int6rieur du domaine S. Si on avait en effet 

on aurai t  
~$o + 770 > I 

~o ~ 1--77~ --  I - - 7  "4- 7 ~ 7 o  
(I + ~)(~ + 7~ (~ + 7)(~ + ~o) ~ + 7o (~ + 7)0 + 7~ 

Le second membre de l'in6galit6 est d'ailleurs positif. On voit alors que 

r grandirait  inddfiniment, ce qui est 7 tendant v e r s - - I ,  la norme t +7/ 

absurde. 
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I1 existe done dans le voisinage du point (o, u I) une infinit6 de 
points ~, 7, pour lesquelles on a 

et qui satisfont aux trois premi6res conditions. Je  dis maintenant que 
ces valeurs de ~, 7, si elles sont suffisamment rapproch6es de ~----o,  
7 / =  - -  i satisferont aux deux autres conditions 

b'b'o r 

cfSb'b'o t 
_ ~o - -  ~o > - Z - y ~  + ~)(~o + ,). 

S'il en 6tait autrement en effet, il y aurait sur l 'une ou l 'autre des 
deux surfaces 

b'b'o 
, - -  ~o - -  ~ o  = -~-(~ + ,)(~o + ,) 

a'Sb'b'o 

des points aussi rapproch6s que l 'on voudrait  de ~ ~ o, ~7- - - - -  I, et 
satisfaisant aux trois premieres conditions. Or pour de tels points on 
aurait manifestement 

$$o __ ' - -  77~ + A 
(' + 7)(' + 7~ - -  (' + 7)(' + 70) 

oh A est une constante, et en remarquant  que:  

7 - -  7o 
--77o ' - - 7  + ( '+7) (  ~+7oi (I -~- 7)(I -~- 70) I --}- 7o 

7 -- 7o reste $ augmenterait  ind6finiment, puisclue (x + 7)(i + 7~ on volt que ~ + 7 

fini quand ~ tend vers m I ,  les trois premi6res conditions ~tant v~rifi6es. 
Nous arrivons done encore it une contradiction. 
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I1 r~sulte de cette discussion(~) qu'~ toute rdduite darts laquelle a -=  o 

et b"-----o correspond bien effectivement un domaine D ayant un point 

commun avec la surface de S.  

i i. Nous avons maintenant K rechercher s'il existe toujours, quelle 
que soit la forme donn6e, des rdduites arithm6tiquement 4quivalentes et 
dans lesquelles a et b" soient nuls. Nous allons d4montrer qu'il en 
est ainsi. 

Commengons par 6tablir qu'il existe des formes arithm6tiquement 
6quivalentes b, une forme donnge f et dans laquelle le coefficient de xx 0 
est nul. Si l'on fair dans f la substitution 

y= Px + + 

Qx + Q,r + Q,z 

il est clair que le coefficient de X X  o dans la transform6e sera: 

f( f, P, Q). 

I1 s'agit done de voir si en dormant aux ind6termin6es x ,  y,  z des 
valeurs enti6res et premi6res entre elles M ,  P, Q, la forme f peut 
s'annuler. En d'autres termes nous allons montrer que z6ro peut 4tre 
repr6sent6 par une forme quadratique ternaire ir~d6finie ~ ind6termindes 
conjugu6es; c'est l~ un point qui distingue essentiellement la th6orie de 
ces formes de celle des formes ternaires r6elles, car on sait que GAuss a 
montrd que z6ro ne pouvait 4tre repr6sent6 par route forme ternaire 
ind6finie r~elle (Disquisitiones Arithmeticr paragraphe 294). La cause 
de cette diff6rence est dans le fait que l'on peut toujours satisfaire h la 
congruence (I) 

x x  o - -  a (mod b) 

(,) Nous avons suppos4 que 3-~-a'a"--bb o 4tait diff6rent de zdro et positif. Dans 
tousles autres ca% des consid4rations routes semblable% conduisent au m~me rdsultat. 
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quels que soient a e t  b (b &ant seulement suppos6 non divisible par un 
carr6) tandis qu'au contraire on sait que la congruence (voir sur ce sujet 

HEnMITE, J o u r n a l  de CnELLE, t. 47) 

x 2 -- a(mod b) 

n'a pas de solutions quels que soient a et b. 

Nous montrerons au paragraphe suivant comment  de ce th6or&ne 

on d6duit que z6ro peut 6tre repr6sent6 pour toute forme ternaire in- 
d6finic k ind6termin6es conjugu6es. J 'admets  pour le moment  ce r6sultat 

et je vais en conclure qu'il existe une rdduite dans laquelle a ~ b " - - - - o .  

D'aprfs ce que nous venons de dire, on pourra faire une premiere 
transformation lin6aire de d&erminant  un, donnant une transform6e dans 

laquelle le coefficient de x x  o est nul.  Que l'on fasse alors dans la forme 
une substitution 

(x, y, z, x, ,my + nz, ,~j + qz) 

on volt de suite que l 'on peut choisir deux entiers m et p premiers entre 
eux tels que le coefficient de xy  o soit nul ;  on d&ermincra alors n et q 
par la condition mq--np-----  I .  

Nous obtenons donc une forme ari thm6tiquement dquivalente k la 
propos6e dans laquelle a ~ b " =  o; mais cette forme n'est pas n6cessaire- 

ment  r6duite. Nous pouvons supposer que dans eette forme l'expression 

a ' a " - - b b  o est diff6rente de z6ro et positive, car s'il en 6tait autrement  
en faisant la substitution 

(z, y,  z, x + nz, y ,  z) 

off n est un entier arbitraire, cette expression se transformant en 

a ' a " - - b b  o + a'(b'n + b'ono) 

on peut choisir n de mani6re qu'elle soit positive (car a' et b' ne sont 

pas nuls vu qu'alors le d6terminant de la forme serait nul). 
Nous avons donc une forme f 

f ----- a'Yyo + a"zzo + bYzo + boYoZ -Jr" b'xzo + b~xoz 
Ar~a '~i~c~tl~emagiea. 5. hn|~rim~ t8 Avrit 18,~. 19 
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~ i thmdt iquement  6quivalente h, 1,r proposde et dans hiquelle on a 
= a ' a " - - b b  o > o. A la forme a ' f  est assoeide la forme ddfinie 

(paragraphe io) 

[a'b"~/-~(7 ] 
= a'f(~ ~ $$o ~ 770) -Jr 2 Norme -Jr- ,)~c A- a ' @  Jr (~bo n t- 7~/7~)z ; 

cette forme ne sera %duite pour aucune valeur (~:, 7) du domaine S si 
la forme ind6finie f n'est pas r6duite. Quelle substitution fau~ il fairc 
dans 4~ et par suite dana f pour la r6duire? 4) peut se mettre sous la 
forme canonique 

/~, Norme (x "4" ~Y "4- e'z) "4- [.t~ Norme (y + # ' z )  +/.t .~zz o ; 

I I 
or nous avons vu (paragraphe Io) que lea in6galit~s p~ > ~ - p , ,  /l 3 :> ~-ff~ 

devenaien~ pour ]a forme 

(~) 

bPbto / 

' - -  $$o - -  7,/~ > 7 -  ~7 + I )  (7o + ,  ) 

a'Sb'b'o 
' - -  ~ o  - -  77~ > ~----~ (7 + , )  (7~ + '). 

On peut toujours ~rouver des valeurs de ~:, 7 satisfaisant h ces in6galit6s; 
consid6rons en effet l 'in6galit6 

I - - ~ o -  770 > A(I  -1- 7)(I 2 C 70) 

off A est une quantit6 positive quelconque; on pourra toujours y satisfaire 
et m~ine pour des valeurs rdelles de $ et 7. On volt de suite en cffet 
que l '6quation 

, - -  ~ - -  7 ~ = ~ t ( i  + 7 )  ~ 

repr6sente une ellipse r6elle, int6rieure au cercle de rayon un et tangente 
b~ ce cercle au point ($ = o, 7 - - - - -  i) .  Tout point ~:, 7 ~ l ' int6rieur 
de cette ellipse satisfait ~ l'in6galit6 (~). 

Ainsi il existe des valeurs de ($, 7) satisfaisant aux indgalitds (a). 
Prenons un tel syst6me de valeurs. 
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Pour r6duire la forme ~, c'est ~ dire pour que les ~ aient leur 

i e t  + ~-, i l  suffira partie r6elle et leur coefficient de i compris entre 2 

~videmment d 'employer une substitution de la forme 

(x ,  y ,  z ,  .~ + my + nz ,  y + qz,  z) 

Une substitution convenable de cette nature transforme donc fen une 
forme r6duite; main cette substitution ne fait pan apparaitre de terme en 
x x  d et en xyo: la proposition 6nonc6e est done 6tablie. 

i2. I1 nous faut maintenant 6tablir que zdro peu t  ~tre reprdsentd 

p a r  route forme quadrat ique ternaire inddfinie h inddtermi~des conjugudes. 

Prenonn d'abord la forme 

f = a x x  o + byyo + czz o 

off noun supposons que a, b, c, ne sont pan de m~me signe. De plus 
ces nombres sont deux ~ deux premiers entre eux et aucun d'eux n'est 
divisible par un carr6. Noun allons avoir peu de chose ~ changer ~ la 
profonde analyse par laquelle GAuss dtablit que z6ro peut dtre repr6sent5 
par une forme ternaire r6elle quand - -  bc, - -  ca, ~ ab sont respective- 
ment  r6sidus quadratiques de a, b, c. (Disquisitiones ari thmet ics ,  para- 
graphe 294). 

Soient H, K, L trois entiers satisfaisant aux congruences: 

H H  o =_ - -  bc (,nod a), K K  o ~. - -  ac (,nod b), L L  o ----- - -  ab (rood c); 

nous avons dit plus haut qu'on pourrait toujours trouver de teln nombres. 
On d6terminera ensuite A, B, C de mani6re que 

On aura 

A ~ c ( m o d b )  et ~_L( ,nodc)  

B ~ a (rood c) et --- H(mod a) 

C- -  b (rood a) et -- K(,nod b). 

a A A  o + b B B  o + cCC o ---- b H H  o + cb ~ =  - -  b ( H H  o + cb) =_ o (,nod a); 

on prouverait de la mdme mani6re que a A A  o + b B B  o + cCU o est divisible 
pal* b et c et par suite par abc. 
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On volt en outre que A est premier  avec b e t  c, B avec a ct c, 

C avec a et b. S'il arrivait  que les valeurs de A,  B,  C eussent un 

diviseur c o m m u n / z  (qui peut  dtre un nombre  complexe),  7~ serait ndcessaire- 

ment  premier  avec a, b, c et par  suite avec abe. On divisera A,  B,  C 

par /z et on aura  trois nouveaux nombres  que nous appellerons encore 

A,  B,  U et tels que A soit premier  avec b et c, B avec a et c, C avcc 
b e t  c, et de p lu s  

a l i A  o + b B B  o + c C C  o - -  o (mod abe).  

Ceci pos6, on voit de suite que A a ,  B b ,  Cc n'ont  pas de diviseur commun.  

On pout  alors t rouver  une substi tution de ddterminant  un 

(x, y, z, ~x + ~'y + ~"z, fix + fl'y + [r r,c + r'y + / ' z )  

d6termin6 par les conditions 

et 

8'r" - -  ] ' r '  = A a ,  / ~ "  - - / ' ~ '  = Bb,  ~'~" - -  ~"fl' = C'~ 

a A a  + [~Bb + TCc ----- i .  

La for int  propos6e f se changera en une forme 

dans laquelle m', m" et n seront divisibles par  abc. Posons en cffct 

on aura 

y ' r -  ~r" = A,, 

Z / - y r  = , v ' ,  

r "  a - -  r a  " = B ' ,  

r~' - - / ~  = B", 

~ " ~ - - ~ " = -  c" 

a' = B " U c  ~ U " B b ,  ['t = C " A a  - -  A " C c ,  r '  = A " B b  ~ B " A a  

a"  = C ' B b  - -  B ' C c ,  /7 '  ------ A ' C c  - -  C ' A a ,  r "  ----- B ' A a  ~ A ' B b  

et en subst i tuant  ces valeurs dans les expressions de m',  m "  et n 

f l v  f l v  0 . I P t ~. '  = a ~ ' ~  o + b + ' '  ~l~" = a ~ ; '  + , cr ' fo ,  . . .  n = a ~ o  + ." ; 
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on trouvc, par cxemplc pour  m' 

1,19 

m' -- A"Ao 'bc(bBB o + cCC0) _---- o (rood a) 

m ' =  B " B ; ' a c ( a A A  o + cCC0) -- o (modb) 

m' --  C"C' o'ab(aAA o + bBBo) =_ o (,nod c) 

par suite m' est divisible par abe et de m6rne pour  m" et n. 
~, . 

Effectuons maintenant  s u r f  la substi tut ion 

@, y, z, adx +l~'y + a"z, y x  + i~'y + ~9"z, rd.c + r'Y + r ''z) 

en posant abe = d. 

f se changera manifes tement  cn 

g ' =  (rod '2, m', m", n ,  n'd,  n"d) 

et lc d6terminant  de cette forme sera d3. Or consid6rons la forlne 

9"' ~--- rod, d ' d ' d '  n', n" 

ces coefficients seront entiers et son d6terminant  est 6gal 'k l 'unit6. Or 

admct tons  pour  un  instant que toute  tbrme tcrnaire ind6finic de d6tenni- 

nant  un est 6quivalente ~ la forme 

:~"~:o + YZo + Yo z 

en employant  une substi tut ion ~r coefficients entiers de ddterminant  4= I 

ou +__ i. I1 en r6sulte que, 'h ra ide  d 'une telle substi tution, on peut  

t ransformer  9' en la forme 

(~ = --dXXo + @z0 + @0z 

ou bien encore on  peut  passer de la forme f h. la forme G en cmployant  

une substi tution h. coefficients entiers dont  la norme est 6gale ~ d 2. Si 

t . ,  �9 @, y,  z, ),:~ + #y + vz, ;~'x + #'y + v .i, z"x + #"y + ~/'z) 

est cette substi tution, on volt que 

x = # ,  y = # ' ,  2 ,=#"  
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est une solution de l'dquation 

Emile Pieard. 

aXZo + byyo + CZZo = o. 
C. q. f. d. 

1~, f f  .et #" ne sont pas tous trois nuls, puisque la norme du d6termin 'mt  

cst 6gale i~ d "~. 
Nous avons admis que route forme ternairc inddfinic de d6terminant  

un dtait dquivalente h, la forme 

- - x x  o + yz  o + yoz 

en employant  uric substitution dont  le d6terminant  a sa normc 6gale k 

1'unit6. C'est ce que 1'on peut  6tablir comme il suit: 

Soit 

f =  (a, a', a", b, b', b") 

�9 �9 r uric forint  inddfinie de determln,mt  un. 

Consid6rons la forme binaire obtenue en fifisant z = o dans ['~ 

c'est k dire 

axx o + a'yyo + b"xy o + b'o'x0y; 

on sait quc l'on peut  rdduire cette for int  de telle mani6re que la valour 

absolue de a soit moindre  que t2[b"b 'o ' - -aa ' l , (1)  la quanti t6 sous le 

radical 6tant prise en valeur  absolue. Supposons cctte rdduction faite:  

si on fait sur y et z une substi tution convcnable de normc 6gale '~ un, 

la th6orie des formes bin'dres montre encore qu'on peut  arr iver k avoir 

I b"b; ' -  ""'1 < v'=lal; 

on a donc s imul tan6ment  

a ~  2[b"b;'--.aa'[, [b"b'o'--aa'[ < v'=l"l. 

(~) Voir men M&noire sur les formes quadratiq.ues binaires r i'nddtermin&s 
co~jugur (Anna les  de I ' l l:cole N o r m a l e  S u p d r i e u r e ,  Janvicr et Fdvrier I884). 
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On conclut de lh que les v'lleurs qbsolues (le a et b " b ' o ' ~  aa' sont 
6gales ~ z6ro ou ~ 1'unit6; elles doivent 6tre nulles simultan6nmnt ou 

routes deux diff6rentes de z6ro. 

I ~ Soit d'abord 

[a[--~  I [ b " b o ' - - a a '  I = I .  

En emph)yant une substitution de la forme 

(.~,~, :~1, z, ~'.+ fi:l + rZ, y + r'z, z) 

on ne change pas a c t  b " b ' o ' - - a a '  et un calcul f,qcile montre que l'on 

peut choisir fl, ~- et 7" de faq, on que d'ms 

b", ab o - -  b"b' et a'b' - -  b'o'b o 

la pattie r6elle et le coefficient de i soient moindres en v'deur absolue que 

I I I  lb"t'o'--aa'l, ~lb"b'/--a(, , ' l  

respeetivement. On en conclut 

b ' : = o ,  b0 = o ,  b'-----o; 

on a donc les formes dans lesquelles 

en prenant seulement les signes de mani6re que D = ~ et que !a forme 

soit ind6finie. Elles sont 6quivalentes i~ la forme 

XXo - -  YYo - -  ZZo 

et cette derni6re, comme on le volt de suite, est 6quivalente h 

- - x x  o + YZo + Yo z.  

2 ~ Soit maintenant 

I ~ l = o ,  [b"bo'--aa'[=o ou a = b " = o .  

013 FlllI'fl a]oI'S 

I = - -  a'b'b'o 



152 Emile Pieard. 

(lone 

a ' - - - = - - I  et b'---- ++_ I ,  + i .  

Si nous fa.isons maintenant la substitution: 

(z, ?/, z, z +  fl:/ + rz, y, z) 

b' b". "' on ne change pas a, a', et On peut choisir fl et ~- de mamere 

que b soit nul ap%s la transformation et que la norme de a" soit z6ro 

ou l'unitd. On obtient ainsi des formes toutes 6quivalentes h, 

f = - - Y Y o  + szzo + xz o + :roZ off z = o ,  + I ,  - - I ,  

('t on vol t  enfin sans peine que celle-ci est 6quivaIente  h 

- -  z x  o + yZo + ?lo z .  

C. q. f. d. 

Il l .  

I5. I{evenons maintenant ~ la question de la r6duction continuelle 
de ta forme cP. Pour bien fixer les id6es, nous admettons que la forme 
inddfinie 

F-----  u u  o + v v  o - w w  o 

off comme precedcmment 

v =  ~ ' x + ] y + f z  

w = ~"x + ~":, /+ r"z 

don t  nous patrons ,  est une fo rme  r~duite.  La  fo rme  ddfinie r 

q' = (, - -  C'Co - -  7r F + 2 No,'mo (,,~ + v~ + .,) 
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sera donc r6duite pour certaines valeurs de $, 7/ situdes dans le domaine 
S e t  formant elles-m6mes un domaine que nous avons appel6 D (para- 
graphe 8). Lorsque le point ($, 7) sort du domaine D, il h u t  suivant 
les circonstances de la variation de ce point employer certaines substitu- 
tions pour r6duire la forme de nouveau, ce qui donne, en employant la 
totalit6 des substitutions propres ~ %duire de nouveau ~0, certaines r6duites 
adjacentes ~ la %duite F, auxquelles correspondent des domaines D', D", . . .  
On continue ainsi ~ effectuer la r6duction continuelle de la forme 0P 
jusqu'~ ce qu'on ne trouve plus de nouvelles r6dtiites, ce qui arrivera 
n6cessairement puisque le nombre des r6duites est l imi ts  D6signons par 
3 le domaine total form6 par les domaines D, D', D", . . .  Lorsque le 
point ($, r/) sort du domaine 3 on retombe sur une r6duite d6j~ obtenue, 
�9 ~ laquelle se trouve ainsi eorrespondre un nouveau domaine D~. Soit 
encore, pour ne pas multiplier les notations 

F ~ U U  ~ .~-  V?) ~ ~ W W  ~ 

eette %duite. En faisant passer (~, 7]) du domaine D dans le domaine 
D] on est alors conduit ~ une substitution S h. coefficients entiers et de 
d~terminnnt tin transformant F en elle-m6me. A une telle substitution 
correspond manifestement une substitution lin6aire faite sur u, v, w soit 

(u, v, w, Au + Bv + Cw, A'u + B'v + C'w, A"u + B"v + C"w) 

et cette substitution transforme en elle-m~me l'expression uu o + vv o - - w w  o. 
Quand on effectue sur x, y, z la substitution (S) la forme r devient:  

(~ - -  ~$0 - -  ~ 0 ) Y  

+ 2 Norme [(Au + Bv + Cw)$+ (A'u + B'v + C'w)~ + A"u + B"v + C"w] 

off en divisant par Norme(C~ + C'rj + C"), ce qui ne modifie en rien 
le.~ conditions relatives h la r6duction, et posant: 

(I) ~ , _  A $ + A ' ~ ] + A "  7]' B $ +  B'r~ + B" 
- -  C ~ +  C'~ + C " '  = C ~ +  C'~ + C"' 

cette forme peut s'6crire: 

(t - -  }'$:, - -  7]'~'o) F + 2 Norme(u~' + *T' + w). 
Aeta mathe't~atiea., 5. Iulprim6 30 Avlil 188-$. '~0 
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On en conclut que l 'on passe du domaine D a u  domaine D~ en 
eff'ectuant sur ($, 7) la substitution (I). 

En continuant d'effectuer la r6duction continuelle de la forme r on 
obtiendra un groupe G d'une infinit6 de substitutions telles que (~); ce 
groupe sera discontinu, car k un systSme de valeurs de ($, 7) nc corres- 
pond qu'un hombre limitg de r6duites ari thm6tiquement ~quivalentes k la 
forme dgfinie 4~, le point ($, 7]) ne pent donc appartenir  qu'k un hombre 
limit6 de domaines D. 

Le domainc 3 est un domaine fondamental de ce groupe, c'est k dire 
qu'k tout point ($, 7) k l ' intdrieur de S correspond par une substitution 
du groupe un hombre limit6 de points k l ' int6rieur de ~ (il y e n  a au 
moins un); c'est ce qui r6sultc imm~diatement de ce que 3 est l 'ensemble 
des domaines D correspondant k routes les r6duites distinctes arithm6tique- 
ment 6quivalentes k F.  

Le domaine 3 ~ un hombre limit6 de points communs avec la sur- 
face de S, et il en a toujours un, puisque nous avons montr6 prdc6dem- 
ment qu'il existait toujours au moins une r6duite dans laquelle les 
coefficients de xx  o et xy o dtaient 6gaux k z6ro. 

I4. Avant de continuer l'6tude gdn6rale de ces groupes, examinons 
un cas particulier. Je  prendrai:  

Nous 5crlrons: 

en posant: 

On aura ici: 

F = yyo + xz o -b xoz. 

F ~ ~t$t o "Ju V V  o ~ W W  o 

I 
' (x + ~), ~,, = ~ ( ~ - ~ ) .  

V'2 / 

r = (:,J:t0 + ~ 0  + ~0~)(i - -  r162 - -  7~o) + ~ Norme (7 + '  ~ + ey + . 

Avant d'aller plus loin, ouvrons une parenth6se pour ehercher les formes 
r6duites de d6terminant - - i ,  dans lesquelles a = b " ~  o; nous 6viterons 
ainsi plus tard une discussion un pen longue. Soit 
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YYo + a z .  o + byz o + boYoZ + b x~ o + boxo~. 

une tel le  fo rme ;  le d 6 t e r m i n a n t  6 tan t  6gal k - - I ,  on au ra  b'b' o ~ 1. 

En supposant ,  c o m m e  au p a r a g r a p h e  I o ,  que 

3 = a" - -  bb o > o 

nous avons vu (voir ce paragraphe)  qu 'on  on doi t  d6 te rminer  $ e t  r i de 

tel le  mani6re  que  dans b' r le coefficient de i e t  la pa t t ie  rdelle soient 

! 
I I pa r  suite moindres  que ~-. D 'au t re  moindrcs  en va leur  absolue que 2 ~/~' 

pa r t  dans 

b--b'0 r ~ + x  

la part ie  rdelle et le coefficient de i sont 

qu ' i l  ne p e u t  en 6tre ainsi que si b ~ - o  

]~eportons-nous m a i n t e n a n t  k l '6gali t6 

pa rag raphe  7), elle devien t  ici 

I 
moindres  que  2 ,  et on vol t  

qui  l imite  3 (k la tin du  

I V~2 

z-g+T> 
par  suite 3 - ~ o  ou I ;  on a donc a " ~  o ,  I .  

Nous  avons supposd 3 > o ;  dans tous les  cas on arrive d la conclusion 

suivante. On dolt avoir 1 )=  o e t a " =  o,  +_ i .  

Revenons  m a i n t e n a n t  k la fo rme  (P; en la m e t t a n t  sous la fo rme 

canon ique  

u~ N o r m e  (x + zy + e'z) +/-~2 N o r m e  (y + ~"z) + ,%ZZo, 

Oil  

o (i + ~)(~ + ~o) (i + ~)(~ + ~o) 

0 -~ - -  V'2 i + 7;; 
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lcs parties r6elles et les coefficients de i dans ces trois expressions doivcnt 

I e t + t  , . 6tre compris entre 2 2 '  pour que la forme 0 soit redmte. 

Calculous enfin /~, #, et /1~: 
On a u r a  

z~, = (r + ,)(r + 5) 

p~ = I - -  r - -  7~o 

/~3 -= (t + ~)(x + ~0) 

1 I 
et on volt que les deux in6galit6s /~ > ~/,, ct /Ls > ;-/~ co'~ncident et se 

r~duisent '~ l'in6galit6 unique: 

"" ' ( ,  + r + r I ~ r  > ~ -  

Soit D l e  domaine correspondant k la r6duite F. 
Laissons toujours lc point ($, 7) "~ l 'int6rieur du domainc 

- -  ~r - -  ~r > ~-(~ + 7) ( '  + 7~ 

et faisons varicr (2, 7), en le faisant sortir de D successivement par les 
autres faces. Posons 

_ _  - -  / g ,  

r~+ i  7 / + i  ~ -  V .  

On a 

t - - -  - -  t t  

-:o ~ V :~: uo , Zo u u  o + v v o,  z o ~ - -  ~:~. u .  

Supposons que $, 7 varie de telle mani6re que dans v, le coefficient de i 

d6passe 4 '  alors dans ~0 le coefficient de i deviendra sup6rieur k ~, et 

on rMuira la forme de nouveau, en employant la substitution 

( x ,  y ,  z ,  x + i z ,  U, z)  
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mais cette substitution transforme la forme F cn elle-m~me; on rencontre 
done ainsi une substitution fondamentale du groupe G; cette substitu- 
tion est: 

2 ( ~ ' J -  I)-3t - I 

et elle laisse invariable le point 

~ = o ,  r  

soient maintenant (~, ~) variant de telle mani6re que dans u le terme 
I 

la substitution '~ employer pour r6duire de nouveau r6el d6passc 2~/~' 

F sera : 

(x, y, z, x - - y ,  y-4-z,  z) 

ce qui donnera la rSduite 

(2) YYo -t- zzo "4- xzo "4- xoz. 

Si oll sort de D de telle mani6re que dans u le terme r6el soit moindre 
I 

que 2~/2' il faut employer la substitution: 

(x, y,  z, x + y,  y - - z ,  z) 

et on retombe sur la r6duite 

YYo + ZZo + xz o + xoz. 

Sort-on de D, de fagon que dans u le coefficient de i soit moindre que 
I 

2~/~-' il faudra consid6rer la substitution 

(z, y, z, x +  iy, y + iz, z) 

ce qui donne encore 

yyo + ZZo + XZo + XoZ. 
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Quand on sort de D de telle mani6re que dans u le terme r6cl d6passe 
i 

2~/?-' apr6s la substitution indiqu6e pr6cgdemment, la forme ~ a change, 

et les ~ nouveaux sont alors 

$ = ~ 2 . ' l t - -  I 

�9 ' = - - u ~ t  o + v o - - v  + r 

~ " = - - V - ~ . u  o + i .  

On aura un nouveau domaine /) ' ;  on cherchera comme pour le domaine 
D l e s  diff6rentes r6duites contigues que 1'on obtient en sortant de D' par 
les diff6rentes faces qui forment l'angle polykdre ayant  pour sommet 

= o, ~7 ---= - -  i .  La seule r6duite contigue diff6rente des deux rdduites 
d6j'~ trouv~es est 

(3) YYo --Z~o -t- xz0 if- XoZ. 

Cela r6sulte d'ailleurs ~ priori de la remarque faite plus haut; j 'ajoute 
que je ne consid6re pas eomme diff6rentes deux r6duites pour lesquelles 
les coefficients de xz o sont 6gaux et de signe contraire. On obtiendra la 
r6duite (3) en sortant de D', de telle mani6re que dans - - u u  o + ~/-~. u 

la partie r6elle d@asse 2 ;  il faut alors faire la substitution 

(x,  y ,  z ,  z - - z ,  y ,  z) 

ee qui donne bien la r6duite (3). 
En sortant de l 'angle poly6dre form6 par les trois domaines D, D', D", 

on retombe sur les r6duites d6j~ obtenues, et on est aussi conduit k cer- 
taines substitutioris transformant en elles.mdmes la forme initiale 

YYo W XZo T XoZ; 

cos substitutions sont de la forme: 

(x, y ,  z, x Jr m y - 4 - n z ,  y - I - -qz ,  z). 

Etudions directement ces substitutions; on aura les relations: 

qqo "4- n Jr" n o ~ o 

m ~ -- qo" 
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On a donc les substitutions 
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m &ant un entier complexe arbitraire dont la norme est paire, et p un 
entier r&l. Toutes ces substitutions peuvent s'obtenir en composant les 
trois suivantes : 

(x, y, z, x +  : y - - e z ,  y - - 2 z ,  z) 

(~, y, z, x + ( ~  + i)~l--z, y - - ( ~ - - i ) z ,  z) 

(x, y, z, x + iz, y, z). 

Multiplions en effet 1~ puissance a de la premi6re de ces substitutions 
par la puissance ~8 de l~ seconde, et ce produit  par la puissance y de 
1.~ troisifime, on aura une substitution n&essairement de la forme 

On calcule facilement M 0 

M 0  = ~ + ~f l  q ~ i .  

Supposons inversement que M soit donn(~ ainsi que l 'entier %el P, 
M &ant d'ailleurs tel que M M  o soit pair. Soit 

on aurar: 

31--- # + ~i 

5galit& qui donnent pour a et fl des nombres entiers, car / ~ -  ~ est 
n6cessairement pair. On d&erminera ensuite y de mani6re que le coefficient 

de z dans la transform& de x soit ~ M M o  Pi, ce qui pourra toujours 

se faire. 

A chacune des substitutions prficfdentes transformant en elle-mdme 

YYo + xzo + a~oz 
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correspond une substitution pour le groupe G (paragraphe I3). Les trois 

substitutions ainsi obtenues laissent invariable le point $ ~ o,  7; ~ - -  I .  

Posons, comme plus haut,  

~ - b l '  

I 

ces trois substitutions donnent pour u et v les substitution~ suivantes 

(u, v, u+~/~-, v + u ~  - +  1) 

,_ , ~ , + u  + 
V2 ~ 2 

U, V, ~ ,  a3 ~ . 

I5. Les r&ultats  pr&6dents relatifs b~ une forme particuli6re, nous 

conduisent de suite au cas g6n6ral. Soit 

F ~ a'yy o + a ~o + byzo + boYoz + bx~ o + boxoz 

une r4duite dans laquelle a - ~  b " ~  o e t  ~ laquelle correspondent par 

suite, comme nous l 'avons vu pr&6demment ,  des domaines ayant  un point 

commun avee la limite de S. 
Consid~rons le groupe des substitutions k coefficients entiers de la 

forme : 

(i) (x, y, z, x + my + ~z, y + qz, z) 

oh m, n e t  q sent entiers, transformant F e n  elle-m6me. 
deux relations 

a'qq o + bq + bo q o + b'o,. o + b'n ~ o 

a'qo + rob' = o.  

On aura les 

Les substitutions fondamentales seront, comme pr~c~demment, au nombre 

de trois. Nous n'&ablirons pas ce point; et, en nous bornant  k ce qui 
nous sera utile dans la suite, nous allons simplement montrer  qu'il  existe 

dans le groupe trois substitutions de la forme 



(2) 

S u r  les t ' o rmcs  q u a d r a t i q u e s  t e r n a i r e s  e t  s u r  les f o n c t i o n s  h y p e r f u c h s i e n n e s .  1 6 1  

@, y ,  z ,  z + az, y ,  z) 

@, y ,  z,  z + Z:~l +,~z. ,  y + )z ,  z) 

@, y ,  z ,  .r + tt 'y + , ' z ,  y + ),'y, z) 

le rapport ~ 6rant imaginaire. 
II 

Nous aurons la premiSre substitution, en prenant a = ib' o. 

Pour la seconde, nous prendrons 

I ~ =  ta', 2 0 = - - t b '  

t 6tant seulement tel que l'6quation 

a'l/b'ott o ~ b/oh' o - - b o t h '  + b'~ + b'o% = o 

puisse ~tre r6solue par rapport h u. Or soit 

= :~: + #1, b' = A + i B  

l'~quation s'6erira 

2 A ~ -  2By = --a'b'b,;tt, + bb'ot o + bob't. 

I1 suffira de prendre pour t le plus grand eommun diviseur entre 2 A  

et 2B. En prenant ensnite 

#' --= ta,'i, 2'~ = ~ tb'i 

on aura la troisi6me des substitutions (2), le rapport ~ qui se rdduit k 

- - i  est bien imaginaire. 
A toute substitution (4) correspond une substitution du groupe G, 

relatif aux variables ~: et ~. I I e n  rdsulte pour les deux variables 

$ l ~l, - -  ~ - -  

d6jk eonsid6r6es pr6e6demment, la substitution 

[u, v, u +  ~b' ' )] v ~ ~q- u + 1/(ratio ~ ~a' 
V, 3 ~ V, d 

Aela ~nathematiea. 5. ImprJm~ 1 Mai 1884. 21 
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et par suite aux trois substitutions (2) correspondent les substitutions 

[U, V, U~ V - - -  

U, v, u + zb- 

fib' u, v, u +  V--~, 

a'), b' ] 
~ ) ~ - = - - U  r + ~ (td, o ~ ' )  

a'~' b' + ,. ] 
v- - - - -_  u + ~ # o o - - ~ ' a '  ) . 

aa'b' 
Remarquons que, a 6tant 6gal k ib' o, l'expression -- T-  est purement 

imaginaire. 
z6. Avant d'aller plus loin, r$sumons les propri6t6s fondamentales 

du groupe G du paragraphe I3. Tout d'abord une substitution quel- 
conque de ce groupe peut ~tre obtenue en composant convenablement un 
nombre fini de substitutions, que nous appelons les substitutions fonda- 
mentales du groupe. Nous avons montr6 aussi qu'on pouvait trouver un 
domaine 3 jouissant de la propri6t6 suivante: ~ tout point (~, 72) k l'in- 
t6rieur de S correspond par une substitution du groupe un hombre limit6 
de points ~ l'int6rieur de ~, et il y e n  a au moins un. S'il y a plus 
d'un point, on pourra 6videmment diviser ce domaine en plusieurs autres 
tels que dans chacun d'eux il y aura un point et un seul correspondant 
par une substitution du groupe k un point quelconque de S: nous appel- 
lerons dans la suite un tel domaine, un domaine fondamental, et le 
d6signerons par R. 

Le domaine fondamental R a un ou un nombre limi[~ de points 
communs avec la surface de S. Soit A un pareil point; nous avons 
signal6 trois substitutions distinctes laissant le point A invariable. 

Faisons encore quelques remarques sur ce groupe G, dont nous 
repr6sentons, comme pr6c6demment, une substitution quelconque par 

A, + a',; + A" B~ + B',; + B"~ 
~:, 7], c ~ + o ' ~  + o" '  C~+ c ' ~ +  ~ / "  

Parmi les points du domaine S,  nous avons ~ remarquer particuli6rement 
ceux que laisse invariables une substitution du groupe. Pour une sub- 
stitution donn6e (A, B, C), nous avons les 6quations 
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AS + A'~ + A" B$ + B'y/+ B" 
$ - =  (Jr + C'r + O"' r 1 =  cr + (:'~ + 0"" 

En introduisant une troisi6me incomme k, ces dquations peuvent  s'(icrire 

(,) 

(A - -  k)~ + A',] + A" = o  

B~ n t- ( B ' - -  k)r  i -t- B" -= o 

6'~ -t- 6"r/ + U " - - k  = o ;  

k sera donc dftermin6e par l '6quation du troisi6me degr6: 

A - - k  A '  

(~) B B ' - - ~  

(J O' 

Si, comme on peut le supposer, le 

A A' 

B B' 

C U 

comme d'autre part  la substitution 

un, on aura (Ac ta  M a t h e m a t i c a ,  

A A  o 

B B  o 

eC, o 

AB~ 

CB~ 

AC'o 

Par  suite les dquations (I) 

( - - ,  + kA0), 
kA ' r  o 

kA'o' ~ 

A t **  

B "  

C " - - k  

~ 0 .  

ddterminant  

A "  

B" ----- I ;  

U" 

laisse invariable l 'hypcrsph6re de rayon 

T. I, pag. 317) 

+ A ' A '  o - -  A " A '  o' = i 

+ B ' B ; - - B " B ; ' =  

"-[- (']' ('J'o - -  ~v" ~V'o' = - -  I 

+ A'B'o --A"B'o'= o 

+ C"B' o - -  C"'B' o' --= o 

+ A'c'; - -  A"C';' = o. 

peuvent s'6erire : 

+ kBor j 4- 

+ ( k B ; -  ~)~ + 

+ kB'o'r / + 

k(_,' 0 = o 

kC"0 = o 

(kc"o' - -  , ) = o  
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et l'6quation (2) est identiquc "~ la suivante: 

(2) 
k A o -  i kBo 

P t ~t 

kA o kB  o ~ I kC 0 
I t  t !  kAo kB; kC'o'-- i 

~---0. 

oh 
M : - - ( A  + B ' - F C " ) .  

A chaque racine de cette 6quation en k, correspond par lcs 6qua- 
tions (I) un syst~me de valeurs de ($, 72). Le seul cas int6ressant pour 
nous est celui oh le point correspondant cst ~ l'intdrieur de l'hypersph~rc 
de rayon un. Je  me bornerai s 6noncer ici les r6sultats auxquels on 
arrive dans le cas g~ndral. 

Dans le premier cas, c'est '~ dire quand les trois racines de l'6quation 
en k ont un module 6gal ~ l'unitd, un des points est ~ l'intdrieur dc 
l'hypersph~re et les deux autres sont b~ l'extdrieur; nous pouvons dire quc 
dans ce cas la substitution e.st ellipticlue. 

Dans le second cas, oh il n'y a qu'une racine de module 6gal s un, 
deux des points sont situ6s sur l'hypersph~re, et le troisi~me est 
l'extdrieur; la substitution sera dire alors hyperbolique. 

Or on passe de l'6quation (2) "~ r6quation (2'), cn rempla(;ant les coefficients 

par leur conjugu6 ct en changeant k e n  k ;  on cn conclut quc si l, m 

et n d6si~ment los trois racines de l'6quation (I), les quantit6s 

I I I 

sont aussi racines de ccttc mdme 6quation; done ces trois quantit6s doivent, 
dans un ordre convenable, repr6senter l, m et n. 

Deux cas peuvcnt se pr6senter: ou chaque racine est 6gale ~ l'inverse 
de sa conjugu6e, et par suite les trois racines ont un module 6gal k runit6, 
ou bien l 'on a 

I n l a i s  I I 
1 l0 m0 n o 

Dans les dcux cas rdquation (2) peut se mettre sous la forme 
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I7. Nous allons seulement examiner avec d6tails un cas particulier 
fort important pour la suite. Pour une valeur de k, racine de l'6quation 
(2), il arrivcra en g6n6ral que les trois 6quations (I) se r6duiront i~ deux, 
mais il peut arriver, dans terrains cas particuliers, que lea dquations se 
rdduiaent h une seule; il y aura alors une infinit6 de points ($, r/) restant 
invariables par la substitution (A, B, C); ils satisfont ~ une dquation du 
premier degr6 entre ~ et 7" 

Si nous revenons maintenant au domaine fondamental R (paragraphe 
i6) ,  les points ($, r/) que nous venons de consid6rcr ne pourront dire 
que des sommets ou des ardtes de ce domaine. En particulier, d'un sommet 
A situ6 sur la surface de S pourront partir des ardtes dont tous lea points 
resteront invariables pour une m~me substitution. 

Soit, comme pr6c6demment, 

a'yyo + a"zz o + byzo + boYoZ + b'xz o + b'oxoZ 

la rdduite qui nous a conduit '~u sommet A. Toute substitution semblable 
de cette r6(luite, conduisant '~ unc substitution de G qui laissc invariable 
le point A aera de la forme 

(x, y, z, + fly + rz, fl',j + r'z, r"z) 

et les trois entiers a, [~' et T" seront ndcessairement 6gaux ~ + I ou +_ i 
et leur produit sera l'unit6. A cette substitution correspondra pour G, 
une substitution de la forme 

(u, v, A~t + B ,  C'v-4- Du + E)  

en posant, comme plus haut, 

It ~ - - - .  ct I) :-- ~ + ~  ~ ; + l  

Les deux 6quations 

u = A u A - B ,  v = G v - 4 - / ) u T E  

auront une infinit6 de solutions si G---- I e t  si les valcurs de u donn6es 
par les deux 6galit6s 

u =  Au-4-  B ,  Da + E =  o 

coincident. Par cons6quent une arSte, de la nature consid6r6e, partant du 
sommet A, correspond a une valeur d6termin6e de u, v 6tant arbitraire. 
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IV.  

I8. Nous pouvons maintenant aborder l'6tude des fonetions de deux 
variables $ et 7], qui restent invariables par les substitutions du groupe 
G. D~signons, comme pr6c6demment, par 

A~ + A'~ 4- A" B$ + B'r t + B"'~ 
~' ~' C~ + C,'~ t +  C"' (g~ + C'~ + C'-~'/ 

une substitution queleonque du groupe, et nous pouvons supposer quc 

A A' A" 

B B' B" 

C C' C" 

I~  

II existe des fonctions de deux variables ind6pendantes $ e t  rl, qui 
ne changent pas quand on effectue sur les variables une substitution 
quelconque du groupe G. J 'ai d6montr6 ce th6orb~me dans un m6moire 
pr6c6dent (Acta  m a t h e m a t i c a ,  T. i); je ne reviendrai pas sur la d6- 
monstration. Nous avons consid6r~ la s6rie suivante 

Z R + .4'v + A" + + B") 
, \C~ + C'~/ + C"' 6'~ + C'~ + 7.)"-~/ X (C~ + 6"rj + C"?" 

qui cst 6tendue s toutes les substitutions du groupe; m est un enticr 
sup6rieur k l'unit6, et R($, 7/) est une fraction rationnelle de $ e t  rj qui 
reste holomorphe ~ l'int~rieur du domaine S e t  sur la surface de ce 
domaine. Dans ces conditions on verra dans le m6moire cit6 que la s6rie 
cst convergente. Je m'arrdterai seulement ici pour montrer de nouveau 
que la s6rie (I) ne sera pas identiquement nulle, quclle que soit la frac- 
tion rationnelle R, au moins h partir d'une valeur suffisamment grande 
de l 'entier m. ConsidSrons le point $--~ o, 7] ~ o. Supposons d'abord 
que toute substitution du groupe, autre que la substitution unit6, donne 
comme transform6 de o un point qui en soit different. On pourra alors 
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trouver autour de o un domaine a, suffisamment petit  pour qu'~ tout 
point ($, 7) de ce domaine ne correspondent par les substitutions du 
groupe que des points ($', 7'), pour lesquels on aura :  

('-) ~'~; + 7'7; > ~:o + 770. 

Dans ees conditions, si 

on a u r a  

AS + A'rj + A" 
~' ---~ C~ + C'~ + 0" 7' BS + b'z/+ B" 

' C S +  0'~ + C" 

Mod (C~ + (2/7 + 6"') > i ; 

c'est ce qui r6sulte de la relation 

(3) 
I 

i - -  $'~% - -  ~'7'0 = Moa~(cs + c'~ + e") 0 - -  $$. - -  7r~~ 

rapproch6e de l'in6galit6 (2). Revenons maintenant h la s6rie (i) ,  que 
l'on peut 6crire 

I 

R($, 7) + ~ R($', 7')(~'s + 0'7 + (:,)3., 

off ]a sommation s'6tend ~ toutes les substitutions du groupe, sauf la 
substitution unit& On volt alors que s i m  est suffisamment grand, l'ex- 
pression pr6c6dente diffdrera peu de R($, 7), on peut donc faire en sorte 
qu'elle ne soit pas nulle. 

La m6me d6monstration est applicable dans le cas oh il y aurait  
un nombre N de substitutions changeant le point ~ ~ o,  7 / -  o ell lui- 
m6me; on 6crira l 'expression en prenant d'abord les termes correspondant 
aux N substitutions pr6c6dentes, soit 

I 

Z t / ~ ( ~ P '  ~ ' )(C S + C'~ -t- C") :era 

cette somme; d'apr~s l'6galit6 (3) m o d C " =  I ,  et pour $--~ o, 7/--~ o 
cette somme se r6duit 

R(o,  o)~' t 
C IP3 ) ) |  

et, eomme m e t  R(o,  o) sont arbitraires, cette somme ne sera pas nulle. 
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D6signons par 0($, 7) la fonction des deux variables $ et 7;, dont 
1!existence se trouve maintenant compl6tement 6tablie; il est ais6 de 
montrer  que ce sont des fonctions analytiques holomorphes de $ e t  r], 
pour tout point du domaine S, c'est un point tr6s simple auquel je ne 
m'arr(~te pas. On a enfin 

[A$ + A'7] T A" B$ + B'r~ + B"~ 
o \c~ + c'>~ + c"' c~ + Q~. + d~l = (()~ + c",i + c")~'o(~, ~) 

la substitution (A, B, C) 6tant une substitution quelconque du groupe. 
19. Je dis maintenant que, s i m  est suffisamment grand, on peut 

t rouver deux fonctions 0, qui ne soient pas dans un rapport  constant. 
Soient 0~ et 0~ deux fonctions, correspondant aux fractions ration- 

nelles R~ et R~; formons l'expression 

0 ' O " ~, (~, 7) ~(~, 7') - -  , ~ ,  ~')o~(~, ~) 

(~, 7/) et ($', 7') 6tant deux points arbitraires. 
En nous supposant dans le cas g6n6ral oh nous nous sommes plac6 

d'abord au paragraphe pr6c6dent, considdrons le domaine a autour du 
point o. Les points ($, 7) et (~', 7/' ) 6rant dans ce domaine, l'expression 
pr6eddente diff6re peu de 

t ~s 

s i m  est suffisamment grand;  elle n'est donc pas identiquement nulle, si 
los fonctions R~ et R,~ sont arbitraires, comme nous le supposons; par 

0, 
suite le quotient ~ ne se r6duit pas ~ un facteur constant. 

Ce r6sultat si simple est extrgmement important,  car de cette mani6re 
se trouve dtablie en toute rigueur l'existence d'une fonction qui ne change 
pas, quand on fair sur les variables une substitution quelconque du groupe 
G. Si on pose en effet: 

0,($, 7) 

la fonction F satisfera aux relations 
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F \ ~  + c',; + c" '  o~ + o'~ + C ' / =  F(~, 7). 

Nous donnerons ~ la fonction F le nora de fonction hyperfuchsienne. 
On peut obtenir 6videmment une infinit6 de fonctions hyperfuchsiennes; 

des consid6rations toujours analogues, oh 1'on se serf d'un nombre m suf- 
fisamment grand, montrent que, les fractions rationnelles dont on dispose 
6rant prises arbitrairement, toutes ces fonctions ne sont pas fonctions de 
l 'une d'entre elles. 

zo. La fonction 0($, ~/) est une fonction holomorphe de $ et 7] 
clans le domaine S d6fini par l'in6galit6 

Consid6rons un domaine fondamental (R) (paragraphe 16); et soit A un 
point commun k R et k la surface de S. Nous nous proposons mainte- 
nant de rechercher la valeur de la fonction 0 au point A. 

Pour employer les m4mes notations qu'au paragraphe I5, nous 
pouvons admettre que le point A est le point $ = o, 7]---: ~ x. Soit 
une substitution quelconque du groupe G 

,! A,$ + A',7] + A", F~($, ~) ----- B,$ + B',rj + B~I" 
f ($ ,  r~) = c,,~ + c',~ + c",' c , ,  + c',~, + , 

Si nous posons, comrne plus haut, 

U - -  m 

I 
~ - -  

au groupe G relatif k $ e t  7/, correspondra un groupe G, relatif k u 
et v, et posons: 

~,(u,  v ) -  i 
~,(u, v) = F, + , '  F, + , 

Consid6rons la fonction 0 d6finie, comme on se rappelle, par la s~rie 

7) = n(f,  [ ' @ :  v')] ~ ' 1_ D($, ~ /  
Aeta mathe~mtiea. 5. Impri ln6 8 Mai 1884. 22 
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off la no~ation D(fi, F~) D($, 7/) d~signe, suivant rusage, le ddterminant fonc- 

tionnel de f et F~ par rapport  b~ ~: et ~]. Or on a 

D(jl, ~,) 
D($, ~) 

D(f~, F~) D(u, v ) D ( f i ,  F~). D(~, r D(u, v) 
D(u, v) D($, ~) D(~,,, ~) D(u, v) V(~ e, ~2) 

et par suite 

et l 'on peut dcrire: 

D(J~, F 0 , D(~,, ~4) 
D(~, ~) - -  *''~ ~"  D(,,, ~) 

v 8m I 

= 2 . . ,  R(f ,  �9 ' ~--~'.3m " I_ D ( u ,  v ) J  

Nous poserons maintenant 

v); 

d'apr~s sa forme mdme la fonction O~(u, v) est analogue ~ 0($, 7]) 

e'est ~. dire qu'elle se reproduit, multipli5 par [D(~,, ~)T" quand on L D(u, v) J 
remplace u et v respectivement par ~,(u, v) et ~)~(u, v). 

D'ailleurs puisque 

F,) (C',~" ' ' 

on voit que ~ tend vers z~ro, quand ~ et 7 2 tendent respectivement vers 
o et - - x ,  car la sdrie est convergente et chacun de ses termes tend 

t 

vers z~ro. Etudions plus compl~tement cette fonction Ox(u, v); tout 
d'abord elle est d~finie seulement pour les valeurs de u et v qui correspon- 
dent au domaine S, ce qui donne ici, en posant u = u ' +  iu", v----v'-~ iv" 

2 r  I + u'~ + u ''2. 

Parmi les substitutions du groupe G 1 nous en avons (paragraphe I5) 
signald trois particuli~rement intdressantes; ce sent 
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[u, 
I t-~b' u, v, u + - ~ ,  v - - -  

l,'b' ,,, v, u + / ~ ,  v - - -  

a'), b' - -  va ' ) ]  

a'Z b' 
~/-~u + -~(,a'b o .-- v'a')]. 

171 

(zq,'b' Je rappelle que --a- est purement  imaginaire, et que les deux entiers 

/z et #' ne sont pas dans un rapport  r4el. Si on d&igne par 

(u, v, u +  M, v +  N u +  t') 

une quelconque de ces substitutions, il r6sulte de ce qui a 6t6 dit sur la 
fonction 01 que 

(,) ~1(~ + M, ~ + ~V~ + ~ ) =  ~1(~, ~). 

De cette propri~t4 nous allons immddiatement  d~duire un developpement 
de 81 . Pour  une valeur fixe donn~e g u, 81 est une fonction de v, 
uniforme et continue pour toute valeur telle quc 

2 o ' >  I + u  ' ~ + u  ''~. 

On a d'ailleurs d'apr4s (I) 

01 ($r V 

cette fonction de v est donc d~veloppable en s~rie ordonndc suivant les 

2753 
puissances croissantes de e ~ '  si la quantit~ r~elle ~ est positive et 

2rri~ 
de e + a - ~  dans le eas eontraire. Nous pouvons done ~erire, ell nous 

pla~ant dans la premiere hypoth6se et posant aa'b'~ d 

o1(~, v) = Ol(u)e -d: + o:(u)e -~. + . . .  + 0.(~)e-" + . . . ;  

nous ne mettons pas de terme ind6pendant de v, puisque la fonction doit 
s'znnuler pour v = oo, c'est "k dire e - ~ =  o. 
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Les coefficients 0~, 02, . . .  sont des fonctions holomorphes de u. 
Nous allons trouver les propri6t6s fondamentales de ees fonctions 0, 

en 6erivant que 

l~b' a'~ b' ] 
o, . + v'-~' v - -  - = .  + ~ @ o  - -  ~.') = o~(,,, v) 

/b'  ~'~' b' , ~'. ')]  o,(~, ~). o , [ . +  : 

On trouve ainsi 

(2) 

O.(u + ~/~/ = e 

I~'] = e O,(u  + ~ a /  

n a ' ) , d  n d b "  , 

- ~ - V : + T ~ m - ' ~ .  0, , (u)  

~ d b '  , , , -- na'J----du 4- --~'--(l~ bo--v a ) 
0 . (u) .  

La fonction O,,(u) est donc une fonction intermddiaire. Nous appelons 
avec MM. BRIOT et BOUQUET fonction interm6diaire une fonction holo- 
morphe f ( u )  qui satisfait aux 6quations 

/ +  + ~) = e:'"4-"f(.), / ( .  + o/) = ~ '"+~' /( . ) .  

On sait que le quotient Ao/--A'o~ dolt 6tre un entier r6el. Assurons nous 
2rri 

que cette condition est effectivement v6rifi6e; ce quotient est ici 

na'b'(/~Z - -  It'~) 
aa'b'  

or on a (paragraphe ~5) 

a = ib'o, l.t2' ~ tL',~ = 2 tt o b'oa'i; 

le quotient se r6duit alors k 2nttoa' , c'est bien un entier r6el. 
Nous pouvons done 6noncer le tMor6me suivant qui est fondamentnl 

pour la suite de eette 6tude. 

L a  fonction 0(~,  ~2) peut,  dans le voisinage de ~ = o ,  ~ = - ~  I . s e  
mettre sous la forme 

o( t ,  + ) =  r  -~o + o : ( , ) e  -:~.o + . . .  + o.(~,)e -.~o + . . . ]  
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u - -  v - -  et c / > o .  ~ + t '  r~+t 

Les fonctions 0,,(u) sont des fonctions holomorphes tte u pour to~tte wdeur de 

u; ce sont des fbnctions intermddiaires satisfaisant aax dquations (2). 
On conclut de la forme pr6c6dente que 0($, r/) tend vers z6ro quand 

le point ($, 7) tend vers $ = o, 7 = ~ I. 
2i .  Quelle que soit la fraction rationnelle R, la fonction 0(~, 7) 

peut s 'almuler pour ccrtaines valeurs de $ e t  7; ce sont les points qui 
restent invariables pour unc substitution convenablc du groupe (para- 
graphe I6). Ces points sont situds sur la limite du domaine fondamental 
R;  s'ils sont en hombre limit6, ce sont des sommets et dans le cas oh 
il y en a une succession continue, ils forment des ardtes de ce domainc. 
Suit ($, 7) un tel point et (A, B, C) la substitution qui le laisse invariable. 

La relation g6n6rale: 

(A* + + A" + + 
, ~ 2 ~ t r  7 )  e ~ - + c , ~ + c , ,  c~+c'~+7~ -~ - - ( c ~ + c '  7+''' '~ . . . . .  '~  

nous montre que 

+ c"7 + 7). 

Nous avons d6sign6 par k l'expression 6'$ + 6" 7 + 6"' (paragraphe 16) 
et formd l'6quation du troisi6me degr6 dormant k. On volt que si la 
valeur de k qui correspond au point ($, 7) ne satisfait pas ~ l'dquation 

on aura n6cessairement 

k ~m ~ i 

0($, 7) = o. 

I1 pourra donc y avoir certains sommets ou certaines ardtes du 
domaine fondamental pour lea points desquelles la fonction 0 s 'annulera 
quelle que soit la fonction rationnelle R($, 7) qui figure dana la forma- 
tion. En dehors de ces points qui sont sur la limite du domaine fonda- 
mental R, il n 'y aura pas dana ce domaine de points pour lesquels 0 
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s'annulera quelle que soit R; c'est ce qu'on peut montrer, en route rigueur, 
par un raisonnement analogue k celui dont nous avons fait usage au 
paragraphe 18. 

Ceci pos6, je consid~re maintenant deux fonctions 0 et 01, relatives 
au mdme nombre entier m e t  correspondant respectivement aux deux 
fractions rationnelles arbitraires R et R 1. Envisageons les deux 6quations 

o($, 7) = o ,  ~,($, 7) = o. 

R et R 1 dtant quelconques, elles n 'auront dans le domaine R d'autres 
points racines formant une succession continue que les ar~tes particuli~res dont 
nous avons parl6 plus haut, s'il en existe. Je dis de plus, que, abstraction 
faite de ces points, le nombre des racines communes k ces deux 6quations 
dans l 'int6rieur du domaine R est fini. 

I1 ne peut y avoir de difficult6 qu'g cause des points A communs 
au domaine .R ct k la surface de S; c'est seulement dans le voisinage 
de cos points qu'il  pourrait  y avoir darts le domaine R u n  hombre 
infini de racines (he formant pas d'aillcurs une succession continue) 
communes aux deux 6quations. Or consid6rons un tel point A, quc nous 
supposons, comme plus haut, (~tre le point $---- o, ~2 ---- - -  i .  On a :  

o($, 7) = v""[Ol(u) e-". + o~(,~) ~-~" + . . .  + o , ( , )  e-""~ + . . . ]  

o1(~, 7 )=  v~'[,~l(u) e-~" + ,~(u) e-~" + . . .  + o.(u) e-"~~ +. . . ]  

et en supprimant le facteur v TM, les 6quations pr6c6dentes s'6criront: 

(i) 
e-d'E01(~) + 02(~)e -d, + . . .  + 0 . (u)~ -,'-1)~o + . . . ]  = o 

e-~'E,~l(u) + O~(u)e -~o + . . .  + O,(u)e -("-1~" + . ,  .] = o .  

On sait d'ailleurs, que, quand ($, 7) k l 'inf~rieur de R s'approche de 
$ = o, ~2 = - - i ,  la quantit6 v' (on pose v - - - - v ' +  iv") est positive et 
grandit  inddfiniment. Les 6quations (i) ont done la racine e - a ' =  o, ce 
qui donne $ = o, ~ 2 - -  I. I1 peut arriver que t o u s l e s  coefficients 
0 et 0 aient une racine commune en u, v sera alors arbitraire et on 
aura une succession de points correspondant ~ une ar~te issue de A (voyez 
paragraphe 17). A 1'exception de ces valeurs, il y aura seulement un 
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hombre fini de raeines communes aux equations (i), pour lesquelles e -a' 
sera moindre qu'une quantit~ e, aussi petite que ron voudra. Les deux 
6quations 

7) = o ,  7)  = o 

ont donc seulement un nombre limit~ de raeines communes k rintdrieur 
d'un domaine fondamental. 

22. Ce nombre fini de racines, pour un groupe donn5 et une valeur 
donn(!e de m, est ind4pendant des deux fractions rationnelles R et /~1 
qui figurent dans la formation des fonctions 8 et 81 . On peut concevoir 
en effet une fraction rationnelle d~pendant de certains param~tres arbi- 
traires, coincidant pour des valeurs particuli~res de ceux-ci d'abord avec 
R et avec R1. Pour une variation infiniment petite de ces paramStres 
le nombre des racines reste le m~me; d'ailleurs si pour des valeurs 
spdciales des param~tres une ou plusieurs racines sortent du domaine 
fondamental par une certaine face, on est assur~ que des racines en 
nombre ~gal entreront dans le domaine par la face oppos6e: le hombre 
des racines est donc constant. 

En prenant le quotient de deux fonctions O, on obtient une fonction 
~'($, 7) qui reste invariable par les substitutions du groupe G: nous 
donnons le nom de fonction hyperfuchsienne k route fonction de cette 
nature. I1 r~sulte immddiatdment du th6or6me ~tabli au paragraphe 
precedent qu'entre trois fonctions hyperfuchsiennes existe une relation alg~- 
brique. 

Ceci pos~, nous allons montrer qu'on peut trouver trois fonctions 
hyperfi~chsiennes relatives au groupe G, telles que route autre fonction 
hyperfuchsienne soit une fonction rationnelle des trois premiSres. Prenons 
d'abord deux fonctions hyperfuchsiennes quelconques inddpendantes T' et 
F~; a et b ~tant deux constantes arbitraires, nous consid6rons les ~quations 

et soit n le nombre de leurs solutions ~ l'int~rieur du domaine fondamental, 
que nous dgsignons par 

( i )  71) ,  7 , ) ,  . . . ,  
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a et b 6tant arbitraires, on peut supposer que ces n points sont b~ Fin- 
tgrieur et non sur la limite du domaine fondamental, c'est K dire que 
pour chaeun d'eux il n 'y a que la substitution unit6 qui le laisse invariable. 

En raisonnant toujours comme dans un paragraphe pr6cddent, nous 
montrons que 8 et 01 dtant deux fonctions correspondants aux fractions 
rationnelles R c~ R 1 et ~ un entier m, le quotient 

0,(~, 7) 7 ) -  7) 

aura certainement, s i m  est pris suffisamment grand, et si R et R 1 sont 
quelconques, des valeurs distinctes pour les points de la suite (I). 

On conclut de lg que route fonction hyperfttchsienne est une fonction 

rationnelle de F ,  F 1 et F 2 . On a d'ailleurs entre ces trois fonctions une 
relation alg6brique: 

f ( F ,  F1, F = ) =  o.  

2 3. Les f0nctions hyperfuchsiennes peuvent ~tre obtenues par Fin- 
version des quotients de trois solutions communes d'un syst6me ~l'dquations 
aux ddriv4es partielles. Reprenons les deux fonctions F~ et F 2 du para- 
graphe pr6cddent. Je pose 

x = F,(e, V), y = V,(e, 7) 

et soient les trois expressions 

3 

Z~ ~ _ ~  ~ ~] ~ '  z~ = , z 3 --= �9 

Zl, z~ et z 3 sont des fonctions de $ et ~/ et peuvent par suite 6tre consi- 
d6r6es comme des fonctions de x et y. Or, quand on a trois fonctions 
de deux variables ind6pendantes x et y, on peut former un syst6me de 
trois 6quations lin6aires aux d6riv6es partielles du second ordre, aux- 
quelles satisfont ces trois fonctions: soit, en d6signant suivant l'usage par 

p, q, r,  s, t les d6riv6es partielles de z,  

r =  ap + bq + ez 

s --= alp + b lq + c lz  

t = a.~p + b~q + c~z. 
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Dans la premi6re 6quation, on substituera k la place de z successive- 
ment  z l ,  z~ et z3, et on aura trois 6quations du premier degr6 pour 
d6terminer a, b, c; on d6terminera d'une mani6re semblable les coefficients 
des deux autres 6quations. 

Les neuf coefficients pr6cddents seront des fonctions de x et y: je 
dis qu'ici ce sont des fonctions alg6briques de x et y. I1 suffira, pour 
l'6tablir, de faire voir que ces coefficients sont des fonctions hyper- 
fuchsiennes de ~: et 7]. 

Prenons par exemple a, b, c; ils seront d6termin6s par les 6quations 

oz~ - -  a-~z "4- ay -4- cza 

O~z~ __ aOZ, b ~Z~ vz'  ~z A- vy "Jr-cz~ 

~z.  az~ b aZ.~ 
~z' --=- a-~z -4- ay + cG ; 

a, b, c seront des quotients de d6terminants. La d6nominateur c'ommun est 

OZ 1 OZ I 
~x ~y Zl 

~Z~ OZ~ 
~x ~y Z2 

3Z 3 3Z.~ 

~,~ ~Y Z:~ 

et en remplacant z~ et z 3 respectivcment par Sz 1 ct 7]z,, on trouve de suite 

Mais 

Zx \~x ~y ~.q ~,r,/ " 

~ ~?] ~ ~?] _ _  I 

~x ~y ~y ~x ~I~', ~F.~ ~F, ~F~ ; 

par cons6quent, le d6terminant est 6gal ir l'unit6. 
Aeta mathe~uttica. 5. lmprim5 8 Mai 1S~4. 23 
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Soit maintenant le d6terminant: 

~Z~ OZ~ 
~z ~ ~Y Z~ 

2Z 2 ~Z 2 
0x ~ Oy z2 

gZ a OZ s 

~x ~ ~Y Z~ 

il se r6duit 

Or les ddrivdes partielles de $ e t  7/ par rapport/~ x et y sont 6videmment 
des fonctions uniformes de $ e t  ~], car on peut les tirer par diff6rentiation 
des 6quations 

x = r  ?: = r  

z~ est de plus une fonction uniforme des m6mes variables et par suite 
~Z 1 , _ _ .  

z ~ -  x qui repr&ente ~ un facteur pres az~az 

Le ddterminant est donc une fonction uniforme de 5 et 72. On peut 
reconnaltre par une v6rification directe que cette fonction est une fonction 
hyperfuchsienne; on y parvient plus simplement de la mani6re indirecte 
que voici. Lorsqu'on fait sur ($, 7/) une substitution quelconque du 
groupe, zl, z 2 et z 3 se changent en z;, z~ et z'a, et on a: 

z'l ~ Cz: + C'z~ + C"z, 

z; = Az~ + A'z.~ + A"z~ 

~ Bz~ + B% + B"Zl 

les A, B, C 6tant des constantes. D'ailleurs x et y reprennent les m~mes 
valeurs quand $, 7] partant d'un syst6me de valeurs arbitraires aboutissent 

un syst6me de valeurs 6quivalentes (c'est ~ dire qui se correspondent 
par une substitution du groupe); on a, par suite, pour d&erminer les 
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transform6es de a, b, c les mgmes 6quations que pour d6terminer a, b, c: 
c'est dire que ces fonctions sont des fonctions hyperfuchsiennes. 

Nous pouvons donc 6noncer la proposition suivante: 
Soient les trois fonctions hyperfuchsiennes 

du paragra:phe prdcddent, li~es par la relation algdbrique 

(I) f(x,  y, z ) - o  

on peut former un syst~me de trois dquations aux ddrivdes loartielles 

a~z __ a ~ + b aZ + cz 

v.,vy --  a'Tx + 'ay + ctz 

oit les a~ b, c sont des fonctions rationnelles de x, y et z [z 6rant la fonc- 
tion alg6brique de x et y ddfinie par (I)]; ces trois dfluations ont trois 
solutions communes lindairement ind@endantes z~, z2 et z~, et si on pose 

Z2 - -  ~$  Za 

Z 1 Z t 

ces ~quations rdsolues par rapport ?t x et y donnent prdcisdment 

x = v = 7 ) .  

24. Nous avons indiqu6 les propri6t6s les plus simples des fonctions 
hyperfuchsiennes; je ne pousserai pas en ce moment plus loin cette 6tude, 
me proposant d'y revenir ultdrieurement, apr6s avoir fait une 6tude 
approfondie de quelques cas particuliers. 

Je vais revenir, en terminant, sur un exemple de fonctions hyper- 
fuchsiennes dont je me suis pr6c6demment occup6 (Ac ta  m a t h e m a t i c a ,  
T. 2); cet exemple ne se rattache pas aux formes quadratiques ternaires 

ind6termin6es conjugu6es relatives aux entiers complexes a + ~ de 
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GAUSS, mais aux entiers form6s avec les racines cubiques de 1'unit6, mais 
il est clair que des consid6rations analogues K celles dont nous avons fait 
usage dans ce mdmoire peuvent dtre employ6es dans ce nouveau cas. 

Nous avons vu que les trois 6quations lin6aires simultandes aux 
d6rivdes partielles 

9 x ( x - -  I ) ( x - - y ) r  - -  ( - - 5  x~ + 4xy + 3x + 2 y ) 3 P - - 3 y ( ~ - - Y ) q  + ( x - - y ) z  

3 ( x - - y ) s  - -  p - - q  

9Y~Y-- ~ ) ( Y -  x)t  . . . . . .  3x(,  - -  x)p A- ( - -  5Y ~ + 4xy -4- 3Y "4- 2x)q 

+ 

qui rentrent dans le type du paragraphe prdc6dcnt, ont trois solutions 
communes lin6airement ind6pendantes, et nous avons montr6 qu'en d6sig- 
nant par to~, t% et t% trois solutions convenables, les 6quations 

- - = U ,  - - = V  
co t (01 

donnent pour x et y des fonctions uniformes de u et v, et ces fonctions 
ne sont d6finies que pour les valeurs de u et v, comprises dans le domaine: 

en posant 

2 v' + u ''~ + u '''~ < o 

tt -= u' 4-  at" ", v =  v' "4 iv". 

J 'ai  indiqu6 dans le m6moire cit6 les substitutions fondamentales du 
groupe relatif aux fonctions hyperfuchsiennes x et y; c'est 1.~ un point 
sur lequel je veux faire une rectification. Les substitutions ddsign6es par 
$1, S~, Sa (Acta  m a t h e m a t i c a ,  T. 2, p. ~2 7 w 4), ne constituent pas 
toutes les substitutions fondamentales; elles ont 6td obtenues en laissant 
x constant et faisant varier y; par suite d'une erreur de calcul, j 'avais 
cru que les substitutions obtenues en laissant y constant et faisant varlet 
z rentraient clans les pr6cddentes. J 'ai reconnu depuis que le fair n'est 
pas exact, et trouvd ainsi deux nouvelles substitutions. En d6finitive, le 
groupe s'obtiendra en combinant de toutes les mani6res les cinq substitu- 

tions qui suivent (2 2~ 2:r = cos- -  + i sin 
3 T ): 
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(s ,)  
v = v + (a - , : ~ ) , . -  (~ - -  ,v) 

(s ,)  I ~r= ~,u + (: _ ~ , )  
I V = v  + (:- ~ ' ) . - ( , - ~ ' )  

(s . )  
U - -  2 u  

V - - v  

U = _ 2,~ + (,~' 1)v 

V 
- -  2), + ( , P - -  l ) v  

(so) 
I -1- @2__ I)V "Jr (I - - ] ) ~  

V - -  I + (~ ' - -  I)v + (t --. ).)u" 

Je me propose de faire, dans un autre travail, l '6tude approfondie de 
ce cas particulier, qui me paralt d 'autant  plus int6ressant qu'il se rattache 

une classe particuli6re de fonctions ab61iennes. Je montrerai seulement 
quelles sont ici les trois substitutions permettant  de mettre route fonction 
O, correspondant au groupe, sous la forme de d6veloppement en s6rie du 
paragraphe 2o. 

Ces substitutions se tirent de $1, S., et S~. 
En faisant le produit  de S, et de S~, on a 

(1) 
V ~  V -Jr- ( ,~ - -  I ) U - -  (I - -  ~'). 

De m~me en eomposant S~ et $1, il vient: 

(2) 
U = u + i ~ , t  

v =  v + ( ~ ' - -  i ) , - - ( I - - a ' ) .  
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En combinant S~ ct S~ on a d'autre part 

U : u - 4 - ) , - - I  

v : v + - -  - -  

Faisant le produit de cctte derni6re substitution avec la substitution 
(2), nous obtenons 

U =  ,/6 

(3) 
V - - v  W 2"~N2. 

Les substitutions (~), (2) et (3) ont la forIne des trois substitutions em- 
ploy6es au paragraphe 20. 

Le domaine que nous avons ici '~ consid6rer est ddfinie par l'in6galit6 

2v' -I-u '~ A- u ''2 < o. 

Un changement de variable bien simple, permct de le transformer dans 
le domaine hypersphdrique, auquel nous avons tout ramend dans ce 
travail. Que l'on pose cn effct 

_ ~ t T ]  . . . .  i 
~ - - V . . . . .  

Au domaine pr6c6dent correspondra le domaine hypersph6rique 

$$0 + ~Y]0 < I. 

Pour le groupe pr6c6dent, toutes lcs fonctions hyperfuchsiennes corres- 
pondantes s 'expriment en fonction rationnelle de deux d'entre elles, con- 
venablement choisies, par exemple les fonctions x et y; il ne correspond 
en effet ~ un syst6me de valeurs de x et y, qu'un seul syst6me de 
valeurs de u et v, en faisant bien entendu abstraction de eelles qui s'en 
d6duisent par les substitutions du groupe. 

Paris, le I5 Janvier I884. 


