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LUDWIG SCtIEEFFER 
in  M U N C H E N .  

I .  

Ein Hauptsatz der Integralrechnung lautet: 
Wenn die vorderen (hinteren) Differentialquotienten zweier stetigen Funk- 

tionen F(x )  und f (x )  in einem Intervall xox ~ iiberall endlich, bestimmt 
und einander gleich sind, so besteht far alle Werte yon x, die dem Intervall 
angeh6ren, die Gleichung 

F(x)  -:  f (x )  + con,st. 

Dieser Satz, welcher fiir differentiirbare Funktionen gilt, ist ein spe- 
cieller Fall des folgenden allgemeinen Satzes, welcher sich auf stetige 
Funktionen tiberhaupt bezieht. 

Wir bezeichnen, wie dies schon in w I der Untersuchungen ~ber Rec- 
tification der Curven(1) geschehen ist, die Unbestimmtheitsgrenzen des vor- 
deren und hinteren Differentialquotienten einer Funktion als vordere obere, 
vordere untere, hintere obere, hintere untere Ableitung (Derivirte) und wenden 
die vier Symbole D +, D+, D-,  D fiir diese Begriffe an. Dann gilt der 

Satz L Es seien F(x )  und f (x )  zwei far alle Punkte des Intervalles 
x o x 1 definirte stetige Funktionen. Wenn dann die vordere obere Ableitung 

(~) Ac ta  M a t h e m a t i c a ,  T. 5, P. 5 2. 
Aeta mathemat4~a. 5, Imprim~ 8 Mai 1884. 
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yon F ( x )  (oder die vordere untere oder die hintere obere oder die hintere 
untere) iiberall endlich und gleich der entsprechenden Ableitunq yon f ( x )  ist, 
so ist fiir alle Werte x, die dem Inlervall angehO'ren, 

F(x)  = f (x )  + const. 

Bewei,~r 

Es sei im ganzen Intervall XoX 1 

D+F(x )  = P+ f (x) .  

Wir bilden die Funktion 

~(x)----cx + F ( x ) - - f ( x ) ,  

in welcher c eine willktirliche positive Constante ist. Dann wird not- 
wendig 

D+~(z)  > c. 

Nehmen wir n~mlich eine zweite positive Constante 3 an, so existiren 
zu jedem Werte von x beliebig kleine positive Werte h, ftir welche 

~'(~ + ~)h-- F(~) > 9 + F (~ )  - -  a 

ist. Ausserdem wird fiir alle positiven Werte It, die unterhalb einer ge- 
wissen Grenze liegen, 

f ( z  + h) - - f (z )  < D+f(x) _[_ 3. 
h 

Es giebt also beliebig kleine Werte h, welche der Bedingung 

F(~ + h)--  F(~) f(~ + h) - - f (~)  > __ 2a 
h h 

oder, was dasselbe ist, der Bedingung 

~(z + h)--  ~(x) > c - -  2d 
h 
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genfigen. Demnach ist D+~(x) > c - -  23, und, da 3 beliebig war, 
D+ ~(x) >= c. 

Wir behaupten welter, dass die Funktion f c ( x ) -  fo(xo) im Intervall 
X0Xl(X 0 < xl) niemals negativ wird. W~re sie nliinlich an der Stelle x' 
negativ, so warden die Werte x zwischen x o und x', for welche sie positiv 
oder gleich o ist, eine obere Grenze x" haben. Da die Funktion stetig 
ist, warde F ( x " ) - - f D ( x 0 ) = o  sein, und es milsste air  jeden Wert 
h < x' - -  x" die Relation fD(x" -]- h) - -  fc(x") < o bestehn, welche mit der 
vorher geflmdenen Relation D+F(x)~c unvereinbar wlire. 

Dltraus folgt welter, dass auch 

I F ( x ) -  f ( x ) ] -  [F(xo) - -  f(Xo) ] 

an keiner Stelle negativ werden kann. Anderenfalls warde, wenn man 
der Constanten c einen geniigend kleinen Wert gabe, auch ~ ( x ) -  q'(x0) 
negativ werden, was unmlsglich ist. 

Vertauscht man in den vorhergehenden Entwickehmgen F(x)  mit 
f(x), so ergiebt sieh sehliesslieh, dass auch die Funktion 

[f(x) - -  F(x)] - - [ f ( x o ) -  F(xo) ] 

niemals negativ, oder, was dasselbe ist, dass die Funktion 

IF(x)  - -  f ( x ) ] -  [F(Xo) - -  f(Xo) ] 

niemats positiv wird. Da wit eben sahen, dass diese Funktion niemals 
nega.tiv wird, folgt, dass sic best~ndig gleich o ist. I). h. es besteht die 
Gleichung 

F (~ )  - -  f ( x )  = F(zo)  - -  f(Xo). 

W. Z. b .  w .  

2.  

Der Satz I lasst verschiedene Erweiterungen zu. Um dieselben zu 
formuliren, neh,mn wir eine Bezeichnung van Herrn G. C A N T O R  a n :  Eine 
im Intervall XoX 1 beliebig definirte Punktmenge P besitzt den Inhalt ~, 
wonn nach Annahme einer beliebig kleincn positiven Grssse 3 die Menge 

Aria m,etlhe, mallea. 5. Iml)riuff' 7 5[ai 1SSt. 24 
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/) immer in einc cndlichc Schaar yon Intervallen eingcschlossen werden 
kann, deren Summe klciner als ~ + 3 ist, wahrcnd es nnmSglich ist, die 
Punktmenge in eine endliche Schaar von Intervallen einzuschliessen, deren 
Summe kleiner als ~ ist. 

Der Begriff einer Menge von Werten x mit dem Inhalt Null ist 
hiernach identisch mit dem yon Herrn HARNACK angewandtcn Begriffe 
der discreten Wertmenge. 

Satz II.  Wenn ma~ yon zwei im Intervall ~OXl iiberaU eindeutigen 
und stetigen Funktionen F(x)  und f (x)  weiss, dass die Gesammtheit der 
Werte yon E ( x ) ~  f (x) ,  welche denjen~Ten Stellen ents2n'echen, an denen die 
vorderen oberen Ableilungen D+F(x)  und D+f(x)  (oder die vorderen unteren 
etc.) entweder nicht beide endlich oder nicht einander gleich sind, h6cl~stens 
eine Menge mit dem Inhalt ~ d l  bildet, so ist im ganzen Intervalle 

F(x )  ---- f (x )  + const. 

B e w e i s .  

Wit bezeichnen diejenigen Stellen ~, an welchen die Grossen D+F(x) 
und D+f(x) entwcder nicht beide endlich odor nicht einandcr gleich 
sind, kurz als singulare Stellen, die entsprechenden Werte dcr Funktion 
y - ~  F ( x ) -  f (x)  als singulare Werte von y. 

Licgt weder im Inneren noch auf der Grenze cines Intervalles xx' 
ein singularer Wert yon x, so ist die Funktion y in diescm Intervalle 
nach Satz I constant. Wir behaupten, dass y an kciner Stellc x einen 
yon Yo • F (Xo)M f(xo ) verschiedcnen Wert haben kann. 

Hatte n~mlich far x = x' die Funktion y den Wert Y ' = Y o  A-c,  
wo c <> o ist, so ksnnte man unter den zwischcn Y0 und y' gelegencn 
Grsssen diejenigen, welchc singularen Werten yon y glcich sind, nach 
Voraussetzung in Intervallc schliessen, deren Summe kleiner als c ware. 
Es liesse sich also zwischen Y0 und y' jedenfalls ein Intervall yon angeb- 
barer L~nge bestimmen, welches keine einzige Grosse enthMt, die einem 
singularen Werte yon y gleich ware. Die Grenzen eines solchen Inter- 
valles seien y = a  0 und y = a ' ,  wo a 0<>a', und zwar sei a 0 die naher 
an Yo, a' die naher an y' gelegene dieser beiden Grsssen. - -  Die stetigc 
Funktion y wird zwischen x o und ~' alle im Intervall YoY' gclcgenen 
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Werte annehmen, es miissen also zwischen x o und x' Werte yon x vor- 

kommen, ftir welche y = a o wird. Ist $o die obere Grenze dieser Werte, 

so wird y -  a o fiir x = $o" Im Intervalle r wird y alle zwischen 
a o und y' gelegenen Werte  annehmen. Wir  bezeichnen die untere Grenze 
der in diesem Intervall  befindlichen Werte x, ft'lr welche y = a' wird, 

mit $'. Dann n immt y ffir x = ~' den Wert  a' an. Im Intervall  r 

liegt y offenbar immer zwischen den Grenzen a o und a'. Dieses Intervall  

enthMt also keinen singul~ren Wer t  von x. Daher mfisste, wie zuvor 

bewiesen ist, y innerhalb desselben constant und folglich a ' =  a o sein. 
Dies ist aber nicht der Fall. 

Die Annahme y' = Yo q- c (c <> o) ffihrt also zu einem Widerspruche. 

Es wird daher y ' =  Yo, d. Ii. al lgemein 

l~(x) I f ( x )  = F(a,o) - -  f@o) 
sein. w . z . b . w .  

w 

Der Satz II enthMt implicite den iblgenden 

Satz I L .  Wenn man yon zwei im lntervall zox ~ iiberall eindeutiuen 
und stetigen Fu@tionen F ( x )  und f ( z )  weiss, (lass die Gesammtheit tier 
8lellen x, an denen die vorderen oberen Ableitungen D+/"(x) und D+f(x) 
(oder die vorderen unteren etc.) enlweder nicht beide endlich ode," niche ein- 
antler gleich sind, h6chstens elne Menge P bildet, deren Ableitang (~) P' end- 
lich oder abzMdbar unendlich (~) ist, so ist im ganzen Intervall 

F ( x )  = f ( x )  + const. 

Um zu zeigen, dass dieser Satz in d e e  Satze II enthalten ist, brauchen 

wir zwei Hiilfssi~tze. 

Hillfssatz L Es  sei y eine im Intervall xox ~ iiberaU eindeutig de- 
finirte, stetige Funktion von x. rcVenn dann P irgend elne Menge yon 
tVerten x ist, deren Ableitung P' endlich oder abzdhlbar unendlich ist, so 
bihlen die zugeh6rigen Werte yon y ebenfalls eine Menge Q, deren Ableitung 
Q' endlich oder abzgihlbar unendlich ist. 

(1) Naeh der Definition yon Herrn G. CANTOR. 
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B e w e i s .  

Es sei b irgend ein Wert yon y, welcher zur Menge Q' gehort. 
Dann giebt es in jeder Nahe der Grosse b unendlich viele Werte, die zur 
Menge Q gehsren. Da jedem dieser Werte mindestens ein zur Menge P 
geh(~riger Wert von x entspricht, und du alle zu verschiedenen Werten 
yon y geh6rigen Werte x yon einander verschleden sind, giebt es min- 
destens eine Stelle x = a mit der Eigenschaft, dass in jeder N~he der- 
selben unendlieh viele Stellen liegen, die zu P gehoren und denen Werte 
von y entsprechen, die sich beliebig wenig von b unterscheiden. An der 
Stelie x----a, welche zur Menge P gehort, nimmt die Funktion y, da 
sie stetig ist, notwendig den Wert b an. 

Hiermit ist bewiesen, dass jedem Werte y-----b, der zu Q' gehsrt, 
mindestens ein Weft x = a entspricht, der zu P' geh6rt. Die Werte von 
y, welche allen in P' vorkommenden Werten von x entsprechen, enthalten 
also s~mmtliche Werte tier Menge Q'. Die Menge Q' ist daher endlich 
oder abzahlbar unendlich, da P' nach Voraussetzung cndlich oder ab- 
zi~hlbar unendlich ist. 

Hiilfsatz II. Jede in einem endlichen Intervall e~thaltene Wertmenge, 
deren Ableilung endlich oder abzdhlbar unendlich ist, hat den Inhalt Null. 

Der Beweis dieses Satzes ist yon Herrn G. CANTOR gegeben worden 
( M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n  B. 2I, p. 54). 

B e w e i s  d e s  Sa t ue s  I I . .  

Die Gesammtheit derjenigen Stetlen x, an denen dig Ableitungen 
D+F(x) und D+f(x) entweder nicht beide endlich oder nicht einander 
gleieh sind, bildet nach Voraussetzung eine Menge, deren Ableitung endlich 
oder abz~hlbar unendlich ist. Dasselbe gilt nach H(~lfssatz I yon den 
entsprechenden Werten der Funktion y-----F(x)--f(x) .  Die Gesammtheit 
der Werte y, welche den Stellen v o n d e r  angegebenen Art entsprechen, 
hat also nach H~'llfssatz II den Inhalt Null. Folglich sind die Voraus- 
setzungen des Satzes II erfiillt und der Satz IIa ist auf jenen Satz zu- 
ri~ckgefiihrt. 
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w  

Der Satz I li~sst noch eine andere Erweiterung zu, in welcher einige 
von den Herren DU BoIs-RI~Y~IO~D (1) und HAl~NACK(~) gegebcne Erwcite- 
rungen des Fundamentalsatzes der Integralrechnung enthalten sind. 

Wir sagen, eine Funktion sei in der Umgebung einer Stelle x gr6sser 
als jede endliche Zahl, wenn nach Annahme einer beliebig grossen Zahl 
G in jeder Nahe der Stelle x andere Stellen existiren, an denen die Funk- 
tion grOsser als G ist. 

Dann besteht der 
Satz I l L  Wenn man vou zwei im Intervall XoX 1 iiberall ei,ndeutigen 

I) dass die Gesammtheit der Stellen x, an welchen die vorderen oberen 
Ableitungen D+F(x )  und D+f (x )  (oder die vorderen unteren etc.) beide 
endlich, aber um mehr als r von einander verschieden sind, fi~r jeden posi- 
riven Weft yon z h6chstens eine Menge mit dem Inhalt Null bihlet; 

2) dass die Gesammtheit der Werte von F ( x ) - - f ( x ) ,  welche den 
Stellen x entspreche~b an denen oder in deren Umgebung mindestens eine der 
Gr6ssen D+F(x)  und D+f(x)  absolut gr6sser als :]ede endliche Zahl ist, 
ebenfalls eine Menge mit dem Inhalt Null bihlet; 

so ist im ganzen IntervaUe 

F ( x )  = f ( x )  + const ('~) 

Zum Beweise brauchen wir einen Hillfssatz, den wir, obwohl er be- 
kannt  ist,(4) tier Vollsti~ndigkeit wegen, kurz beweisen. 

(~) M a t h e m a t i s e h e  Annalen~ B. I6, p. I I 5 - - 1 2 8 .  
(~) M a t h e m a t i s e h e  Anna len ,  B. I9, p. 2 3 5 - - 2 7 9 .  
(8) Einige von Herrn HARNACK angegebene Siitze ( M a t h e m a t i s e h e  A n n a l e n ,  

B. I% p. 239--245)~ in welehe unser Satz III ftir den Fall iibergeht, dass F(x) und 
f (x )  Funktionen mit integrirbaren Differentialquotienten sind~ in welehen indess die Be- 
dingung 2) nicht bertieksichtigt ist~ sind ungenau. Cf. Untersuchungen iiber l~ectification 
der Curven, Beispiel I zu Theorem IV~ Beispiel 2 in der Bemerkung zu Theorem VI. 

(') Cf. DINr~ Fondame,ti per la teorica delle funzioni di variabili reali, p. 1 9 3 - -  194. 
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Hiil/asatz I l L  Wenn  y eine yon x o bis xl s tetoe Funkt ion yon x ist, 

,~cnd wenn die vordere obere Ableitteng (oder die vordere unlere etc.) iiberall 

zwischen den Grenzen G und G' (G > G') liegt, so liegt atwh der Quotient 
t y - -  ~j 
. - fiir beliebiye Werte yon x t~nd x' zwischen denselben Grenzen. 

B e w e i s ,  

r 

Es sei x ' >  x. Ware y ~ Y >  G, so ksnnte man eine positive Gr0sse x ' ~ x  

c so klein annehmen, class, wenn z ~ y - - ( G  q - c ) x  gesetzt wird, die 
Differenz z ' - - z  positiv, etwa gleich ~), w~rde. Dann mt~sste ft~r x eine 
obere Grenze x " ( <  x') existiren, wo die Relation z ' - - z " ~  $ zum letzten 
Mal erfrdlt ware. An dieser Stelle w~re D+ z ''\_1"o, also D+y '' => G q- c, 

was gegen die Voraussetzung ist. 

Y ' ~ <  G', so k6nnte man die positive Constante c so Ware aber z, _ z 

klein annehmen, class, wenn z = y - - ( G ' ~  c)x gesetzt wird, die Differenz 
z ' ~  z negativ, etwa gleich - - 3 ,  wiirde. Dann mt'isste fi'lr x eine obere 
Grenze x " ( <  x') existiren, wo die Relation z' ~ z " ~ - - -  3 zum letzten 
Mal erftillt ware. An dieser Stelle wi.'lrde D+z '' -_. ~ o, oder D+y "' =< G' - -  c, 

was wiederum gegen die Voraussetzung ist. 

B e  w e i s  d e s  8 a t z e s  I I I .  

A) Wir nehmen zunaehst an, dass es keine einzige Stelle im Intervall 
XoX 1 oder auf dee Grenze desselben glebe, an welcher oder in deren 
Umgebung cine der Ableitungen D + F ( x )  und D + f ( x )  absolut grOsser 
als jede endliche Zahl wiire. Dann existirt eine endliche Gr(isse G, 
welche die obere Grenze der a.bsoluten Werte von D + [ F ( x )  u f ( x ) ]  im 
Interwlll  a'0x ~ ist. 

Setzen wir, wie in w I, 

= + F ( , )  - -  

wo c > o ist, so haben auch die absoluten Werte yon D + ~ ( x )  im Inter- 
vail xox 1 eine endliche obere Grenze, welche hSchstens Gleich G q - c  ist. 
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Es lasst sich nun zunachst, ebenso wie in w i, zeigen, class 

191 

D +  >= c - -  

ist an allen Stetlen x mit Ausnahme derjenigen, an denen D+F(x)  von 
D~f(z) um mehr als z versehieden ist, d. h. mit Ausnahme einer Menge 
yon Werten x, deren Inhalt naeh Voraussetzung Null ist. Wit bezeichnen 
diese Menge mit P,.  W'~hlen wir z kleiner als c, so kann ferner, wie 
in w ~, gezeigt werden, dass ~ ( x ' ) - - ~ , ( x )  niemals negativ wird, wenn 
x ' >  x ist und die Strecke xx' keinen Punkt der Menge P~ enthalt. 

Wir behaupten, dass ~(x')--~(x) auch dann nieht negativ wird, 
wenn die Argumente x und x' beliebige dem Intervall xoz ~ angehorige 
Werte annehmen, falls nut  x ' >  x ist. 

Ware namlieh ~ ( x ' ) -  ~ , ( x ) - - - - ~ ,  so wOMen wir die im Intervall 
xx' gelegenen Werte der Menge P~ in eine endliche Schaar yon Inter- 

vallen i einschliessen, deren Summe kleiner als 3'2 ist, wo 3 kleiner als 

I, g die obere Grenze der absoluten Werte yon D+~(x) im Intervall 
zx' oder, falls diese Grenze Null ist, eine beliebige positive Zahl ist. 
Bezeichnen wir den Anfangs- und Endpunkt eines der Intervalle i', welche 
yon der Strecke xx' nach Ausschluss der Intervalle i r~brig bleiben, 
mit $0 und $[, so ist, wie vorher gefunden, 

r o. 

Bezeiehnen wit ferner den Anfangs- und Endpunkt eines der lntervalle i 
mit $0 und $1, so ist nach Holfssatz III 

r --$o). 

Also wird, wenn wir fiber alle Intervalle i' und i summiren und die 

Relation Ei < ~ ber~cksiehtigen, 
9 

Die Annahme F(~ ' ) - - fc (x) - - : - - -~7  fiihrt demnaeh zu einem Wider- 
spruehe. 
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Es kann also ffir x ' >  x die Differenz 
Constante c willki'lrlich ist, auch die Differenz 

und, da die 

I F @ ' ) -  f ( x ' ) ] -  IF(x) - -  f(x)] 

niGht negativ werden. Durch Vertauschung der Funktionen F(x)  und 
f(x) ergiebt sich schliesslich, dass jene Differenz auch nicht positiv skin 
kann. Es besteht daher notwendig die Gleichung 

F ( x ' ) - - f ( x ' )  = F ( x ) - - f ( x ) =  F ( m 0 ) -  f(x0) 

W. Z. b .  w .  

B) Wir lassen jetzt die Beschri~nkung fallen, dass das Intervall :vox 1 
keine Stclle enthalten soll, an welcher oder in deren Umgebung minde- 
stens eine der Grsssen D+F(x)  und D+f(x)  absolut grSsser als jede 
endliche Zahl ist. Dagegen soll die im Satze III ausgesprochene Bedin- 
gung 2) erft'lllt sein. 

Wir bezeichnen dann diejenigen Stellen x, an denen oder in deren 
Umgebung mindestens eine der Grsssen D+F(x)  und D+f(x)  absolut 
grSsser als jede angebbare Zahl wird, kurz als singul~re Stellen, die zu- 
gehSrigen Werte der Funktion y = F ( x ) - - f ( x )  als singuli~re Werte yon y. 

Liegt weder im Inneren noch auf der Grenze eines Intervalles xx'  
ein singuli~rer Wert von x, so ist nach A) die Funktion y in diesem 
Intervall constant. Wir behaupten, dass y an keiner Stelle einen yon 
Yo = F ( x o ) - - f ( X o )  verschiedenen Wert haben kann. 

Hgtte n~mlich y ffir x== x' den Wert y' = y o  -]-c wo c ~ o  ist, so 
konnte man, genau wie in w 2, ffir x zwei Werte Co und ~' so bestimmen, 
dass denselben einerseits zwei verschiedene Werte a o und a' yon y ent- 
sprechen, wghrend andererseits in dem Intervall ~0~' keine singulrLre 
Stelle x liegt. Dies ist abet nach A) unmSglich, und daher kann die 
Annahme y'----Yo -]-c nicht richtig sein. Es ist also allgemein y = Y0, 
d. h. es gilt auch ftar diesen Fall die Gleichung 

= 

W. Z. b. w .  
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w  

Wie der Satz II implicite den Satz IL  enthielt, so enthMt der Satz 
III den folgenden 

Satz l l Ia .  Wenn man von zwei im Inte~wall xox 1 iiberall ein- 
deutigen und stetigen Funktionen F (x )  und f (x )  weiss, 

i) dass die Gesammtheit der Stellen x, wo die vorderen oberen Ab- 
leitungen D+F(x)  und D+f(x) (oder die vorderen unteren etc.)beide endlich, 
abet um mehr als z yon einander verschieden sind, fiir ]eden positiven W'ert 
yon ~ h6chstens eine Menge mit dem Inhalt Null bildet; 

2) dass die Gesammtheit der Stellen x, an denen oder in deren Um- 
gebung mindestens eine der Grsssen D+F(x)  und D+f(x)  absolut grSsser als 
]ede anqebbare Zahl ist, eine endliche oder abz(ihlbar unendliche Menge bihlet; 

so ist im ganzen Intervall 

( x ) = f ( x ) + co.st. 

B e w e i s .  

Die Gesammtheit derjenigen Stellen x,  an denen oder in deren Um- 
gebung mindcstens einc der Grsssen D+F(x)  und D+f(x)absolu t  grSsser 
als jede angebbare Zahl ist, bildet ihrer Natur nach cine abgeschlossene 
Menge P,  d. h. eine Menge, deren Ableitung P'  in /) enthalten ist. Da 
P nach Voraussetzung end|ich oder abzi~hlbar unendlich ist, wird auch 
P'  endlich oder abzi~hlbar unendlich. Nach w 3 Htilfssatz I besitzt daher 
die Menge Q der Werte von y = F ( x ) ~  f(x) ,  welche zu den Werten P 
von x gehsren, eine endliche oder abzi'~hlbar unendliche abgeleitete Menge 
Q'. Mit Rticksicht auf den Ht~lfssatz II ergiebt sich schliesslich, dass die 
Menge Q den Inhalt Null hat. Hiermit ist der Satz III~ auf den Satz 
III zurfickgeft~hrt. 

Aeta ~nathematica. 5, Imprim6 1 Aotlt 1884. 2 5  
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Wir schliessen, um ein naheliegendes Missverst~ndniss zu vermeiden, 
mit der ausdrlicklichen Bemerkung, dass der Satz II nicht als ein spe- 
cieller Fall des Satzes III, und ebensowenig der Satz II~ als ein specieller 
Fall des Satzes III~ angesehen werden darf. Es besteht vielmehr der 
wescntliche Unterschied, dass in den Satzen II und II~ nur diejenigcn 
Stellen x, an denen eine der hbleitungen D+F(x)und D+f(x)unendlich 
gross ist, nebst den Verdichtungspunkten dieser Stellen,. als singul','tr be- 
trachtet werden; wi~hrend in den S~tzen III und III~ auch diejenigen 
Stellen beriicksichtigt sind, in deren Umgebung eine der Grsssen D+~'(x) 
und D+f(x) grSsser als jede angebbare Zahl wird, ohne den Wert axv 
wirklich anzunehmen. 

Msglicher Weise kSnnen die S'~tze III und III~ so verallgemeinert 
werden, dass die Si~tze II und II ,  als specielle FMle derselben erscheinen. 
Es ist uns indess nicht gelungen, eine Verallgemeinerung in dieser l%ichtung 
streng durchzufiihren. 

Berlin, 21 December I883. 

Nachtrag zu pag. I89, Note 3. Wie aus einer inzwischen publieirten 
Note des Herrn HARNACK hervorgeht ( M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n ,  Bd. 
23, p. 287) , hat derselbe die Nothwendigkeit einer Vervollst~ndigung 
seiner Siitze, sowie die Art, in welcher dieselbe geschehn muss, selbst 
bereits mehrere Monate vor dem Verfasser erkannt und wird dartiber im 
zweiten Teile seiner Arbeit: Ueber den Zusammenha'ng der Funktionen einer 
reellen Variabelerb mit ihren Ableitungen demnr~chst Ausft'lhrlieheres ver- 
5ffentlichen. 

Mi~nchen, I5 Mai i884. 


