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In Ihrer Zeitschrift Aeta  m a t h c m a t i e a  Bd. I, S. 368, befindet siGh 
einG Note: Sur une relation donnde par ~I. C.~,.L~r clans la thdorie des [bnc- 
tions elliptiqaes, 1oar C~z. tA'n,u~rE, worin Herr Hm~MrrE einGn BewGis fi~r 
die CAYLEY'sche Relation liefert, der sich sti'~tzt auf das Additionsthcorem 
fiir die zweite Gattung der clliptischen Integrale [Z(x)]. Die CAYLEY'schG 
Relation kann indessen als cine umnittelbare FolgG aus dem ursprt'mg- 
lichen Additionstheorem der eigcntlichen elliptischen Funefionen hcrgeleitct 
werden, und ich vermuthe, dass CAYLEY fl, uf diesem Wegc zu seiner 
Relation gelangt sein wird. Gestatten Sic mir, in wenigGn Zeilen Ihnen 
diese Herleitung mitzulheilen: 

Bekanntlich l~tsst das Additionstheorem ft'tr die clliptischen Func- 
tionen u. a. folgende Gestalt zu: (1) 

en(,tt), on(v) = en(u q- v) q- sn(tt)sn(v) dn(u q- v) 

dn(@.  dn(v) = dn(u q- v) q- k 2sn(u)sn (v)cn(u q- v). 

(l) C. G. J. JACOBI~ Gcsammel te  Wcrke  II1 p. 325- 
Acgc~ mali~emalica. 5, Imprim~ 11 Aofit 1S$L 
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Sind die vier Argumente u, v, r, s der Bedingung unterworfen: 

u + v + ~ ' + s - - - - o ,  
also 

so haben wit 

cn (u -b v ) =  cn (r -k s) 

an (u + v ) =  dn (r -k s) 

c,(~)~n(~) = ~,(~ + ~) + sn( . ) s . (v)~n( .  + v) 

cn(r)en(s)  = cn(r + s) + sn(r) sn(s) dn(r -~ s) 

cn(u)cn(v)cn(r)cn(s)  = cn'(u -~- v) + sn(u)sn(v)sn(r)sn(s)dn*(u + v) 

-[- {sn(u)sn(v) + sn(r)sn(s)lcn(u + v)dn (u + v) 

dn(u)dn(v) = dn(u -t- v) + k'sn(u)snCv)cn(u -k v) 

dn(r) dn (s) == dn(r q- s) + k~snCr)sn(s)cn(r -k s) 

dn(u)dn(v)dn(r)dn(s) = dn~(u + v) + k'sn(u) sn(v)sn(r)sn(s)cn'(u + v) 

+ k~lsn (u)sn (v) + sn (r)sn (s)lcn (~ + v)dn(~ + ~). 

Aus diescn beiden Gleichungen folgt: 

k~cn (u) cn (v) c n  (r)en (s) - -  dn (u) dn (v) dn (r) dn (s) 

= Ik~n~(~ + v ) -  dn'(. + v ) } { , -  k~sn (u~sn (v)sn (r)sn (s)} 

und da 

k2cn2(u 4- v ) -  dn2(u 4- v ) =  --k 'k '  

ist, so iblgt die CA~L~.Y'sche Relation: 

--k~k'~,sn(u)sn(v)sn(r)sn(s) + k~cn(u)cn(v)en(r)cn(s) 

- -dn(u)dn(v )dn(r )dn(s )  + k'k' = o. (,+~,+,.+,=0) 

Andererseits springt es unmittelbar in die Augen, dass diese Relation als 
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specieller Fal l  aus dem bekannten  Fundamen ta l -Theorem ft~r das P roduc t  
yon vier Thetafunct ionen sich ergiebt(1) :  

�9 

- -  

+ 

WO 

Wt I = ~ (w  + x + y + ~) 

Xr I -- ~(w + x - - y - - z )  

yl  I 
= ~ ( w - - x  + y - - z )  

Z~ I 
- -  ~ (w ~ :~ - - y  § z) 

x (w ~- x ~- y -~ z) ~ o setzt und  die VerhMtnisse der ist, wenn man  w'~---~- 

Thetafunct ionen du tch  die el l ipt ischen Funct ionen ersetzt: 

0~(~) , / ~ "  O~(~) I 
O,(z) v;k s n ( u ) ,  = v k ; c n ( u ) '  : - - d n ( u ) .  

Verb inde t  man  mit  der  vorigen Thetaforme!  die zweite: 

~0(w')0(x')0(r 

- -  ~QI(W)0 I(x)OI(y)01(Z ) 

so ergiebt  der  Quot ient  eine Formel  fa r  die elliptischen Funct ionen,  welche 

ft~r vier unbeschr~inkte A r g u m e n t e  u,  v, r ,  s Gfil t igkeit  hat  und  also laute t :  

( 8) ( u + v - - ~ ' - - . )  ( u - - v + r - - s )  ( :~ - -v - -~ .+ . )  k 2sn u + v - I - r +  sn sn sn 
2 2 2 2 

dn(u) dn (v) dn (r) dn (s) - -  k ~ cn(u) cn(v)cn(r)cn(s) + k~k'k '. sn (u)sn(v)sn(r)sn(s) --  k'k' 
dn (u) dn (v) dn (r) dn (s) - -  k ~ cn (u) cn (v) cn (r) cn (s) --  k'~k'k', sn (u) sn (v) sn (r) sn (s) -F k'k' 

(~) 0. G. J .  JACO1aI~ G e s a m m e l t e  W e r k e  I, p. 507. 

tl. S. W. 
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2. 

Bei dieser Gelegenheit gestatten Sie mir, Ihre Aufmerksamkeit  noeh 
auf einen andern Punkt  der Theorie der elliptisehen Functionen zu lenken. 

Ein eigentht'tmliches Interesse bit ten nrmflich ihrer einfaehen Gestalt 
wegen die irrationalen Formen der Modulargleichungen far  die Trans- 
formation der Ordnungen ( 3 . 2 " - -  I) der elliptischen Funetionen, die sich 
gegenwiirtig so gestalten: 

(z"-+ z~= I 
2~-+ ~,~= i) Transf .  der  5 t~ Ordn. :  z2 ~- y,121 -~ 2~4~),z1), 1 = I 

Transf. der I I ten Ordn.: '-= ' " 2 ~' " = Vzx -Jr- V'z,x, + V'4y.2x~x~ I 

~ t e n  Ordn.: ~/-= 4 , .  , . - , ~  , Transf. der 2a vy.x -[- ~'z,X, -4- ~'2~/4zZz~ , = I 

(letztere yon AD. HCRW~TZ angegeben in F. KLI~Ix, S i t z u n g s b e r i e h t e  d e r  
Mt ' l nehene r  A e a d .  de r  Wiss .  6 Dee . .1879  und aus der yon mir  in 
CI~ELLE'S J o u r n a l  Bd. 58, S. 378 angegebenen eomplieirteren Form leieht 
abzuleiten)~ welehe eine gewisse Analogie darbieten mit den langst be- 
kannten Modulargleiehungen far  die 

Transl. der 3 t~" Ordn.: ~:*.7 + V~z,2, = I 

Transl. der 7 te~ Ordn.: *"-= " ' - -  Vy./ "3 t- t,/x,2~ = I .  

Es liegt nahe, naeh diesen Formen ein a llgemeineres zn Grunde liegendes 
Gesetz zu vermuthen, allein ein solehes sehcint doeh hier nieht stattzufin- 
den, sondern nur in diesen wenigen er.~ten F~llen gesta, lten sich die 
Modulargleidmngen so ausserordentlieh einfaeh; die yon ~AT:.SS(~) her- 
rahrende Form der Modulargleiehung far  die Transl. der 5 t~" Ordn. 
seheint J,col~I nieht gekannt zu haben. (~) 

Breslau, 21 Juni  1884. 

(1) C. F. GAUSS~ Werke  Bd. III~ S. 475. Vrgl. auch W. GOEalNG: Untersuehungen 
iiber die Theilwerthe der JAco~Fschen Theiafunctionen ~tnd die im GAvss'schen 
Nachlasse ~mdtgetheilten, Bezieh,tagen der.r M a t h e m a t i s c h e  Annalen~ Bd. 

VII~ S. 340. 
(~) Vrgl. die Bemerkung Jhcom's im 37 ton Bd. des CRELLE'schen J o u r n a l s  S. 24 9 


