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(Auszug aus einem Schreiben an Herrn G. Mittag-Leffler.)

L

In Ihrer Zeitschrift Acta mathematica Bd. 1, S. 368, befindet sich
einc Note: Sur une relation donnée par M. Carizr dans la théorie des fonc-
tions elliptiques, par Cu. Hpwwrs, worin Herr Hermite einen Beweis fur
die CayreY'sche Relation liefert, der sich stiitzt auf das Additionsthcorem
fir die zweite Gattung der elliptischen Integrale [Z(z)]. Die Cayrry'sche
Relation kann indessen als eine ummittelbare Folge aus dem ursprimg-
lichen Additionstheorem der eigentlichen elliptischen Functionen hergeleitet
werden, und ich vermuthe, dass Cayrev auf diesem Wege zu sciner
Relation gelangt sein wird. Gestatten Sie mir, in wenigen Zeilen Ihnen
diese Herleitung mitzutheilen:

Bekanntlich lasst das Additionstheorem fiir die elliptischen Fune-
tionen u. a. folgende Gestalt zu: ()

en(u).cn(v) = enfu + v) + sn(u)sn(v) dn(u 4 v)
dn(u) . dn(v) =dn(u + v) + k*sn(u)sn(v)en(u + v).

(Y C. G. J. Jacosr, Gesammelte Werke 11, p. 325.

Acta mathemealtice. 5. Tmprimé 11 Aot 1881,
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Sind die vier Argumente wu, v, r, s der Bedingung unterworfen:

u+v47r34s=o0,

also

@+ 0) = —(+9

so haben wir
cn(u + v) = cn(r + 8)
dn(u + v) = dn(r + s)
cn(#)en(v) = en(u + v) + sn(u)sn(v)dn(u + v)
en(rjen(s) =cn(r 4 s) + sn(r)sn(s)dn(r 4 s)

en(u)en(v)en(r)en(s) = cn’(u 4~ ¢) + sn(u)sn(v)sn(r)sn(s)dn’(u 4 v)
+ {sn(u)sn(v) + sn(r)sn(s)}en (v + v)dn(u + v)

dn(#)dn(v) = dn(u + v) + k*sn(«)sn(v)cen(w + v)
dn(r)dn(s (r + s) + k*sn(r)sn(s)en(r + 5)

) =dn
dn(u)dn(v)dn(r)dn(s) = dn*(w + v) + k*sn(u)sn(v)sn(r)sn(s)cn®(u + v)
+ k*{sn(u)sn (v) + sn(r)sn(s)}en (u + v)dn (v 3 ).

Aus diesen beiden Gleichungen folgt:

k*en(u)en(v)en(r)en(s) — dn(u)dn(v)dn (r)dn(s)
= {k’cn’(u + v) — dn’ (u + v)}{1 — k*sn (u)sn (v)sn (r)sn(s)}
und da
Een’(w + v) — do®(u + v) = — k¥
ist, so folgt die CavLEY'sche Relation:
— k**.sn (u)sn (v)sn(r)sn(s) + k*cn (#)cn (v)en (r)cn (s)
— dn(%)dn (v)dn(r)dn(s) + k¥ = o. rkrds=0)

Andererseits springt es unmittelbar in die Augen, dass diese Relation als
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specieller Fall aus dem bekannten Fundamental-Theorem fir das Product
von vier Thetafunctionen sich ergiebt('):

2.8, (W), (2)8, ()8, (?)
= 8,(w)8,(2)8,(y)8,(2) — 9,(w) 8, (2)8,(y)8,(2) — 3(w)8(2)8(y)8(2)
+ 8,(w)#,(2)8,(y)8,(2)

WO

w =

w+z+y+2)

N -

sv’:%(w-l-x—y—z)

I

y=w—2z+y—¢

N

, 1
2 =;(w~:r;—y+z)

ist, wenn man ' — %(w 4+ # 4+ y + 2) = o setzt und die Verhaltnisse der

Thetafunctionen durch die elliptischen Functionen ersetzt:
2O (),  B@= VEen (), )~ T ()
Verbindet man mit der vorigen Thetaformel die zweite:
28(w)5(2)3(y')8(2)
= 8,(w)8,(2)8,(y)8,(2) + 8(w)(2)8(y)#(2) — 8,(w)8,(x)8,(y)9,(2)
— 8,(w)8, (2)8,(y)8,(2)

so ergiebt der Quotient eine Formel fur die elliptischen Functionen, welche
fur vier unbeschrinkte Argumente u, v, r, s Gitltigkeit hat und also lantet:

k?sn <u +v+'r+s>sn(u+v-—r—s>sn<u-—fv+r—s)qn<u—v——r+s>
2 2

2 2

__dn(w)dn(v)dn(r)dn(s) — k*en(u)en(v)en(r)en(s) + k*F'F.sn(u)sn(v)sn(r)sn(s) — k'
"~ dn(z)dn(v)dn(r)dn(s) — k*cn(u)en(v)en(r)en(s) — k%A . sn(w)sn(v)sn(r)sn(s) + k'

u. 8. w.

(") C. G. J. Jacomr, Gesammelte Werke I, p. 507.
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2.

Bei dieser Gelegenheit gestatten Sie mir, Thre Aufmerksamkeit noch
auf cinen andern Punkt der Theorie der elliptischen Functionen zu lenken.
Ein cigenthiimliches Intercsse bieten niamlich ihrer einfachen Gestalt
wegen dic irrationalen Formen der Modulargleichungen fir die Trans-
formation der Ordnungen (3.2" — 1) der elliptischen Functionen, die sich
gegenwiirtig so gestalten:
Transf. der 5" Ordn.: x4 4+ %2, + 2Vardizn2, =1 (;‘i;‘;:)

Transf. der 11%® Ordn.: il 4 54, + 2Vardz i = 1
Transf. der 23" Ordn.: {4 Vx4 + (2varind, = 1

(letztere von Ap. Hurwitz angegeben in F. Kuriy, Sitzungsberichte der
Miinchener Acad. der Wiss. 6 Dec..1870 und aus der von mir in
Crerie’s Journal Bd. 58, S. 378 angegebenen complicirteren Form leicht
abzuleiten), welche eine gewisse Analogie darbieten mit den lingst be-
kannten Modulargleichungen fiir die

Transf. der 3*" Ordn.: Va2 oV =1
Transf. der 7** Ordn.: Vi Foynd = 1.

Es liegt nahe, nach diesen Formen ein allgemeineres zn Grunde liegendes
Gesetz zu vermuthen, allein ein solches scheint doch hier nicht stattzufin-
den, sondern nur in dicsen wenigen ersten Fillen gestalten sich die
Modulargleichungen so ausserordentlich einfach; dic yon Gavss(’) her-
rihrende Form der Modulargleichung fir die Transf. der 5** Ordn.
scheint Jaconr nicht gekannt zu haben. ()

Breslau, 21 Juni 1884.

(*) C. F. Gauss, Werke Bd. IIL, 8. 475. Vrgl. auch W. Gogring: Untersuchungen
iiher die 'Theslwerthe der Jacosr'schen Thetafunciionen wnd die im Gavss’schen
Nachlasse malgethetlien Beziehungen derselben. Mathematische Annalen, Bd.
VII, S. 340.

(*) Vrgl. die Bemerkung Jacori's im 37%" Bd. des CRELLE'schen Journals S, 249.




