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w 1. Introduct ion.  

Consid6rons une 6quation lin6aire quelconque d'ordre p: 

k = p - - 1  

_ - -  = o ,  ( : )  O ( ~ ,  v) = o a~ v + Z'(x' Y) d2 

off les ~ sont des fonctions rationnelles et off la relation (2) est alg6- 
brique. Soit maintenant une 6quation auxiliaire: 

a%w o ( ~ ,  y ) w  (3) ~ = 

off 0(x, y) est une fonction rationnelle telle que tousles points singuliers 
de l'dquation (i) appartiennent • l'~quation (3). Soit a un point singulier 
appartenant ~ la lois aux deux 6quations; ce point slngulier regard6 
comme appartenant i~ (I) nous conduira b~ une 6quation d6terminante E 
de degr6 p; regard6 comme appartenant b~ (3), il nous conduira s une 
6quation d6terminante E '  du second degr6. Soit ~ la diff6rence des deux 
racines de E'. Je suppose que 0 ait 6t6 choisi de telle sorte que 3 soil 
nul ou bien que 3 dtant une pattie aliquote de l'unitd routes les racines de 
l'gquation E' soient des multiples de 3. Dans le cas off dans le voisinage 
du point a les int~grales de l'~quation (i) seraient irr~guli~res, ~ dew'ait ~tre 
suppos~ nul. I1 faut enfin que m~me pour les points singuliers de (3) 
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qui n'appartiennent pas b. l'~quation (I), 5 soit nul ou soit une partie 
aliquote de l'unit6 et que les int6grales de l'6quation (I) soient partout 
r6guli6res. 

Ces conditions ne suffisent pas pour d~terminer 0. Supposons mgme 
que l'on choisisse arbitrairement les points singuliers de (3) qui n'appartien- 
nent pas ~ (I) et les 6quations d6terminantes relatives ~ tous les points 
singuliers de (3) en satisfaisant toutefois aux diverses conditions que nous 
veVions d'dnoncer. Quand ce choix sera fait, 0 ne sera pas encore enti6re- 
ment d6terInin6, et il y restera un certain nombre de param6tres arbi- 
traires. Dans divers m6moires, antdrieurement ins6r6s aux A c t a  m a t h e -  
ma t i c a ,  j'ai d6montr6 qu'on pouvait disposer de ces param6tres: 

I ~ d'une mani6re et d'une seule, de telle fa~on que ~ et y soient 
fonctions fuchsiennes de z n'existant qu'~ l'int6rieur d'un cercle; 

2 ~ d'une infinitd de mani6res, de telle facon que x et y soient fonc- 
tions klein6ennes de z n'existant pas dans tout le plan. 

3 ~ d'une mani6re et d'une seule de telle faqon que x et y soient 
fonctions fuchsiennes et klein6ennes de z existant dans tout le plan. 

Dans tous ces cas les int6grales de l'6quation (I) sont des fonctions 
uniformes de z. 

Nous supposerons pour fixer les id6es que l'6quation (3) ait 6t6 
choisie de telle sorte que x et y soient fonctions fuchsiennes de z n'existant 
qu'i~ l'int~rieur du cercle fondamental dont le centre est o et le rayon 
I (I ~re, 2 me et 6 me families). Alors les int6grales de l'6quation (i) pour- 
ront se mettre sous la forme du quotient de deux sgries ordonndes suivant 
les puissances de z et convergentes tant que z reste int6rieur au cercle 
fondamental; elle sont dont toujours convergentes puisque la variable z 
ne peut jamais sortir de ce cercle. 

Envisageons un cas particulier remarquable, celui oh e? est nul pour 
t o u s l e s  points singuliers de l'6quation (3) et oh par consequent x et y 
sont des fonctions fuchsiennes de la 2 r famille. Dans ce cas, les int4- 
grales de l'6quation (i) de mgme que x et y, sont des fonctions holo- 
morphes de z ~ l'int6rieur du cercle fondamental. Toutes ces foncfions 
peuvent se d6velopper en s6ries ordonn4es suivant les puissances croissantes 
de z et to,ours convergentes puisque le cercle de convergence est le cercle 
fondamental et que la variable ne sort jamais de ce cerele. Quant aux 
coefficients de ces s6ries, on les calcule ais6ment par r~currence et par 
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la m6thode des coefficients ind6termin6s, d6s que l'on connait les coefficients 
des ~quations ( ,) ,  (9) et (3). 

Ainsi on peut trouver des d~veloppements des int~grales qui sont 
toujours valables et ~ ce point de vue, il est, d~s ~ present, permis de 
dire que nous savons int4grer toutes les ~quations lindaires ~ coefficients 
algdbriques. 

Mais les d~veloppements ainsi obtenus ne sont pas satisfaisants pour 
l'esprit, parce que les cliff, rents termes ne se dMuisent pas les uns des 
autres par une loi simple. I1 faut donc chercher h exprimer les intd- 
grales par des sdries dont tous les termes soient donn~s par une formule 
g~ndrale simple, comme l'dtaient par exemple les termes des s~ries thdta- 
fuchsiennes. Tel est l'objet du prdsent m~moire. Les s~ries que je vais 
chercher ~ obtenir seront moins propres peut-dtre au calcul num~rique 
que les d~veloppements suivant les puissances de z, mais elles seront plus 
instructives et nous permettront de p~n6trer plus profonddment dans l'dtude 
intime des fonctions qu'elles reprdsentent. 

Toutefois dans ce qui va suivre, je serai obligd de supposer que 
l'~quation (x) a toutes ses intdgrales r~guli~res pour employer l'expression 
de MM. FUCHS, TttOMAE et FROBENIUS. Darts le cas oh il y aurait des 
intdgrales irrdguli~res, rien de ce que je vais dire ne serait plus applicable 
et je ne sais, au sujet de ces ~quations irr~guli~res, rien de plus que ce 
que j'ai ddmontr~ dans les quatre mdmoires ant~rieurs. J'avais, il est vrai, 
dans les M a t h e m a t i s c h e  Anna l en ,  dnonc~ un r~sultat particulier sur 
ces ~quations irrdguli~res, mais ce rdsultat est inexact; j'avais dt~ trompd 
par une fausse interprdtation d'un thdor&ne de M. KLEIN dont je ne 
connaissais pas la ddmonstration. 

w 2. Classiflvation des $quations lin$aires. 

Soient 

( I ) dPv ~ akv + = o ,  y) - -  o 
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deux 6quations lin6aires d'ordre p H coefficients rationnels en x et y. Je 
dirai que ces deux 6quations appartiennent k la mdme famille si l'intd. 
grale g6n6rale de la seconde peut se mettre sous la forme: 

dv  ~ d ' v  F d P - l v ]  
u =  A Fov-I- F~-d~-4- s A- . . .  -t- , _ , d ~ j  

v 6tant l'int6grale g~n6rale de l'dquation (I), les F 6rant des fonctions 
rationnelles de x et de y, et A une fonction quelconque de x et de y. 
Elles appartiendront k la m~me espOce si la fonction A est 6gale k i .  

Si les deux dquations (I) et (I') sont de la mgme esp6ce, elles auront 
mdme groupe, c'est b. dire que lorsque le point (x, y) d6crira un contour 
quelconque sur la surface de RIEMA~S (3), les int6grales de l'dquation 
(I') subiront pr6cisdment la mgme substitution lin6aire que les int6grales 
de l'dquation (I). Si les deux 6quations sont seulement de la m~me 
famille, elles n'ont plus m~me groupe, mais quand le point (x, y) ddcrit 
un contour quelconque, on obtient les valeurs finales des int6grales de 
(i') en appliquant aux valeurs initiales la substitution qu'ont subie les 
int6grales de (i) et en multipliant ensuite tous les r6sultats ainsi obtenus 
par un mdme facteur. Ainsi les rapports des int~grales de (I') ont subi 
prdcisdment la m~me transformation que les rapports des intdgrales de (I). 

Soit: 
/~, a ,  ~ a ~ %  

u' = ~ = / ~ o v  + + + ~ _ ~  d--~_, 1 d z  " " " ' 

u' satisfera s une dquation k coefficients rationnels en x et y: 

,, dk'tt ' (,,,) 

On aura alors, en faisant u = Au' dans (t') et divisant par A: 

(,,,,) o~-- z d,-',~' + ~,~-1 ~ + = o .  
dz p "t- p ~ dzp_l dzp_l . - .  

Les deux 6quations (~") et (i '") 6tant irrdductibles, doivent gtre iden- 
tiques d'oh: 

A' ~o"k-1 --  ~",-i 
] - - -  r 
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I1 suit de l~ que la d6riv6e logarithmique de A est rationnelle en 
x et y. Donc A est une de ces fonctions ~tudides par M. APPELL et 
analogues aux fonctions doublemcnt pdriodiques de 2 ae esp6ce. De plus, 
quand sur la surface de RIEMAI~N (2), le point analytique (x, y) d6crit 
un cycle ou bien un contour ferm6 autour d'un point singulier, la fonc- 
tion A est simplement multiplide par un facteur constant. 

Etudions maintenant ce qui se passe dans le voisinage d'un point 
quelconque, et pour cela rappelons les diffdrents cas qui peuvent se 
pr6senter, d'apr6s les travaux de M. Fucrls: 

1% I1 peut arriver que le point singulier x = a que l'on 6tudie 
soit irrdgulier, c'est ~ dire que parmi les int6grales il y e n  ait au moins 
une qui soit irrdguli6re et par consdquent ddveloppable en sdrie de la 
forme suivante: 

( x  - -  - -  

off dans la sdrie l'exposant n peut prendre toutes les valeurs enti6res 
positives et n~gatives. 

I1 est ais6 de voir que si le point x-----a est un point irrdgulier 
pour l'6quation (i), il sera aussi un point irr6gulier pour toutes les 6qua- 
tions de la m6me esp6ce. Quant aux 6quations de la m6me famille elles 
auront toutcs aussi un point irr6gulier au point a (sauf le cas particulier 
oh on pourrait rendre les int6grales de l'dquation (I) rdguli~res en les 
multipliant par une mdme fonction /L). 

Nous supposerons d'ailleurs dans tout ce qui va suivre qu'aucune 
des 6quations que nous consid~rerons ne pr6sente de point irr6gulier. 
Ainsi tous les  points singuliers de (i) et de (I') seront supposds rdguliers. 

2 ~ I1 peut arriver ensuite que le point singulier x----a soit logarith- 
mique, c'est ~ dire que parmi lea int6grales de l'dquation (I) il y en ait 
au moins une de la forme: 

(x - -  a)~[~ + r log (x - -  a)] 

et r 6taut holomorphes. Si le point x ---- a est un point logarithmique 
pour l'6quation (I), il sera aussi un point logarithmique pour toutes les 
~quati(ms de la mdme famille. 
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3 ~ I1 peUt arriver enfin que le poin~ x-- - -a  soit un point singulier 
ordinaire ou un point non singulier. Dans ce cas, il y a i0 intdgrales de 
la forme auivante: 

les ~ dtant holomorphea. Les quantit6s ~1, ~ , . . . ,  ~ sont les racines 
d'une dquation facile k former et qu'on appelle 6quation d6terminante. 
En gdndral, lorsque cette 6quation a une racine double ou deux racines 
rte diff6rant que d'un nombre entier, on a affaire k un point aingulier 
rogarithmique; il peut arriver cependant, ai certaines conditions sont 
rempties, que le point singuIier soit ordinaire, quoique la diff6rence de 
deux raeines de rdquation d6terminarrte soit un en~ier. 

I1 peut se faire alors: 
I ~ ou bien que l '6quation aux diff6rences des racinea de l '6quation 

ddterminante n'ait  pas toutea ses racines enti6res, auquel cas le point 
x---- a est un point singulier proprement dit. 

2 ~ ou bien que lea p racines de l '6quation ddterminante soient de 
la forme : 

k.-[- hi, k.Ji- h2, . . . ,  k --~- hp 

k ~tant une quantit~ non entiSre et hi, h2, . . . ,  hp ~tant des entiers. 
Alors x = a (s'il n'eat pas logarithmique, ce que je suppose) est un point 

apparence singuliOre (cf. Sur les groupes des dquations lindaires, A c t a  
m a t h e m a t i c a ,  T. 4, page 217). 

3 ~ ou bien que les p racines soient enti6res. Alora pour x = a 
routes lea int~grales sont holomorphes ou mdromorphes; ce point est un 
point singulier polaire (a'il n'est pas logarithmique, ce que je suppose 
toujoura). 

4 ~ enfin si les 19 racinea en question sont prdeisdment 

o, . . . ,  ( p - i )  

on a affaire ~ un point non singulier. 
Que se passera-t-il dans le voisinage d'un point non logarithmique 

si l 'on passe de F6quation (i) k une 6quation de la m~me famiHe ou de 
la m6me esp6ee? 
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Soit z-----a un point non logarithmique; eonsiddrons trois 6quations 
lin6aires (I), (I') et ( i") ,  la seconde de la mdme esp6ce que (t), la 
troisi6me de la mdme famille que (~). Soient (3), (3') et (3") les 6qua- 
tions ddterminantes relatives k ces trois dquations diffdrentielles et au 
point x ----- a. Soient 

~I~ ~2~ " *" ~ O[p 

les racines de (3). Celles de (3') seront: 

~ + h,, ~, + h~, . . . ,  . .  + hp 

et celles de (3") seront: 

fl 6tant quelconque et lea h 6rant des entiers positifs ou n6gatifs. 
D'oil les cons6quences suivantes." Si le point x = a eat un point 

singulier proprement dit pour l'6quation (i),  il en sera un aussi pour les 
dquations (I ~) et (t"). Si ce point est un point non-si~gulier pour l'6qua- 
tion (I), il sera non singulier ou polaire po, ur (i') et il sera non singu|ier, 
polaire ou k apparence singuli6re pour (I"). 

Donc deux 6quations de la mdme famille ont les mdmes points 
singuliers proprement dits (logarithmiques ou non logarithmiques). Mais 
les points ~ apparence singuli6re (et en particulier les points polaircs) 
peuvent dtre diff6rents. 

Supposons maintenant que les deux 6quations (x) et (x') soient 
ddpourvues de second terme, c'est k dire que: 

Dans ce cas la somme des racines de l'~quation d6terminante est 6gale ~: 

p ( p -  ~) 
2 

Supposons que ces racines soient toutes enti6res sans dtre pr6cis6ment 
6gales k 

o, i ,  ~, . . . ,  ( p - -  ~) 
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e'est k dire que nous ayons affaire k un point singulier polaire. La 
somme des racines doit 6tre 6gale k la somme des 1 9 - - i  premiers 
hombres. D'ailleurs deux racines ne peuvent &re 6gales, car il est ais6 
de constater que l '6quation d6terminknte relative k un point singulier non 
logarithmique ne peut avoir deux racines 6gales. Donc une au moins 
des racines devra &re n6gative; donc le point x-----a est un pble pour 
une des int6grales de l '6quation ( i) ,  ce qui justifie le nora de pointpolaire 
donn6 ~ cette sorte de point singulier. 

Envisageons d'abord des 6quations du 2 d ordre. La somme des 
racines de l '6quation d6terminante est 6gale k i ;  leur diffdrence est 6gale 

I pour les points non-singuliers, k un nombre entier plus grand que x 
pour les points k apparence singuli6re, k un nombre non entier pour les 
points singuliers non logarithmiques, k o, k I ou k un entier pour les 
points logarithmiques. 

Nous ferons les conventions suivantes: Si pour un point k apparence 
singuli6re, cette mfme diff6rence est 6gale k n + I ,  nous dirons que nous 
avons affaire k un point k apparence singuli6re d u n  e ordre, ou encore 
n points k apparence singuli6re confondus. Si pour un point singulier 
logarithmique ou non cette mfme diff6rence, dont nous pouvons toujours 
supposer la pattie r6elle positive, est 6gale k n + 2, 2 &ant  un nombre 
dont la partie r6elle /~1 satisfait aux in6galit6s 

o < ,~ .  < I 

nous dirons que nous avons affaire k un point singulier et k n points k 
apparence singuli6re confondus. 

Grace k ces conventions, l'6nonc6 du th6orfme qui va suivre est un 
peu simplifi& Je dis que si l '6quation (I) a un nombre pair de points 
k apparence singuli6re, il en sera de mfme de l '6quation (x') et inverse- 
ment. En effet, soit: 

d~v 
+ r  = o 

l '6quation ( i) ,  posons: 

( U = . 1  -~V dr" l d x / "  
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Soient Ao, Aj et M des fonctions telles que: 

217 

d'oh 

dM 
A~176 --  dx ' AoF 1 --- M ,  A = AoA 1 

d 
u---- Ald-~ 

I1 r6sulte de 1~ que Ie passage d'une 6quation du 2 d ordre ~ une 
autre de m~me famille peut toujours ~tre obtenu par la s6rie d'op6rations 
suivantes: 

1% Multiplier la fonction inconnue par un facteur convenable. 
2% La diff6rentier. 

3 ~ La multiplier de nouveau par un facteur convenable. 
La premi&re et la derni~re de ces trois op6rations ne modifient pas 

la diff6rence des racines de l%quation d6terminante. La seconde op6ration 
seule peut altdrer cette diff6rence. Voici comment: je suppose d'abord 
que l'on ait pour la fonction inconnue v le d6veloppement suivant: 

v - -  2(A + Bx  + Cx 2 + Dx ~ + . . . )  + #(B 'x  + C'x ~ + D'x 3 + . . . )  

et ff 6tant des constantes d'int6gration; ce d6veloppement montre de 
plus que les racines de l'6quation d6terminante sont o et i .  Si l'on a: 

B C 
B' C' 

il viendra pour le d6veloppement de dv 

d-~ = 2(3Dx~ + "" ") + (P + ~ ) ( B '  + 2C'x + 3D'x 2 + . . . )  

ce qui montre que les racines de l'6quation d6terminante so.nt devenues 
o et 2. Ainsi la differentiation peut faire apparaltre de nouveaux points 

apparence singuli~re, mais elle en peut aussi faire disparaltre. Soit 
en effet 

v = 1(A + Bx + 6'x" + . . .) + la(C'x ~ + D'x ~ + ...) 
Acla matl~maliea. 5. Imprim~ 26 Juillet 1884. 28 
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le d6veloppement de v. On voit que l'6quation d6terminante a pour 
racines o et 2. Si l'on diff6rentie, il vient: 

dv 
d-~ ---- 2(B + 2Cx + . . . )  + p(2C'x + 3D'x 2 + . . . )  

oh l'on voit que les racines sont devenues o et i .  En g6n6ral, toutes 
les fois que l'une des raeines de l'gquation d6terminante sera nulle, sans 
que l'autre soit 6gale k I, la diffgrentiation fera augmenter ou diminuer 
d'une unit6 la diff6rence de ces racines, et elle ne pourra la faire varier 
si l'une des racines n'est pas nulle. 

Soit: 

(4) 
d~v dv 

+ F ~  + ~oV ~ o 

l'~quation ~ laquelle satisfait v; sa d6riv6e 

d v  
w . . ~ . - -  d~ 

satisfera 

(s) ~'~~ + 9 '  w = o .  

I1 s'est introduit par la diff6rentiation de nouveaux points k apparence 
singuli4re, d6finis par l'6quation: 

g0 " - ' O .  

Supposons, ee qui est toujours possible, que l'infini soit un point 
slngulier ordinaire, d'oh il r6sulte que g0 doit ~tre une fonetion ratio)n- 
helle de degr6 - -  2. La fonction g0 aura 2d + s infinis, parmi lesquels 
d infinis doubles et s infinis simples. Elle aura k z6ros de sorte que: 

k =  2 d + s - - 2  

OU 

k ~ s  (mod 2). 

A chaque infini simple de 9o correspond une ~quation d6terminante dont 
une des raeines est nulle; par eons6quent, par la diff6rentiation la diff6renee 
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de ces racines diminuera ou augmentera d'une unit6. D'apr6s les convert, 
tions faites plus haut, il disparaitra ou il s'introduira un point i~ apparence 
singuli6re. Ainsi par le fait des s infinis simples de ~0, il s'introduira 
a pareils points oh: 

- s ( r o o d  

Par le fait des k z6ros de ~0, il s'introduira k points ~ apparence singuli6re, 
de sorte qu'il s'en est introduit en tout: 

k q- a = o (rood 2). 

Donc la parit6 du nombre des points ~ apparence singuli6re n'a pas vari6. 

w 3. R ~ C l u c t i o n  d e s  d q u a t i o n s  l t n ~ a i r e s .  

Parmi les 6quations d'une mgme famille, il en est une que l'on peut 
regarder comme plus simple que toutes les autres. On peut se proposer, 
6tant donndc une 6quation lin6aire, de trouver la transformation qui la 
rdduira ~ r6quation la plus simple de sa famille. 

Afin d'6viter des complications inutiles et qui ne touchent pas au 
fond des choses, je traiterai un cas particulier. 

Je supposerai que l'6quation ~ r~duire est du :d ordrc ct que ses 
coefficients sont rationnels en x ,  et j'6crirai cette op6ration sous la forme: 

d25) 
+ v = o .  

Soient a~, a.~, . . . ,  ak les points singuliers, bl ,  b.,, . . . ,  bh lcs points 
apparence singuli6re; je supposerai que les racines des 6quations d6- 

terminantes relatives ~ ceux-ci soient I ct 3. R6unissons dans unc 
2 2 

mSme classe toutes les dquations de la forine (I) oh les points singuliers 
al ,  a~, . . .  , ak, c'w sont'les m8mes avec les mdmes 6quations ddterminantes, 
et oh la parit6 du hombre h de points apparents est la m&ne. Chaque 
classe contiendra une infinit6 de families. I1 y aura un certain nombre 
de fonctions des coefficients des 6quations d'une mSme classe qui auront 
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la mOne valeur pour celles de ces 6quations qui appartiennent k une 
m6me famille. Ce sont des invariants qui d6finissent la famille et diff6rents 
de ceux qui d6finissent la classe. Combien y a-t-il de pareils invariants? 
En d'autres termes, combien faut-il de conditions pour que deux 6quations, 
qui sont d6j'~ suppos6es appartenir k une m6me classe, appartiennent aussi 

unc mOne famille? 
Soit 0 une fonction rationnelle quelconque de x. Posons: 

La fonction 

satisfera s l'6quation 

dO 
dx," 

, ( ,to  

(2)  - -  u 2 r + 4 

r -] 
-~-20'--9~0| = o .  

J 

Le coefficient de u, que nous appcllerons r pour abr6ger, admet comme 
infinis doubles: 

1 ~ Les infinis de 9'0 qui sont en g6n6ral des infinis de ~. 
2 ~ . Les z6ros de r 
Le rapport des int6grales de (i) subit certaines substitutions lin6aires 

formant un groupe G lorsque la variable x d6crit certains contours dans 
son plan. Si les 6quations (I) et (2) appartiennent ~ la m6me famille, 
le rapport des int6grales de (2) subira les m~mes substitutions lindaires 
formant le m6me groupe G, et r6ciproquement, si ces deux rapports 
subissent les m~mes substitutions, les deux 6quations appartienncnt s la 
mdme famille. 

I1 r6sulte de l~ que le hombre cherch6 des invariants est au plus 
6gal au hombre des param6tres arbitraires du groupe G. Or ce groupe 
est d6riv6 de k substitutions, ce qui fair 3k param6tres, puisque chaque 
substitution d6pend de 3 param6tres. Mais lea 6quations (i) et (2) sont 
assujetties ~ appartenir ~ une classe d6termin6e; on connalt les multiplica- 
teurs de ces k substitutions correspondant s des contours infiniment petits 
ddcrits autour de chaque point singulier et celui de la substitution qui 
correspond k un contour infiuiment grand, II reste 2 k - - I  param6tres. 
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Mais si l'on remarque que deux groupes G e t  o'-lGer, O{I q est une 
substitution lin6aire quelconque, ne doivent pas 6tre regard6s comme 
distincts, on verra qu'il n'y a en r6alit6 que 2k ~ 4 param6tres arbitraires. 

Ainsi le nombre des invariants ne peut d6passer 2k ~ 4. I1 sera 
pr6cis6ment 6gal b~ ce nombre, si l'on peut trouver dans chaque classe 
une 6quation admettant un groupe donn6, sans que les coefficients de ce 
groupe soient assujettis b~ aucune relation d'6galit6. Comme nous d6- 
montrerons plus loin ce th6ordme, nous admettrons que le nombre des 
invariants est 2 k - - 4  en nous dispensant de faire le calcul direct qui 
ne pr6sente d'aiileurs pas de difficult6. 

L'~quation rdduite, c'est ~ dire la plus simple des 6quations d'une 
famille donn6e, d6pendra done encore de 2k ~ 4  param6tres: Quel est 
done le miniInum des points ~ apparence singuli6re que l'on peut lui 
attribuer? Supposons que l'6quation (2) soit r6duite. Elle admettra k 
points singuliers et h' points apparents; la fonction # qui est de degr6 

2 a done k + h' infinis doubles et d6pend par cons6quent de 
3k + 3 h ' - -  i coefficients. Mais il y a entre eux 2k + 2h' + i rela- 
tions qui expriment que l'6quation appartient K la classe consid6r6e et 
que les h' points en question sont bien des points ~ apparence singuli6re. 
II reste done k + h ' - -  2 param6tres. Or "ce nombre doit 6tre au moins 
6gal ~, 2 k - - 4 .  On dolt donc avoir: 

h ' > k - - 2 .  
= 

Mais on a de plus h ~ h' (mod 2); le nombre minimum des points apparcnts 
est done k - - 2  si k et h sont de m~me parit6 et k - - I  si k et h 
sont de parit6 diff6rente. Dans le premier eas, il n'y a dans la famille 
qu'un nombre fini d'6quations n'ayant que k - - -2  points apparents et on 
peut prendre l'une d'elles eomme 6quation r6duite. Dans le second au 
eontraire il y a une infinit6 d'~quations de la m6me famille n'ayant que 
k -  I points apparents. 

On peut encore prendre l'une d'elles pour 6quation r6duite, mais 
cela ne suffit pas pour la d6terminer. Nous ach6verons de la dgfinir en 
lui imposant cette condition que l'un des points apparents devra avoir 
une valeur d6termin6e par exemple o. 

Voici maintenang comment on peut arriver ~ r~duire l'~quation 
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lin6aire (I). 
Soient alors 

H. Poineard. 

Nous SUl, poserons d'abord que k st h sont de m~me parit6. 

les points singuliers, 
al~ a2~ . . . ~  a, 

bl, b~, . . . .  b,, 

les points ~, apparence singuli6re. 
La fonction ~'0 pourra s'6crire: 

A~ B~ Z(x,__a,)'z'3t- Zx__a, 

On aura d'ailleurs: 

Ci Di 
g6 ~ b i  ~ 

3 ,j (3) c, = + 7 ,  D, + E, = o 

en supposant pour fixer los id6es quc tous lcs points apparents soient 
distincts entre cux ct distincts des points singuliers. Dans ccs dquations 
E, repr6sente le r6sultat de la substitution de b, ~ la place de x dans 
la fonction 

C~ D~ 
~ 0  ( x -  bi) ~ z - -  b~" 

Posons maintenant:  

,~.(~ - -  b , ) ( ~  - -  b~)  . . .  @ - -  b h ) ( ~  - -  d , ) @  - -  d ~ )  . . .  (~  - -  d , _ ~ )  

r = (~  - -  ~ , ) '~(~  _ ~,,)~ . . .  (~  - -  ~,k)~(~ - -  r  - - .  ~ ) "  . . .  (~  - -  ~ , ) ~  

oh a,, les d et les c sont j u s q u ' ~  nouvel ordre inddtermin6s ct o(l 
2m = h - - k ;  il cst clair que m ne peut dtre n6gatif, car si h dtait plus 
petit que k la rdduction serait termin6e. 

Nous allons disposer des ind~termin6cs de telle faqon quc la fonction 

R = - - ~ 0  + r  

qui cst rationnelle de dcgr6 - - 2  puisse sc mettre sous la forme: 

d(] 
d~ 

6 6tant rationnel et de degr6 - - I .  
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g6n~ral ~1, 22, . . . ,  ~ les infinis de 6, p, ,  #2, . . . ,  pp 

Soit O+ et O; le rdsultat de la substitution de 2~ dans les fonctions 

il viendra: 

Si l'on a 

dO I~ 0 [~ et -}- 

R - ~  0 ~ dO y2 +/~ 0~,~ 
d ~ - -  ~( .~__2, )  ~ +  2Z~,__~," 

on devra donc avoir 

ce qui d~termine les p~ et par consequent la fonction 6. On peut donc 
choisir arbitrairement les Mi et les 2~ mais non les _hr~, d'oh il r6sulte 
que pour qu'une fonction rationnelle de degr~ - -  2 ayant p infinis doubles 

puisse se mettre sous la forme 8 ~ -  d__0~ il faut p -  I conditions; la pe 
dx 

condition qui aeheverait de d(!finir les p quantit6s N~, c'est que leur 
somme dolt ~tre nulle. 

Dans le cas particutier qui nous occupe, il y a m-4-h  q - k  infinis 
doubles; il nous faut done satisfaire 

m..'l-, h + k,.-- , --~ 3 m'-t- ">k-- t 

conditions et pour cela nous ne disposons que de m - J r - k -  I arbitraires. 
I1 faut donc voir si h de nos conditions sont remplies d'elles-m~mes. Pour 
cela supposons qu'on retranche de R les deux termes qui deviennent in- 
finis pour x-----2~ et que l'on appelle R i l e  r~sultat de la substitution de 
2~ dans les termes restants, il est ais6 de vdrifier que l'on a: 

l t (4) R,--: O~ + ( 2 # , - - ) 0 , .  
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Parmi les infinis de /~, considSrons les points b~, b ~ , . . . ,  bh par 
exemple le point b~. Soit donc b~-----24; il viendra: 

3 3 

Parmi les valeurs qui satisfont k cette condition nous choisirons 

I 

2 

de sorte que l'~quation (4) devient 

(4') 

On a d'autre part: 

R,---- 07. 

de sorte que la condition (4') se r6duit k 

(4") R, .~. D2,. 

Mais pour x == b~ 
simplement 

et 

--~ 2~, la fonction ~b s'annule de 

R, = - -  E ,  

E, 4- D~ ~-- o 

sorte qu'il reste 

de sorte que la condition (4") se r~duit b~ l'une des 6quations (3) et est 
satisfaite d'elle-m~me. 

On pourra donc disposer des m-F k -  I paramStres arbitraires pour 
satisfaire aux m q- k -  i conditions restantes. On envisagera ensuite la 
fonction: ,iv) 

4r \ 

qui satisfera k l '6quation (2). Cctte ~quation n 'admettra plus les points 
apparcncc singuli~re b,, b2, � 9  bh; car pour le point b~, par exemple, 

supposons que 1'on envisage le ddveloppement de u suivant les puissances 
croissantes de x - -  b~. Le d~vcloppement de v commcncera (pour l 'int4grale 
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I dv 
_ - - - "  cehfi de par un terme de g(~ndrale) par un terme de (legr6 2 '  

3 degr5 - - 2 ;  ce]ui de O par un terme de degr6 ~ I e t  de co~}fficient 

dv 
I Le ddveloppement de Ov- ] -~  devrait donc commencer par un p,---- 2. 

terme de degr6 - - 3 ;  mais Its deux premiers termes se d6truisent et il 

' ' D'un autre e6t5 le dSveloppement de reste un terme de degre "k-~- 

I I 
_ c o m m e n c e  par un terme de degr5 et par cons6quent cehfi de u 

par un terme de degr6 o. Le point apparent b~ ,~ done disparu. En 

revanche les points d, ,  d. ,  . . . ,  d~_~ sont devenus des points k apparence 

singuli~re.  L%quation (2) n'a done que k - - 2  points h, apparence sin- 
guliSre; elle est done r6duite. 

Voici maintenant  une m6thode plus simple pour d6terminer la fonc- 
tion 0. On pose: 

i Q~ 
0--= 3 - ' _ _ - -  _ _  _ _  , . .  _ _  

Dans cette expression entrent 2m -F k ---- h indbtermin6es, k savoir: les 
k rdsidus P~, les m r6sidus Q~ et les m infinis C. On les d6terminera 
par leg h, conditions: 

(5) O, ---- - -  D,. 

* �9 * S J On peut ramener  ces equations a ~tre hncawe, de la facon suivante: 
Soit / / l e  produit des k - r  facteurs x . - - a~  et x ~ b~. Posons 

]I  d / l ,  
11~ - -  ~ _ _  I , ,  ' 11:. ----- d , +  " 

Soient zr~ ct zr~ ce que deviennent I/~ et H~ quand on y fait x ~ b~. 
rosons:  

H 
0 -  I l K  

H et K ~,tant des polynSmes de degr6 m q - h  q - k - - i  et m en x. 
Acta malhematiea. 5. hnprim(~ 14 Aofit 1884. ~9 
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Soient 1 1 , ,  K ~ ,  11, et K~ ce que deviennent ces deux polyn6mes et leurs 
d6rivdes quand on y fait x-----b~. Nous aurons les relations: 

2 H, = ~, K,  

I 
exprimant que le r6sidu relatif k l'infini x----b~, est 6gal ~ ~-. 

part les relations (5) deviennent: 

D'autre 

Toutes ces relations sont lin6aires par rapport aux coefficients des 
polyn6mes H et K et suffisent pour los d6terminer. D'oh cette conclusion 
importante qu'il n'y a en g6n6ral qu'une seule 6quation r6duite dans une 
famille. 

Supposons maintenant que h et k ne soient pas de mgme parit6. 
Nous poserons: 

a(z - -  b , ) ( x  - -  b~) . . .  ( z  - -  b l , ) x ( x  - -  d , ) ( x  - -  d~) . . .  ( z  - -  d , _~ )  

= (~ - -  ~ , )~(~ - -  o~) ~ (~ - -  . ~ ) ~ ( .  - -  ~ , ) - ( - -~ .~ ~)--~ ? . ~ ~  

oh 2m --= h - - k .  Nous disposerons des m + k - -  i ind6termin6es a, d 
et c de facon que la fonction 

R=--r  + r  

puisse st mettre sous la forme: 

O~ dO 
dx" 

On verrait, comme darts le cas pr6c6dent, que cela est toujours 
possible et, en faisant ~ l'aide des fonctions r et 0 la mgme transforma- 
tion que plus haut, on arriverait k une ~quation (2) qui n'aurait plus 
d'autres points h apparence singuligre que 

o ,  d ,  , d ~  , . . . , d,._.~ 

et qui serait par consdquent r6duite. 
On peut employer la m~me analyse pour arriver k la r6duetion 

d'une 6quation lin6aire: 
i ~ Lorsque celle-ci cst d'ordre sup6rieur au second. 
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2 ~ Lorsque ses coefficients sont alg6briques au lieu d'gtre rationnels. 
Puisqu'il n 'y a dans unc mSme famille qu'un nombre fini de r6duites, 

les coefficients numdriques de l'6quation rdduite d6finissefit la famille. Ce 
sont lh, les invariants dont il a 6t6 question plus haut. 

w 4. Fonct ions  zdtafuchsiennes .  

Soit g u n  groupe fuchsien quelconque que nous supposerons de la 
I ~ ,  de la 2 ~ ou de la 6 ~ families. Soient: 

p fonctions d~ z, n'existant qu'~ l'int6rieur du cercle fondamental. Sup. 
posons que lorsque la variable z subit une substitution du groupe g, la 
fonction Z~ se change en 

c'est K dire en une combinaison lin6aire des io fonctions Z. 
Les substitutions 

(Z,, Za,,z,) 

formeront 6videmment un groupe G isomorphe k g e t  que nous appellerons 
z6tafuchsien. Supposons maintenant que ces fonctions Z soient uniformes 
et n'aient h, rint6rieur du cercle fondamental d'autre singul~rit6 que 
des p61es. 

Lorsque le groupe g est de la 2 ~ ou de la 6 ~ families son polygone 
g6n6rateur R 0 aura un ou plusieurs sommets sur la circonfSrence du 
cercle fondamental. Soit a l 'un de ces sommets. Je  supposerai que les 
fonctions Z n'ont dans le voisinage du point z----a que des singularit6s 
logarithmiques analogues ~ celles que pr6sentent dans le voisinage de ce 
mgme point les fonctions fuchsiennes engendr6es par le groupe g. Entrons 
dans quelques d6tails ~ ce sujet: les fonctions fuchsiennes engendr6es par 

le groupe g sont holomorphes en e' off t = - /~ et off fl est un coefficient 
Z - - 6 ~  
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convcnablement choisi. (Cf. J ldmoire  s a t  les [bnctions fuchsiennes,  A c t a  
m a t h c m a t i c a ,  T. 1, p. 215. ) Dans le voisinage dc cc mdme point 
singulicr, los fonctions Z seront dc la forlnc: 

oh (P~, (P.2 . . . .  , ePq sont holomorphcs cn d, oh les 2 sont des constantes et 
oh /)1, /'2, . . . ,  Pq sont des polyndmes entiers en t de dcgr~s n~, n2, . . . ,  nq. 

On a d'aillcurs 

n~ + J~: + . . .  + ,a~, p - - q .  

Lorsque routes ces conditions sont remplies, on dit  que les fonctions Z 
sont z6tafuchsicnncs. 

Reprcnons les dquations (~) ct (2) du paragraphe ~ ct l '6quation 
auxiliaire (3) de ce mdmc paragraphe. Supposons que l'on ait choisi cctte 
derniSre 6quation dc fagon quc x et y soicnt des fonctions fuchsicnncs 
f ( z )  ct f~(z) du rapport  z des int6gralcs. Supposons de plus que les 
int6grales dc l '6quation (I) soient partout rSguliSres. Si nous substituons 

la place de x et dc y ,  f ( z )  ct fl(z), les int6gralcs dc cctte 5quation 
devicndront des fonctions z6tafuchsiennes de z. 

Cola justifie la ddnolnination que j 'ai adoptSc. On salt cn effet qu'on 
ne peut pas obtcnir toutes les int6grales elliptiques par le proc6d5 de 
l'invcrsion, qui ne donne que les int6grales de ~+~ cspbcc. Pour calculer 
lcs intdgrales dc 2 '~~ espScc, on y substitue k la place de x une fonction 
clliptique de z et ]'intSgralc cherch6e devient une fonction zdta dc z qui 
augmentc d'unc constante lorsquc la variable s'accrolt d'unc pdriode. De 
mdme ici lc proc6d6 de l'invcrsion ne pcrmet d'intSgrer que lcs dquations 
fuchsicnnes. Pour les autres 6quations lin6aires, il faut, commc nous 
venons de le voir, substituer .~ la place de x une fonction fuchsienne 
de z. Les intSgrales deviennent alors des fonctions z6tafuchsiennes de z 
qui subissent une substitution lin6airc lorsque la variable subit une 
t.ransformation du groupc g. Les fonctions z~tafuchsieImcs jouent done 
ici le m6me r61e que los fonctions z6ta dans la thSorie des transcendantes 
elliptiques. 

Cola pos6 soient: 

x = f ( z ) ,  y =  f l ( z )  et z , ,  z~, . . . ,  zp 



)[dmoire sur les fonetions zdtafuchsiennes. 229 

deux fonctions fuchsiennes et un syst6me de tbncfions zetafuchsiennes 
admettant le groupe fuchsien g et lc groupe zdtafuchsien G (les fonctions 
x et y sont li6es par une relation alg6brique). Il est ais6 d'en d6duire 
une infinit6 de syst6mes de fonctions zdtafuchsiennes admettant  Its m6mes 
groupes. Soient cn eft'ct Fo,  F~,  t':2, . . . ,  Fq ,  q Jr- I fonctions fuchsicnnes 
admettant  le groupe g. Los fonctions: 

, dZ, " d~Z' 17" dqZ' ~oZ, + ~ ~ + ~ 7~j + . . .  + _~ a ~ ,  

~o% + -~', ~ + -~ ~ + . .  �9 + ~ ~ ,  , 

, , dz~ a %  , d %  
~oZ~ + ~, ~ + F~ ~ + . . .  + ~ d,~ ' 

formeront un syst6me zdtafuehsien. 
Cherchons maintenant quelle est l'expression la plus g6n6rale d'un 

syst6me z6tafuchsien admettant  les groupes g e t  G. Soit: 

"/'~, T ~ ,  . . . ,  ~ ,  

un pareil syst6me, t'osons pour abr6ger: 

Consid6rons la nlatrice: 

Z q := dqT'* 

II z, z ' ,  z " ,  . . . ,  r ll. 

Pour abrSger nous n'avons 5crit qu'une ligne de cette matrice; mais il 
faut supposer qu'elle a p lignes et que dans la i e ligne, chacune des 
lettres que j 'ai 5crites sans indite est affectde de l'indice i. Soit maintenant 
(--I)kA,_l  le d6terminant que l'on obtient en supprimant dans cette 
matrice la k e colonne; on aura les relations: 

~ = _ _ �9 p i i t  ' (4z ,  + 3,z~ + ~,z; + . . .  + ~_,z,~-'). J, 
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Lorsque la variable z subit une substitution du groupe g, les fonctions 
Z,, Z~, . . . ,  T~ subissent une m6me substitution S appartenant au groupe 
G, ~ savoir: 

( z , ,  Za,,z,), (z:, Za,,Z,), . . . ,  (~ ,  Ear l ; ) .  

Tous les d~terminants 3o, ,:.1~, 3.,., . . . ,  3j, sont alors multiplies par un 
mOne facteur, c'cst k dire par le d6terminant: 

�9 q- a i i .  

,.l, 
Les rapports ~ ne sont donc pas alt6r~s; ce sont donc des fonctions 

fuchsicnnes de z, c'est k dire dcs fonctions rationnelles de x ct de y. 
Voiei done l'expression g~ndrale ehcrchSe: 

(4) L ~- t%Z, -~  _b,Z, + ~..Z, -]- . . .  + _,,_,,~, 

les F 6tant rationnels en x et y. 
Les fonctions Z~ formant un systSme z6tafuchsicn, on aura: 

(5) z,,: + ~,:~_,z,~-, + . . .  + .F,z: + i~oZ, = o 

les F 6tant rationnels en x et y. Ainsi envisageons des fonctions z6ta- 
fuchsiennes quclconques: 

Z, , Z~ , . . . ,  Z~, 

ayant pour groupes G et g. Consid6rons-lcs comme fonctions de x ~ - f ( z ) ,  
oh f ( z )  est une fonction fuehsienne admettant le groupe g. 

EUes satisferont toujours ~ une dquation lindaire d coefficients algdbriques. 
II r6sulte de 1~ que les fonctions T, satisferont comme les fonctions 

Z, elles-m6mes k une pareille equation. Mais en vertu de la relation (4), 
l'6quation s laquelle satisfait T, et celle '~ laquclle satisfait Z, appartien- 
ncnt K la m6me esp6ce. 

Ainsi toutcs les fonetions z6tafuchsiennes qui ont mfime groupe 
satisfont '~ des 6quations linSaires k coefficients rationnels en x et en y 
et qui sont toutes de la mOnc esp6ce. 

:Nous supposerons dans ce qui va suivre que le d6terminant 
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de toutes lea substitutions du groupe G est (;gal /~ I. Cette hypothbse 
est permise. En effet on peut toujours dans une 6quation lin6aire d'ordre 
p, faire disparaltre le coefficient du terme en 

alP--l,/) 

dxV - l  

et si ce terme est nul, toutes les substitutions du groupe de l'6quation 
ont leur d6terminant 6gal '~ I .  

w 5. DOveloppeme~,,ts en  sOrtes. 

Supposons d'abord que le groupe filchsien .q soit de la I ~re famille. 
Soit s~ une substitution de ce groupe 

8 i ~ Z~ yiz + ~ i / "  

Soit Si la substitution eorrespondante du groupe G. Ce sera une substitu- 
tion lin~aire de d6terminant I que l'on pourra repr6senter par le tableau 
de ses coefficients: 

' i i 
all a12 . . .  a~p 

i i 
a~t am . . .  asp 

o;1 , ; ,  . . .  o;,  

La substitution SF ~ sere alors repr6sent6e par le tableau: 

& A'1,... ,4i, 

& 4~ , . . .  4~, 

.4;, 4 ; , . . .  4;, 

off les A sont les mineurs du d6terminant des a. 



232 H. Poinear& 

Nous allons consid6rer p fonctions rationnelles 

111, H , , . . . ,  t tp  

et p s6ries: 

~ l ,  ~ ,  �9 ' ' ,  

et nous adopterons les notations suiva.ntes: 

,l,z + p,  
Z 8  i - -  

riz + 3i 

H,,s, = EaLH~ 

Lea s6ries 6: s'6criront alors 

(,) ~,,,(~) = [ H , , ( ~ , ) ] S ~ ' / - - ~ ,  J . 

Supposons que l'on air d6montre que ces s6rics sont absolument conver- 
gentes; voyons quelles seront leurs propridt6s. On aura: 

~(~) = ~ [H,,(~,.s,)]S;-'Sr'[d("~"")l ~ 
.~ ' L ~ J  

et de plus: 

d'oh: 

-1  d(zs~s,)  " 

et enfin: 

�9 Ld(z~,)_J " 

Ecrivons la s6rie (~) et la relation (2) avee ]es notations ordinaires, 
i l  v i e n t :  
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e t  

+ 

' \ r ~  + / , )  

I1 reste fi~ reehercher si les s~ries (I) sont absolument convergentes. Pour 
eels envisageons la s~rie 

&. = X, rood [.~.,(r,z + ,~,)-~o] 

et eherehons pour quelles valeurs de m cette sdrie est convergente. 
Nous allons done chercher avec quelle rapiditY, eroissent les coefficients 

A~.  A cet effet envisageons les substitutions fondamentales du groupe 
G et leurs inverses. Si k est le nombre des substitutions fondamentales, 
nous aurons en tout 2lop ~ coefficients. Soit M le plus grand module de 
ces 9kp ~ coefficients. 

Soit maintenant S~ une substitution quelconque du groupe G dont 
t o u s l e s  coefficients aient leurs modules plus petits que N; soit d'ailleurs 
2' une des-substi tutions fondamentales on une dc leurs inverses. Les 
modules de tous les coefficients de S~-Y seront plus petits que p M N ;  car 
chacun de ces coefficients est une somme de p monomes ct chacun de 
ces monomes est le produit d'un coefficient de S~ par un coefficient de 2". 

Cela posS, une substitution S~ quelconque pourra toujours se mettre 
sous la forme suivante: 

(3) s ,  = 27,s?... 

Chaeune des lettres ~vl, ~v2, . . . ,  5, d6signe une des substitutions fonda- 
mentales oll use de leurs inverses, lo m6me substitution pouvant d'aitleurs 
se retrouver plusieurs lois dans la suite. Les exposants al ,  a s , . . . ,  % 
sont entiers posififs. La somme a = •1 W as  7!- . . .  71- ~p s'appelle l'exposant 
de 1,~ substitution. Dans le cas ou la substitution S~ peut se mettre d'unc 
infinit5 de maniSres sous la forme (3), son exposant est la plus petite 
valeur que puisse prendre la somme a~ q - a s - a t - . . ,  q-ap .  

I1 r4sulte de cette dSfinition que les modules des coefficients d'une 
substitution dont l 'exposant est a sont plus petits que 

(M~) ~ 

Le groupe G est isomorphe au groupe g. I I e n  rSsulte que l'ex- 
posant de S~ est le mOne que celui de la substitution correspondante s, 

Aeta mathe~natlea, 5. Imprimb ,q Septembre 1884. 30 
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du groupe .q si l 'isomorphisme est holo6drique. I1 est plus petit, en 
g6n6ral, si l 'isomorphisme est m6riSdrique. Dans t o u s l e s  cas il ne peut 
pas ~tre plus grand. 

Soit d 'un autre c6t6, R la distance ~ l 'origine d'un transform6 zs, du 
point z, distance 6valu6e au point de vue de la g6om6trie non-euclidienne; 
je vcux dire que R e s t  la L de la droite o-zs,. On peut trouver une 
relation entre R et l 'exposant a de la substitution s~ que nous appellerons 
aussi pour ab%ger l 'exposant du point zs,. En effet supposons pour fixer 
les id6es que les points z et o soient tous deux int6rieurs au polygone 
/ t  o . La droite zs,-o dont la L e s t  6gale k R traversera un certain 
nombre de polygones R0, RI, . . . ,  /t, et ,r sera au plus 6gal au nombre 
n de ces polygones. Quelle relation y aura-t-il maintenant entre R et n. 

Consid6rons d'abord le polygone R0; la L de tout arc de courbe 
joignant deux points du p6rim6tre de ce polygone appartenant ~ deux 
c6tds non adjacents sera plus grande qu'une certaine limite inf6rieure que 
j 'appellerai 2. Consid6rons maintenant un polygone R 1 adjacent k R 0 le 
long d'un c6te C 1 et envisageons un arc de courbe joignant un point 
d'un c6t6 C O de R 0 k un point du c6t6 C~ de R 1 et traversant le c6t6 
6'1. Je supposerai de plus que ces trois c6t6s Co, C~, C~ n'ont aucun 
point commun. (Cf. ThEorie des groupes fitchsiens, A c t a  m a t h e m a t i c a ,  
T. ~, page 31.) La L d'un pareil arc rcstera toujours plus grande 
qu'une certaine limite inf6rieure que j 'appellerai /L. 

Consid6rons enfin un arc de courbe qui vient couper successivement 
divers c6tds de divers polyg6nes /~, et de facon que tous ces c6t6s vien- 
nent converger en un mdme point. Ce point sera un sommet de l'un 
des polygones et comme le groupe g est suppos6 de la I ~ro famille, ce 
sera un sommet de la I~Y ~ cat6gorie auquel ne viendra aboutir qu'un 
hombre fini de c6t6s. J 'appellerai h la limite sup6rieure que ce nombre 
fini ne pourra d@asser. On aura alors: 

�9 t �9 t r c * lnegahte que nous pourrons e rare: 

a 6rant une constante. 

n < a R  o u  a < a R  
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Mais si l 'on se reportc au paragraphe I du Mdmoire sur les lbnctions 

fhchsiennes (Acta  m a t h e m a t i c a ,  T. I) ,  Oil vcrra quc l'on a (K &ant 
une constante) 

~,,od (r,z + a,) '-~ < 
K 

g,.a + e-'.,g + 2 
< Ke -'~R 

et de plus quc la s6ric ~ rood (7:~z + 3;) -~ est convergente. 
On a d'ailleurs, d'apr6s ce que nous vcnons de voir: 

rood A~ < (M:p) ~ < e "~~ 

Oil peut done prendre m asscz grand pour que: 

d'ofl: 

2m ~ 4 > a log (Mp) 

modA;,(r ,z  + 4 ) - ' '  < rood (~-,z + d,)-* 

et par cons6qucnt pour quc la s6ric ):,~ d6finic plus haut  soit convergente. 
La liInite que l'on est ainsi conduit ~ attribucr au hombre m n'est pas 
pr6cisc. Rcprenons maintenant  los sdrics (i) ;  on pout trouvcr une limite 
sup6rieure du module des p fonctions: 

pourvu qu'aucunc d'cllcs nc dcvicnne infinic sur lc ccrcle fondamcntal. 
(Cf. ~ldmoire sur les fonctions fuchsiennes w i, A c t a  m a t h e m a t i c a  T. I.) 
Les s6rics (I) sont donc absolumcnt convcrgentes. 

C. Q. F. D. 

La relation (2) montre ensuitc quc si l'on divisc les p fonctions 
~ ,  $2, . . . ,  cv par une m6mc fonction thdtafuchsiennc 0, los quotients 

Z ~ =  , Z , =  , . . . ,  Zj, 6 (/ 

forment un syst&ne z&afuchsicn. 
I) 'oh la conclusion suivante: Avec un groupe fuchsicn g de la i ~'~ 

famille et un groupe zdtafuchsien G isomorphc au premier, on peut 
toujours construire unc infinit6 de syst&nes z6tafuchsicns. 
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Donc on peut toujours construire une infinit6 d'6quations lin6aires 
admettant un groupe donn6, pourvu que ce groupe soit isomorphe ~ un 
groupe fuchsien de la I ~r~ famille. 

Cette remarquc eat importante au point de rue de l ' int6gration alg6- 
brique de ces 6quations. Les savants qui ont abord6 jusqu'ici la question 
de cette int6gration alg6brique ont cherch6 '~ former les groupes d'ordre 
fini contenus dans It  groupe lin6aire. II restait '~ savoir s'il existait des 
6quations admettant  ces groupes. Cette question est maintenant r6solue, 
puisque tout groupe d'ordre fini peut toujours ~tre regard6 comme 
isomorphe ~t un groupc fuchsicn de la 16~ famille. 

Q.u'arrive-t-il lorsque le groupe G est d'ordre fini? I1 est m6ri6dri- 
quement isomorphe au groupe g; s i -dans ce groupe g on distingue les 
substitutions auxquelles correspond dans le groupe G la substitution 
identique, ces substitutions formeront un sous-groupe g' eontenu dans g. 
Les fonctions x =- f(z) ct y - -  f~(z) et, en g6n6ral, les fonctions fuehsiennes 
de groupe g, pourront ~tre regard6es comme des cas particuliers des fonc- 
tions fuchsiennes de groupe g'. D'un autre c6t6, les s6ries $~, ~o, . . . ,  Sp 
se r6duisent h, des s6ries th6tafuchsiennes de groupe g', ct les fonctions 
Z~, Z~, . . . ,  Zp ~ des fonctions fuchsiennes de groupe g'. II y a donc 
une relation alg6brique entre Z, et x :  L'int6grabilit6 alg6brique des 
6quations lin6aires auxquellcs satisfont les fonctions Z, est donc nfise en 
6vidence. 

Nous pouvons d6s ~ pr6sent indiquer l 'expression analytique g6n6rale 
des fonctions z6tafuchsicnnes. Nous avons vu en effet que si 

. . . ,  ( h = l ,  2, . . . ,  p) 

sont p syst6mes z6tafuchsicns ct si 

T,  , 

repr6sentent un syst6mc z6tafuchsien quelconque, on a 

F~, F..,, . . . ,  /'~ 5tant des fonctions fuchsiennes que l'on peut toujours 
considSrer comme le quotient de deux s6ries th6tafuchsiennes. Voici par 
cons6quent quelle est la forme g6ndrale de la fonetion T~.. 
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~,,, ~; ,  . . . ,  ~;'~ 

O, 01, 0~, . . , ,  0 t, 

p s6ries de la forme (I) et p + t s6ries th6tafuchsiennes, on aura 
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T,~ = 0,~,[ + :~,, + . . .  + 5~,, 
0 

Parmi les sfries ~ Oil peut en envisager qui sont plus simples que 
les autres. En effet dans les p s&ies: 

~ 1 ~  ~ �9 �9 �9 

entrent p fonetions rationnelles arbitraires: 

H I ,  H , . , , . . . ,  G .  

Supposons quc toutes les fonctions H soient nulles, except6 H~, la 
s6rie ~,, se r6duira '~ 

�9 \ ~ ' ~ z  + 

Les s6ries de cette forme oll / 9 - -  t des fonctions arbitraires H sont nulles 
peuvent s'appelcr s@ies $ simples. 

Choisissons maintenant p fonctions H quelconques ct formons un 
syst6me de s6ries ~ ~ l'aidc de ces p fonctions. Formons cnsuitc avec 
chacunc de ces p fonctions~ avec H~ par cxemple, un syst&ne de s6ries 
simples ~ ,  los / 9 - - I  autrcs fonctions 6tant suppos6es nulles, on aura: 

e~ = G + G + . . .  + e,,~ 

ce qui montre qu'une s6rie $ quelconquc peut 6tre regard6e comme une 
somme de s6ries simples. 

Voyons maintenant quelle est l'exprcssion analytique des s6ries $ au 
moyen des int6grales d'une 6quation diff6rentielle lin6aire, donnant nais- 
sance h, un syst6me de fonctions z6tafuchsiennes. D'abord, afin d'6viter 
des complications inutiles et qui ne tiennent pas au fond des choses, je 
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supposerai que le groupe .q est non-seulement de la I ~~ famille, nmis 
encore du genre o. Le syst6me z6tafuchsien consid6r6: 

Z,, Z Z: 

regard6 eomme fonction de la transcendante fuchsiennc x = f ( z )  satisfera 
l '6quation: 

dkZ 
(4) 'Z"---g 4- ~ F, - - o  

off les coefficients fk sont rationnels en x seulemcnt. Je supposerai pour 
simplifier que cette 6quation (4) soit du 2 d ordre et qu'elle soit rdduite 

au sens donn6 k ce mot au paragraphe 3 de ce m6moire. Je l'6crirai: 

d~Z 
(4) dz' + f,~Z = o. 

Les infinis de ~z~, c'cst k dire les points singulicrs, seront al ,  a.,, . . . ,  a, 

et o~. Jc supposcrai qu'il n'y a pas de points ~r apparcnce singuli6re 
ou plut6t s'il y c n  a, je les rcgardcrai comme des points singulicrs or- 
dinaircs et je !es feral correspondre ~ un sommet de R 0 . J 'appellerai  
al ,  ~.~, . . . ,  a,,, a,,+~ les sommets de -Bo qui corrcspondront aux n-4- i 

2 ~  
points s ingul i~s  al,  a2, �9 . . ,  a~, oo. J 'appellerai  ~ ,  comme dans le. 

paragraphe 5 du M~moire sur les fonctions fuchsiennes, la somme des 
angles du cycle doiit fait p a r t i e l e  sommet a~. Les racines ~-~ et I - -T ,  
de l '6quation d6terminante relative k x = a~ ct k l '6quation diff6rentielle 

(4) dcvront 6tre des multiples de ~ .  Les int6gralcs Z~ et Z~ de l'6qua- 

tion (4), regard6es comme fonctions de z, seront infinies d'ordre ( r , - -  ~)fl, 
, d g ,  , dZ~ 

pour z = a~" Leurs d6riv6es Z~ = -h~-~ et Z~ = dz seront infinies d'ordre 

~'d~. Voici maintenant quelle cst 1'expression g6n6rale d'une s6rie 
quelconque : 

/ d , ~ \  m 

/~(x) et F l (x  ) 6tant des fonction, rationnelles de x. 
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Nous al lons chercher si Yon peut d6terminer ces deux fonctions ration- 
nelles de telle facon que l'expression (5) et l'expression conjugu6e 

(5') 

ne deviennent pas infinies it l 'int6rieur du eerele fondamental. 
Si l'on a, comme nous pouvons le supposer puisque le coefficient de 

dZ 
d~-~ est nul dans l'6quation (4): 

il vient 

et 

Zl  Z.~ ~ Z~ Z;  --= i ,  

~ 2  F, = $1 Z, - -  $~ Z,. 

I1 suit de llt que les deux fonetions F et F 1 ne peuvent devenir 
infinies que pour les points singuliers z--~ a~, h~ premi&e d'ordre 
(r~ q- m ) t g , - - m  au plus (en z) et la, seeonde d'ordre (r, + m - -  T) f l , - -m 
a.u plus. 

On aura done 

et 

F __ 
/~(,) 

0(.~) 
.a , -~  . (~ ~,)~,-~ (,r, - -  n,) a'-' (z - -  a, 0 .. --  

oh 21, 22, . . . ,  2. 
in6galit6s: 

sont les plus grands nombres entiers satisfaisant aux 

et oh 0 et 01 sont des polyn6mes entiers en x qu'il s'agit maintenant de 
d6terminer plus compl6tement. 
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Nous venons de voir que F ne pouvait  devenir pour x ~--a,: infini 
d'un ordre plus grand que 2~ et que F1 ne pouvait devenir infini d'un 
ordre plus grand que 2 ~ - - 1 .  

Cherchons maintenant un hombre /1~ tel que si F est infini d'ordre 
#, et F~ infini d'ordre/L~ ~ i pour x ----- a, $~ et $~ soient certainement finis. 

n arrive alors que F Z , / ~ "  ' ( '%" \dz] et F1Z ~ \dz] deviennent infinis d'ordre: 

'q d'oh il re~ulte que I~ eat le plus grand nombre entier satisfaisant h 
l 'inSgalit& 

l - l ,<  I --r, + m--y.,  

Pour x- - - -oo,  ~zz devient infini d'ordre I q-fl .+1' Z, d'ordre F,+I 

et Z't d'ordre F,+I- - i .  I1 en r6sulte que F ne peut pas ~tre infini 
d'ordre plus 61ev6 que: 

2.+~ __< - -  m (I  q-B,~+~) q -F , ,+~- -1  

et /;'1 d'ordre plus 61ev6 que 2.+~ + I.  
D'autre part  si F est infini d'ordre #.+~ et /;'1 d'ordre p.+, + I, $~ 

et $2 seront au plus d'ordre: 

I*.+~ + F.+, q- m(1 + A )  

de sorte que si p.+~ satisfait k l 'in6galit6: 

p.+l ~ - -  m (I "-I- ~-~+~) - -  T,,+~ 

on sera certain que $1 et $2 sont finis. 
Posons maintenant  

= & = f , s ,  

f, ~,  f~, C~ ~tant des fonctions rationnelles devenant infinies respective- 
ment d'ordre p~, 2~ - - /~ ,  P i - - I ,  2~--/L~ pour x-----ai et d'ordre /~,+1, 
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2 . + , - - p . + , ,  p.+, + I ,  2 . + , - - p . + ,  pour x = co.  Pour que eette dd- 
composition ne puisse pas se faire d'une infinit6 de lnani6res, nous sup- 
poserons qu'un coefficient quelconque de f et un de fl sont assujettis b~ 
avoir une valeur donn6e. 

Voici alors le nombre des coefficients restds arbitra{res: 

en tout 

dflns 

dans ~ ,  

dans F et dans F, ,  

Z , # ,  + , - -  n 

~ . 2  i - -  Z f t  i + I 

2 ~ L  + 3 - -  n. 

Mais entre ees coefficients, il y a certaines relations dont il faut 
cherclmr le hombre. Consid6rons un quelconque des infinis a;, posons pour 
abr6ger a; = o e t  supprimons partout l'indice i. Soit: 

[ ~ = Ax"*-z "4- Alx'*-Z+l "3 t- A~x ~-~+~ "4- . . .  "4- A ~ - ~ - ' x  - '  + ~' 
(7) 

[ ~' AIz t~-~ + A l z  "-~+'  + + ~ - " - '  _ ,  , = . . . . . . . . . . . .  A ,  ' x + 9', 

9~' et 9'i 6tant finis pour x----o.  On peut maintenant toujours supposer 
que Z, et Z 2 aient 6t6 choisis de mani6re k (~tre respectivement infinis 
d'ordre ( y - -  I) et - -  y pour x ---- o, car si cela n'6tait pas il suffirait de 
remplacer Z, et Z~ par aZ, --]- flZ~ e~ rZ, + 3Z 2, a, fl, 7 et 3 6tant des 
coefficients convenablement choisis. Cela pos6, imaginons qu'il n 'y  ait 
aueune relation entre les coefficients A des expressions (7), l 'expression 
(5) sera infinie d'ordre: 

( ) )  (8) 2 - - m  i - -  + 7 - -  i 

et l'expression (5') d'ordre: 

( ') 2 - - m  I - - ~ - - r "  

L'expression (5') est donc finie en vertu de l'in6galit6 (6). Mais pour 
que l'expression (5) soit finie, il faut  qu'il y air entre les co0ffieients 

Acta nutthemati, ca. 5. hnprim6 4 Sepiembre 18S4. .ql 
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A des expressions (7), des relations dont le nombre est prdcis6ment le 
plus petit entier qui est 6gal ou supdrieur k l'expression (8), c'est it 
dire 2 - - /~ .  

Le m~me raisonnement s 'appliquerait pour z = ~ et on trouverait  
qu'on dolt avoir entre le.~ coefficients de 9, et F~ 2~+~--/.t,,+~ relations 
pour que (5) et (5') restent finis pour x ~--r Il y a donc en tout  

relations et il reste: 

coefficients arbitraires. Dans cette expression ~),~ signifie 

21 + ).~ + . . .  + 2,, + ,~+,. 

Ainsi routes les s6ries qui ne deviennent pas infinies, s 'expriment lin&alre- 
ment it l'aide de: 

d'entre elles. On trouverait  un r6sultat analogue pour le eas de p > 2. 
Nous devons adjoindre au groupe z6tafuchsien G, le groupe z6ta- 

fuchsien corr61atif G 1 ddfini de la fa(;on suivante; soit: 

(Z,, ~.a,,Z~) 

une substitution correspondante de G, la substihltion correspondante de 
G1 sera: 

(Xa,., T,., T,) 

en appelant 

r , ,  r2, . . . ,  

l 'un des syst6mes z6tafuchsiens engendr6s par le groupe G 1 . On sait que 
dans la. th6orie des formes algebriques et en particulier dans celle des 
formes appel6es contravarianls et mixed-concomitants, la consid6ration de 
la substitution corr61ative d'une substitution lin&~ire donn6e joue un r6le 
fort important. 
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Consid6rons maintenant rexpression suivante 

(9) Z,T  + + . . .  + 

Quund la variable z subit une substitution du groupe fuchsien g, 
les Z~ subissent la substitution eorrespondante de G e t  les T~ subissent la 
substitution eorrespondante de G~. I1 en r6sulte que l'expression (9) 
elle-mdme demeure invariable. C'est done une fonction fuchsienne de z. 

On verra plus loin le rble des fonctions z6tafuchsiennes et surtout 
des s6ries ~ engendr6es par le groupe eorr61atif G~. 

Remarquons maintenant que dans le eas partieulier de 19 = 2, k la 
substitution: 

ai bi 
8 ,=  

c~ d~ 

du groupe G, correspond la substitution 

b i ai 

du groupe G~. Ces deux substitutions ont 6videmment mdmes inultiplica- 
teurs, d'o/t il suit quc les quantit6s que nous avons appeldes plus haut 

sont les mdmes pour les deux groupes G e t  G 1. 
Supposons maintenant ~o > 2; s i x  = a est un point singulicr pour 

lequel l'6quation d6tcrminante relative k une 6quation (4) cngendr6e par 
le groupe G, ait pour racines: 

~ t ~  ~ 2 ~  " " " ~ ~ p  

l'6quation d6terminante relative k l'une des &luations (4) cngendr6cs par 
le groupe Gt aura pour raeines: 

2 ~ 2 ~ " " " ~ . . . .  2 - - - "  
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w 6. Ddcomposition en dldments sim2~les. 

Soit 

Zl, z , ,  . . . ,  z,, 

un systbme z6tafuchsien que je supposerai de la I ~re famille, comme dans 
le paragraphe pr6c6dent. Soit f(z) une fonction fuchsienne de la 16~~ 
famille ayant mgme groupe fuchsien que ce syst6me. Je supposerai, pour 
fixer les iddes, que cette fonction est de genre o e t  que toutes les autres 
transcendantes fuchsiennes de m~me groupe en sont des fonctions ration- 
nelles. 

Je vais reprendre les notations du w 5 du M~moire sur les fonctions 
/kchsiennes (Acta  m a t h e m a t i c a ,  T. i, p. 24o). 

Consid6rons rint6grale: 

f z,(z) (df(z)~-',dz (2) - \ / 

prise le long du contour S d6fini ~ la dite page 240. Jc dis que cette 
int6grale tend v e r s o  quand r tend vers i ,  pourvu que h soit sufflsam- 
ment grand. 

En effet nous pourrons ais6ment trouver une limite supdrieure MI 
df du module de i . Supposons maintenant que le module de ~ reste 

Z - - ~ g  

inf6rieur ~ 2~/~ le long du p6rim6tre de R0; il restera inf6rieur h: 

M21T 2' 

le long du p6rim6tre de S. Supposons enfin que le long du p6rim6tre 
de Ro, les modules des p fonctions: 

Zl, Z 2 , . . . ,  Z,, 

restent inf&ieurs g M a. Cherehons la limite supdrieure du module de 
ces mdmes fonctions le long du pdrim6trc du polygone R~ en supposant 
que la substitution s~ qui change R,, en R~ soit d'cxposant er. Soit & la 
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substitution de G qui correspond ~ s~. Nous avons vu au paragraphe 
pr6c~dent que les co~t~ficients de 8i sont plus petits que 

e a a  

a 6rant une const'mte convenablement choisie. Donc le long de //, le 
module des 10 fonctions Z e s t  plus petit que: 

pM3e% 

Consid6rons en particulier les polygones R~ qui forrnent la bordure 
de S. Leur exposant est, d'apr~s le paragraphe pr6c6dent, plus petit que 

b_(/~ + 2) off b est une constante convenablement choisie. D'ofl ce r6sultat: 
O, 

~ 7tAr ~ b ( R + ) . )  mod Z~ < p~%v 

le long de S. La quantit6 sous le signe f a donc son module plus 
petit que 

(3) pM, M2M.~#(n+")H ~. 

Si l'on se reporte .~ la valeur de H (Fonctions fuchsiennes, Actu mathe-  
ma t i ca ,  T. I, p. 241 ) on verra que cette expression (3) tend v e r s o  
pourvu que 

b<4h.  

L'int~grale (2) tend done aussi vers o, d'o(l l'on peut conclure que les p 
fonc~ions 

(4) z,(~)(~f~ -~ 

peuvent se d6veloppcr en s6ries de la fa9on suivante: 

A~ A., 
(5) Z ~ -  ~ + Z (~ - o), + "  + Z (~ - ~),,, 

o(1 les a sont les infinis et les A les r6sidus. Si ]a fonction n'admet que 
des infinis simples, cette s6rie se r6duit 

A 
Z z - - a "  
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Quand on connaltra lea infinis et les r6sidus de ccs p fonctions 'X 
l 'int6rieur de R0, on connaitra toua lea infinis et tous les r6sidus de ces 
mgmes fonctions et par cons6quent la s6rie (5). Supposons que a soit 
un infini des fonctions (4) situ6 k l 'int6rieur de R 0 et que nous supposerons 
simple pour fixer les id6es. Soierrt: 

les r6sidus des p fonctions (4) correspondant k cot infini. 
Les points: 

a i a  "{- f l i  
~ 8  i ----- 

r~a + & 

seront aussi des infinia simples de ces mdmes fonctions (4). 
Nous 6crirons comme plus haut :  

si la substitution S~ s'6crit: 

O r  I1OUS P.VODS 

A,~8, = Za,,~ & 

(z,,, Z<,., z,). 

et 

z,<(..~,) = [z , (~) ]a ,  = z~ , ,pz . ( . )  

z,<(: . , )  [ <~r( o.,)-i -~ <~r --" 
\ d z ]  " 

Multiplions l'identit6 
en appelant 

pr6c6dente par z - - a  et 

A' A' ~; 

faisons z = a ,  il viendra, 

les r6sidus des p fonctions (4) pour z ~ as, 

d'ofl 

(ria -l- ~\~*' oo .,% = Z a , , , A p ( r ~  a + ~,)-~h 

A; = (A,<SD (r,~ + e,)-:~-'. 
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Telle est la valeur des r6sidus cherch6s. R6unissons ensemble les 
termes de la s6rie (5) qui correspondent aux infinis de Ia forme as,; nous 
trouverons la s6rie suivante: 

E (A,, 8~) (6) O~(z, a) = (z - -  as,)(~a + ~0 'h+' ' 

de sorte que ehaque s (4) se trouve d6eompos6e en une somme 
d'un nombre fini d'616ments simples de la forme ~,(z, a). 

Mais on peut pousser plus loin encore cette d6composition en 616ments 
simples. 

L'identit6 (6) pourra en effet s'6crire: 

ou encore: 

en posant 

o,~ A~ 
e,  = E ~  E , (  z __ a , , ) ~  -+ 3,) 'a+' 

~)tt = .milDly1 Dr_ A~(~l~t . I f - . , ,  .31- Ap(l)pp 

Z t O.ltv 

~ "  = ~,(z--as,)(y ,a T 3d 2h+~ 

de sorte que si les fonctions (4) ad,nettent les infinis simples 

l'int6rieur de Roy et sl elles admettent l'infini zk respecfivement avec 
les r6sldus: 

Bk , ,  B,~ , . . . ,  B ,  v 

il viendra pour la y" des fonctions (4) l'identit6: 

qui nous montre cette fonction d6composde en 616ments simples. On 
arriverait k un r6sultat analogue pour les cas off cette fonctlon admettrait 
des infinis multiples. 
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Voyons ce que sont ces 616ments simples et pour cela regardons dans 
l'expression Ot,~(z , a) z comme une constante c t a  comme la variable. 

Cherchons maintenant b~ former les s6ries $ simples du paragraphe 
pr6c6dent avec le groupe G~ corr6latif de G de ce m4me paragraphe, 
a 6rant toujours la. variable; nous trouverons: 

ou en faisant: 

il viendra 

I 
I - L ( a )  - , = h, + I ~,--0, 

$,,, = a ) .  

Ainsi la transcendante 0~,, regard6e comme fonction de a est une fonction 
admettant le groupe G1 corr61atif de G,. 

Nous allons supposer maintenant p ~-- 2 pour fixer les iddes et nous 
allons 6tudier de plus prbs la ddcomposition en 616ments simples des 
fonctions: 

(~zz)-h(Fzl "~-- .~ lZ ; )~  A 1 

de] 

ZI, Z2, Z'I, Z~ ayant la m~me signification qu'~ la fin du paragraphe 
pr6c6dent et F ct. F 1 ddsignant des fonctions rationnelles en x. Il est 
clair que A 1 et A 2 sont des fonctions de la forme (4) auxqucllcs, par 
cons6quent, on peut appliquer tout ce que nous venons de dire. 

Dans ce qui va suivre, les lettres /~, y,, 2,, [zi auront la m(~mc 
signification qu'~ la fin du paragraphe p%c6dent, et nous poserons: 

r e = h +  I. 

Cherchons la condition pour que lea fonctions A 1 et A~ ne deviennent pas 
infinies pour x----a~. I1 faut que /~' et F1 deviennent nuls d 'un ordre 
suffisamment grand et c'cst cet ordre qu'il s'agit d'abord de d6terminer. 
Supposons pour le fidre pills ais6mcnt que Z 1 et Z~ soicnt rcspeetivcment 
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infinies d'ordre F ~ -  I et --~-~; cela est toujours possible, car si cela 
n%tait pas, on remplacerait  Z 1 et Z~ par aZ~ + flZ~ et "fZ~ -I-3Z~, 
a, fl, F, 3 6tant des coefficients convenablement choisis. Si alors F devient 
nul d'ordre 3~ et F 1 d'ordre 3~-1- i ,  A1 et A2 seront respectivement in- 
finies d'ordre: 

et 

h I ~  + r , - -  x - - o ;  

h I ~  - -F~- -o~ .  

On doit done avoir d'abord: 

, ,  ~>___h, I - -  - - T ,  

ou ee qui revient au mgme 

3,: > / 1 ,  - -  , .  

Cette condition est suffisante pour que A s n e  devienne pas infini. 
Pout- que A 1 reste 6galement fini, il faut encore qu'il y ait certaines rela- 
tions entre les coefficients de F et de F 1 . 

Supposons maintenant que F et F1 deviennent nuls d'ordre ~.+~ et 
3 .+1- -  ~ pour x-----oo et Z 1 et Z~ infinis d'ordre F,,+I et I - - r . + 1 .  I1 
en r6sultera que A~ et A s deviendront infinis d'ordre: 

et 

- - h ( I  7[-~n--~l ) -[- ~'n+l-- O~n+l 

t ') 
Par cons6quent A~ reste fini pourvu que 

> ,  ~ ' . + 1 -  h ( , - 4 -  fl,~+~) O n + l  ~ ~ 

oll ee qui revient au mdme: 

(~n-[-1 ~ n + l  "31- 3" 
Aeta mathematlea. 5. Imprim6 18 Aoflt 1884. 92 
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Si en outre il y a certaines relations entre les cofifficients de /~' et de 
/~ ,  A restera fini. Nous ne restreignons pas la gdn6ralit6 en supposant 
que ~ et ~.+~ sont 6gaux h leurs limites, c'est k dire que l'on a 

~i ---- /li-- I 

= "4- 3. 

Considdrons maintenant les relations dont il vient d'dtre question et 
qui doivent exister entre les cofifficients de /~' et de F 1 pourvu que les 
deux fonctions A restent finies pour z-----a, et pour z = a.+~ et avant 
tout, cherchons quel en est le hombre. 

Si F et F r 6taient des fonctions rationnelles quelconques assujetties 
seulement k dtre nulles d'ordre 

~ et o~ + I (Oil 0'.+1 et o~+,.--I  pour z----a.+,) 

A 1 serait infini d'ordre 

( , ) h ( ') (OU - -  h I 1 L ~ ~- Tn+l - -  (~n+-l)" 

Dans le d6veloppement de A 1 sulvant les puissances croissantes de x -  as, 

il y aurait donc 

termes infinis. Nous ddsignons par E'(x) le plus petit entier satisfaisant 
k la condition 

et par E(m) le plus grand entier tel que 

E(x)<x. 
Le nombre des relations n6cessaires pour que les deux A restent finis 
pour z----ai est donc 6gal k: 

I 
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ou enfin 

On a en effet 

OLI 

[ ( ' ) ]  , 
E !  r,,+: ~ h I + f i T , + ,  ~ o,,+, 

~+: + 3 - -  o'.+: --: ~=+: --/-t,,+l. 

[ ( I ) ]  a .+ ,=E r . + 1 - - ' - - ( h + ~ )  ~+ 

E ' ( x )  = - -  . E ( - -  x) ,  .E(z  -~- I) ---= E ( x )  -31- I 

a et b &ant  des entiers. 

Le nombre total des relations est donc ainsi de: 

Consid6rons maintenant  les diverses fonctions A qui admettent  q in- 

finis simples donn6s sans en admettre  d'autres. Toutes ces fonctions 
s 'exprimeront l in6airement g l 'aide d'un certain hombre d'entre elles. 

Quel est ce nombre? Lea fonctions F et F 1 admettent  les q infinia 
donn6s; mais comme elles doivent 6tre nulles respeetivcment d'ordre ~.+1 

ou, ainsi qu'il eat ais6 de le voir: 

2, ~ i ---3,  = a , - / ~ , .  

En ce qui concerne le point z = a~+~, le nombre des relations est 6gal K: 

~,*+1 O,~+1 
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et d'ordre ~,,+1- I pour x = ~ ,  elles admettront q--(~,+1 et q ~ ~.+a + I 
z6ros. Mais la fonction F admet ~ lois le z6ro a~ et la fonction F 1 
l'admet 3, + I lois; il reste done 

et 

q -  ~:(~ z6ros arbitr.aires dans F 

q - - ~ 3 +  I - - n  dans F t. 

I1 y a donc en tout dans F et F~ 

2 q - -  + 3 - - n  = 2 q - -  2Z/ , + n - -  3 

coefficients arbitraires. 
Mais nous n'avons pas tenu compte des relations qui doivent exister 

entre les coefficients de F et de F 1 et dont nous venons de d6terminer 
le hombre. I1 faut done retrancher de l'expression qui pr6c6de le nombre 
de ces relations, c'est ~ dire 

I1 restera ainsi: 

Q = 2 q -  Z , t , -  Z,u, + n - -  3 

coefficients r6ellement arbitraires. 
Ainsi toutes les fonctions A qui admettent les q infinis donn6s s'ex- 

priment lin6airemen~ ~ l'aide de Q d'entre dies. 
Dans toute d6composition en 616ments simples, il y a un hombre 

que l'on peut appeler fondamental et qui joue un r61e tr6s" important. 
Supposons qu'il s'agisse de d6composer en 616ments simples les fonctions 
qui appartiennent "~ une certaine cat6gorie C. On doit supposer que la 
somme de deux fonctions appartenant s cette cat6gorie C, appartient 
6galement ~ C; ce n'est que dans ces conditions qu'on peut ~tre conduit 

cherchcr une d6composition en 616ments simples. I1 peut arriver que 
les 616ments simples fassent eux-m4mes partie de C; c'6st ainsi que dans 
la d6composition des fractions rationnelles, on est conduit h des 616ments 

de la forme A qui sont eux-m~mes des fractions rationnelles. Dans 

ce cas, nous dirons que le nombre fondamental est 6gal ~ o. Mais le 
contraire peut arriver. 6galement. Ainsi dans la d6composition des fonc- 
tions doublement p6riodiques, les 616ments simples sont de la forme 
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A d log 0 (x - -  a) et ne sont pas des fonctions doublement p6riodiques. 

Mais il existe des fonctions doublement p6riodiques qui sont des sommes 
de deux 616ments simples seulement, et ~ l'aide desquelles toutes les autres 
s'expriment lindairement. Dans ce cas, le hombre fondamental sera 6gal 

I.  En g6n6ral s'il existe des fonctions de la cat6gorie C, d6composables 
en m + ~ 616ments simples seulQment et ~ raide desquelles toutes Ies 
autres fonctions de la cat6gorie C peuvent s'exprimer lin6airement, le 
nombre fondamental sera 6gal ~ m, pourvu que m soit le plus petit 
hombre jouissant de cette propri6t6. Ainsi dans la d6composition des 
fonctions rationnelles de x et de y, (y 6tant li6 ~ x par une relation 
alg6brique ~ (x, y) ----- o) d6composition d6couverte par M. RocrI, le nombre 
fondamental est 6gal au genre de la relation 9~----o. 

Envisageons de mdme la d6composition de la fonction A(z)que  nous 
avons consid4r6e aux pages 238 , 266, 275 et 284 du mdmoire sur les 
fonctious fuchsiennes en 616ments simples de la forme: 

(1) 

Dans le m6moire eit6, nous avons d6termin6 le nombre fondamental 
relatif ~ eette ddeomposition. C'est ainsi que dans le eas du genre o et 
de la 2 ~ famille (loeo eitato p. 276 ) nous avons trouv6 pour ee nombre: 

Quel est maintenant le nombre fondamental relatif ~ la d6eomposition 
qui nous occupe ici, e'est k dire ~ la d6composition de la fonction A~ en 
6i6mcnts simples de la forme: 

Ak~l, l(2~ , Zk) o n  .Ak~)I.2(Z , Z,). 

Pour cela, il nous suffit d'6noneer le r6sul~at suivant: si m est le nombre 
fondamental d'une d6composition quelconque en 616ments simples, toutes 
les fonctions qui s'expriment lin6airement ~ l'aide de q 616ments donn6s, 
peuvent 6tre exprim6es lin6airement k l'aide de q -  m d'entre elles. 

Nous avons vu que les fonctions A qui admettent q infinis donn6s 

zl, z,, . . . ,  zq 

(1) Ac ta  ma themat i ea~  T. I~ p. 242. 
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peuvcnt s'exprimcr lin6aircmcnt ~ l'aidc de 

d'entre dies. Or ces fonctions peuvent s'exprimcr lin6airement k l'aide 
des 2q 616ments simplcs: 

~ I . I ( Z ,  Z,) ,  ~1.1(~,  ~ ) ,  �9 �9 �9 , ~1.1(~,  ~q) 

~,.~(~, ~,), ~,.~(~, ~),  . . . ,  ~x.~(~, ~,). 

Doric le nombre fondamcntat est 6gal k: 

~2,-t- ~p,  h- 3 - - n .  

Dans la th6orie des fonctions fuchsiennes et des fonctions A ( z ) e n -  
gendr6es par ces transcendantes, le nombre fondamental jouissait d'unc 
propri6t6 remarquable que je vais rappeler. 

Soit r le nombre fondamental relatif k la d6composition en 616- 
ments simples des fonctions de la forme 

dz -h F x 

oll F d6signe une fonction rationnelle des deux fonctions fuchsiennes 
x e t y .  

Soit ~(m) un nombre tel clue lea fonctions de la forme 

/ d , g \  m F(x, y) 

(oh F a la m6me signification que plus haut) qui ne deviennent pas in- 
finies k l'intdrieur du ccrcle fondamenial, s'expriment lin6airement k l'aide 
de ~ (m) d'entre elles. 

On avait l'identitd: 

r = ~(h + t). 

C'est de cette identit6 que nous avons tir6 une conclusion importante, k 
savoir que toute fonction de la forme (a) pouvait dtre repr6sent~e par 
une s6rie th6tafuchsienne (de la forme (4), w x, Mdmoire sur les fonctions 
fuchsiennes). 
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De m~me ici, soit: 

r (h) = Za, + Z~, + 3 - -  n 

le hombre fondamental relatif k la d6composltion de A~. 
Soit F(m) un nombre tel que toutes lea fonctions de la forme: 

(forme (5) du w pr6c6dent) puissent s'exprimer lin6airement k l'aide de 
f,(m) d'entre elles. On aura encore: 

(r) r  = ~(h + x). 

Voyons si on pourra tirer de cette inderttitd la mdme conclusion que 
dans le paragraphe cit6, c'est k dire si on pourra d6montrer que toutes 
les fonctions de la forme (fl) peuvent s'exprimer par l'une des s6ries $ 
du paragraphe pr6c6dent, 

Supposons que toutes les s6ries $ qui ne deviennent pas infinies 
l'int6rieur du cercle fondamental et qui correspondent k un exposant m 
~gal ~ h n u i puissent s'exprimer lin6airement k l'aide de O(h + x) d'entre 
elles. On aura 6videmment 

(~) O(h + ~) < ~(h + ~) 

puisque toute s6rie $ est 6gale k une fonetion de la forme (/3). Si l'on a: 

toute fonction de la forme (t3) pourra rdciproquement s'exprimer par 
une sdrie $. II n'en serait plus de mdme si l'on avait: 

Soient maintenant 
0 < ~ .  

q quantit6s quelconques, int6rieures au cercle fondamental. Soient 

A1, A2, . . . ,  Aq 

B~, B2, . . . ,  B~ 

2q quantit6s que nous assujettirons plus loin ~ diverses conditions. 
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Soit maintenant $~(z) une s6rie ~: ne devenant pas infinie k l'int(~rieur 
du cercle fondamental et $2(z) sa conjugu6e. Ces s6ries $ sont engendr6es 
par le ~oupe fuchsien g e t  par le groupe zdtafuchsien G~ corrdlatif de 
G. Assujettissons les quantitds A et B k la condition suivante: 

(~) 

+ B~$,(z,) + B,$,(z,) + . . .  + Bqr o. 

Eerivons cette mgme relation pour toutes les s6ries $ qui, restant 
finies k l'intdrieur du cercle fondaraental, correspondent k un exposant m 
6gal ~ h - I - i .  Nous aurons de la sorte assujetti les A et les B 
8(h + I) conditions distinctes. 

Posons alors 

(r 
Al(Z ) = ~,2r Zk) + ~-,Bk(1)l.2(Z, Z~) 

A~(z) = XA,  cP~.,(z, z~) + X BkO~.2(z, z,). 

Posons maintenant: 

[dzs~\ +h 
r z,)--~.-d-z-z) [a,O,.,(z, zk)-]--b,q)~.,(z, z,)] = rh(zk ) 

[dzs~\ +h �9 , . :(~,,  ~ , . ) -  t,~) [",~',.~(~, ~,) + ~,~.~(~, ~,.)] = '~(~,.) 

en supposant que 

a~ b~ 

G d~ 

soit le tableau ~ double entr6e des coefficients de la substitution S~ 
correspondant k s~. I1 est clair que 7/l(Z ) et 7/~(z) sont deux s6ries 
conjugu6es ne devenant pas infinies ~ l'int6rieur du cercle fondamental. 
Donc en vertu des relations (E) on a: 

A,(zs,) /dzs'\ +h . . . .  
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On en conclut que A~ et A 2 sont deux fonctions de la forme: 
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[dx~ -h 
A, = \~Tz/ (FZ, -4- F~Z;) 

(dz'~-h 
= (FZ  + F,Z;) 

dont les identit6s (~') nous donnent la d6composition en 616ments simples. 
Or les coefficients A et B de cette d6composition ne sont assujettis qu'~ 
0(h-4-~)  conditions. Ce nombre 0(h A - i )  est clone an moins 6gal au 
nombre fondamental,  d'oh l'in6galit6 

o(h + ,) > r 

De la comparaison de cette in6galit5 avec (y) et (3) on d4duit: 

Donc route expression de la forme (~) qui ne devient pas infinie peut 
s 'exprimer par une s6rie $. 

On en dSduit ais6ment qu'il en est de m~me d'une expression de la 
forme (fl) qui devient infinie. 

Donc route fonction z~tafuchsienne est le quotient d'une s6rie ~ par une 
s~rie thdtafuchsienne. 

Nous avons, il est vrai, pour fixer les id6es, suppos6 que p ~-- 2, 
mals la d6monstration et le r6sultat subsistent qamnd p est plus grand 
que 2. 

.~ 7. E x t e ~ s i o n  ~t la  d e u x i ~ m e  fami l l e .  

Tout ce qui pr6c6de ne s'applique encore qu'aux groupes fuchsiens 
de la I ~re famille et aux groupes z6tafuchsiens qui leur sont isomorphes. 
I1 nous reste ~ 6tudier les fonctions z6tafuchsiennes dont le groupe fuchsien 
g est de la 2 de ou de la 6 + families. 

Parmi ces fonctions nous distinguerons deux esp6ces. 
A~ta maH~emat~a. 5. Imprim6 2t Aotlt 1884. 3~ 
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La i ~'~ esp~ce, dont  nous nous occuperons d'abord, comprendra les 
fonctions d6riv6es d'un groupe z6tafuchsien G jouissant des propri6t6s 
suivantes: Le groupe fuchsien g dtant de la 2 de ou de la 6 e families, son 
polygone g6n6rateur R 0 aura des sommets sur le cercle fondamental. A 
chacun de ces sommets correspond une substitution parabolique du groupe 
g qui admet ce sommet comme point double. Les substitutions ainsi 
ddfinies sont les substitutions paraboliques du groupe g; les substitutions 
du groupe G qui leur correspondent en vertu de l'isomorphisme s'appel- 
lcront substitutions critiques. II ne faut pas confondrc les substitutions 
critiques du groupe G et les substitutions fondamentales de ce mdme 
groupe. Les substitutions fondamentales de G seront, dans ce qui va 
suivre, celles qul correspondent aux substitutioris de g qui changent un 
c6t~ de R 0 en son conjugu6 ou k leurs inverses. Les substitutions criti- 
ques de G seront celles qui correspondent aux substitutions paraboliques 
de g qui n'alte'rent pas l 'un des sommets de la 2 d~ sorte de R o ou h 
leurs inverses. Formons pour ehacune de ces substitutions critiques 
l'dquation aux multiplicateurs que l'on obtient, comme on salt, en ~crivant 
le tableau k double entrde des coefficients, ajoutant - - S  k chacun des 
termes de la diagonale principale et 6galant k o le ddterminant ainsi 
obtenu. Si toutes les racines de ces 5quations relatives k toutes les 
substitutions critiques ont pour module l'unit5, le groupe G e t  les fonc- 
tions z~tafimhsiennes qui en d~rivent seront de la I ~ espSce. Soit: 

( , )  z , ,  z : ,  . . . ,  

un syst~me z6tafuchsien e t x  = f (z)  unc fonction fuchsienne ayant mgme 
groupe. Nous avons vu que Z~ consid6% comme fonction de x satisfait 
k une 6quation lindaire k coefficients algdbriqucs. Quelles sont les condi- 
tions que dolt remplir cette 6quation pour que lc syst6me (t) soit de la 
I ~re espS~ce? I I  faut et il suffit que si l'on envisage les diff~rents points 
singuliers de cette dffuation, routes les ~quations ddterminantes corres_pondantes 
aient toutes leurs racines rdelles. 

La seconde esp~ce, dont i l  sera question au paragraphe suivant, 
comprend toutes les autres fonctions z~tafuchsienrles. 

Je dis que si le groupe G est de la I ~re esp~ce, les s6ries r du 
paragraphe (5) seront ab.qolument convergentes. 
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Consid6rons en effct une substitution quelconque S du groupc G. 
Nous pourrons la mettre sous la forme suivantc: 

(2) 

oh lcs substitutions x' v ,-1, -,.2, - . - ,  2~ sont choisies parmi les substitutions 
fondamentales ou les substitutions critiques et dont les exposants ax, a 2 ,  . . .  

sont des cntiers positifs. Parmi les substitutions ,~'1, ~'~, . . . ,  2',,, il y ,eu 
aur~ en gSn6ral un certain nombre que j 'appellerai /'1, T2, . . . ,  T,, qui 
seront des substitutions critiques et, j 'appellerai /~1, f12, . . . ,  flq leurs ex- 
posants. J 'appellerai  y~, ~-2, . . . ,  T,,-,~ les n - - q  exposants qui affectent 
des substitutions fondamentales. Nous allons chercher, comme dans le 
paragr~phc 5, unc limite sup~rieurc des coefficients de S, et pour cela 
nous cnvisagerons la somme des logarithmes des exposants /~, ~ l o g f l  et 
celle des cxposants y, ~ y .  Soit d'abord M u n  nombre plus grand que 
les modules des coefficients des substitutions fondamentalcs et de lcurs 
inverses. Soit ensuite T u n e  quelconque des substitutions critiques, nous 
pourrons toujours la mct~re sous 1~ forint  su iwnte :  

T-~ UVU -~ 

oh V est une substitution canonique. J 'appclle ainsi, k l 'cxemple de 
plusieurs g6om6trcs, toute substitution de la formc suivantc: 

(3) (Z~, Z.2, . . . ,  Z~,; mlZ~, m.,Z.,, . . . ,  mt, Z~, ) 

ou bien, plus g6n~ralemcnt: 

(4) (ZI, Z.,, . . . ,  Z~,; .nhZl, m~Z.~ + n.~Zl, m~Z~ + n3Z, , . . . ,  m~Zj, + apZp_,) 

oll nq cst nul, si mq est different de m~_l. 
J 'aurai  done 'k considSrer 'k part les substitutions U et les substitu- 

tions V. Je supposerai que le nombre M,  dSfini plus haut, est plus 
grand que les modules de t o u s l e s  coefficients de U et de U -1. 

Maintenant nous avons 

T,~:= UV,~U-I 

et il s'agit de trouver une limite sup~rieure des coefficients de V ~. Si 
V c s t  de 1~ forme ($), t o u s l e s  coefficients de 17' ont pour modules o 
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ou I. Si V e s t  de la forme (4), on pourra trouvcr un polynSme enticr 
cn fl de degr6 p au plus, s coefficients positifs et qui sera plus grand 
que les modules de tous les coefficients de V z. Plus simplement on 
pourra toujours trouver un hombre M' assez grand pour que l'expression 
M'fl p soit plus grande que tous ces modules. Pour simplifier encore, nous 
supposerons 3 I ' :  M, cn prenant pour la valeur commune de ces deux 
hombres, un nombre assez grand pour satisfaire s toutes les conditions 
que nous leur avons impos6es. 

En appelant M~ ct M 2 la limite sup6rieure des modules des coefficients 
de deux substitutions S~ et S~, lcs modules des coefficients de S~S., seront 
plus pctits que 

Si done on se reporte ~ l'expression (2) de la substitution S, on verra 
que sos coefficients sont tous plus petits que: 

( 5 )  . . . .  ~ " (pM)-~:+ ~e p- lo~,,. 

Cherchons maintenant une limite sup6rieure des deux exposants qui 
entrent dans cette formule, ~ savoir ~ - +  3q ct ~ log~8. Soit zs le trans- 
form6 du point z par la substitution s du groupe g qui correspond ~ S. 
Joignons z et zs par un arc de cercle orthogonal au cercle fondamental, 
et soit R la L de cet arc de cercle. C'est en fonction de R que je veux 
exprimer les limites sup6rieures cherch6es. 

Consid6rons l 'un quelconque des sommets du polygone R 0 ou de l 'un 
de ses transform6s, et d6crivons autour de ce sommet un petit cercle 
d6fini de la mani6re suivante. Si ce sommet est de la I ~re sorte et situ6 

l'int6rieur du cercle fondamental, il devra fitre le centre de ce petit 
cercle au point de vue non-euclidien. Si le sommet est de la 2 de sorte et 
situ6 sur le cercle fondamental, le petit cercle devra toucher le cercle 
fondamental en ce sommet m4me. Je  puis toujours supposer que ces 
cercles ont 6t6 pris assez petits pour n'avoir aucun point commun. I1 
arrivera alors que la L d'un arc de courbe qui ira d'un point de l 'un 
de ces cerclcs ~ un point d'un autre de ces petits cercles, restera toujours 
sup6rieure b~ une certaine limite 2. L'arc de cercle z-zs, d6fini plus haut, 
traversera un certain nombre de ces petits cercles et ce nombre ne pourra 
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R 
pas 6trc supdrieur ~ - ~ .  Maintenant, si nous consid6rons un arc de 

courbe ne traversant aucun de nos pctits ccrcles et joignant deux points 
appartenant k deux c6t& diff6rents du polygone /~0 ou d'un de ses 
transform6s, la L de cet arc restera toujours sup6rieure h une certaine 
limite ~. 

Voyons maintcnant quelle est la signification g6om6trique des ex- 
posants fl et T qui entrent clans rexpression (5). L'arc z-zs, en allant 
du point z au point zs, traverse divers c6t6s appartenant au polygone 
R 0 ou k ses transformds. La substitution S peut se mettre d'une infinitd 
de mani6res sous la forme (2). Nous avons d'ailleurs le droit de choisir 
parmi ces diff6rentes mani6res, celle qui nous convient le mieux; car 
chacune d'elles nous conduira k une limite supdrieure des coefficients. 
Voici celle que nous adopterons: 8oient 6'1, C~, . . . ,  C~, les 2n c6t6s du 
polygone R0; soit R~ le polygone contigu k R0 le long de 6'~; soit s~ la 
substitution du groupe ,q qui change R0 en R~, et S~ la  substitution 
correspondante du groupe G. Les substitutions, S~, S . ~ , . . . ,  S.~,, seront 
les substitutions fondamentales du groupe G. Cela pos6, supposons que 
l'arc z-zs dont nous nous occupons, sorte du polygone R o par exemple 
par le c6t6 6" ,  puis du polygone suivant par le c6t6 homologue ~ 6'~ 
et ainsi de suite jusqu'~, l'avant-dernier polygone d'ofi il sortira par le 
c6t6 6'~,. Nous poserons alors: 

(6) 8 = & & .  

Mais ce ne sera pas encore lk la forme ddfinitive que nous adopterons 
pour S. Supposons en effet que l'arc z-zs p6n6tre dans l'un des petits 
cercles rclatifs k run  des sommets de la 2 de sorte et y franchisse un 
certain hombre de c6t6s appartenant k R 0 et ~r ses transform6s. Tous ces 
c6t6s iront alors forc6mcnt aboutir au sommet de la 2 d~ sorte o(t le petit 
cercle en question touche le cercle fondamental et oh ils. se succ6deront 
p6riodiquement de la fa~on suivante: On rencontrera d'abord un c6t6 
homologue k C~,,, puis un c6t6 homologue k 6'~, etc. jusqu'~, ce qu'on 
retombe sur un c6t6 homologue k C~.~; on retrouvera ensuite un c6t5 
homologue k Q2 et ainsi de suite dans le m~me ordre. Si nous r6unis- 
sons ensemble les facteurs de rexpression (6) qui correspondent aux c6tds 
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rencontr6s b~ l ' int6rieur (te ce petit ccrcle~ ces factcurs pourront s'6crire 
de la mani6re suivante: 

(7) 

k est le nombre de c6t6s compris dans une p6riode et c'est pr6cis6ment 
le nombre des s o m m e t s  de R 0 qui forment un mdme cycle parabolique; 
fl est le nombre des  p6riodes; enfin 

est l 'ensemble des facteurs de l'expression ( 6 ) q u i  forment un r6sidu 
n 'entrant  dans aucune p6riode; leur hombre est plus petit que k. Mais: 

s . s , . , ) -  T 

est une substitution critique, de sorte qu'on peut remplacer dans l'expres- 
sion (6) l 'ensemble des facteurs (7) par: 

Quand on aura fait eette op6ration, l'expression (6 ) se ra  devenue 
rexpressiou (2) d6finitive et il n 'y entrera, comme on le volt, que des 
substitutions fondamentales et des substitutions critiques. 

Maintenant Z I  est le nombre des substitutions fondamentales entrant  
dans cette expression (2). Chacune d'elles correspond '~ une intersection 
de l 'arc z - z s  avec un c6t6 des transform6s de R 0. Quelques-unes de ces 
intersections auront lieu en dehors des petits cercles et leur nombre ne 

R 
pourra pas ~tre plus grand que --" les autres auront lieu ~ l ' int6rieur 

l ~ 
des petits cercles. Si 1'on consid6re d'abord les petits cercles relatifs 
un sommet de la I ~'~ sorte, on reconnaitra sans peine que le hombre des 
intersections possibles dans chaeun d'eux est limit6. A l 'int6rieur des 
petits cercles relatifs aux sommets de la 2 a~ sorte, le nombre des inter- 
sections pourrait  au contraire gt.re illimit6; mais un nombre limit6 d'entre 
eUes seulement se rapportent k des substitutions fondamentales entrant 
dans 1'expression (2) d6finitive. On a vu en effet que dans cette ex- 
pression, nous avons remplac6 1'ensemble des facteurs (7) 1 )ar le produit  
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d'un nombre limit~ de substitutions fondamentales et d'une certaine puis- 
sance d'une substitution critique. Ainsi on peut trouver une limite 
sup6rieure h du nombre des substitutions fondamentales entrant dans 
l'expression (2) et relatives ~ des intersections ayant lieu ~ l'int6rieur 
d'un petit cercle. I1 en resulte que: 

( § 

Quant au nombre q, il est au plus 6gal au nombre des petits cercles 
tmvers6s; on a donc: 

(I  h + 3~ 
E T +  3 q <  R ~ +  ~ / .  

Il faut maintenant trouver une limite sup6rieure de ~ log f l .  Consi- 
d6rons un petit cercle quelconque relatif h u n  sommet A de la 2 a~ sorte, et 
la substitution critique T correspondante; elle entrera k la puissance fl dans 
l'expression (2) d6finitive, et ce hombre fl est au plus 6gal au nombre 
des intersections qui ont lieu ~ l'int6rieur du petit cercle entre l'arc z-zs 

et certains c6t6s qui vont tous convergcr au sommet A et qui sont tous 

homologues entre eux. I1 est ais6 de trouver une limite sup6rieure du 
hombre de ces intersections. Faisons passer par le sommet A deux cercles 
A B e t  AC orthogonaux au cercle fondamental, B et C 6rant par exemple 
sur le petit cercle consid6r6. La L de l'arc BC de ce petit cercle pourra 
s'appeler l'~cart des deux cercles A B  et AC. Soit A B  1 un c5t6 apparte- 
nant ,~ l 'un des transform6s de R 0 et aboutissant au point A; soit A B  2 

le transform6 de A B  1 par la substitution parabotique du groupe g qui a 
pour point double le point A; AB~ le transform6 de A B  2 par cette m~me 
substitution, etc.; l'6cart de deux de ces transform6s cons6cutifs A B , ,  

AB,+I sera une constance v. Soient maintenant B et D les deux ex- 
tr6mit6s de la portion de l'arc z-zs qui est k Hnt6rieur du petit cercle. 
Le point B se trouvera sur la circonf6rence de ce petit cercle et il en 
sera de m~me de D, ~ moins que D ne soit le point zs lui-mdme. Soit 
L1 la L de l'arc BD et N l'6cart des cercles A B  et A D ,  on aura: 

iV B < - -  
Y 
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et d'autre part:  

H. Poinear6. 

e Ll _ _  e - s  
N <  

2 

le cas de l'6galit6 se pr6sentant lorsque les cercles z-zs et AD se coupent 

orthogonalement en D.  On d6duit de l'~: 

d'oh 

fl < ~--; 

logfl < L 1 - -  log 2~. 

On peut trouver une quantit6 k 1 telle que pour t o u s l e s  petits cercles 
relatifs k un sommet de la 2 de sorte: 

on aura alors 

- -  l o g  2u < k 1 ; 

~ l o g f l  < R + klq < R ( I  + ~ ) .  

Telles sont les deux limites sup6rieures cherch6eso On en d6duit que 

les coefficients de la substitution S sont plus petits que 

e aR 

a 6tant une constante. C'est le r6sultat auquel  nous 6tions parvenus dans 

le paragraphe 5 et d'ofi nous avions conclu la convergence des s6ries $. 
Ces s6ries sont donc encore convergentes dans le cas qui nous occupe. 

Ainsi les conclusions du paragraphe 5 subsistent ici. En est-il de 
m~me de celles du paragraphe 6 et en particulier de l 'identit6 suivante: 

(s) Idf \-h A 1 A, A,n 
A, = z~(~)(~) = Z ~--~ + Z <o-a)" + ' "  + Z <~- o)" 

oh Z~ est une fonction z6tafuchsienne e t f  une fonction fuchsienne de z, 
oh les a sont les infinis du premier membre et les A les r6sidus corres- 
pondants? 
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En  d ' a u t r e s  t e r m e s  t ' i n tdg ra l e :  

265 

flz,( ) 
(9) - J <lz 

prise le long d'un contour eonvenablement choisi tend elle encore vers o, 

lorsque ce contour st rapproche ind6finiment du cercle fondamental? 

Cela ne serait 6videmment pas vrai si nous choisissions l'expression sous 

le signe f d'une fa?on tout ~ ftlit quelconque. Nous lui imposcrons 

la condition de s 'annuler en tous Its sommets de R 0 situ6s sur le cercle 
fondamenial;  je veux dire qu'en tous ces sommets les p fonctions 

du syst6me consid6r6 multipli6es par I (d['~-;' ,, z~---~-~ \d -~ /  , linnuleront on i n 6 1 n e  

temps. I1 existe 6videmment une infinitd de syst6,ne~ z6tafuehsiens, en- 

gendrds par deux groupes f! et G donn6s et satisfaisant ~ cette condition. 

J t  puis supposer 6galement, ,nais cctte lois pour simplifier seulement, 
que l'expression 

(,o) 

no devient pa,~ infinie le long du pb, rimi~tre de R0, non plus bien enlendu 

qu'tmcune des expressions qu'on obtient en <lonnant it l 'indice i l 'une des 
v a l e u r s  1, 2~ 3,  . . . ,  P .  

Okla. pos6, nous avons dit que l'expression (i o) devait s 'annuler pour 
z = ~,, (si =, est un sommet de la 2 '~ sorto) c'est ~l dire que son module 

devait tendre vers o quand z t.end vers =+ en suivant f u n  des c6tds de 

/ t  0. Voyons comment cette expression tend v e r s o .  Supprimons l'indiee 

i du sommet =; et a ppelons-le simplement ~ pour abr6ger. Le module 

de r sera dgal i~ I puisque ce sommet e,~t sur le cercle fondamental.  
Posons 

t =  ~ 

/9 6t.a.nt un coefficient convenablement choisi, 
Aeta ~them<flica. 5, Imprim~ 26 Aeflt 1R84. 34 
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Nous avons vu que les fonctions fuchsiennes de z sont dans le 

voisinage de z ~ a, holomorphes en d, et les fonctions z6tafuchsiennes 

sont de la forme 

(ii) P,e*,'O, + P,d'r + . . .  + P~e~~'O, 

oh les 0 sont holomorphes en e' et oh les P sont des polyn6mes entiers 

en t. D'ailleurs il est ais6 de voir que fl est une quantitd telle, que 

quand l 'argument  de z e s t  le m~me que celui de a e t  son module plus 
petit, la valeur de t e s t  rdelle et ndgative; si donc z tend v e r s a  en 

suivant un des c6t6s de Ro, e' tend v e r s o .  
On a d'ailleurs: 

df = t~O, 
dz 

q)' dtant holomorphe e n e  t. 

Donc l'expression (I o) peut se mettre sous la forme d'une somme 

de termes de la forme suivante: 

o~l B,  p et ~ sont des constantes. Pour  que l'expression ([o) tende vers 

o,  il faut et il suffit que toutes les constantes ~ aient leur partie r6elle 
positive. 

Soit maintenant R la distance de l'origine au point z, eomptde au 

point de vue non-euclidien. Nous aurons 

~R 

e2R --t- I 

Supposons que l 'argument  de z soit le m~me que celui de a, on aura:  

IZI(~R + i). I t l - - ,  2 - 

Lorsque z tend vers a, l'expression 

Itle- . 
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tend vers une limite finie I~1 I1 est ais6 de voir qu'il en est encore de 
z 

mdme quand z tend vers a en suivant l 'un des c6t6s de R o. I1 en r6sulte 
que l'exprcssion 

Ae mR 

tendra v c r s o  quel quc soit m quand z tendra vers a en suivant les 
cbt6s de R 0. D'o(b cette conclusion, c'est qu'on peut trouver un hombre 
M tel que l'in6galit6 

I '1 < + + 

subsiste tout lc long du p6rim6tre de R o. 
Consid6rons maintenant deux points transform6s l'un de l'autre z et 

zs~ et appelons A et / t  leurs distances k l'origine 6valu6es au point de 
rue  non-euclidien. Soit ~0 le plus grand module des p quantit6s: 

A~, :l~, . . . ,  ,t~ 

au point z, et soit 21 le module de l 'un des A au point zs~. Cherchons 

une limite sup6rieure du rapport ),1 - 7 -  �9 

Ao 
Nous avons vu que les cofifficients de la substitution S~ du groupe 

G qui correspond k s~ 6taient plus petits que: 

a 6tant une constante et L la distance non-euclidienne de z k zs~. Mais 
on n'a qu'k se reporter au mode de ddmonstration adopt6, pour voir que 
dans cette expression, L peut tout -~ussi bien repr6scnter la distance du 
point zs~ k un point quelconque situ6 dans le mgme polygone que z. Si 
donc les points 0 et z sont tous deux dans le polygone R0, les coofficients 
de S~ seront tous plus petits que: 

D'alitre part on a: 

e aR" 

df(zs~) d f ( z )  e '2a + e -~n + 2 

dzsi dz, "~a .4. e-'Za q. 2" 
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On d6duit de lk: 
~1 /tJ 21'~ "4-(3--'21'4-'3" _~_~ - .h, 

, + c-~a+ 

Si le point z est sur le p6rim6tre de R0, on a: 

<  1I( + e--"" + h.. 

On cn d6duit: 

)'t < p3le"t~( e~: + e-'2~ + 2) --h" 

Nous pottrrons 6crire phts simplcmcnt: 

),~ < pMe( "-'-'l'~. 

I1 reste k montrer maintenant que la longueur du contour d'int6gra- 
tion est finie. Nous supposerons que I~L portion du plan limit6e liar ce 
contour est formdc d'un certain hombre de polygones transfi, rmds de R 0. 
Le contour sera done form6 d'un certain hombre de c6tds de ces polygones, 
et il s'agit de faire voir que l'on peut choisir ccs polygoncs de mani6re 
que le contour se rapproche ind6finiment du ccrcle fondamental ct rcste 
cependant de longueur finie. 

Pour simplifier la d6monstration, nous nous restreindrons aux groupes 
9' de la 2 d" fa, millc, laissant de c6t6 la 6" famille qui est beaucoup moins 
importante et pour laquelle d'ailleurs le r6sultat reste vrai. 

Pour la 2 ~ famille, le polygone R 0 et sos transformds ont tous leurs 
sommets sur le cercle fondamental, et le contour d'intdgration, qucls que 
soient les polygones qui le forment, se compose toujours d'un certain 
nombre d'arcs de cercles tangents deux k deux et orthogonaux au ccrcle 
fondamental. I1 est ais6 de voir alors que sa longueur reste toujours 
plus petite que z2. Supposons maintenant que l'on prenne pour contour 
d'int6gration le p6rimbtre de la portion du plan form6e de tous les 
polygones transform6s de R 0 qui sont, en totalit6 ou cn pattie, intdricurs 
au cercle K qui a pour centre l'origine ct pour rayon R (au point de 
rue  non-euclidien). L'int6grale (9) est alors plus petite que: 

z ~p3ie(,-:l,)R. 

Si 2h est plus grand que a, elle tendra vers o quand R croitra inddfini- 
mont. C'est cc qu'il s'agissait de ddmontrer. On pout cn conclure quc 
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l 'identit6 (8), analogue g l'identit6 (5) du paragraphe pr6c6dent, subsiste 
encore dans le cas qui nous occupe. I1 en est de m(hne des r6sultats 
que nous en avons d6duits et en particulier de la d6coInposition en 616- 
ments simples des expressions telles que A et des fonctions zdtafuchsiennes. 

Le r6sum6 du pr6sent paragraphe, e'est qu'il n'y a aucune diff6rence 
essentielle entre les fonctions z6tafuchsiennes que nous venons d'appeler 
de la 1 ~'~ esp~ce et les fonctions engendr6es par les groupes fuchsie~s de 
l a  1 6 r e  famillc. 

w 8. 2~"onctiolts de la dvt tx i~me esp~ce. 

Dans ce qui prdcdde, nous avons suppos6 clue les fonctions z6ta- 
fuchsiennes 6tudides 6taient de la premi6re espdce, c'est t~ dire que les 
substitutions cNtiques avaient des multiplicateurs de module i. Les m(~mes 
r6sultats subsisteront-ils pour les fonctions de la deuxi6me esp6cc? I1 est 
ais6 de voir que non. 

[teprenons en effct duns ce cas la s6rie ~ du paragraphe 5. Je dis 
qu'elle sera divergente ou tout au moins qu'elle ne sera pas absolument 
convergente: En efl'et ne conservons dans cette s6rie qu'une part ie des 
termes. Soit: 

;~ tL ~ 2 : - - -  r , 

une substitution parabolique, s~ du groupe g et soit S, la substitution 
critique correspondante du groupe G. Elle pourra toujours se mettre 
sous la forme canonique 

( Z 1 ,  Z 2 ,  . . . , gp'~ ~ / I 1 g , ,  . z ] , / - 2 Z 2 ,  . . . , .~,~l, g p ) .  

Ne conservons dans la s6rie ~ quc les termes qui correspondent :a la 
substitution s, eg "X ses puissances positives et n6gatives. Ces termes 
s'6criront: 

off H est le signe d'une fonction rationnelle et o~, q prend toutes les 
valeurs enti6res positives et n6gatives. 
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J'dcrirai plus simi)lement: 

(,+) 

c(q)  6tant une fonetion rationnelle de q. Cette s6rie est 6videmment 
divergente. 

Les r6sultats du paragraphe 5 ne sont done plus vrais iei, et il en 
est de m6n,e de ceux du paragraphe 6 qui y sont d'ailleurs intimement lids. 

Mais de ee que ces r6sultats ne peuvent  ~tre 6tendus sans modification 
la deuxi6me esp6ee, il ne suit pas qu'il ne peuvent 6tre g6ndralisds et 

c'est ec que nou~ allons cherehcr k faire. 

Enonqons d'abord les r6sultats partiels qui subsistent sans ehangement. 

x ~ Lcs eo(ffficients d'une substitution S~ queleonque du groupe G 

sont plus pctits quc A~ A 6tant une constante ct a l 'exposant de la 
substitution S~. 

2 ~ . Si  l ' on  a :  

d f )  -+~ 

et que .l~ s'annule ainsi que ses p -  I eonjugudes en t o u s l e s  sommels 

de la : ~ sorte de t~0, l'expression 

Ae,,a~ 

oh /r d6signe la distance non-euelidienne de z k l'origine, tend vers o 

quand z tend vers l 'un de ees sontmcts en sflivant ]e p6rim~tre de R 0. 

3 ~ Si de plus les A ne deviennent pas infinis le long du p6rim5tre 

de R 0, on pourra trouver un hombre M tel que le long de ee p6rim6tre, 
on air: 

I 'l < M+'"  + + :)-h. 

4 ~ Le p@im6tre d'une figure simplement connexe form@ par un 

certain hombre de transform6s de R 0 est toujours plus petit que ,'r 2 (si 
nous nous restreignons k la 2 ~ famille, eomme nous l'avons fait prbe6- 

demment).  

I1 r6sulte de ee qui pr@6de, et l'on peut s'en assurer en se reportant 

au paragraphe pr@6dent, que si ze s t  un point du p@im6tre du transform6 
de /to par une substitution S~ d'exposant o-, on a en ee point z: 

] i l l  < A ~ l e  -2hn. 
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Maintenant voici le probl&ne qu'il faudrait  chercher h r~soudre: 

Trouver une fonction F (z )  telle que l ' int6grale 

. f  (z Adz 
- -  x ) ~  ~ 

tende v e r s o  quand on la prend le long d 'un contour convenablement 
choisi et se rapprochant  ind6finiment du cercle fondamental. 

Voici le contour que nous ehoisirons: Consid6rons un cerele ayant  
pour centre l'origine et pour rayon p au point de rue  non-euclidien. 

Consid6rons l 'ensemble des polygones transform6s de R 0 et qui sont 
partiellement int6rieurs ~t ce cercle. Cet ensemble formera une figure 

simpleinent connexe dont le p6rimbtre sera plus petit que ~r: et dont tous 

les points seront ~ une distance non-euclidienne de l 'origine plus grande 

que p.  Nous ferons ensuite croltre p ind6finiment. 

Voyons quelles sont les conditions qu'il nous faut pour cela imposer 
"~ la fonction F :  

1% Lorsque z tend vers un sommet de la 2 ̀~e sorte, en suivant le 

p6rim6tre de /~0, F ne dolt pas tendre vcrs o assez rapidement pour que 

I - - I  

ne reade pas v e r s o .  

2 ~ . Lorsque z se trouve sur le p6rim(~tre du transform6 de R 0 par 
une substitution d'exposant ~, son module dolt (!tre plus grand que: 

BC ~ 

B et C 6tant des constantes suffisamment grandes. 

I1 est sans doute possible de trouver une pareille fonction F, mats 
ce n'est pas ainsi que nous proc6derons ici. L'analogie avec la th6orie 

des facteurs primaires de M. WEInRSTUASS et avec le th6or6me de 

M. MITTAG-LEFI~LER Va, nous conduire k la g6n6ralisation cherch6e. 
Soit en effet f(~) une fonction enti6re ~ d6composer en facteurs 

primaires. Supposons par  exemplc qu'elle n'a que des z6ros simples 

a~, a2, . . . ,  a , ,  . . . .  Pour  r6soudre ce problbme, on cherehe h d6eom- 

poser en fractions simples le quotient: 

f(~) 
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et on obtient ce r6sultat par la. consid6ration de l ' intdgrale: 

prise le long d)iln cerele dont ]e centre est l 'origine et dont le rayon 
eroit inddfiniment. 

Supposons d'abord que l'on puisse trouver un hombre m assez grand 

pour que cette intdgrale tende v e r s o .  On trouve a lots: 

.P(x) 6tant un polyn6me entier d'ordre i n - - i .  
Dans ce cas la fonction f(x) est dite, comme on salt, de premi6re 

esp6ee et de genre m. 

Si au contraire on ne peut pas trouver de nombre m assez grand 

pour que l 'intdgrale tende vers o,  on fera croitre le hombre m avec ]e 

rayon du cercle qui sert de contour d'intdgration et on pourra toujours 
le faire croltre assez vite pour que l'int6grale tende vers o. On trouve 

alors : 

~ m  

Dans eette expression le signe ~ se rapporte b~ l 'ensemble des points a 

sitllds h l ' intdrieur du cercle de rayon R et /~(x) reprdsente le polyn6me 

form6 des m premiers termes du d6veloppement dc F(z) suivant les puis- 

~.nees de x. Quand in et /7 croissent i~ddfiniment selon une certaine 

lot, le second membre tend vers une limite qui n'est autre chose que 

f'(~) C'est de cette expression qu'on peut dd, duire le ddveloppement de 
f(z) " 
f ! ~ t * 
- sous forme de ,erie: 
f 

? 

/x 6tant un entier qui croit ind6finiment avec le module de a et G(x) 
6tant une transcendante enti6re. 
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La fonction enti6re f(x) est alors de 2 d~ esp6ce. 
L'analogie avec le problSme qui nous occupe est 6vidente. Les fone- 

tions z6tafuchsiennes de I ~ esp6ce, dont nous avons parl6 dans les 

paragraphe8 pr6c6dents, sont analogues aux transcendantes enti6res de 
16~~ esp6ce et on en obtient le d6veloppement et la d6composition en 

616ments simples en remarquant  que l ' int6grale: 

,,dz/ z ~ x d Z  

tend vers o quand le nombre m est suffisamment grand et que le contour 
d'int6gration, d'ailleurs convenablement choisi, se rapproche ind6finiment 

du cercle fondamental.  
Si au contraire Z(z) est une fonction de 2 de esp6ce, on ne peut plus 

trouver un hombre m assez grand pour qu'il en soit ainsi. On est donc 

conduit, au lieu de conserver ~ l 'exposant m u n e  valeur constantc, ~t le 

fairc croltre ind6finiment en m~me temps que le contour d'int6gration se 
rapproche du cercle fondamental,  et cela assez vite pour que l 'int6grale 

tende v e r s o .  

Cela cst toujours possible. Il taut  toutefois faire une hypoth6se sur 
df la fonction fuchsienne f(z) dont la ddriv6e ~zz entre sous le sigrle f dans 

df l 'int6grale pr6c6dente. I1 taut  supposer que dzz croisse inddfiniment quand 

z tend vers un des sommets de R 0 situ6 sur le cercle fondamental,  en 
suivant r u n  des c6t6s de ce polygone. I1 existe en effet une infinit6 de 

fonctions fuehsiennes admettant  le groupe g e t  jouissant de cette propridt6. 

Mais nous pouvons g6n6raliser un peu la forme de l 'int6grale consi- 

d6r6e cn proc6dant de la mani6re suivante. Soient f et f~ les deux fonc- 
tions fuchsiennes ir l 'aide desquelles routes les autres s 'expriment ration. 

nellement et soit F(x, y) une fonction rationnelle de x et de y, choisie 

de telle sorte que:  

df -1 

tende vers o qu'md z se rapproche inddfiniment d'un sommet de R o situ6 

sue le cercle fondamental. 
Aeta mathemaliea. 5. ImprimC_~ 11 Sep|embre 1884. 35  
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Cons~derons alors 1 mtegrale: 

f {df'~-,'.b-,,,Z, dz 
\ a z /  "~ - z 

prise le long du contour envisag6 dang le paragraphe pr$cSdcnt et qui 
limite la portion du plan form~e de tous les polygones transform6s de 
R o (lui sont en tout ou en partie int6rieurs au cercle dont le centre est 
o e t  le rayon non-euclidien R. Nous ferons croitre /x inddfiniment en 
md),ne temps que ce contour se rapproche inddfiniment du cercle fonda- 
menta,1, c'est k dire en mSme temps que la quantit6 R croit elle-mdme 
au delK de route limite. 

On peut d'abord trouver deux nombres M e t  2 tels que le long du 
p6rim6tre de Ro, le module de Z~ soit plus petit que: 

oh 

Me a, 

I 
t - -  - -  

I - I , 1 "  

De plus nous pouvons trouver deux nombres positifs N e t  a tels que le 
long du p6rim6tre de /7,0, le module de 

( af'U' F 
dz} 

soit plus petit que 

-Ne-<<'(e ~'~ -I- e -~'~ -a t- 2) -1 

p 6tant la distance non-euclidienne des deux points o et z. Le module 

de la quantit6 sous le signe f e n  laissant de c5t6 le facteur: 

I 

Z - i  , T  

dont le mod'ule est essentiellement fini, est plus petit que: 

MN"e(X-~)'( e2p -t- e -~? -t- 2) -~ 

le long du p6rim6tre de R 0. 
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Ma~is l'int6gralc doit gtre prise le long d'un contour que nous avons 
d6fini plus haut, qui est form6 de c6t6s appartenant i~ divers transform6s 
de R o et qui est d'ailleurs tout entier ext6rieur au cercle de centre o 
et de rayon non-euclidien R. Consid6rons un des c6t6s de ce contour 
appartenant ~ un polygone R~ transform6 de R 0 par une substitution s~. 
Soit zs~ ce point; le point correspondant du p6rim6tre de R0 sera z. Nous 
conserverons la notation: 

I 

'-I 1 

et nous appcllerons p c t  p' les distances non-euclidicnnes des points z et 
zs~ au point o. I1 vient alors: 

p' > R .  

Le module de Z au point zs~ cst plus petit que lc module de cettc mdme 
fonction au point z multipli6 par A s, A 6rant une constante convenable- 
ment choisie et a 6tant l'exposant de la substitution s,. Quant 

dz / F 

son module se trouve multipli6 par 

( : .  + 
e ~ p T e - ~ p T z /  

quand on passe du point z au point zs~. II rfsulte de lk qu'au point 

zs~ le module de la fonction sous le signe f est plus petit que: 

ou que 

A ~ M N " e ( Z - " ~  ( e "~"" "4- e '~'" -4- 2 )-~ 

A, ,MN~, e(;.-~,,~)t e -  :l~a. 

Je puis d'abord toujours supposer que N e s t  plus petit que i .  En 
effet s'il n'en 6tait pas ainsi, je remplacerais la fonction F que j'ai choisie 
arbitrairement parmi les fonctions fuchsiennes de groupe g par la fonc- 

F 
tion ~ .  
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Si /L est suffisamment grand, le facteur e C~'-~€ est ~galement plus 
petit que z, de sorts qu'il  reste ~ consid~rer los deux faeteurs: 

On voit ais~ment que 

A"e .2f,~. 

a <  e zR 

~8 ~tant un nombre convenablement choisi, mais on peut faire croitre /~ 
assez rapidemcn~ avec R, pour que 

e ~R log A - -  2pR 

tcnde vers ~ axe. Dans ees conditions, la quantit5 sous le signc f tend 

vers o st, comme lc pSrim~tre d'int~gration est fini, l'int~grale ellc-m~me 
tend v e r s o .  

C. Q. F. D. 

Quelle conclusion devons-nous tirer de lk en ce qui concerns le 
d~veloppement de la fonction Z? 

La fonctioa: 

(~i )  - ~ .  

a ~ l'int~rieur du contour d'int~gration le caractSre d'une fonction ration- 
nelle. Nous pourrons done trouver une fonction rationnellc Q(z) tellc 
que la diff5rence 

soit holomorphe ~ l'int~rieur de ce contour. Pour achever de dSterminer 
1~ fonction rationnelle Q, nous supposerons que son numSrateur est de 
dcgr~ inf~rieur ~ son d~nominateur. 

Dans ces conditions, la diff(irence zJ tend vers o lorsque # st R 
croissent ind4finiment. C'est 1~, la consequence immediate de ce quc 
nous avons vu au sujet de l'int~grale. 

On voit par 1~ que la fonction Z peut avec une approximation aus,,;i 
grande que l'on veut dtre raise sous la forme d'une fonction rationnelle 
multiplies par une expression de la forme: 
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• 
F '~ ,dz / 
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F ~t f (4aut dcux time/ions fuchsiemms. 
C'est tout ce (tue j'ai pu trouver jusqu'ici comme extension aux fonc- 

tions de 2 ~ espdce des propridtds (lUC nous avous ddmontrdes plus haut. 
Je  ne doute pas qu'on ne puissc arriver un jour k unc thdorie plus 
compldte. 

En attendant, nous pouvons toujours exprimer une fonction zdta- 
fuchsienne quelconquc, soit sous la forme d'une serie ordonnde suiwmt les 
puissances de z, soit sous la formc du quotient de dcux parcilles sdrics. 

Soit d'abord cn efl'ct une 6quation lindaire: 

d,cl--- 5 d:.- ~ ~ 0 

les V~ 5tant rationnels et x ct y 6tant lids par la relation 

u)  = o .  

On pourra toujours remplacer x et y par deux fonctions fuchsienncs f(z) 
et f~(z), de la 2 ~'~ famille, choisies de telle sortc qu'cllcs satisfassent ~ la 
relation: 

r f~) = o 

et qu'elles ne puissent prendre aucune des valeurs qui correspondent aux 
points singuliers ni aux points ~ apparence singulidre de i:dquation p%cd- 
dente. Darts ces conditions, v sera une fonction z6tafuchsienne de z ne 
devenant pas infinie k t'intdrieur du cercle fondamental et ddveloppable 
par consdquent en sdrie suivant les puissances de z. Les coefficients se 
calculent par rdcurrence. 

Supposons maintenant que Z(z) soit une fonction zdtafuehsienne 
admetta~t des infinis ~ l ' int@ieur du cercle fondamental;  elle ne pourra 
plus (~,tre ddveloppde en sdrie ordonn6e suivant Its puissances de z et 
toujours convergente. Mais on pourra toujours trouver deux fonctions 
fuchsiennes f et F admettant  le groupe g et un hombre entier .m, tels 
que les deux fonctions 

~ /  F et \ ~ /  /"Z 
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dont le quotient est Z, restent finies k l'int6rieur du cercle fondamental. 
Elles pourront alors 6tre d6velopp6es en s6ries suivant les puissances 
croissantes de z. Quant aux coefficients, on pourra lcs calculer par 
r6currence, ainsi que nous l'avons dit plus haut. 

w 9. Fonct ions  diverses .  

Les fonctions z6tafuchsienne.% dont il a 6t6 question dans lcs para- 
graphcs pr6c6dents, ne sont pas les seules que ron l)eut imaginer. On 
pcut construire cn cfi'ct des fonctions z6tafuchsiennes qui existent dans 
toutc l'6tendue du plan; ce sont des fonctions qui subisscnt les substitu- 
tions lin6aires d'un groupe G quand la variable subit les substitutions 
d'un groupe fuchsien g de la 3 ~ de la 4 ~ , de la 5 ~ ou c7,c I~ 7 ~ f'am~lles. 
On peut aussi remplacer le groupe g par un grouk~ xleinden, st on 
obtiendra de la sorte des fonctions z6ta-kleinSennes, existant, soit dans 
toute l'6tendue du plan, soit dans un certain domaine. 

Cela suffit pour faire comprendre que dans les cinq m6moires des 
Ac ta  m a t h e m a t i c a  que j'ai consacr6s ~ l'6tude des transcendantes 
fuchsiennes et klein6ennes, je n'ai fait qu'cffieurer un sujet tr6s vaste, 
qui fournira sans doute aux g6om6tres l'occasion de nombrcuses et im- 
portantes ddcouvertes. 

Paris, 3o Mai 1884. 


