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In dem ersten Teile dieser Arbeit haben wir einige Erweiterungen 
des bekannten Satzes bewicsen: 

lr die Differentialquolienten zweier sleligen Fanktionen F(x)  und 
f(x) iiberall endlich und einander gleich sind, so beslekt die Gleiclmng 

F(x)  = f (x )  + eonst. 

Wir haben nitmlich (w ~) statt des Begriffes Differentialquotient vier 
allgemeinere Begriffe eingeffihrt, vordere obere (D+), vordere untere ( D+), 
hintere obere ( D-)  und hintere untere (D_) Ableitunq, und haben gezeigt, 
dass der Begriff Differentialquotient in dem obigen Satze dutch jeden 
diescr vier allgemeineren Begriffe ersetzt werden kann. Dadurch entstand 
der Satz I: 

Weiss man, dass zwiscken den stetigen Funktionen F(x)  u~d f (x)  fi~r 
alle Punkte des I~tervalles xox ~ die Relation 

(,) D F ( x ) - -  Df(z)  --~ o 

(~) Zwei inzwisehen im 24 ten Bande der M a t h e m a t i s c h e n  A n n a l e n  ersehieuene 
Aufs~tze der Herru HARNACK uud HOLDER bieten mehrfach Bertihrungspunkte mit den 

vorliegenden Untersuchuugen. 
Acta nmthemativa. 5. Imprim~ 11 Septembre 1~~ 
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9ilt, in welcher D eine der vier Ableitungen J)+, D~_, D- ,  D_, uncl zwar 
fi~r alle Punkte dieselbe, bedeutet, so darf man sehliessen, dass im 9a~zen 
I.ntervalle ~ox~ 

= + 

sei. 
Wir haben dann (w 2 ~ 5 )  gezeigt, dass der Schlus~ auf das Bestehn 

der Gleichung (2) unter Umst~inden auch clann noch zu]'a~sig bleibt, wenn 
die Gi'dtigkeit der Voraussetzung (t) nicht f{'tr alle Punkte des Intervalles 
~:oX~ gesichert ist, ski es, dass an gewissen Stellen die Grossen D F ( x ) u n d  
Df(x )  beide unendlieh gross werden, oder dass ihre Gleichheit nieht naeh- 
weisbar ist. Es reieht beispielsweise (w .3 Satz II~) z~w Begr0ndung der 
Relation (2) aus, dass die Gleichung (I) "m allen Stellen x gilt, aus- 
genommen hC, ehstens eine Menge t ), deren abgeleitete Menge P' endlich 
oder abzithlbar unendlieh ist. 

Man kann nun allgemein fragen: 
In  welchem Um~mq, d. h,. flit wie vicl P~mkte / ~l~ss die (;teichun 9 

(I) e~fiillt sein, damit man ~ immer unter Voraussetzm~5, der Stetokeit yon 
F(gc) und f ( x )  ~ sehliessen dar~ (lass auch die Gleichm~q (2) bestehe? 

Zur Beantwortung dieser Frage sind im Folgenden einige Unter- 
suehungen angestellt, tells wm der positiven, teils yon der negativen Seite, 
yon deren Ergebnissen wir als neu die naehfolgenden hervorheben: 

�9 Gilt die Gleiehung (i) fiir aUe irrationalen tVerte von x, so darf "ma~a 
sehliessen, dass aueh die Gleiehuny (2) besteht (w I). 

1st dagegen die G.~ltigkeit der Gleichung (t) too" /~ir alle r 
Werte von x naehgewiesen , so besteht nicht notwendig die G!eiclmn 9 (2). 
Denn es giebt stetige _b~anktionen ~b(x), die aieht durchaus constant sind 
und dennoeh lear alle rationalen x (teu Differentialquoliel~ten .LS)tll habe n; 
die Gleiehung (I) wird also aueh in dem verlangten b)nfange be~iedot, 

wenn man F ( x )  ~- f ( x )  + r  setzt (w 3). 
Ehe jedoch wit in die Untersuchungen fiber diesen Gegenstand ein- 

treten, sei es gestattet, naehtraglich noeh mit einigen Worten die Ein- 
fi'thrung der Begriffe D +, D+, D- ,  D_ zu reehtfertigen und die Zweek- 
m~tssigkeit derselben zu beleuchten. 

Es seheint uns, dass diese Begciffe fi'n" eine folgerechte Darstelhmg 
der allgemeinen Theorie der stetigen Funktionen einer reellen Veviindev- 



Zur Theorie der stetigen Funktionen einer reellen Yeritnderlichen. 281 

lichen vor dem Begriffe des Differentialquotienten den Vorzug besitzen, 
dass die Existenz derselben a priori ft'tr alle stetigen Funktionen gesichert 
ist, wie wit bei anderer Gelegenheit gezeigt haben,(~) wahrend die Exi- 
stenz eines Differentialquotienten an specielle Bedingungen gekni;~pft ist. 
Eine Beschr~nkung auf das Gebiet der differentiirbaren Funktionen und 
gleichzeitig die Einfahrung des Begriffes Differentialquotient wird, wie 
jede Beschr~nkung in einer allgemeinen Theorie, so lange thunlichst ve~- 
mieden werden mt'~ssen, bis es sich herausstellt, dass dieselbe entweder 
zur Erremhung gewisser Resultate unumganglich ist oder doch wesent- 
liche Vereinfachungen der Betrachtung nach sich zieht. Dies ist weder 
bei den frt'~her yon uns angestellten, noch bei den hier folgenden Unter- 
suchungen der Fall, und daher erscheint es uns angemessen, in denselben 
die allgemeinen Begriffe D +, D+, D- ,  D beizubehatten. 

Dagegen kommt man bei der weiteren Entwickelung der Theorie 
sehr bald an eine Stelle, wo das Aufgeben der allgemeinen Begriffe und 
die Einfi:lhrung der speciellen zur Notwendigkeit wird. Und gerade da- 
durch, dass man die Einffihrung des Differentialquotienten bis zu diesem 
Punkte verschiebt, erreicht man den Vorteil, dass sich dieser neue Begriff 
nun ohne jede Willkflrlichkeit und gleichsam yon selbst ergiebt. Der 
Fall tritt ein, wenn man mit den abgeleiteten Funktionen D +, D+, D- ,  D 
i~hnliche Untersuchungen, wie mit den urspranglichen vornehmen und 
daher gewisse Forderungen in Betreff ihrer Stetigkeit stellen will. Es 
zeigt sich niimlich erstens, dass, wenn eine der 4 abgeleiteten Funktionen, 
etwa D+f(.+), nut Unstetigkeiten erster Art aufweist, d. h. wenn an allen 
Stellen Grenzwerte 

+ , nd D+ - -  4 
~=0 z - O  

existiren, notwendig riberall die Gleichungen 

D ~ f ( z ) =  /)+f(:r) und D f(x)---=- D f(,v) 

bestehn; und zwcitens, dass, wenn eine der abgeleiteten Funktionen durch- 
aus stetig ist, durchweg die Gleichungen 

D+f(x) = D+f( : r . )=  l)-f(x)---- D f(x)  

(t) A c t a  M a t h e m a t i c a ~  B. 5~ P. 5 2. 
Acta mathematiea. 5. Imprim~ 11 Septembre 1884. 36 
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gelten.(1) Fi~hrt man nun im ersten Fulle f(ir die paarweise einander 
gleichen Funktionen die Bezeichnungen f~(x) und fL(x),  im zweiten Falle, 
da auch diese beiden Funktionen einander gleich sind, die Bezeichnung 
f'(z) ein, so hat man die Begriffc vorderer Differentialquotient, hinterer 
Differentialquotient und Differentialquotient gewonnen. Man gelangt also zu 
der Beschrdinkung auf differentiirbare _~'unktionen und zum Begrif[b ))Differen- 
tialquotient)) ganz yon selbst da&trch, dass man nur die Stetokeit einer der 
abgeldteten Funktione~ verlangt. Eine ohne Zweifel i~usserst merkwtirdige 
Thatsache! 

Soviel ~:~ber die Zweck~assigkeit tier Begriffe /)+, D+, D - ,  D_ ft'w 
die folgerechte Entwickelung der Theorie der stetigen Funktionen. Was 
die Natzlichkeit derselben ft~r andere Untersuchungen betrifft, so sei es 
gestattet, auf einige unserer Theoreme tiber Rectificirbarkeit der Curven, 
besonders auf alas Theorem IV (Acta  M a t h e m a t i c a ,  B. 5, P- 62) hin- 
zuweisen, aus welchem hervorgeht, dass yon dem Verhalten der Ableitungen 
D+f(~), . . .  die Existenz der Lange einer durch die Gleichung y = - f ( x )  
definirten Curve abhangen kann in F,'fllen, wo der Differentialquotient der 

X 1 

Funktion f (x)  und mit, ihm das Integral I q- \d~/ 

bestimrnt ist. 
Wir gehn nun zu den eingangs angektindigten Untersuchungen ~iber. 

I .  

Satz I V  (Erweiterung des Satzes II , ) .  tVenn man yon zwei im Inter- 
,valle xox ~ iiberall stetigen lVunktionen F(x)  und f ( x )  weiss, class (lie Ge- 
sammtheit der Stdlen x, an denen die vorderen oberen Ableitungen D+F(x)  
und D+f(x)  (oder die vorderen unteren etc.) entweder nicht beide endlich 

( ' )  Beide S~t, ze sind unmittelbar aus unserem Htilrssatz I I [  ( A e t a  M a t h e m a t i c a ,  
B. 5~ P. I90)  abzuleiten; tier zweite finder sieh aueh bei Dt~rt (FondameMi. p. I96  ~ 3~ 
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oder uicht ei nauder gleich sind, h6chstens eine abz(ihlbar unendliche Menge P 

bildet, so ist im ganzen Intervall  

F ( z )  = f ( x )  +  onst. 

B e w e i s .  

Es sei as, allet~ Stellen des Intervalles XoX ~ mit Ausnahmc der 
Punkte P 

D + ~,'(x) = D ~- f ( x ) .  

Wit bilden die Funktion 

in weleher c eine willkiirliche positive Constante ist. Dann wird, wenn 
x kein Punkt  der Menge P ist, notwendig 

D+ >_ c. 

Der Beweis ist von p. i 8 4  des ersten Teiles dieser Arbeit  unmit te lbar  zu 
t:tbertragen. 

Wit  behaupteu,  dass die Differenz 

[ F ( x ) -  f(x)i - - [F (~o ) -  f(:~o)l 

im Intervall  x~0x ~ an keiner Stelle negativ werden kann. Nehmen wir 
namlich an, dass f(~r x =-: x' die Gleichung 

[F(.v) ~ f ( x ) ] -  [ F ( x o ) -  f(zo) ] = - -  H 

erfi~llt ware, wo H e i n c  positive Grssse ist, so gelangeu wir auf  folgende 
Art zu einem Widerspruche. 

Es sei o < ~ /<  H ,  C _~ -;----H --  r~ Dann wird der Wert  der Funkt ion 
Y3 - -  X o 

V~(x)--F~(Xo) an tier Stelle x = x' kleiner als - - y /  sein, falls nu t  die 
positive Constante c kleiner als C ist. Es wird folglich, da die Differenz 

F~(x)- -Fr  ft'~r x---~ x o den Wert  o hat, im Interv-dl XoX' eine Stelle 
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x~ existiren, welche die obere Grenze aller derjenigen Punkte ist, an 
dcnen ~ ( x ) ~  ~ ( x 0 ) ~  _ - ~ 7  ist. An dieser Stelle x~ ist crstens 

wegen der Stetigkeit der Funktion F~(x), und zweitens 

fiir alle Werte h zwisehen o und x'--x , . ,  folglich auch D+tt,.(x~)<o. 
Der Punkt  x, muss also zur Menge P gehSren, denn fi:r alle anderen 
Punkte ist, wie vorher gczeigt, D+fc(x)> c. Geben wit der Constanten 
c einen anderen Weft  c~ so wird sieh auf diesclbe Weise cine Stelle x --  x,, 
bestimmen lassen, und es ist leicht einzusehn, dass xr nicht gleich x, sein 
kann. Denn die Grosse x, muss der Gleichung 

- - 7 ,  

die Grssse xc, der Gleichung 

- - 7  

genflgen; jede dieser Gleichungen far sich zeigt, dass x nicht gleich x 0 
sein kann; die durch Subtraktion der Gleichungen sich ergebende Relation 
kann daher nu t  erfiillt sein, wenn c -~-c  1 ist. Wir sehn hieraus, dass 
nicht nu t  jedem Werte von c, der zwischen o und C liegt, ein bestimm- 
ter Wert  xc aus der Menge P entspricht, sondern dass auch verschiedenen 
Werten von c immer versehiedene Werte yon xc entsprechen. Dies ist 
abet mit der Voraussetzung, dass die Menge P hschstens abzi~hlbar un- 
endlich sein ~ollte, unvereinbar. Denn denken wir uns die si~mmtlichen 
Werte yon x, die zur Menge P gehsren, in eine einzige Reihe geordnet 

und bilden aus dieser eine neue Reihe /~, indem wir ordnungsmi~ssig 
alle diejenigen Elemente der ersten Reihe ausw~hlen, welche irgend einem 
Werte von c als zugeh(~riges x~ entsprechen, so mfisste jedem zwisehen o 

und C gelegenen Werte yon c ein Element der Reihe P und jedem Ele- 

ment  der Reihe ~ ein Weft  von c entsprechen, d. h. es wt'lrde eine 
gegenseitig eindeutige Correspondenz stattfinden zwischen den Elementen 

der abzghlbaren Menge P einerseits und den Elementen der continuirlichen 



Zur Theorie der stetigen Funktionen einer reellen Veriinderlichen. 285 

Wertmenge c andererseit. Herr G. CAN'rol~ hat abcr (BOI:CHAUDT'S Jour -  
nal,  B. 7 7 ,  P. 260) in aller Strcngc bewiesen, dass eine derartige Zu- 
ordnung umnoglich ist. 

Die Annahme 

[U(x') - -  f ( x ' ) ] -  [F(xo) - - / (Xo)  i = - -  H 

enth~lt also cinch Widerspruch gegcn die Voraussctzung. Durch Vertau- 
schung yon F und f wird unmittelbar ersiehtlich, dass auch die Annahmc 

= :  U 

unzul~ssig ist, Es muss daher ffir jeden Wert yon x' 

I F ( x )  - -  f ( x ) ] -  [ F ( x o )  - -  f (x0)  ] = o 

sein, womit der Satz IV vollst~indig bewiescn ist. 

Der Satz IV ist weit allgemeiner, als dic bisher bekannten Satze 
diescr Art, speeiell welt allgemeiner, als unser Satz II~, der in jenem 
cnthalten ist. 

Soviel wit wissen, hat man sich bisher im Wesentlichen darauf be- 
schri~nkt, sogenanntc ))Punktmengen erstcr Art)) als Ausnahmestellen an- 
zunehmen, indem man nachwies, dass die Gleichheit zweier stctigen Funk- 
tionen - -  abgesehn von einer additiven Constante - -  aus der Gleichheit 
der Ableitungen gefolgert werden darf, wenn die Stellen, wo diese Ab- 
leitungen unendlich gross sind, h0chstens eine Menge ))erster Art)) bilden. 
Unter ein Menge ))erster Art)) wird jede Menge verstanden, deren successive 
abgelcitete Mengen von einer bestimmten endlichen Ordnung ab ver- 
schwinden. 

Unser Satz II~ enthielt die Erweiterung von den Mengen ))erster Art)) 
auf alle ))reduktibeln)) Mengen. Unter ))reduktibeln)) Mengen verstehn 
w i t -  mit Herrn G. CAXTOn- diejenigen, deren erste abgeleitete Menge 
abz~ihlbar ist, oder, was dasselbe ist, diejenigen, deren successive abgelei- 
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tete Mengen von einer bestimmten Ordnung a ab vcrschwindcn, wo a 
eine endliche oder eine iiberendliche Zahl der zweiten Zahlenklasse ist.(1) 

Herr CA~TOR hat gezeigt,(2) dass alle Mengen erster Art und fiber- 
haupt alle reduktibeln Mengen abzli, hlbar sind, wi~hrend durchaus nicht 
alle abz~hlbaren Mengen reduktibel sind. Aus dem eben bewiesenen 
Satzc IV geht nun hervor, dass nicht die Reduktibiliti~t, sondcrn die 
Abz',i, hlbarkeit der Menge P in unserem Falle das Wesentliche ist. Und 
es ist bemerkenswert, dass der Satz IV, gerade weil er nut diese wesent- 
liche Eigenschaft der Menge P enthMt, sich einfacher hat beweisefi lasscn, 
als der Satz IIa, obwohl der letztere weniger umfassend und ganz und 
gar in jenem enthalten ist. 

Als Anwendung des Satzes IV heben wir den Fall hervor, dass ffir 
die Menge P die Menge aller rationalen Zahlen genoinmen wird, die nach 
CANTOIt (BoIr J o u r n a l ,  B. 77, P. 258) abzMfibar ist. Man er- 
hMt dann den Satz: 

Wenn man yon zwei stetoen _Funktionen F ( x )  und f ( x )  weiss, dass 
die vorderen oberen Ableitungen (oder die vorderen unteren etc.)fiir aUe irra- 
tionalen Werte yon x endlich und einander gleich sind, so unterscheiden sich 
die Funktionen nut durch eine additive Konstante; 
und welter: 

r �9 Eine stetige T unktwn, die fiir aUe irrationalen Werte yon x den Di[: 
ferentialqaotienten Null hat, ist eine Konstante. 

Es folgt hieraus z. B. unmittelbar, dass ft~r die RIEMA~N'sche Funk- 
tion (3) 

F ( x )  = , j ' z  
n=| 

nut eine einzige Funktion existiren kann, welche die charakteristischen 
Eigenschaften des Integrales 

x 

f F(x)dx 
0 

(1) Acta  M a t h e m a t i e a ,  B. 2, p. 409, Theoreme B und C. 
(2) M a t h e m a t i s e h e  Ann.-'.'en, B. 2I~ p. 53~ Theorem II. 
(3) Ueber die Dars teUbarkei t  e. F. d. e. trigon, t~. Ges.  W e r k e ,  p. 228. 
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hat, an der Stelle x ~ - o  zu verschwinden und an allen Stellen, wo F ( x )  
stetig ist, den Differentialquotienten F ( x )  zu besitzen. Denn /v(x) ist 
jedenfalls far  alle irrationalen Werte yon x stetig, und damit ist bereits 
die Bedingung far  die Anwendbarkeit der vorstehenden S~tze erfallt. 
Ueberhaupt darfte der Satz IV weitaus far  die meisten FMIe hinreichen, 
wo man sonst auf den schwerfalligen Satz I I ,  (resp. die bereits fri~her 
bekannten A naloga desselben) angewiesen war. 

2, 

Die Frage, deren Beantwortung wir eingangs als das Ziel unserer 
Untersuchungen hingestellt haben, lautete: In welchem Umfange muss 
(lie Gleichung D + F ( x ) - - D §  o erfallt sein, damit der Schluss 
F ( x ) - - f ( x )  = const, gezogen werden daft? 

Diese Frage wi~rde als vollstandig beantwortet anzusehn sein, wenn 
sich im Anschluss an den Satz IV Folgendes nachweisen liesse: Bedeutet 
P eine im Intervall xox I beliebig gegebene Menge yon Werten x, deren 
M~chtigkeit hsher, als diejenige der abzdihlbaren Mengen ist, so existiren 
immer stetige Funktionen ~b(x), welche nicht im ganzen Intervall xox 1 
constant sind und dennoch an allen Stellen, die nicht zur Menge P ge- 
hSren, den Differentialquotienten Null besitzen. 

Der Naehweis der Existenz solcher Funktionen ~b(x) ist uns indes 
nicht in voller Allgemeinheit, sondern nut unter der Voraussetzung ge- 
lungen, dass die Menge P entweder selbst ))perfekt)) ist oder doch einen 
~,perfekten)) Bestandteil enthMt. Die von uns aufgeworfene Frage wird 
also im Folgenden nicht vollstandig erledigt; denn kS bleibt der Fall 
i~brig~ dass die Menge /) von hOherer als der ersten M'~chtigkeit ist, ohne 
eincn perfekten Bestandteil zu enthalten. Freilich ist es zweifelhaft, ob 
solche Mengen iiberhaupt vorkommen kSnnen; Beispiele dieser Art 
diirften wenigstens bisher nicht bekannt sein. Sollte es sich daher in 
der weiteren Entwickelung der Mengenlehre herausstellen, dass wirklich 
jede Punktmenge, deren M•chtigkeit hsher als diejenige der abzi~hlbaren 
Mengen ist, einen perfekten Bestandteil enthMt, so wi~rde damit gleich- 
zeitig der letzte Schritt zur Beantwortung unserer Frage gethan sein. 
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Bei dem gegenwi~rtigen Standpunkte der Theorie muss jedenfalls die Be- 
dingung, dass die nicht abzi~hlbare Menge P einen perfekten Bestandteil 
enthalten solle, ausdrticklich angegeben werden. 

Eine ))perfekte)) Menge ist nach der Definition yon Herrn CANTOR 
eine solche, welche ihrer ersten abgeleiteten Menge gleich ist. Sie wird 
allgemein gegeben vermittelst einer endlichen oder unendlichen Reihe yon 
Intervallen ix, i~, . . . ,  die so gewi~hlt sein mi~ssen, dass sie einander 
si~mmtlich ausschliessen und auch nicht mit ihren Endpunkten an einander 
stossen. Es bilden ni~mlich bei beliebiger Annahme solcher Intervalle 
i~, i~, . . .  diejenigen Punkte, welche im Inneren keines einzigen Intervaltes 
liegen, stets eine perfekte Menge, und umgekehrt lasst sich zu jeder 
anderswie definirten perfekten Menge eine Reihe yon Intervallen i~, i2, ... 
bestimmen, yon denen die Menge in der angegebenen Weise abhi~ngt. 

Eine perfekte Menge wird beispielsweise gebi]det durch die Gesammt- 
heit aller derjenigen Zahlen, die sich als endliche oder unendliche Deci- 
malbrhehe so schreiben lassen dass die Ziffer 5 nicht vorkommt. Die 
Intervalle i~, i:, . . .  sind in diesem Falle, wenn wir nur die Strecke von 
o bis i berhcksichtigen, folgendermassen dureh ihre Anfangspunkte ~,  $5, "" 
und ihre Endpur, kte ~,  ~,  . . .  gegeben. Erstere sind die sammtlichen 
endlichen Decimalbriiche, die mit einer 5 abschliessen, ohne dass eine 
solehe schon vorher auftritt; letztere entstehn aus den ersteren, indem 
man die 5 in eine 6 verwandelt. Die ~,  ~:2, . " ,  welche als Anfangs- 
punkte der Intervalle i~, i~, . . .  noch zu der perfekten Menge geh0ren, 
erfi~llen die in der Definition gestellte Forderung, keine 5 zu enthalten, 
wenn man 499- - .  start 5 schreibt. 

Es sei nun zwischen x o und x~ eine beliebige perfekte Menge P ge- 
geben. Wit  stellen uns die Aufgabe, eine durchaus stetige Funktion 
zu bilden, die, ohne im ganzen Intervall konstant zu sein, doeh nur an 
Punkten der gegebenen Menge P einen von Null versehiedenen Differen- 
tialquotienten besitzt. 

Ist die Menge P in irgend einem Intervall der Strecke x0x ~ ))tiberall 
dicht)), so ftillt sic dieselbe, da sie perfekt ist, stetig aus. In diesem 
Falle liegt die Lssung unserer Aufgabe auf der Hand. Wit nehmen also 
an, die Menge P sei in keinem Intervalle ))iiberall dicht)), eine Eigenschaft, 
~velche unter anderen auch der vorher als Beispiel angeft~hrten Menge 
zukommt. 
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U~r dieser Annahme ist die gestellte Aufgabe ft~r elnige specielle 
Mengen bereits in unseren Untersuchungen fiber Rectification, ganz all- 
gemein aber yon Herrn CANTO]I (Acta  M a t h e m a t i c a ,  T. 4, P. 385) 
gelsst. Wir geben im Folgenden tin Verfahren, welches vielleicht etwas 
anschaulicher als dasjenige yon CA~'roa ist und fiberdies ftir die im 
n[~chsten w folgenden Anwendunge[l einige Vorteile bletet. 

Zu dem Zweeke bezeichnen wir dig Anfangs- und Endpunkte der 
Intervalle il, i~, . . . ,  durch welehe die perfekte Menge P bestimmt ist, resp. 
mit $1, $2, . .  . und $'~, $'~,. . . . '  Die i,, $~, r bilden unendliche Reihen, da 
sonst die Menge P ganze Intervalle stetig ausfiillen wtirde. Wit  denken 
uns diese Reihen auf irgend eine Weise geordnet, z. B. nach der Lange 
der Intervalle i, und im Falle der Gleiehheit mehrerer Li~ngen nach der 
Grssse der entsprechenden $~. Jedem Intervalle i~ ordnen wir zwei andere 
i: und i;' zu, indem wir mit i: dasjenige der ~ -  i vorhergehenden In- 
tervalle i~, i:, . . . ,  i.~_~ bezeichnen, welches dem i~ zuni~chst links liegt, 
mit i:' dasjenige, welches dem i~ zunaehst rechts liegt; resp. jedesmal, 
wenn i.~ das am weitesten links gelegene der v Intervalle il, i 2 , . . . ,  i~ ist, 
mit i: den Punkt  x0, und wenn i~ das am weitestcn rechts gelegene ]n- 
tervall  ist, mit i: den Punkt  x 1. 

Die Funktion ~b(x) definiren wir nun der Reihe naeh ftir die ein- 
zelnen Intervalle il, i:, . . . .  folgendermassen. Die Werte r und r  
werden willkiirlich, aber von einander verschieden angenommen. Ffir 
alle Punkte des Intervalles i 1 (einschliesslich $1 und ~;)sei  

un(1 allgemein ffir die Punkte des intervalles i~ (einschliesslieh $~ und ~') 

I 
r  = = + 

Jeder Wer~ x, der in keinem der Intervalle il, i2, . . .  liegt, hat  die Eigen- 
schaft, dass in jeder Nhhe desselben unendlich v ide  jener Intervalle liegen; 
denn die gegebene perfekte Menge ist nach Voraussetzung in keiner 
Strecke ))iiberall dicht)). Wir  ordnen jedem derartigen Werte yon x eine 

�9 x -x .x = il setzen unendliche Reihe yon Intervallen ~1, ~2, . . -  zu, indem wir h 
und allgemein i~+1 als das erste Intervall  der Reihe il, i:, . . .  definiren, 

Acta ~nathe~natiea. 5. Imprim~ 13 Septembre 1884. ~ 
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= hm $.~" , welches zwischen i~ ~. und x liegt. Dann ist offenbar x hmc.~--=- " ,x 
p = a o  p = r  

und wir definiren nun 4,(x) dutch die Gleichung Sty(x)= lim,r O:~ss 

ni~mlich der Grenzwert auf der rechten Seite existirt, folgt daraus, dass 
i x die Differenz r - -  r far  alle Werte von ~ dasselbe Vorzeichen hat. 

Die Funktion ~(x)  ist jetzt ffir alle Punkte  des Intervalles x0x ~ 
eindeutig definirt. Wir  beweisen ~ was iibrigens, wenn man die Curve 
y ~- r  betrachtet, direkt aus der Anschauung folgt - - ,  dass r  durch- 
aus stetig ist. Nach beliebiger Annahme der Zahl n kann naml i ch  eine 
Zahl m, jederzeit so bestimmt werden, dass die Strecke XoX ~ dutch die 
Punkte  (:I, $2, . . - ,  $~. und $'1, $.~, - . . ,  $',,. in Intervalle geteilt wird, in 
deren jedem die Oifferenz zwischen Anfangs- un4 Endwert  yon r  

hschstens gleich r162 ist. Denn angenommen, es ware zu der 
.2 n 

Zahl n eine solche Zahl m~ bestimmt, so brauchen wit  m,,~ nur  so gross 
anzunehmen, dass zwischen je zweien der Intervalle x0, i~, i2, . . . ,  i~., xl min- 
destens eins der Intervalle i,,.+1, imo+~, . . . ,  i,,.,., liegt. Dann wird nam- 
lich far  jede neu entstandene Teilstrecke die Differenz zwischen Anfangs- 
und Endwert  naeh der Definition der Funktion r  hSchstens halb so 
gross, als fiir die urspranglichen Teilstrecken, d. h. hschstens gleich 

4'(~,  ) - -  r  2,+~ sein. Es wird also, da far  n = i offenbar m, = I gesetzt 

werden darf, in der That  ffir jedes n die Zerlegung der Streeke x0x ~ in 
Teilstrecken msglich sein, in deren jeder die Differenz zwischen Anfangs- 

und Endwert  der Funktion tb(x) hochstens gleieh r162176  2.+1 ist. Hier- 

aus folgt unmittelbar  die Stetigkeit yon r  wenn noeh beriicksiehtigt 
wird, dass diese Fffnktion durchaus monoton ist und daher in jedem In- 
tervall  nur solche Werte annehmen kann, die zwischen dem Anfangs- 
und Endwerte liegen. 

Die Funktion r  erftillt, wie wir jetzt erkennen, alle gestellten 
Forderungen: sie ist stetig, ist nich, t i m  ganzen IntervaU XoX ~ constant und 
besitzt an allen Stellen, die nicht zu der gegebenen perfekten Menge P ge- 
h6ren, den Differentialquotienten Null. Hiermit ist allgemein nachgewiesen, 
dass der Schluss F ( x )  ~ f ( x )  ~ const, unstatthafl wird, sobald die Gesammt- 
heir der Stellen, flit welche die Giiltigkeit der Gleichung D F ( x ) - - D f ( x ) =  o 
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(oder auch der Gleichang F ' ( x ) ~ f ' ( x ) - ~ - o )  nicht nachweisbar ist, als Be- 
standteil eine perfekle Menge F- enthd'lt; denn legen wir bei der Bildung der 
l~htnklion r  eben diese Menge P zu Grunde, so ist auch unter der An- 
ntdtme F ( x ) -  f (x )  ---- r  die Gleichungen D F ( x ) -  D f ( x ) - -  o (resin. 
F ' ( x ) -  f '(~) -~ o) in dem geforderten Umfang erfiillt. 

Hat die perfcktc Mengc P einen von o verschiedenen Inhalt ~, d. h. 
ist die Summc dcr L~r~gen dcr Intervallc i~, i 2 , . . ,  kleiner als x ~ -  x0, so 
kann man mit CA~'ron einfachcr 

(x) 

(xD 

sctzcn, wo dic Summe sich auf allc diejenigcn Intervallc i~ resp. Bc- 
standteile solcher Intervalle erstreckt, welche sich zwischcn x 0 und x 
befinden. Diese Funktion hat die Eigent(imlichkeit, dass der Weft dcs 

Qu'otienten r + h ) i r  ffir alle Werte von x und h zwischen o and h 
i liegt, dass also keine der 4 Ableitungen D +, D+, D-,  D_ jemals kleiner 
a l s o  oder grSsser als i wird. Hieraus folgt, dass wenn die Gesammtheit 
der Stellen, fiir welche die Giiltigkeit der Gleichung D F ( x ) -  Df(x)--- -o  
(resp. F ' ( x ) -  f ' (x)  ---- o) nicht ~achweisbar ist, als Bestandteil eine perfekle 
Menge mit von Null verschiedenem Inhalt besitzt, der Schluss F ( x ) - - f ( x )  : o 
selbst dann unzM(iss~q bleibt, wenn man von den Funktionen F(x )  und f (x )  
ausserdem noch weiss, dass ihre Ableilungen durchweg unter einer bestimmlen 
endlichen Grenze liegen sollen. 

w 

Wir wollen aus den im vorigen w angestellten Betrachtungen einige 
weitere Schhisse ziehn. Zu dem Zwecke brauchen wir folgenden 

H~lfssatz aus der Mengenlehre. Es sei P eine beliebige perfekte ~fenge~ 
welche in keinem Intervall iiberall dicht ist, It eine beliebige abzCihlbare Menge. 
Subtrahirt man yon allen Elemenlen der Menge P eine Konstante a, so ent- 
steht eine aus den Werten x -  a gebildete neue Menge P.. Es 1Cisst sich 
dann die Konstante a zwischen beliebig gegebenen Grenzen immer so bestim. 
men, class die Menge P~ keinen einzigen Wert der 2tfenqe R enthdlt. 
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B e w e i s .  

Wir bezeichnen wieder die Reihc dee for die perfekte Menge P 
charakteristischen Intervalle in bestimmter Ordnung mit il, i~, . . . ,  (lie An- 
fangspunkte mit  $1, $2, "" �9 , die Endpunkte mit $'1,5~, . .  �9 ; die Elemente der 
abzi~hlbaren Menge R seien, ebenfalls in bestimmter Ordnung, xl, x2, xa,...; 
c~ und c~ (c'1 > cl) seien die willkclrlich gegebenen Grenzen, zwischen denen 
die Konstante a liegen soll. Wi t  betrachten nun das Intervall yon 
x = x, + q bis x == xl + c~. Entweder ist diescs Intervall  g~mzlich in 
einem der Iiltervalle il, i ~ , . . ,  cnthalten reap. fMlt mit eincm solchen zu- 
sammen, in dicsem Falle setzen wit c., = cl, 4 ~ c'1; oder es giebt unter 
den Intervallen i~, i ~ , . . ,  solehe, die sammt ihren Grenzen ganz und gar 
im Innern der Strecke (xt + c1, xl + c'~) liegen, in dicsem Falle setzen 
wir, wenn ik~ das erste derartige Intcrvall der Reihe i~, i~, ... ist, c2 ~ 5k,--x~, 
4 = $'~, - -  xl. (1) Wir betrachten nun zwcitens das Intervall  yon x = x2 + c~ 
bis x-----x., + 4 .  Auch dieses Intervall ist entweder ganzlich in cinem der In- 
t e rwl l e  il, i~, . . .  enthalten resp. f[dlt mit eincm solchen zusammen, in diesem 

' ~  " oder es giebt unter den, Intervallen Falle setzen, wir  ca c2, ca c2, 
i~, i2 , . .  solche, die sammt ihren Grenzen ganz und gar im Inneren der 
Streeke (x2 2( c2, x~ + 4) liegen, in diesem Falle setzen wir, wenn i,= das 
ersfe derartige Intervall der Reihe il, i2, . . .  ist, ca= ~.~--x.2, c'a~-~'~,~x2. 
Durch Fortsetzung dieses Processes erhalten wir zwei unendliche Reihen 

t t q ,  c=, c3, . . .  und c '~ ,c~,ca , . . ,  yon der Art, dass f i i r j e d e s v c ~ > c ~ u n d  
ausserdem entweder gleichzeitig c~+~ > c~ und c~+1 < c: oder gleichzeitig 
c,+~ .----c., und c:+~--= c: is{. Die Elemente beider Reihen haben daher fiir 

-~ oo bestimmte Grenzwerte c und c', und zwar wird in dem Falle, dass 
c-----c' ist, diese Grss~e gr6sser als alle c~ und kleiner als alle c: skin. Nehmen 
wit jetzt die Konstante a zwischen c und c' an, resp. gleich c undc ' ,  falls 
diese beiden Grsssen einander gleich sind, so ist diese Konstante unter allen 
Umsti~nden grSsser als alle c.~ und kleiner als alle c:, d. h. kS werden alle 

(1) Ein dt.ittet, Fall kann nicht eintreten; dean wean unter den Intervallen i~  i~, . . .  

sieh ein solehcs befindet, dessen eiaer Eadpunkt mit einem der Punkte x I + c t oder x I + c~ 
zusammenfitllt~ w~thrend der andere Endpunkt zwischen diesen beiden Stellen liegt, so giebt 

es immer aueh solehe Intervalle i~, die mit ihren beiden Endpunkten ganz und gar im 
Inneren der Streeke (x I + c1~ % + c~') liegea. 
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Gr~sssen G -  a neg~tiv und allc Gr(~ssen c ~ -  a positiv. Nun sind far 
jeden Wert yon ~ allc iuneren Punkte der Strecke yon x = x.,-t-c,+, bis 
x ~ x~ + c;+, zuglcich innere Punkte tines dcr f~'ir die Mcngc P charak- 
tcristischcn lntcrvallc i~, i~, . . . ;  allc inncrcn Punkte dcr Streckc yon 
x = x~ + G+~--a bis x ---- x~ + c'.,+,--a sind folglich zuglcich innere Punkte 
eines der ft'~r die Mengc Po charakteristischcn Inter valle; es wird a;lso auch 
der Punkt x: selbst im Inncren tines dcr ft'tr die Menge P, charakteristischen 
Intervallc liegen, d. h. nicht zur.Menge P: gehoren. W . z . b . w .  

Aus dem eben bewiescnen Satze geht z. B. hervor, dass cs perfckte 
Mengen giebt, die nur aus irrationalcn Werten bcstchn; derm die ratio- 
nalcn Zahlen bildcn eine abzMflbare Menge R, und wit erhalten daher 
eine Menge yon der gewi'mschtcn Art durch Vermindcrm,g aller Elemente 
einer beliebig gegebenen perfcl~ten Menge P (die nur in keinem Intervall 
i'lberall dicht sein daft) um eine gecignetc Konstante a. 

Vcrbinden wir diese Resultatc mit dcnjenigen des vorhergehcndcn w 
so ergiebt sich Folgendcs: 

Ist r  irgend eine stetige t~unktion yon der im vorigen bq angegebenen 
Art, d. h. eine solche, die, ohne darchaus konstant zu sein, doch an allen 
Stellen mit Ausnahme der 19erfekten Menge P den Differentialquotienlen Nall 
hat, so Msst sich eine Konstanle a zwischen zwei beliebigen Grenzen c, undc; 
so bestimmen, dass die Fanktion 5b(x d -a) /eden fa l l s  an allen SteUen, die 
ztt der willkiirlich gegebenen abztgl~lbaren Menge tt  geh6ren, den Differential- 
quotienten Null besitzt. 

Insbesondere gilt der Satz wenn man fiir R die Mettge aller rationalen 
Zahlen nimmt. 

Legt man eine perfekte Menge P mit vow Null verscMedenem Inhalt ~ za 
erunde und setzt ~(x)  --= ~(x) ,  so hat die Fanklion ~(x -4- a) iiberdies die 
JNoenschaft , an allen Stellen durchaus endliche Ableitungen zu besitzen, da 

allgemein o < r + h) - -  r < i ist. 

Ist daher zwische~ zwei stetigen Funktionen F ( x )  u , d  f ( x )  die Rela- 
tionen D F ( x ) - - D f ( x ) =  o resp. F ' ( x ) - - f ' ( x ) - - - - - o  nur flir eine abz(ihl- 
bare Menge yon Punkten, etwa fiir alle rationalen Werte yon x,  nachgewiesen, 
so darf man nicht schliessen, dass F ( x ) - - f ( x ) =  const, sei, selbst dann 
nicht, wenn man yon den Fttnktionen F ( x )  und f ( x )  ausserdem noch weiss, 
dass ihre Ableitungen iiberaU unterhalb einer bestimmten endlichen Grenze 
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liegen; denn alle diese Bedingungen werden auch fiir F ( x ) - -  f (  x)  = r  "4- a) 
erfiillt. 

Wit wollen den Fall, dass /~ die Menge aller rationalen Zahlen be- 
deutet, noch etwas nigher ins Auge fassen. Nimmt man bei der im 
vorigen w angegebencn Konstruktion der Funktion r  ftir r und 
r rationale Werte an, so wird die Funktion i;lberhaupt an allen 
nicht zur Menge P gehsrigen Stellen rationale Werte besitzen. Die 
Funktion r + a) wird also far  alle rationalen x seIbst rational sein. 
Man erh~lt fiir jedes gegebene rationale x = x~ den Wert yon r (x~ "4- a) 
(lurch eine endliche Anzahl yon Operationen, was wir ausdracklieh her- 
vorheben. Denn naehdem die Lage und Reihenfolge der Intervalle il, i~,..., 
die Reihenfolge aller rationalen Zahlen z~, x 2 , . . . ,  und die Werte der 
beiden Konstanten c~ und c'~ einmal fcstgesetzt sind (abrigens willkftrlich), 
braucht man nur die ~ Intervalle i~,, iz..~, . . . ,  ik.~ nach einander zu bestim- 

men und r zu berechnen; dann ist offenbar r + a ) =  r 

Es ist hiernach m6glich, der Merge aller rationalen Werle x~, x ~ , . . .  
rationale Werte y~, Y2, . . .  so zuzuordnen~ dass zu jedem x~ das entsprechende 
y~ durch eine endliche Anzald yon Operationen gefunden wird, und dass zu- 
gleich die Gesammtheit der Werle y eine stetige Funktion yon x darstellt~ 
deren Differentialquotient an allen rationalen Stellen gleich Null ist. 

w 

Die irrationalen Zahlen werden von einigen Mathematikern aus dem 
Gebiete der Analysis ausgeschlossen. Da indes die gewshnlichen Methoden, 
welche bei Begrandung der Principien der Integralrechnung angewendet zu 
werden pflegen, wesentlich auf Heranziehung irrationaler Zahlen beruhen, 
wird durch die Aussehliessung derselben eine neue Prfifung jener Prin- 
cipien notwendig. Far  diesen Zweck sind die in dem vorhergehenden 
Paragraphen angestellten Untersuchungen yon Wichtigkeit. 

In einer Theorie, welche sich auf Betrachtung rationaler Werte des 
Arguments beschri~nkt, ist zun~chst dem gewshnlichen Stetigkeitsbegriff 
vorweg die Bedeutung der gleichmdissigen Stetigkeit in ]edem beliebigen In- 
tervall beizulegen. Denn sonst wtirde man z. B. eine Funktion, die ft~r 
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x < V/~ gleich o, ffir x > ~/3 gleich I ist, stetig nennen mfissen, da die- 
selbe in der That ftir alle rationalen x stetig ist, ohne freilich in jedem 
Intervall gleichmassig stetig zu sein. 

Die in dem vorigen Paragraph angestellten Untersuchungen zeigen 
nun abet welter, dass auch der gewohnliche Begriff der Differentiirbarkeit 
einer Funktion far  viele Zwecke unzureichend ist und elner weiteren Be- 
stimmung bedarf, sobald man das Argument beschr~Ankt. 

Ftir die LOsung aller Probleme, welche yon der Integration von Diffe- 
rentialgleichungen abhangen, ist namlich der Satz wesentlich, dass aus tier 
allgemeinen Gliltigkeit der Gleichung f ' ( x )  ~ o der Sehluss f ( x )  = const. 
gezogen werden darf, wenn f ( x )  stetig angenommen wird. Dieser Saiz 
wird aber nach w 3 bei Beschrttnkung auf rationale Argumente hinfMlig. 

Die Hinzuftigung der Forderung, dass der Quotient f(z + h ) - - f ( , ) s i c h  
h 

fiir alle Werte yon x und h unterhalb einer bestimmten endlichen Grenze 
halten solle (d. h. im Wesentlichen, dass der Differentialquotient auch 
ffir alle irrationalen x endlich bleibe), wiirde nichts ~Andern; denn wir 
haben gesehn, dass es auch solche Funktionen g~ebt, welche, ohne durch- 
aus konstant zu sein, for alle rationalen z den Differentialquotienten Null 

besitzen und i~berdies ganz allgemein die Relation o ~< f(z + h)h-- f(~) < I  

erffillen. 

Man konnte, um fiber diese Schwicrigkeit hinwegzukommen, ffir die 
Funktion f ( x )  vorweg eine bestimmte Form, etwa die Form einer Potenz- 
reihe, annehmen. Eine solche Annahme wt~rde jedoch in vielen FMlen, 
besonders bei Problemen der angewandten Mathematik, willkfirlich und 
darum unzulttssig erscheinen miissen. 

Ein besseres AuskunftsmitteI gewinnt man durch Einffihrung eines 
neuen Begriffes anstatt des gewShnlichen Begriffes der Differentiirbarkeit 
einer Funktion. 

Eine Funktion f(x) heisse ))in einem Intervalle i gleich~ssig differen- 
tiirbar)), wenn nach Annahme einer beliebig kleinen Grssse ~ immer eine 
Grssse h so bestimmt werden kann, dass die Relation 

[ f(~') - -  f(~) f(z") - -  f (x)  ] 
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fi~r alle dem Intervall i angehSrigen Werte yon x, x', x" erfiillt ist, 
welehe den Bedingungen [ x ' - -  x [ < h und [ x ' - -  x I < h gen~gen. (~) 

Man erkennt leieht, d~qss, wenn man die Funktion f (x )  nieht nur 
gleiehmrtssig stetig, sondern auch gleichm~ssig differentiirbar annimmt, der 
Schluss v o n d e r  Gleiehung f ' ( x ) =  o auf die Gleiehung/'(x)-----eonst. aueh 
bei Besehritnkung auf rationale Werte des Arguments noeh zulasslg ist. 
Ja er bleibt setbst dann noch g~ltig, wenn yon dem Gebiete der gleich- 
m~ssigen Differentiirbarkeit gewisse Stellen ausgeschlossen sind, die in 
ihrer Gesammtheit eine reduktible Menge(~) bilden, in der Art, dass die 
Funktion nut in denjenigen Intervallcn gleichm~ssig diffcrentiirbar an- 
genommen wird, welche keinen solchen Punkt enthalten und auch nicht 
an einen solchen grenzen. Man kann in dieseln Fallc kurz sagen, die 
Funktion sei nach Ausschlass einer re&tktibeln Panktmenge gleichm(issi9 

differentiirbar. 
Wir gewinnen also folgendes Resultat: Bei Beschr(inl;ung auf rationale 

Argumente ist das dutch die gew5hnlichen Schliisse gewonnene Integr~d einer 
Differentialgleichun 9 erster Ordnung, welches eine willkiirliche Konstante enth(ilt, 
nut dann als das voUstdndige anzusehn, wenn man yon der unbekannten 
Funktion ausser der Erfiillung der Differentialgleichung noch verlangt, dass 
sie gleichm(issig stet 0 und nach Ausschluss hSchstens einer reduktibeln Pttnkt- 
menge gleichmcisso differentiirbar sei. L(isst man eine dieser Forderungen 
fallen, so giebt es noch andere I ntegrale der gegebenen Differentialgleichung. 

Meran, April i884. 

(L) Auf den Begciff der ~gleichm~ssigen Differe~tiirbarkeit)) ist Verf. gespr~ehsweise 
yon Herrn t)rof. KRONECKEtt hingewiesen worden. 

(') C~'. ~ I. 


