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Dans ]es Comptes-rendus de l'Acad~mie de Berlin de I875( '  ) M. 
KRO~ECKE~ a donn6 des propositions d'une grande importance que j'ai 
pour objet d'6tablir dans cette note, en me plagant ~ ml point de vile 
bien diff6rent de celui de l'illustre g6om6tre. Posons avec les notations 
de l'autmlr: 

~o(q) = ~ - -  :q  + 2q 4 -  2q" + . . .  

,~(q) = ~ + 2q + 2q' + 2q' + . . .  

et d6signons par F ( n )  le hombre des classes de formes quadratiqucs de 
d6terminant - - n  dont un au moins des coefficients extr&nes est imp'fir, 

avec la convention d'6crire tg(n) x au lieu de F(n) ,  lorsque n e s t  un 
2 

carr6. Les th6or6mes dont je vais m'occuper, consistent dans les relations 
suivantes 

(A) 4 ~0 F ( 4 n  + 2)q "+~. - -  ~9:(q),%(q), 
o o  

(B) 4 ~ F ( 4 n  + I)q " + 1 =  ~9.a(q)~(q), 
0 

(C) S k F(Sn + 3)q'"+] " ----- O:(q), 
0 

(~) CIber quadratische Formen vo~ ~tegativer Delerminante, p. 223. 
Aeta ~mll~atiea. 5. Impr im~ 3 Septelnbre 1884. 38 
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qui r~v~lent une liaison ~troite entre la th~orie arithm6tique des formes 
quadratiques et la th~orie analytique des transcendantes elliptiques. Deux 
voles s'offrent pour conduire k ces beaux r~sultats, l'une qui les a fait 
ddcouvrir, est celle de M. KRONECKER; elle part de la consid6ration des 
modules singuliers qui donnent lieu '~ la multiplication complexe. Une 
seconde que j 'ai indiqu~e succinctement dans une lettre adress~e ~ M. 
LmUWLL~,(a) repose plus sur l'analyse que sur l'arithm~tique, la notion 
de classe s'y trouvant amen4e par la consideration des'formes r~duites. 
Elte m'a donn~ d6jk la d~monstration de l'~quation (C); je me propose 
maintenant d'en tirer d'une mani~re plus directe cette m~me relation, et 
aussi d'6tablir les th~or~mes (A) et (B) qui sont du plus grand int5r~t. 
J'exposerai ensuite comme consdquence de cette m~thode, quelques ex- 

,n 

pressions des sommes ~.F(4n-Jr 2), ~F(4n q- i), ~F(8n-I- 3), o~ l'on 
0 0 

verra une nouvelle application de la fonction E(x), reprSsentant l'entier 
contenu dans x, qui a 6t~ r6cemment l'objet de plusieurs communications 
importantes de M. BOUNIAKOWSKV. 

I. 

La reprdsentation des diff~rentes classes de formes de d~terminant 
n~gatif, s'obtient par des formes particuli~res auxquelles on donne le 
nora de r~duites, et qui sont caract~ris~es de la maniSre suivante. 

Ddsignons les par (A, B, C), et soit ~ une quantit6 du signe de B, 
et (!gale en valeur absolue k l'unit~; on aura les conditions: 

A < 0, 2r < A. 

Mais faisons pour plus de pr6cision la distinction entre les forrnes non 
ambigues et les formes ambigues. Les premi6res seront (A, +_B, C), en 
supposant B positif, diff6rent de z6ro~ et excluant les cas d'dgalit6 dans 
les conditions pr6cddentes qui deviennent~ 

A < C, 2B < A. 

(t) Sur la thdorie des fonctions elliptiques et ses applications h l'arithmetique. 
J o u r n a l  de M. LIOUVILLE~ annie I862, p. 25 . 
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Les autres ensuite seront de ces trois esp6ces: 

(A, o, C) A < C ,  

(2B, B, C) 2B < C, 

(A, B, A) 2B < A, 

299 

et c'6st seulement quand le d6terminant chang6 de signe est un earr6 
ou le triple d'un carr6, qu'on doit prendre: 

A--=C, ou bien 2 B = C ,  2 B = A .  

Cett6 notion des formes r6duites doit recevoir une modification 16g6re en 
rue des recherches qui vont suivre, oh nous consid6rerons exclusivement 
les formes dans lesquelles run  au moins des coefficients extrgmes est 
impair. (1) 

Convenons de d6signer par a, a', a", des nombres impairs, par b, b', 
des noiabres pairs; elles se r6partiront pour un d6terminant impair, dans 
ces trois cat6gories: 

(I) (a, b, a'), (It) (a, a', b), (III) (b, a', a), 

et pour un d6terminant pair dans les suivantes: 

(I) (a, a", a'), (II) (a, b', b), (III) (b, b', a). 

Supposons maintenant ces formes r6duites et admettons que les coef- 
ficients moy6ns soient positlfs; je les ramenerai, comme on va voir, au 
premier type. En raisonnant, pour fixer les id6es dans le premier cas, 
j'eff6ctue la substitution au d6terminant - - I ,  

x = X + Y ,  y = - - Y  

dans la forme (II). Elte devient: 

(a, a - - a ' ,  a - - 2 a ' + b )  

et par cons6quent du type (I) mais le coefficient moyen qui reste positif, 

(1) Ce sera par cons6queut l'ordre proprement primitif et sos d6riv6s lorsque le 
d6terminant sera impair ou le double d'uu hombre impair, seuls cas qui s'offrent dans les 

thdor~mes de M, KI~ON~-CK~m 
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franchit la limite 
termes de la suite: 
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earact6ristique dcs rdduites. I1 est en effet Fun des 

a ~ k ,  a - - k  + 2, a - - k  + 4, . . . ,  a - -  I, 

oll k d6signe le plus grand hombre impair contenu dans a. Toutefois le 2 
dernicr coefficient ne cesse pas de satisfaire ~ la condition: a - - 2 a ' +  b > a, 
puisqu'on dolt supposer: 2 a ' <  b. Le mdme r6sultat s'obtenant ~ l'6gard 
de la forme (III), qui est improprement 6quivalente K (a, a', b) et par 
suite proprement 6quivalente ~: (a, a - - a ' ,  a - - 2 a '  + b), nous avons cette 
conclusion, que toutes les classes de d6terminant impair, sont repr6scnt6cs 
par les formes du type (I), (A, •  A') oh l'on supposera: 

B = o ,  2, 4, . . . ,  A - - I ,  et: A < A ' .  

Quant aux formes ambigues, deux cas sont k distingucr, suivant que le 
d6terminant est - - I ,  ou ~ 3 (mod 4). Dans le premier il n'existe que la 
seule esp6ce (A, o, A'), A n'dtant jamais 6gal ~ A'; mais clans le second 
cas, les formes ambigues sont d'une part: (A, o, A') avec la condition 
A < A', puis: (A, B, A) en prenant: 

B~- -o ,  2, 4, ' ' . ,  A ~ I .  

On 6tablira de la mdme mani6re, en eonsid6rant les d6terminants pairs, 
que les formes non ambigues st ram6nent au premier type: (A, • A", A'), 
off l'on doit supposer 

A " - ~  I,  3, 5, . . . ,  A - - 2 ,  

les formes ambigues sont ensuite: 

puis: 

ct: A < A'; 

(A., A, A'), avee l'in6galitd: A < A' 

(A, A", 21), en prenant encore. 

A " =  I,  3, 5, . . . ,  A ~ 2 .  

Cette seconde cat6gorie ne se prdsente d'ailleurs quc lorsque le d6terminant 
suppos5 pair est divisible par 8. 

Nous avons exclu dans ce qui prdc6de, les formes de l'ordre im- 
proprement primitif, et des ddriv6es de cet ordre, nous ajouterons "~ leur 
6gard, pour les d6terminants - -5  (mod8), la remarque suivante. Ces 
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formes pour de tcls d6terminants, sont du type (2a, a", 2a'); cn supposant 
a" positif, elles scront r6duites sous les conditions: 

q " < q ,  a < a'. 

Admuttons maintenant que lc coefficient moycn soit Fun des tcrmes de 
la suite: 

les formes obtenues en prenant: 

a " =  a +  2,  a +  4 ,  . . . ,  2 a - - ,  

ne seront plus r6duites mais elles le deviendront par la substitution pr&& 
demment employde: 

x - = X - } -  Y ,  y = - - - Y .  

En effct dana la transform6e obtenue: 

(2a, 2a--a",  + 

les conditions caractfiristiques: 

2a ~ a" < a~ 2 a  - -  a" < a ~ a" -]- a' 

sont satisfaites, puisqu'elles reviennent ~ celles-ci: 

a < a " ,  a < a ' .  

Toutefois il sera n6cessaire, quand on aura: 

a ~ a'" -4- a' < a,  c'est-s a' < a" 

d'employer cn outre la substitution X ~  Y', Y =  X'. 

a " =  a + b ,  a ' = a + b ' ,  
faisons aussi: 

a - - b  = a~; 

la transform6e pr6c6dente devient: 

(2a 1 + 2b, t t l ,  2a 1 -4- 2b'), 

les nouveaux 616ments a~, b, b', 6tant enti6rement arbitraires. 
ainsi 

Soit maintenant: 

O n  volt 
que cette forme donne deux lois la s6rie compl6te des r6duites, 
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savoir les r6duites elles-m~mes, si l'on prend b'> b, puis leurs trans- 
form6es par la substitution X = Y', Y-=  X', quand on suppose b ' <  b. 
Nous avons donc le r6sultat suivant dont nous ferons bient6t usage. 
Concevons que a, a', a", parcourent la s~rie des nombres impairs sous la 
condition: 

a < a', a" < 2a; 

la forme: (2a, a", 2a') repr6sentera d'une part, les formes ambigues, 
(2a, a, 2a'), puis celles-ci: (2a, a', 2a'), qui se ram6nent '~: (2a, 2a--a ' ,  2a); 
c'est par cons6quent la suite compl6te et sans r6p6tition des formes am- 
bigues. Ii y a ~ excepter toutefois la supposition de a = a', c'est-k-dire la 
forme d6riv6e de (2, i ,  2), qui s'offre seulement lorsque N e s t  le triple 
d'un carr6. Elle repr6sentera en second lieu, et r6p6t6e trois fois, la 
s6rie des formes non ambigues, 6quivalentes proprement ou improprement 
aux formes r6duites dont le coefficient moyen est positif. 

II. 

I,e th6or6me (A) de M. KRO~ECKEIr qui consiste dans l'6galit6: 

4 ~o F(4n q" 2)qn+~ = O](q)O~(q), 

s'obtient au moycn de ees s6ries, oh j'6cris pour abr6ger: 

,90, 0~, as, au lieu de 0o(q), O~(q), 0~(q): 

~ 9 ~ 0 ~ - - ) / ' ~ ~  " 2 K~----------~ = ' ~  . ,  __4q"+g~/2~+l sin (2n -t-- I) x, 

~92 

! 

sin 

1 , , ,  1 9 

+ 4 l~.q("+~ -) [q-i-+ q - i '+ . . .  + q-("-~- sin(2n + ,)x. 
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La premidre est Ie d6veloppement de ?kKsin 2Kz, la seconde que 
7~ 7r 

j'ai donn6e sans d6monstration, (~) a 6t6 6tablie ainsi que d'autres de mdme 
nature dont je feral usage, dans une excellente th6se de doctorat de M. 
BIm~LE~,(~) k laquelle je renvoie. Multiplions les membre /~ membre, 

, 
puis int6grons entre les limites zero et 2, en employant les formules: 

2 2 

j '  (2Kx~ =_~ : s i n ( 2 n +  l)z lr 
O~ , , - -~- /dx 2 ' . ]  ~-m--~ d x  =-  -~. 

0 o 

On trouvera ainsi: 

si l'on pose pour abr6ger: 

1 

S = ~  ~ . q 

/ 1 \~  1 

Z t. +~) +-+~ _~ -~ -(.- 
s ,  = + q + " "  + q " 

1 

Je d6veloppe maintenant ces expressions suivant les puissances de q 
i 

en remplagant t _ ~,+~ par I + q~"+~ + q~(~"+)) + . . . ,  et j'obtiens, d'abord: 

S =  E q  ~"'', 

oh a e t a '  parcourent la s6rie enti~re des nombres impairs. Soit ensuite: 

a " ~  I ,  3, 5, . . . ,  2 a ~  I ,  
et l'on aura: 

1 

S 1 ~ Z q ~  (a'q-2aa'~a''~') 

(1) ,~ur les thdor~mes de M. Kronecker  relatifs aux formes quadratiques (0omp- 
tes-rendus~ Juillet i862). 

(9) 8ur les ddveloppemenls en sdries &s fore.lions doublemeut ~,~riodiques & troisidme 
esp~ce (Paris~ Gauthier-Villars, 1879 ). 
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D6signant done par N un nombre impair queleonque, et par F(N),  
le hombre de ses diviseurs, nous pouvons d6jk 6crire: 

1 

S----- E ~ c ( N ) q  ~ .  

En passant k la seeonde somme S~, nous poserons: 

a ~ "-}- 2aa' ~ a ''~ = 2N~ 

de sorte que 2 N  sera le d6terminant chang6 de signe de la forme qua- 
dratique (a, a", a + 2 @ .  Cela 6tant, nous 6tablissons que nous avons 
ainsi obtenu le type de nos nouvelles r6duites pour un d6terminant im- 
pairement pair, repr6sent6 par (A, A", A'), en montrant que la diff6rence 
A - - A '  est n6cessairement le double d'un nombre impair. Or on a: 

et par cons6quent: 

A A '  ~ A '''~ = 2 N ,  

A.A'  ~ 3 (mod 4). 

En multipliant par le nombre impair A' ,  nous en conclurons: 

A ~ 3A' (rood 4) 

d'oh: 

A - -  A' =-- 2 s  (mod 4) 

comme il fallait le faire voir. Soit done pour un moment: f(2N) le 
nombre des classes non ambigues de d 6 t e r m i n a n t -  2N; il est clair qu'on 
obtient, puisqu'on exclut lee valeurs n6gatives de A": 

f( zN)~l{ ~, s, 

et le d6veloppement de ,9~83 s'offre sous la forme suivante: 

1 

Mais le nombre des classes ambigues de d6terminant - - 2 N  6tant 
c(N),  la somme c (N)  + f(2N), est pr6eis6ment la fonction F(2N)  de 
M. KRONFCKm~, dont la proposition se trouve ainsi d6montr~e. 
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[H .  

Le second th6or6me de l 'illustre g6omb~re se *.ire des seines' " suivantes: 

~9~0 a , ~r / I ~ 4q ~ 
' H ( 2 _ K ~ =  si,~,e + " i  ~ 7  +' sin(2,, +. I)X 

, \<-~/" (~)  q( 'Y[ Z "+ 7 
' 2 ~ 0 

< 

k, - r  / 

I -f- 2q -1 + . . .  -4- 2q -''~: sin (2n + I)z .  

En les multipliant membre k membre, et intdgrant entre les limites 

z6ro et 2 '  on en d6duit eette expression: 

off l'on a: 
0.20,] = 2 S  + 4S1, 

s =  ~2,,~("+;-):i, + :q-~+ .. .  + ~q-,q, 
0 

(,,+ ;-)~-.,,+1 
' Z q [~ + 2q--'+ + 2q-":]" 

o 

Cela pos6, ddsignons encore par a un hombre impair  quelconque, et 
soit b = o ,  _+ 2, _+_ 4, . - . ,  _+ ( a - -  x), la premidre sdrie prmld eette 
nouvelle forme: 

~. (ae_. b':) 
s = Z q  . 

et l'on en conelut facilement: 

1 

N parcourant la s6rie des entiers impairs = i (mod 4). Soil en effet: 

Aekt mathematiea. 5. Imprhn~ 8 Sep~mnbre 1884. 39 
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3 et 3' 6tant deux diviseurs conjuguds de _N; on aura n6cessairement 

3 = o ~ (rood4) , et les deux syst6mes d'6galit6s: 

ou bien: 

a + b = t ~ ,  

a ~ b - = 3 ,  

a--b--=-o", 

a + b = 3 ' ,  

d6termineront toujours pour a un nombre impair, et pour b un nombre 
pair, qui change de signe en passant de Fun ~ l 'autre; le cas oh N est 
un carr6 correspondant ~ b -~  o. 

La quantit6 S~, d6velopp6e suivant les puissances de q, donne ensuite: 

1 

S* 1 ~-- E ~( 4 (a"+4ac-~5~)| 

oh l'on dolt faire: 

Soit malntenant: 

a--~ i ,  3~ 5~ . . .  

b = o ,  :t 2, + 4 ,  . . . ,  + ( a - - l ) ,  

e ~ I ,  2 ,  37 . . . .  

a ~" + 4 a c -  b" == N; 

on volt que N sera - - I  (rood4), et repr6sente le d6terminant chang6 
de signe de la forme (a, b, a-4-4c). Nous trouvons ainsi l'expression 
(A, + B, A') que nous avons ddjh. consid6r6e, car le produit AA' 6tant 

I (mod 4), la diff6rence A ' - -  A est un mult iple de quatre. Or il a 
4t6 6tabli que cette forme donne d'abord la sdrie enti~re et sans r6p6tition 
des r6duites non ambigues, puis les formes "~mbigues de l'esp6ce (A, o ,  A'), 
oh l'on a: A < A'. C'est donc la totalitd des diverses formes, moins celles 
qui sont reprdsent6es par (A, B, A), en prenant:  

B - - = o ,  2 , 4  ~ . . . ,  A - -  I .  

Le hombre de ees derni6res est pour une valeur donn6e de N, le 
uombre (le.~ solutions de l'6quation 

A ~ - -  B" ----- N, 
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avcc la condition quc B soit positif. On dolt done comme tout-k l 'hcure 

poser cn ddsignant par 3 ct 3' deux diviseurs conjugu~s de 4 N  

A ~ B ----- 3, A + B --= o ~, 

mais prcndre maintenant o ~ > 3, de sortc que le hombre cherchd est 
I 
? f ( N ) '  lorsque N n'cst pas un carr6. Dans cc dernicr on obticnt t~videm- 

merit: r  x z q- I ,  ou bien: r  + I Dc ce que nous vcnons d'dtablir 
2 

r6sulte que si l'on d6signe par F(N)  lc nombrc des classes de forints 
quadratiques de dStcrminant - - N ,  on obticnt: 

1 
J ~  ~v 

S, - - - Z [ F ( . N )  I ~(N)]q~ 

I 
en convcnant, ]orsque N e s t  un carr6, de re,nplaeer F ( N ) p a . r  F ( N ) - - ~ .  

Or on a trouv~: 
1 

s -  

nous avons par cons6quent: 

1 

0~,9~ =-- 4(S q- 2S,) = 4 Z F ( N ) q '  

comme il s'agissait de l'6tablir. 

Iu 

~Pl2r * ' Le troisiSmc t h6or~me de M. KROXECKER, exprim~ par l%,ahte :  

8 ~ F(Su  n t- 3)q~"+'i == 9~(q) 
0 

se conclut du d~veloppement: 

- -  __ 2 8q~'*.2~ sin 2nx 

U 'k-Y,  ) 
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oll il faut  prendve: 

et de celui-ci 
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n ~-~ 1 ,  3 ,  5~ " ' "  

' o  )~ ' 

0., ' - - 4 Z q " " [ q  '+q-;+. . ,+ sin 2nx 

dans lequel  n parcour t  la s6rie des nombres  entiers. 

En opdrant  comme pr~e6dcmment  nous t rouverons d 'abord:  

- -  s ( s  + 2s,), 

off l 'on a fait, en supposant  a ~- I,  3,  5 , . - .  

[ , 

S .... ~ q " ~  q - ~ +  q - ; +  . . .  + q , 

[ ')] 
S, - ,;.~, q - t  + q - 4 - +  . . .  + q . 

La premi&re suite pouvan t  s'Scrire: 

1 
-(4a"- -a"-') 

(t,' ~ I ,  3 ,  5 ,  " ' "  ~ 2(;I ~ I ,  

nous poserons N = 4a 2 - -  a'"-; ce sera uff entier  --  3 (rood 8), et nous d6- 

signerons par  6 ct o ~ deux  de ses diviseurs conjugu6s. Cola fair, soit: 

2 a -  a' ~ ~, 2a + a' = # ;  

ccs conditions d6 te rmine ron t  pour  a e t a '  des entiers impairs,  puisqu'on a: 

6 - -  36' (rood 8), et eu p renan t  6 < o ~, a' sera positif. Le coefficient de 
1 
- N  

q4 sera ainsi la moiti6 du h o m b r e  des diviseurs de N ,  et nous 6crirons: 

1 - N  
I 
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Le d6veloppcment de S~ suivant lcs puissances de q 6tant: 

a - - l ,  3~ 

S x = E q'"~176 

5,  . . . ;  b =  2,  4 ,  6 ,  . . . ;  a " ~ =  t ,  3 ,  5 ,  . . . ,  2 a - -  I 

ou bien: 

en posant: 

Nous ferons: 

1 

81 = E qz('"~ 

a ' - ~ a + b .  

N 4aa' - -  a''" ~ - z  yt 

ce sera done encore un entier ~ 3 (rood8), qui se pr6sente comme ie 
d6terminant chang6 de signe de la forme (2a, a", 2a') et de ce que nous 
avons 6tabli w I, b~ l'6gard de ces formes, donne la conclusion suivante. 

Soit pour des classes improprement primitives, (N) le hombre total 
des formes ambigues, f ( N )  la moiti6 du nombre des classes non am- 
bigues, le nombre des solutions de l'6quation: 

aa' - -  a ''2 = N 

est: (N) + 3f(N), en exceptant le seul cas off N e s t  le triple d'un carr6, 
la quantit6 pr6c6dente devant 6tre alors diminude d, une unit6. 

0II a ainsi: 

S 1 = E [(N) + 3f(N)]qZ"; 

i N or on salt que ( N ) =  ~ ( ) ,  de sorte qu'ayant obtenu: 

nous en d6duisons: 

et par suite: 

s =  = X ( N ) r  

1__ N 

S + 2S~ : ~ 31(N) + 2f(N)]q' 

1 

0g = 24 E [(N) + 2 f ( N ) ] q z " .  
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Le proc6d6 quc jc viens d'employer conduit comme on volt au 
nombre total des classes impropremeut primitives de d6terminant - - N ,  
repr6sent6 par ( N ) - F  2f (N) ,  celui que j'ai do,m6 ant6rieurcment, ( Jour-  
na l  de LmUVtLLE, 1862, p. 25) ' fournissant sous la forme mdme qu'a 
obtenue M. KRO.~ECKER, l'6quation: 

1_ N 

~:'., = 8 Z F ( N ) q  4 , 

oh F (N)  d6signe lc nombre des classes proprement primitives. Du rap- 
prochement de ces deux expressions r6sulte done la relation des I)isqui- 
sitiones Arithmeticae 

F( :~ )  = 3[(~v) + 2f(~r)l  

et dans le cas oh N est le triple d'un car%: 

F(N)-  3[(N) + :/'(N)i- ~-. 

M. LIl"SCmTZ a donnd de la mdmc relation, une d6monstration arith- 
m6tique aussi simplc qu'616gante dans son beau m6moire publi6 dans lc 
T. 53 du J o u r n a l  de CtCELI,~: Eini.qe S~itze aus der Theorie der quadra- 
tischen Formen. 

V. 

I1 me reste g indiquer des cons6quences arithm6tiques des formules 
de la th6orie des fonctions elliptiques dans lesquclles intervient la fonction 
E(x);  clles se tirent de la remarque suivante: 

J'observc d'abord que si l'on pose: 

f ( x )  = Ao + A lx  + . . .  3- A , S  + . . . ,  

le d6veloppement suivant les puissances croissantes de la variable du 

f(z) , donne la relation: quotient 1 --  z 

f(x) = A o + (A o 3- A~)x + . . .  + (Ao + A1 + . . .  + A,)x" + . . .  
! - -  a~ 
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Cherchons pareillement le coefficient de x" dans le d6veloppement 

de la quantit6 f ( z " )  , oll  a ddsigne un nombre entier queleonque. Comme 
I - - X  

on peut 5crire: 

f ( z " )  _ _  ~ ,  A,,x~#+~., 
I - - X ,  

)~ --~- 0 ~  I ~ 2 ~  . . . 

[ 1  ~ O~ I ~  2 ~  , . . 

nous poserons la condition a/.t ' 4 - ,~ - - - -n ,  qui donne 6videmment pour ft 

les o, i ,  2, . . . ,  E (~ ) .  Soit done pour abr6ger valeurs:  l '6criture: 

Ef~ == \ a / '  il est clair qu'on aura: 

f(~~ - E (Ao + A, + . .  + A ) x " ;  
I - - , " g  

c'est la rel'ltion a nalytique que je vais employer,, et je l 'appliquerai 

' Nous obtenons dans ee eas la formule d'abord en supposant f (x )  = ,  - -  z" 

suivante: 

' r  ( '  - ~O(I - -  ~-") = I + E ~ "  

~ - ~  O ,  I ,  2 ~  . . . 

Multiplions ensuite les doux membres par .~', b ddsignant un entier 
positif, on en tire: 

h 

(, _,~,)<, ,~ -_ ~ , + ~/ '_'~l ~,,+~ 
_ _  ~, k ( , /  J , 

puis en ehangeant n e n  n .... b: 

b 

= , + E  x " .  ([  - -  ; , , ) ( ;~, -  ~,~) 

On voit que dans cette nouvelle relation il est ndcessaire de prcndre 

E ( ~ - -  ~) ~ o  lor~que n - - b  est n~gatif; nous ferons d~sormais cette 
g ~ r  
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convention, et en remarquant  que: I -i t- E ( x ) =  E ( x  "k  I)? n0US 6crirons 
plus s implement:  

b 

( ~ - -  ~)(, --  : )  

I1 convient de joindre ~ eette formule celle qui donne le ddveloppe- 
b 

ment de la fraction z , et qu'on obtient par l 'identit6: 
(I --Z)(I  "~ Z a) 

(I - -Z)(I  "4" Z a) (I - -~) ( I  --  Z '2") 

Nous trouvons de cette mani6re: 

. ) (- )] + 2a--b. "4- a- -b  
( I  - -  ~v)(I -Jr- ~") 2a 2a ' 

ce qui conduit k introduire une nouvelle fonction El(x) ,  definie par la 
condition: 

El (Z  ) = S ( x  --~ I ) _  S ( x ) .  

On a ainsi sous une forme plus simple: 

b 

vr ~ E E l ( ' r t  "4-a--b)x," 
( ~ - -  ~)( i + x ~ ~ i  

Je me bornerai K remarquer  h l'6gard de la quantit6 E 1 (x) ,  qu'elle 
eat toujours 6gale ~ z6ro lorsque la diff6rcnce x - - E ( x )  eat moindre que 

2, et h l'unit6 si 1'on suppose x - - E ( x ) >  , c'est ce que montrent les 

relations: 

E (x) = E ( : x ) -  :E(x). 
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J 'appliquerai  encore la formule:  

f(~") - X (Ao + A~ + . . .  + A.)x" 
I - - I1~  

k un cas plus g6ndral en prenant:  f ( x ) - - - - - -  

quelconque. Nous aurons alors: 

( [ - -  X) k ~ 
off k est un entier 

A.  k ( k + I ) . . . ( k + n - - I )  
I . 2 . . . / b  

et l'on sait d'ailleurs que la somme: Ao + AI + . . .  + A, a pour valeur 

(k + ~)~k + 2) . . .  (k + v) (v + t)(~, + 2) . . .  (v + k) 
' , ou bien: 

I . 2 . . . v  I . 2 . . . k  

I1 suffit done pour obtenir le d6veloppement cherch6 de remplacer  v par 

E ( ~ )  dans cette expression. Mais soit afin d'abr6ger I '6criture: 

E,(z) E ( x ) E ( z  -{- I ) . . .  E ( x  + /~ - -  I )  
I . 2  . . . k  

on aura ainsi: 

' x (I - -~Xt  - -  ~")" ----- E~ x", 

puis en raisonnant comme plus haut:  

b 

( t  - ~ ) (~  - -  ~~  

Ce r6sultat 6tabli, nous en tir.ons la formule relative k la fonction: 
b b ( I - -  ~n)lr 

"(t--x)(I + x") k' en la mettant  sous Ia forme: ( [ - -~ ) ( t - - z~" )  ' "  Soit par 

exemple k----- 2, un calcul facile donne la relation: 

b 

(I - -  x X I + ~e") ~ 

mais on peut suivre une autre vole, et en posant: 

I 
(~ + ~ ) , - -  Ao + AlX + . . .  + A ,x"  + . . .  
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chercher la valeur de la somme: A0 + A~ + . . .  + A~. I1 suffit pour 
cela d'avolr le coefficient de x ~ dans le d6veloppement de la fraction 

i 
(x ~ zXI + z)*' et c'est ce que donne la d6composition en fractions simples, 

qui permet d'6crirc: 

2 ~ I I 2 2 t-1 
(i - ~ ) ( x  + ~ ) '  = I -----~ + i +---~ + (i  + ~)----~ + " �9 �9 "~ (x + ~)~' 

La quantit6 cherch6e s'offre ainsi sous la forme: 

5 , +  I + 
2 (v + ~) + 2 ~(~ + ~)(' + 2) 

1.2 
~.- ~.- 2 k - l ( v - ~  I)(Y'~2)-. .(V'Jf'~ - 

"'" ~7~:7:~--~ ~)]; 

I 
le coefficient de x', dans le d6veloppement de (x--z)(x + a)k est donc 

obtenu explicltement au moyen de l'~16ment v--~ E ( n ) ,  tandis qu'en partant  

de l a  fonction (, _ a ) ,  ( ~ -  z ) ( i -  z~")* ' ce mdme coefficient s 'exprimera d'une ma- 

. . . .  

mere toute dlfferente, au moyen de 2a et ~a ~ " Soit k - - - - I ,  

pour consid6rer le cas le plus simple, nous aurons la relation: 

ou plutSt:  

j~(~ -~- 2 a ~ _  E ( n  -~- a~ I [ i  "~- (__ i ) ~ ) ]  \---Taa--/ \-2-Ua / = 

! E ~- 
. E ( ~ , +  a ~ _ _ E ( , ~  [I  - - ( - - I )  (a:)] \-Yh-a / \~/---- 

puis si l 'on fair n - -  "*'- X: 2a 

I [ i  - -  ( - -  I)  E(~x)] 

---__ sin2 .E(2x) 
2 

ce qui se v6rifie inim6diatement. 
Je ne m'~carterai point de mon but  en cherchant en ce moment k 
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approfondir les relations de cette nature, et je me bornerai ~ remarquer 
que de ces identit~s fort simples: 

g" �9 $ " [ I  31- ;~" + X 2" ,Jr . . .  3 t- Z { . . . .  1)a] 

( ,  - -  ~)( ,  - -  z ' )  ( i  - -  zX,  - -  z ~ ' )  

(, - -  ~)(, - -  ~)~ (, - ~.}(, - -  ~")~ 

on conclut les propri6t6s suivantes de ,E(x) et E~(x): 

~(x) +.(~ +~) +.(~ +~) +... +.(~ + ' ~ - ' )  = E(,,~z), 

~-,)_ 
"D'b 

= E ~ ( . , , , x ) -  mS,(x). 

VI. 

J'appliquerai les r6sultats qui viennent d'fitre 6tablis en premier lieu 
la s6rie d'EULER: 

~7~2 a 

! - -  ~g I - -  1 __~ga 

oh ~(n) d6signe le nombre des diviseurs de n. La relation: 

�9 " ) It, Xn ( ~ - - ~ ) ( ' - -  ~ ) = ~ E  

donne alors, comme on voit, la proposition arithm6tique bien eonnue 

a - ~  i, 2, 3 , . . ,  
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Et pareillement si l'on pose: 

f( l)x 
-I- 

I - - ~  

de sor/e qu'on air: 

Ch. Hermite.  

1 - - z '  + ' ' "  + + . . . .  E F ( n ) x " ,  

F(n) = f( ,)  + f(d) + f(d') + . . .  

en d6signant par d, d', etc, tous les  diviseurs de n, nous obtenons: 

~ ' ( I )  "31- F(2) + . . .  + F ( n ) = ~ E ( ~ ) f ( a )  

(t = I~ 2 7 37 " ' '  

Supposons en particulier que f(n) soit un polyn6me quelconque de degr6 
k, qu'on pourra 6crire ainsi: 

f(n) := A + Bn -4- 6'n(nI.2 + l) _[_ . . . _[_ K n ( , t  "4- l)...i.2...k(n + k -  t) 

Au inoyen d7une transformation dont Jacom a donn6 des exemples 
dans les formules du w 4o des Fundamenta, nous aurons: 

f ( l )X f (2)~  ~ f ( a ) z "  
i----~ + i ,~-----~ + . . . - t  ~ . . .  

~ i ~ a 

B ~  a 

= Z + X + + X (  I - -  a ) k + l  

�9 �9 �9 �9 , ~ ~ �9 �9 �9 

qui offrent autant de nouvelles propri6t6s de la fonction E(x). 

a :  I ,  2 ,  3 ,  . . .  

On en eonelut l'6galit6. 

et par cons6quent eelles-ci: 
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Remarquons encore au sujet de la s~rie d'EULEU qu'elle a fit~ raise 
par CLAUSE~ SOUS la forme suivante: 

\~---:-5I + t ,~----:--~/+"" + x t,~_--~-~) + " - ,  

on a donc. ~ 

et l'on voit que dans le second membre  les valeurs de a ne doivent pas 
d~passer l 'entier contenu dans ~/n, que je d~signerai par ~, pour abr~ger. 
Remarquons maintenant  qu'on peut  4crire: 

+ : - o : ) = . ( : )  + , - o  

et que l'on a: 

~: ( 2 ~ - -  ~) = ~, 
1 

nous en conclurons la formule:  

tt ~ I, 27 3~ . . . ,  I~ 

dont j 'ai  donn~ ailleurs une d~monstration arithm~tique.(1) 

Apr&s la fonction it(n) se pr(~sentent celles que M. KrtO~ECKER a 
consid6r~es dans son cdl&bre travail,  sur le nombre des classes de formes 

quadratiques de d~terminant nSgatif ( J o u r n a l  de BOI~CHAUDT, T. 57, P. 

248), et qui se rapportent  aux sommes des diviseurs des nombres. Elles 
sont d~sign~es et ddfinies comme il suit: 

X(n )  somme de tous les diviseurs impairs de n, 

$ (n )  somme de tous les diviseurs de n,  

(1) Sur quelques points da.ns la thdorie des hombres: Extrait d'une lettre ~ M. LIP- 
SCHITZ~ Acta Mathematica~ T. 2, p. 299. 



318  Oh. Hermi te .  

q"(n) exe6s de la somme des diviseurs de n sup6rieurs k (n ,  sur la 
somme des diviseurs moindres que ~/n, 

(#'(n) exe6s de la somme des diviseurs de n de la forme 8k-4-_ I, sur 
la somme des diviseurs de la forme 8k + 3, 

q"'(n) exc6s de la somme des diviseurs 8k + I, sup6rieurs k ~/n, et des 
diviseurs 8k __+ 3, moindres que ~/n, sur la somme des diviseurs 
8k_+ i moindres que v~n, et des diviseurs 8k__+ 3, plus grands que ~/n. 

L'ilIustre gdom6tre donne ensuite les 6quations suivantes, oh je sup- 
pose pour plus de clart6: 

~{ = I~ 3, 5, . . -  

b =  2, 4, 6, . . .  

C ~ I~ 2~ 3 '  " " "  

k savoir: 

--f/)" 

b 

( !  - -  q")~ 

c 

C/c 2+ v 

X 

~.~,(a)q, = Z (__ ,)~-(.~-,) aq" 
t - - q  

)~(,,,+7) + q:") q" ZtP"(a)q"=Z( - '  aq"~(' 34-- 
l - -  c 1 

Nous pouvons par cons6quent exprimer au moyen de la fonction 
E(x) les diverses somInes 

X(,)  + X(3 ) + X(5 ) + . . . ,  

X(2) + X(4) + X(6) + . . .  et (0(x) + 11)(2) + r + . . - ,  etc. 

Mais parmi les r6sultats qu'on trouve ainsi, les plus siniples et lea plus 
616gants ont 6t6 obtenus pour la premi6re fois par M. Ln.scmTz, k qui 
j'en doi8 1.~ eommunieatiom En d6signant par A, B, C, des nombres 
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entiers de mdme nature que a, b, c, l'6minent g6om~tre a 6tabli, par 
une m6thode purement arithm~.tique, les formules suivantes: 

x(~) + x(3) + . . .  + x ( a ) =  ~ ( a  +.a~, 
\ 28 / 

+ * < ~ ) + . . +  ~( . )=  :C~,(~), 

~'(i) 

Et sans nul doute des proc6d~s semblables donneraient aussi les relations 
d'une forme moins simple: 

X(2) -1- X(4) n t- . . .  + X(B) 

~,(I) + ~'(3) + . . .  + ~'(A) 

l 2 

= ~ 2 ( - , : " - 1 '  a#A + ~ \ 2a / 

q,"(i) + ~"(3) + - . .  + r 

V / E(A--o~ _ ~(~ + 8~ I :C/- ,?'+"o:t ~ § ~a--o:) + 
28 \ 28 / \ 28 /_l" 

La derni~re peut encore s eemre: 

q'"(') + q:'(3) + . . .  + g'"(A) 

Z ., ~  

- 2 _ , )  a ~ . l - - - ; ; - )  J ,  

et l'on devra prendre les deux derni~res somme~, en s'arr~tant k la valeur 
de a qui est donn6e par le plus grand hombre impair contenu dnns ~/A. 
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VII. 

Une autre application, h laquelle je m'arrgterai un moment, con- 
cernc la fonction qui repr6sente le nombre des solutions de l'6quation 
x 2 -k Y~ = c. En la d6signant par f ( c ) ,  la th6orie des fonctions elliptiqucs 
donne les relations: 

a - -1  

2 K _  Z ~ f ( c ) q ~  = I -{- 4 Z ( - -  ~) 2-q. 
o I - - q  

a- -1  
4c-4-1 

zkK__z~f(8a_l_ : )q : - - - - 4 Z ( ~  ' )2 (q"  
- 7  

dont la premi6re nous conduit imm6diatement au th6or6me d'EISENSTEIN: 

De la seconde nous tirons ensuite: 

f(2) + f(xo) + . .  + f(sC + 2) = 4 ~0~[ - \2 -? -~ /  

mais ces formales ne sont pas les seules auxquelles m6ne la th6orie des 
fonctions elliptiques. JACOBI a obtenu en effet, dans le dernier paragraphe 
des Fundamenta ,  ces d6veloppements d'une autre forme: 

2 k' K 4 "~"2-., ( -  t ) c q ~ 
~ i + ~  

2 k K  - -  I )  ~ - -  - 
-----4 ~/C ' ~ +  x - - q  

et le premier devient, si l'on change q en m q: 

2 K  . . . .  , ~ .  ( - - l )  q~ . . . .  ~ (__ i)~q2e2+e 
+ 4 z . . ,  :o " 

Z c I + ~  
1 1 



Consgquences ari thmdtiques des formules de la tMor ie  des fonetions ell iptiques.  321 

J'en ai d6duit les formules suivantes, que je me borne s 6noncer, 
me r6servant d'y revenir dans une autre occasion. 

I ~ Soit: n = E(Y/gO + ' +  ~) 4 , et posons pour abreger: 

- -  + . . . - < -  

on aura: 

= ( o + . )  

f( i )  -I- f(2) + . . .  -I- f ( C ) =  4 [ S  + S , -  n s ln ' -~ ] .  

2 ~ . Soi~ on~ui~o:. = E ( ~  ~ + '  + ')  2 - , nous obtenons: 

f(2) + f( ,o)  + . . .  + f(8C + 2) 

= L \I /--" \~- - / -~ 'E(~-~ '3) - - " ' - - ( - - I ) " /~( "  ~ I  )]"[-4silI'"2 

Enfin on trouve dana le second volume des oeuvres de GAuss (De 
nexu inter multitudinem classium, etc., p. 279), la formule: 

f(I)  + [(2) + . . .  + f ( C ) =  4ZE(~/q--------~ 

c = o ,  I, 2, . . . ,  E(~/n), 

qui eat d'une nature toute diff6rente. La remarque suivante que j'em- 
ployerai tout-k-l'heure pour un autre objet, en donne une dgmonstration 
facile. 

Soit: f(x) -~ A o + Alx  + A~x ~ + .. ~ + A,,x'" + . . . ,  le coefficient 

f(~) d'un terme quelconque du d6veloppement de la fonction: i - - x '  se tire 

de l'6galit6: 

p ~  O~ I~ 2~ . . .  

, ~ =  O~ I~ 2~ . . .  

en posant la condition: 
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Nous avons ainsi lea valeurs /_t ~ o, I, 2, . . . ,  E(v/n), et en faisant 
pour abr6ger l'6criture, v-= .E(v'n), il est clair qu'on obtient: 

f(z) = ~ [ A  0 + A, + . . .  + A,]x". 

On aurait  d'une mani6re plus .g6n6rale, si l'on d6signe par c un entier 

quelconque, et qu'on thsse alors v ----- E ( ~ n ) :  

Soit encore: 

f(~r - -  Z IAo + .4~ + . . .  + .,'/,~]x'*. 
I - - X  

f(~) = A,r + A,r o + . . .  + _~,r + . . .  

nous trouverons semblablement:  

1 

f (*)  - Z [ A ,  + A~ + . . .  + 2Lira "+~ 
I ~  

en prenant dans ce cas: v - -  E (  j 4 n +  I + 2  l.). 

En particulier on remarquera les relations suivantes" 

z + ~4 + zo  + . . .  | 
= X E (  ) , I - -  X V, n ~ n  

1 

e 5 ~;-+ ~/~~ + i/~ + . . .  X ' + a  - 

0 

puis, comme on 
conque: 

le verra ais6ment, en d&ignant  par k 

(~ + ~' + ~'  + " )~': = Z E(4,~- k), 

n = k - 4 - 1 ,  k .+ 2, k + 3, . . .  

un entier quel- 

({/*q-~xgT{/'x'5+''')xkl--~ - - = - Z E  4 n +  I - -4k+2  I. 0C.+u 

n = k ,  k +  i, k + 2, . . . .  

De ces formules r6sultent les suivantes. 
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Soit :  

IIOUS a u r o n s :  

et semblablement: 

I , ' (x)  -= A o § A , x  -t- . . .  + Akx  ~ + . . .  

(x + ~" + x . + . . . ) F ( x )  _ Z A ~ E ( ~ / -  k)Xn ' 

~ ~ I~ 2~ ~ . . .  

k -~- o ~  I~ 2~ . . . ~  n - -  I~  

(~/x + ~x ~ + W + ..  ) : .AkE  ~/4~ + i - - 4 k  + , x"+~,  
I - - ~  2 

~ -~- 0 ~  I~ 2~ . . . 

k ~ o ~  I~ 2~ . . . ~  n .  

Supposons dans la 1)remi~re de ces deux relations: 

F ( x )  = x + x '  § x ~ -t- . . .  

? r E r  * �9 elle donne imm~diatement l e~ahte: 

(~ + ~ '  + x~ + "" ) '  = E E ( ~ / ~  ----:-~)x", 

75 = I~ 2:, 3~ " " "  

C = I ,  2,  . . . ,  E(~ /~) .  

On en (:onclut le d~veloI)pement de la quantitS: (i + 2oC § ex' + ...)~ 

sous la forme suivante: 

~_. [ , + 4 E ~/-~--~-- c--~ ] x", 

c =  o ,  i ,  2, . . . ,  E(~/n). 

et par suite le th6orSme de GAuss: 

/ '( ') -F f(2) + . . . - { -  f (c)~-  4~:E(v;0-~--O). 
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Prenons de m~me, dans la seconde formule; 

F ( , )  ~/~ + W + ~/~" + . . .  

nous trouverons la relation: 

(~/~ + ~/.0 + ~/:.'o + . . . ) ' =  
X( ) '  E q4n + 2 -- ( 2 c -  I) * + I Xn+{ 

2 

n--~- O, I~ 2 ,  . . .  

C ~ - - - I ,  2 ,  . . . ,  E( ~/4n+ ~+2 i). 
Le r6sultat suivant qui s'en tire: 

f(2) + f(Io) + . . .  + f(8C + 2) = 4 Z E (  ~/4u + 2 2 - - a '  + t) ,  

off la somme doit s'6tendre dans le second membre aux valeurs a---- I, 3, 5, ... 
en s'arr6tant k la racine du plus grand cart6 impair contenu dans 4n + 2, 
a 6t6 donn6 par LIOUVILLE, dans une courte note qui porte pour titre: 
t~,galitds entre des sommes qui ddpendent de la fonction num&ique E(x) 
( J o u r n a l  de m a t h 6 r n a t i q u e s ,  2 me S6rie, T. V, I86o). 

VIII. 

J'arrivc maintenant au point que j'avais principalement en vuc, en 
d6duisant des beaux th6o%mes de M. KRONECKER, d6montr6s au com- 
mencement de ces recherches, les expressions des trois sommes: 

A = F(2) + F(6) + , . .  + F(4n + 2), 

B-----F(~) + F ( 5 )  + . . . + F ( 4 n +  x), 

C = Y ( 3  ) -3 N ~ ( I  I )  -3 V . . . 71- Y ( 8 n  -~- 3)" 

Voici, parmi plusieurs autres, deux forInes sous lesquelles on peut les 
obtenir. 

Consid6rons d'abord le premier th6o%me: 
1 
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je  remarque, pour former le quotient ~9]oq~ 
I - - q  
- - ,  que  l'on a: 

1 

,~ = X f(8~ + ~)q"+~-, 

0 3 = I + 2 q +  2 q 4 +  . . . .  

Nous avons ainsi une premi5re partie, dont le d6veloppement suivant 
les puissances de q est dotal6 imm6diatement par la formule: 

~: - Z f(Sc + :)q'+}. I - - q  

n ~ -  O~ I~ 2~ 3~ �9 �9 " 

C - =  O~ I~ 2~ . . . ~  n ,  

En appliquant cnsuite l'6galit6 obtenue dans le paragraphc pr6c6dent: 

on trouve: 

1 __--. _ _ _ _  n+ 
(~ + q' + r + ' ) ~  ~ f(sc + ~)E(~/~- ~)q , 

l - - q  

~ = 0:~ I:,  2: ,  ,.~ . . .  

C-----O, I ,  2,  . . . ,  . ~ ( ~ _ _ ~ I ~ .  
\ ~ ]  

1 

La somme cherch6e A, 6rant lc coefficient dc q'+~, dans lc d6velop- 

pemcnt que nous venons de former de 0~/~ - - ' ,  n o u s  s o m m e s  a m c n 6 s  a la I - - q  

formule: 

4A-~ Zf(8c + 2) + 2Zf(Sc  + 2)E(~/n~---~-~c), 

oh il faut prendrc dans le premier terme: c ~ o, 

le scco / ld ,  c ~ o ~  

I, 2, . . . ,  n ,  et dans  
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D'une mani'6re toute semblable, nous parvcnons aux d6veh)ppemenls 
qui suivent: 

- - = 2  c)E 4 n + ' -  "4" ' 
I - - q  2 

/$ ~ O~ I~  2~ . . .  

C ~ O~ I~ 2~ . . .  , ~ ;  

i - - q  
- -  2 f ( 8 c  + 2 ) E  ~/4~ + x - -  + i '  - 

2 

n ~ -  O~ I~  2~ . . . 

C " - - O ~  I ,  2 , . . . ,  E ( ~ -  
\ z /  

1 

Cela 6tant, le coefficient de q"+~ dans le premier, ct le coefficient 
3 

de q~"+~ darts le second, donnent les expressions des sommcs B ct C; on 
t, rouve ainsi: 

2B = f ( c ) E (  + ' - - 4 e  + 1"~ 
2 I 

4C=~f(8c+ 2 ) E (  ; 8 n + I - 2  8 e + i )  

c n  p r e n a n t  c ~ O, I~ 2~ . . . ~ n ,  

Nous obtiendrons les m~mes quantit6s sous une autre fornm, dans 
laquelle figure uniquement la fonetion E(x), au moyen dc la s6rie de 
JACOBI dont nous avons d6jk parl& 

~ I - -  q'~ ~ 4 r  + I + I - -  q6 + 4~/q '2~ I - -  q,O 

et de celle qu'on en tire en changeant q en v'q: 

I - -  ff t - -  ffl "4- 4~/q ~ Ii - -  + q~r 
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Multiplions k cet effet, membre k membre, lea deux 6galitds: 

il vient ainsi: 

l - - q  

Z a--1 a 
,~,~3 4 ( - -  I)"T- ~/q " + ' ~  ' + 

a---- i, 3, 5, . . -  

a '  = I, 3, 5, ' ' '  

et en remarquant que et sont, des entiers: 
4 4 

1 a--1 a~+a'2--2 a 

i - -  q"  

Nous avons donc: 

~bg~ ~_ 1 Z . - ,  .'+,,'.-2 I + q" I - - q  4q7 ( - -  I) 2 q , ( i - - q ) ( x - - q ' )  

de sorte que Ies formules de d6veloppement pr6c6demment employ6es 
nous donnent: 

':% Z [ (  ) l )] i__q=4q 7 (~-- I )  T E 4nT2+4a--a2--a'*4a Jl- E " 4 n + 2 - - a ' - - a "  ~l~". 

Or le coefficient' de q", se r6duit k l'expression plus simple: 

I " n t - 2 E ( 4 n + 2 ~ a ' ~ a ' 2 )  

et comme le premier des deux signes E ,  se rapporte k tousles  systbmes 
de valeurs des nombres impairs et' positifs, a et a', qui satisfont k la 
condition: 

4n T 2 T 4 a - - a ~ - - a  ''~ > I ,  
4a 
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c'est s dire: 

on volt qu'en posant sous cette condition: 

a--1 

s = Z ( - -  , )~- 

puis semblalement:  

S ,  = - -  , ) - ~ -  E .4~ + 2 - - -  ~'~ 
4a 

on obtient la quantit6 cherch6e, soup eette nol~velle forme: 

A = 8 +  28,. 

En second lieu, multiplions par 

03 = ]~qC, 

en supposant: 

la mdme 6galit6: 

e-----o, + I, _+_ 2, etc., 

E a--1 ~ a 
~ = 2 ( - -  i)  T ~q~ ' + ~ �9 

On trouvera de cette mani6re: 

1 ~ a--1 a2+4r qa 
,92,9]---- 2q ~ , . ~ ( -  I) 2 q 4 x +  . '  

l - - q  

et si l'on d6signe par b le nombre pair 2c, nous aurons 

- - 2 q  ~ ( - - , ) ~  q ~  , +  
' - -  q ( i  - -  q ) ( ,  - -  ~")  

lE( 1[( ) ( ) 1  2q ~ - -  I )  -T- E 4 n  -{- I "4" 4a4a-- a2 ~ b2 -1-- E 4 n  "-b I - -  a 2 - -  5 2 

4a  ' q "  

Posons done la condition: 

4 n  "4-" i - -  a~ ~ b2 > o ,  
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en supposant que a soit impair  et positif, b ayant  des valeurs paires 

positives, nul les  oll n6gatives, et soit alors: 

a- -1  

S~ --~ ( _ _ , ) 2  E. 4 n + ' -  b 
4 a 

la quanti td B,  sera exprim~e par la formule :  

2 B  = S --1- 2S1o 

En dernier  lieu nous t rouverons par  des considerations toutes semblables:  

c = s +  2s, 
en posant: 

a- -1  

a--1 
S 1 = E (--- I) 2 E (  8~ "JV 3 - 2 a ~ 2 - a ' 2 )  

8a 

les deux sommes se rappor tan t  k t o u s l e s  syst~mes de nombres  impairs  

et positifs a e t  a', satisfaisant k la condition: 

8n  -~- 3 - -  2a~ - -  a'2 > o. 

Je feral une application de la premiX.re des formules  obtenues,  qui 

servira en m~me temps de v~rifieation, en supposant  n ~ 6. On t rouve 

alors que la condition posse, ~ savoir: 

26 ~ a s - -  a ' :  ~ o 

est remplie  pour  les valeurs:  

a ~ - 3 ,  

a ~ 5 ,  

a ' :  I, 3, 5, 

a'---:-I, 3 

a ' ~  I .  

Le nombre  a, ~tant trois lois ~gal k un, deux lois ~gal k 3 et une fois 

~gal ~ 5, nous avons: 
a - 1  

s = Z ( _  _-2. 

Acta mathematiea. 5. Impr im~ 10 Septembre 1884. 42 



330. Ch. Hermite. 

On obtient ensure:  

La somme A des nombre~ de classes des d6terminants: D - - : - -  2, - - 6 ,  
- - , o ,  - - , 4 ,  - - ' 8 ,  - -  :2 ,  - -  26, est donc 6gale k 20; c'est en effet 
ce que donne la table suivante des r(~duites: 

D ~ I 2} 

~ 6 7 

~ IO, 

--= - -  1 4 ,  

- -  18, 
- -  22~ 

:-=- - -  26~ 

, ,  O~ 2) 

( , ,  o, 6)(2, o, 3) 

(,, o, ,o)(:,  o, 5) 
(, ,  o, ,4)(2, o, 7)(3, -+ ' ,  5) 

( I ,  O, 18)(3 ,  O, 6)(:, o, 9) 

(,, o, 2)(:, o, , ,)  
(, ,  o, 26)(2, o, '3)(3, + ' ,  9)(5, _+_ 2, 6). 

J ' indiquerai  encore en terminant  la formule: 

F(3) + F(7) + " + F ( 4 n +  3 ) - - - - 2 ~ E (  n + t - e ' - ? e ` ' ' ~ -  
�9 " 2 e +  2 c ' +  , }' 

la somme du second mernbre s'~,tend h, tous les entlers positifs, c et c' 
satisfaisant, ~ la condition: 

(c + ,)(:c + : c ' +  , ) ~ n  + i, 

en eonvenant de r~duire k moiti6 les termes qui sont donn~s quand on 
suppose c'----o. La d~monstration de ee r~sult,qt sera l 'objet d'un travail 
qui paraitra prochainement. 


